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1. PREDMET(Y) ZKOUMAN(

Pod nazvem algebra se po dlouhou dobu rozuméla nauka o feSeni rovnic, coz
dosvédcuje i etymologie tohoto slova; terminem al-dzabr oznacuje Muhammad Ibn
Misa al-Chérezmi (kolem 780 — kolem 850) ve svém Algebraickém traktdtu pricteni
vyrazu k obéma strandm rovnice. A¢ je al-Chdrezmi ¢asto nazyvan Otcem algebry
a stal se nepldnovanym autorem pojmenovani celé matematické discipliny (a také
pojmu algoritmus skrze prizvisko al-Chorézmi, které oznacuje jeho rodigté Cho-
rézm, dnesni uzbeckou Chivu), algebraické tvahy a postupy jsou mnohem starsiho
data. Zminme alespon teorii ¢isel, péstovanou uz v antickém starovéku, naptiklad
Eukleiduv algoritmus je stale velmi uZite¢ny nastroj, jehoz algebraicka povaha je
mimo v§i pochybnost.

V soucasném pojeti algebry uz netvoii otazka feSeni polynomidlnich rovnic, jak
bychom méli predmét staroveéké, stiedovéké a rané novoveké algebry upresnit, cen-
tralni roli. Presto lze mnoho algebraickych problémi rovnicovym jazykem vyjadrit
a napiiklad otazka obtiznosti nalezeni feseni kvadratickych ¢ kubickych rovnic je
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zajimava nejen pro soucasnou algebru, nybrz i pro kryptologii. V algebie se po-
dobné jako v celé matematice zasadné zménil jazyk. Symbolicky zapis umoziuje
presnéjsi a jasnéjsi formulace starych otdzek a pfirozené nabizi otazky nové. Ob-
dobné se zasadné zménila mira abstrakce algebraickych tvah. Zatimco v klasickée
algebre se matematici zabyvali vzdy zcela konkrétni algebraickou strukturou, ja-
kou predstavuji prirozend Cisla se s¢itanim a nasobenim, celd ¢i racionalni ¢isla se
s¢itanim, nasobenim, od¢itanim, poptripadé délenim nebo realné ¢i komplexni ¢isla
v kontextu otazek vyjadrenych obvyklymi operacemi, v takzvané moderni algebre
uz v centru pozornosti stoji obecny, obvykle axiomaticky popsany algebraicky ob-
jekt. My se budeme pochopitelné vénovat zakladnim konceptiim moderni algebry
s prihlédnutim k historickym souvislostem a postoji studenta informatiky, pro néjz
je realitou jen velmi omezeny sortiment konkrétnich algebraickych struktur, coz je
postoj prirozené blizky klasické algebre.

Velmi zhruba vyjadieno se tedy moderni algebra vénuje zkoumani mnozin opatie-
nych jistym systémem operaci. Pfedmétem zajmu jsou ovSem nejen strukturni vlast-
nosti takové mnoziny popsané podminkami, které pomoci operaci umime vyjadrit,
nybrz i vlastnostmi ,vysSich radd”, napriklad vlastnosti systémd rtznych mnozin
s podobnymi systémy operaci ¢i tiid takovych mnozin. Tento text si pritom klade
za cil seznamit studenty informatiky s nejzékladnéjsimi pojmy, koncepty a v nepo-
sledni rfadé i konkrétnimi objekty, které jsou predmétem zkouméani soucasné alge-
bry. Vybér a usporadani teorie, kterou zde prezentujeme, je zvolen s ohledem na
t¥i zdkladni hlediska. Jak uz bylo zminéno, predevsim se snazime navazat na kon-
cepty a zpusoby uvazovani, které jsou pro studenta informatiky pfirozené, dale se
v rdmci velmi omezeného prostoru pokousime demonstrovat nékolik elementarnich
algebraickych vysledki, které jsou uziteéné v informatickych aplikacich a kone¢né
za nepominutelny povazujeme pfistup, ktery mizeme neptili§ presné oznacit jako
kontextudlni, a jimz minime seznameni studenta s terminologickymi a historickymi
kontexty soucasné algebry.

Drive nez se zacneme systematicky zabyvat abstraktnimi tvahami o algebraic-
kych objektech, uvedeme nékolik motivacnich prikladd, které by nam pomohly
usnadnit porozuméni divodim (af uz praktickym tak historickym), pro¢ pravé
tu ¢i onu vlastnost sledujeme.

Nejprve se domluvme, Ze bindrni operaci na neprazdné mnoziné A budeme ro-
zumét libovolné zobrazeni A2 = Ax A — A (obvykle ji budeme zapisovat centralné),
undrni operace na A bude jakékoli zobrazeni A — A a nuldrni operace bude zobra-
zeni kartézské mocniny A°, kterd sestdvd pravé z jediné prazdné posloupnosti, do
mnoZiny A, mizeme ji proto chdpat jako vybrdni prvku z mnoZiny A, prévé toho,
na néjz se zobrazi jednoprvkovd mnozina A° (obvykle se nuldrni operace s timto
vyznafenym prvkem ztotoziuje).

MiuzZeme si ponékud predc¢asné dovolit i zcela obecnou definici operace:

Definice. Pro kazdé celé n > 0 nazveme n-drni operaci na mnoZiné A kazdé
zobrazeni A™ — A (¢islo n budeme nazyvat aritou nebo cetnosti operace).

Priklad 1.1. Uvazujme mnozinu celych ¢isel Z a na ni obvyklé operace s¢itani +
a nasobeni -. Pro libovolné pfirozené ¢islo n polozme nZ = {n - z| z € Z}. Nyni
si mizeme vSimnout, Ze je mnozina nZ ,uzaviend’na obé uvazované operace, tj.
pro kazdou dvojici a,b € nZ plati, ze a + b,a - b € nZ, tedy operace + a - mizeme
uvazovat také omezené na mnoziné n Z. Ackoli pro zadné n > 1 mnoziny nZ a 7Z
nesplyvaji, nelze pomoci vlastnosti operace + ob& mnozZiny odlisit (tj. maji stejné
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yalgebraické” vlastnosti vzhledem ke s¢itani), coz oziejmime, zavedeme-li zobrazeni
frn ' Z = nZ predpisem f, (k) = kn. Zjevné se jednd o bijekci, kterd navic spliuje
podminku f,(a +b) = fa(a) + fa(b).

Poznamenejme, ze takova vlastnost zobrazeni neni nijak samoziejma, naptiklad
vzhledem k operaci nasobeni f, obdobnou podminku nespliuje. Uvazime-li navic
podminku ,existuje prvek e tak, ze pro vSechny prvky a plati a-e = a”, pak je tato
podminka na mnoziné Z splnéna pro e = 1, zatimco na mnoziné n Z zjevné neplati.

Priklad 1.2. V souladu se zna¢enim zavedenym na kurzu linedrni algebry polozme
Zn = {0,1,...,n — 1} pro n&jaké celé ¢islo n > 1. Zavedme na Z,, operace + a -
predpisem a + b = (a 4+ b)mod n a a - b = (a - b)mod n, kde mod n znamend zbytek
po celociselném déleni hodnotou n a v zavorce uvazujeme vzdy obvyklé scitani a
nasobenti celych ¢isel. Kone¢né definujme zobrazeni F, : Z — Z,, piedpisem F, (k) =
(k)mod n. Vsimnéme si, Ze tentokrat zobrazeni F sice neni bijekce, ale obé operace
sCitani a nisobeni ,pfevaddi”’na nové zavedené + a -, tedy F,,(a+b) = F,,(a)+ F,(b)
i Fy(a-b) = F,(a) - F,(b).

Definice. Mame-li bindrni operaci * na mnoziné A, néjakou podmnoZinu U mnoZi-
ny A a binarni operaci o na mnoziné B. Rekneme, ze U je uzaviend na operaci
%, jestlize pro vSechna z,y € U plati, ze z xy € U, a zobrazeni f : A — B
nazveme slucitelné s operacemi * a o je-li pro v8echna z,y € A splnéna rovnost

flxxy) = f(z)o f(y).

Vsimnéme si, ze zobrazeni f,, z[I.1] je slucitelné s operacemi + a neni slu¢itelné
s operacemi -, zatimco zobrazeni F,, z[1.2] je slucitelné s obéma péary operaci + i -.
Navic mnozina n Z je uzaviena na operace + i -.

Na dvou znamych prikladech si ilustrujme, 7e jsou uvedené pojmy zakladnim
stavebnim kamenem algebry:

Priklad 1.3. (1) Podprostor vektorového prostoru je zjevné podmnozinou uzavie-
nou na (vektorové) s¢itdni a linedrni zobrazeni jsou se séitdnim sluditelnd. Navic
uvazujeme-li nasobeni skaldrem pro kazdy skalar a jako unarni operaci, pak je
podprostor uzavieny na vsechny takto definované unarni operace.

(2) Na mnoziné M (X) vSech slov, tj. v8ech koneénych posloupnosti pismen z
mnoziny X uvazujme bindrni operaci skladani -

L1 -Ty *Y1---Yn =21 ---Typ Y1---Ym-

Zvolme z € X as € M(X). Je-li f, : M(X) — M(X) zobrazeni, které z kazdého
slova vypusti v8echna pismena = a fs; : M(X) — M(X) zobrazeni, které kazdé
pismeno z nahradi slovem s, snadno nahlédneme, ze jde o zobrazeni slucitelnd s
operaci -.

(3) Uvazime na mnoziné {0,1} Booleovské operace A, V a XOR, zapsat si je
mutzeme tabulkami:

AlO 1 v]io 1 XOR |0 1
0[0 0 00 1 0 [0 1
101 11 1 1 |10

Vezmeme-li bijekei b(0) = 1, b(1) = 0, pak z tabulky operaci vidime, Ze je b slucitelna
s operacemi A a V v obou moznych poradi operaci, nikoli ovSem s operacemi A a A
respektive V a V. Podobné z tabulky operace XOR nahlédneme, Ze b s operacemi
A a XOR ani V a XOR (v zddném potradi) slucitelnd neni.



4 ALGEBRA T PRO INFORMATIKY

2. ZAKLADY ELEMENTARNI TEORIE CISEL

Nyni pripomenme nékolik nejzakladnéjsich poznatki z teorie ¢isel, které ndm po-
slouzi nejen jako motivace zkouméni obecnych algebraickych vlastnosti (slu¢itelnost
ekvivalence s operaci), nybrz i jako uZiteény ndstroj, jenz vyuzijeme v nasledujicich
kapitolach, konkrétné Eukleidiv algoritmus a Cinskou vétu o zbytcich.

Jsou-li a,b dvé celd cisla, budeme fakt, ze ¢islo a déli b, znacit a/b a symbolem
GCD(a,b) budeme rozumét nejvétsi spolecny délitel ¢isel a a b, tedy nezdporné
¢islo d, které je spoleénym délitelem ¢isel a a b (d/a,b) a které je déleno vemi
spoleénymi déliteli ¢isel a a b (¢/a,b = ¢/d). Podobné lem(a,b) bude oznadovat
nejmensi spolecny nasobek Cisel a a b, tedy nezdporné cislo n, které je spoleénym
nasobkem ¢isel a a b (a,b/n) a které je déleno vSemi spole¢nymi déliteli ¢isel a a b
(a,b/m = n/m).

Konec¢né prirozené ¢islo p nazveme prvocislem, jestlize pro kazda celd a,b plati
implikace p =a-b = a = £1 nebo b = +1.

Piipomenme nejprve rozsiteny Eukleidiv algoritmus hledani nejvétsiho spolecné-
ho délitele cisel a a a:

VSTUP: a,b€N, a>b
VYSTUP: GCD(a,b),z,y € Z, pro které GCD(a,b) =z-a+y-b
0. Z = 1, (a07a1) = (aab); (.’L’O,-’L’l) = (170); (y07y1) = (071);
1. while(a; > 0) do
{aiy1 = (aj—1)mod a;; ¢; := (a;—1)div a;; %tj. ai—1 = qia; + a;q1
Tip1 =Ty — T Qis Yirl = Yiel — Vi Qs =i+ 1}
2. return a;_1,%;—1,Yi—1.

Poznamka 2.1. Fukleiduv algoritmus pracuje spravné, tedy najde nejvétsi spolecnyj
délitel a pro x,y na jeho vystupu plati, Ze GCD(a,b) =z -a+1y - b.

Diikaz. Vyuzijeme znaceni algoritmu a poznamenejme, ze vypocitana hodnota a; 1
je vzdy mensi nez predchozi a;, proto while-cyklus v algoritmu skon¢i.

Nyni zvolime index n tak, ze ap, > 0 a ap+1 = 0. VSimnéme si, ze a, =
GCD(ay—1,ay), protoze a, /a,—_;.

Oznacime D(u,v) = {c € Z| ¢/u,c/v} pro kazdé u,v mnozinu vsech jejich spo-
le¢nych déliteltt a ukdzeme pro kazdé ¢+ = 1,...,n — 1, ze mnozina vSech délitel
dvojice a;,a;11 je stejnd jako mnozina vsech délitelt dvojice a;_1,a;, tedy ze

D(a;, ai+1) = D(aj—1,a;)-

Vyuzijeme pii tom vztahu a;—1 = a;—1 + ¢; - a; hodnot a;_1, a; a a;41:

c/ai—1,a; = ¢/aiy1 = a;—1 — ¢i - a;
a podobné

dfa;,a;11 = dfa;—1 = a;—1 + q; - a;.
Protoze a,, je nejvétsi spolecny délitel prvki a, a a, 1 a

D(an_1,0,) = D(an_2,a,_1) =+ = D(ag, a1),
plati, ze a,, € D(a;—1,a;) a navic d/a, pro kazdé d € D(a;_1, a;), tedy
a, = GCD(ay,a,-1) = GCD(ap—1,an—2) = --- = GCD(ag, a1).
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Nakonec ovéfime indukci podle i platnost tvrzeni a; = w; - ap + y; - a1, které
potiebujeme dokéazat pro i = n. Ziejmé tvrzeni plati pro: =0 a ¢ =1 a predpoklé-
dejme, ze tvrzeni plati proi ai—1, tedy a; = x;-ap+y;-a1 aa;_1 = x;_1-ag+Y;_1-01.
Dokazeme rovnost pro i + 1 dosazenim za a; a a;_; do vztahu:

g1 = Qi1 — ;- ¢ = (Ti—1 Ao+ Yi—1-01) — (i a0 +Yi-a1) - ¢ =

=(@i1—®i-qi) a0+ (Yi-1 —Yi @)1 =Tip1 Ao+ Yiy1 - a1,
¢imz jsme dokon¢ili dikaz. O

Poznamenejme, zZe ¢isla x a y se obvykle nazyvaji Bezoutovy koeficienty.
Nyni uz je snadné dokéazat jednoznac¢nost prvociselného rozkladu.

Véta 2.2 (Zékladni véta aritmetiky). KaZdé piirozené cislo vétsi nez jedna lze aZ
na poradi jednoznacné rozlozZit na soucin prvocisel.

Dikaz. Nejprve si uvédomime, Ze lze kazdé prirozené ¢islo n > 1 napsat jako soucin
prvodisel, coz miizeme snadno dokdzat indukci podle n. Cislo 2 je ziejmé prvoéislo.
Pokud n neni prvocislo, existuji takova pfirozend ¢isla k, I < n, ze n = k- 1. Obé
jsou samoziejmeé vétsi nez jedna a podle indukéniho predpokladu méme prvociselny
rozklad Cisel k = p; - ... -pral =¢q -... qs. Tedy ¢islo n je sou¢inem prvocisel
PLce Dr Qe s

Drive nez ovéfime jednoznacnost prvociselného rozkladu, dokazeme technické

Lemma. Necht p je prvocislo a a,b, a1, as,...,a; € N. Pak plati

(1) p/a-b = p/a nebo p/b,
(2) p/aras...ar = i, Ze p/a;.

(1) Pfedpokladejme, ze p/a - b a p nedéli a. Protoze p mé pouze délitele £1 a
+p, vidime, ze GCD(p,a) = 1, a proto podle existuji takovd celd = a y, 7e
1=a-x+p-y. Plenasobenim této rovnosti hodnotou b dostaneme b = abzx + pby,
a protoze p déli oba s¢itance vpravo, plati také, ze p/b.

(2) DokéZeme indukci podle k. Pro k = 1 je tvrzeni trividlni. Pfedpokladdme-
li, ze p/ajas...ar = a1 - (as...ax), pak podle (1) bud p/a; a jsme hotovi nebo
p/asas .. .ay a zdvér plyne z indukéniho predpokladu.

Nyni indukci provedeme ditkaz jednoznacnosti prvociselného rozkladu cisla n.
Indukénim predpokladem zde bude tvrzeni, ze je prvociselny rozklad urcen jedno-
znacné az na poradi pro vSechna ¢isla mensi nez n.

Je-li n prvoéislo (specidlné n = 2), obsahuje prvociselny rozklad jediné prvocislo
a je tedy zfejmé urcen jednoznacné. Plati-li tvrzeni pro vSechna k¥ < n a n =
PL---"Dr =q1-. .. Ps jsou dva prvociselné rozklady, potom podle tvrzeni Lemmatu
existuje takové j, Ze p1/g;. Bez Gjmy na obecnosti miizeme predpokladat, ze j = 1.
Protoze p; i q1 jsou prvocisla, mame p; = ¢;. Nyni staci pouzit indukéni predpoklad
Props ... Pr=qo ... ps < N. O
Dduasledek 2.3. Pro kaZdé a,b € 7 existuje aZ na znaménko jednoznacné urceny
GCD(a,b) alcm(a,b) a plati, Ze lem(a,b) = c;c%i.(ba,b) .

Diikaz. Snadno diky jednoznacnosti prvociselného rozkladu zaruceného Vétou 2:2]
ovéiime bezprost¥edné z definice, Ze pro a = [[pf*, b =[] p;"

GCD(G, b) = Hp;rlin(ai’ﬁi) a lcm(a, b) _ Hpgnax(ai,ﬁi)‘
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Navic kazdé dva GCD(a,b) (respektive lcm(a,d)) se podle definice vzajemné déli,
tedy se mohou lisit jen znaménkem. O

Pfipomenime, Ze relaci na mnoziné A rozumime libovolnou podmnozinu p mnoziny
A x A. Pfipomenme, Ze relace p je

- reflexivni, jestlize (a,a) € p pro kazdé a € A,

- symetrickd, plati-li pro kazdé a,b € A implikace (a,b) € p = (b,a) € p

- tranzitivni, , plati-li pro kazdé a, b, c € A implikace (a,b), (b,c) € p = (a,c) € p.

Ekvivalenci budeme nazyvat kazdou symetrickou, reflexivni a tranzitivni relaci.

Priklad 2.4. Pro libovolné mnoziny A a B a zobrazeni f : A — B mnozin tvori
ekvivalenci relace

(1) id = {(a,a) | a € A}, A x A (tzv. trividlni ekvivalence),

(2) ker f ={(z,y) € Ax A| f(z) = f(y)} (tzv. jddro zobrazeni f).

Je-li p ekvivalence na mnoZiné A, pfipomeiime, Ze faktorem mnoZiny (Casto se
také mluvi o kvocientu) A podle ekvivalence p jako mnozinu A/p = {[a],| a € A},
kde [a], = {b € A] (a,b) € p} jsou rozkladové tiidy (kosety), tedy A/p tvoii rozklad
mnoziny A.

Naopak mame-li {B;| i € I'} rozklad mnoziny A, pak relace p urtend podminkou:
(a,b) e p& i€l :a,be B;je ekvivalenci a A/p = {B;| i € I}.

Pripomenme uziteény piiklad ¢iselné teoretické ekvivalence.

Priklad 2.5. Vezméme piirozené ¢islo n > 2 a oznatme = (mod n) relaci na
mnoziné celych ¢isel Z danou pfedpisem: a = b (mod n) < n/(a — b). Neni tézké
si uvédomit, Ze se jedné o ekvivalenci (obvykle se ji ¥ikd kongruence na Z). Navic
si mizeme viimnout jejiho tésného vztahu k zobrazeni F,, z [[.2] nebot plati, ze
a = b (mod n), pravé kdyz F,(a) = F,(b), tedy kongruence = (mod n) je rovna
pravé ekvivalenci ker F,.

Drive nez zacneme pouzivat termin kongruence v mnohem obecnéj$im vyznamu,
pripomenme si n€kolik jednoduchych vlastnosti, které kongruence na celych ¢islech
ma:

Poznamka 2.6. Pro kazdé a,b,c,d € 7 a k,n € N, kde n > 1, plati:
(1) jestlize a = b (mod n) a ¢ = d (mod n), pak a + ¢ = b+ d (mod n),
a—c=b—d (modn),a-c=b-d (modn) aa® =b" (mod n),
(2) jestlize ¢ # 0, pak a = b (mod n), prdvé kdyZ a-c=b-c (mod cn),
(3) jestlize GCD(¢,n) =1, pak a = b (mod n), prdvé kdyZ a-c = b-c (mod n).
Diikaz. (1) Predpokladame-li, 7e n/(a — b), (c — d), pak
nf(a=b)+(c—d) =(a+c)=(b+d),
nf(a=b)—(c=d)=(a—c)=(b-d),
nfla=b)-c+b-(c—d)=(a-¢c)—(b-d)
a posledni kongruenci dostaneme indukénim pouzitim pfedchozi pro a = ca b =d.

(2) a=b (mod n) & n/(a—0b) & ne/(ac— bc) & ac = be (mod cn).

(3) Pfiméa implikace plyne okamzité z (1), protoze ¢ = ¢ (mod n). Jakmile n/ac—
bc = (a — b)c a ¢ a n jsou nesoudélnd ¢isla, pak nutné n/(a — b).

—d
—d

Definice. Uvazujme na mnoziné A bindrni operaci * a ekvivalenci ~. Rekneme, 7e
~ je slucitelna s operaci *, jestliZze pro v8echny takové prvky ai,as,bi,bs € A, pro
né% ay ~ by a ap ~ by plati, ze (ay * az) ~ (by * ba).
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V Poznamce [2.6]jsme tedy zjistili, Ze je kongruence = (mod n) sluéitelna s piiro-
zenymi operacemi +, — a - na celych ¢islech.

Priiklad 2.7. Mé&jme kladné celé ¢islang,...,ng a polozme n = n-- - --ny. Zavedme
. (o1 o k N
nyni na kartézském soucinu [[;_; Zy, po slozkich operace +, — a -

(al,ag,...,ak) + (bl,bg,...,bk) = ((Ll 4+ b1,as + ba, ..., ap +bk),
(al,ag,...,ak) — (bl,bg,...,bk) = (a1 — bl,ag — bg,...,ak — bk),
(al,az,...,ak) . (bl,bz,...,bk) = (a1 . bl,az . bg,...,ak . bk),

kde od¢itani ve slozkach definujeme rovnéz modulo n;. Definujme dale zobrazeni
k
G:Z— H . Zy, predpisem G(a)= ((a)mod ny,...,(a)mod ng)
1=
a stejnym predpisem zavedeme i zobrazeni H : Z, — Hle Zy,;. Obé zobrazeni jsou
opét slucitelnd s operacemi +, operacemi — i operacemi -.

V nésledujici pozndmce budeme uvazovat operace na kartézskych soucinech za-
vedené v Piikladu

Véta 2.8 (Cinskéd véta o zbytcich). Necht ny,ns,...,ny jsou kladnd celd cisla a
n=mny-Ny-----ny. Potom je zobrazeni H z[2.7] slucitelné s operacemi +, — a -.
Navic H je bijekce, pravé kdyzZ jsou ¢isla ny,na,...,ng po dvou nesoudeélnd.

Diikaz. Nejprve dokdzeme zpétnou implikaci. V Piikladu jsme si uvédomili, ze
je f zobrazeni slucitelné s obéma operacemi. Zbyva nahlédnout, ze jde o bijekci.
Protoze jsou Z,, a Hle Zy, stejné velké konecné mnoziny, staci ovérit, ze je f
prosté. Necht pro a < b € Z, plati, ze H(a) = H(b). Potom H(b— a) = 0, tedy
n;/b — a pro v8echna i = 1,..., k. ProtoZe jsou n; po dvou nesoudélnd dostavime
z Véty 2.2|n/b — a. Protoze oviem 0 <b—a <n — 1, méme b = a.

Pfimou implikaci dokdZeme nepiimo. Necht existuji indexy i # j, pro néz ¢ =
GCD(n4,ny) > 1. Potom % € Z, \{0} a pro vSechna r = 1,..., k plati, ze n,/%. To
znamend, ze H(0) = (0,...,0) = H(%), tedy H neni prosté. O

Uvedeny ditkaz Cinské véty o zbytcich sice neni konstruktivni, tedy nidm ne-

poskytuje algoritmus k nalezeni vzoru néjakého prvku v zobrazeni H. Nasledujici
priklad ukazuje, ze hledat vzory zobrazeni H neni diky pocetnim pravidlim
tézké.
Piiklad 2.9. Podle Cinské véty o zbytcich existuje pravé jedno x € Zss spliujici
kongruence z = 2 (mod 5) a x = 3 (mod 7), pokusime se ho spocitat. Nejprve
si vSimneme, Ze z prvni kongruence plyne, ze + = 5y + 2 pro vhodnd y € Z a
toto vyjadieni dosadime do druhé kongruence a pomoci Poznamky [2.6] budeme
kongruenci upravovat ekvivalentnimi ipravami:

5y+2=3 (mod 7) ©5y=1(mod 7)< 3-5y=3-1 (mod 7) &y =3 (mod 7).
Poznamenejme, Ze jsme v poslednim kroku vyuzili toho, ze umime najit ,inverz

modulo 77k ¢éislu 5 jimz je 3). Hledanym feSenim je tedy z = 5-3+2 = 17.

Na zavér zdtraznéme, ze Cinsk4 véta o zbytcich méa praktické vyznam pro podi-
tani s velkymi celymi ¢isly, nebof ndm umoziuje ,algebraicky” presné reprezentovat
vétsi mnozinu Z,, pomoci pocitani v mensich mnozinach Z,,,.
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3. ASOCIATIVN] BINARNI OPERACE

Zkusime se nyni oprostit od konkrétni algebraické struktury a uvézime sice obec-
nou avsak velmi jednoduchou situaci mnoziny opatiené asociativni bindrni operaci.
Hlavnim vysledkem této kapitoly bude kromé ptikladi fady struktur, které takovou
podminku spliuji, pfedev§im pozorovani (Disledek , 7e mnozina s asociativni
operaci je jistym zptsobem velmi blizko mnohem silnéjsimu pojmu grupa, ktery
jako jeden ze zakladnich pojmid moderni algebry také zavedeme. Na zavér kapitoly
se na chvili vratime k teorii ¢isel a jako aplikaci predchoziho aparatu dokizeme
uziteény vzorecek na vypocet Eulerovy funkce.

Pfipomenme, Ze bindrni operace x na A je asociativni (resp. komutativni), plati-li
pro v8echna x,y,z € A rovnost x * (y x2) = (x xy) x z (resp. x *y = y * x).

Definice. UvaZzujme binarni operaci * na mnoziné A. Neutrdlnim prvkem operace
x rozumime takovy prvek e € A, 7e g x e = e x g = g pro vSechna g € A.

Poznamka 3.1. KaZda bindrni operace md nejvyse jeden neutrdlni prvek.
Diikaz. Jsou-li e, f dva neutrdlni prvky, pak e =ex f = f. O

Nasledujici piiklad ukazuje, ze se v definici neutralniho prvku nemizeme omezit
jen na jednu ze dvou rovnosti:

Priklad 3.2. Je-li X aspon dvouprvkovd mnozina a definujeme-li na X binarni
operaci x predpisem x * y = x, je operace * asociativni, ale X neobsahuje zadny
neutralni prvek. Pfitom dokonce kazdy prvek X spliuje prvni z rovnosti, kterou je
neutralni prvek definovan.

Definice. Necht - je bindrni operace na mnoziné S a e je jeji neutralni prvek.
Rekneme, 7e prvek s € S je invertibilni, jestlize existuje takovy prvek s~ € S, pro

ktery s7' -5 = s-s7! =e. Prvek s~ nazveme inverznim prokem k prvku s.

Priklad 3.3. Uvazujme T'(N) mnoZinu vSech zobrazeni pfirozenych ¢isel do sebe
s operaci skladéni o a nech a(k) = 2k a B(k) = [£]. Pak identické zobrazeni Id
je neutralni vzhledem k o, a plati, ze fa = Id a af # Id. Prvky a a [ tedy
spliiuji pravé jednu z definitorickych rovnosti invertibilniho prvku, ovSem inverti-
bilni nejsou, protoze invertibilni zobrazeni jsou pravé bijekce.

Mnoziné G s binarni operaci - budeme fikat grupoid (a budeme psat G(-)). O
grupoidu G(-) fekneme, Ze je:
- pologrupa, je-li operace - asociativni,
monoid, je-li operace - asociativni a v G lezi jeji neutralni prvek,
- grupa, je-li G(-) monoid, jehoZ kazdy prvek je invertibilni,
komutativni grupa (nebo abelovskd grupa), je-li G(-) grupa a - je komuta-
tivni.

V Piikladech T3] a 2.5 jsme pfipomnéli asociativni a komutativni operace + a -
na mnoziné celych ¢isel (a v Piikladech a jsme si uvédomili, Ze asociativitu
i komutativitu spliwuji jimi indukované operace na mnozinach Z,). Jisté zde neni
tfeba opakovat, jak vypadaji odpovidajici neutrdlni a invertibilni prvky. Uvedme
jesté nékolik dobie zndmych, a¢ méné elementarnich priklada asociativnich binar-
nich operaci.

Priklad 3.4. Necht n > 1 je pfirozené ¢islo a X nepriazdnd mnozina.
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(1) Necht M (X) je mnozina viech slov s operaci sklddéni P¥ikladu[L.3[2) mnoziné
bindrni operaci a ozna¢me e prazdné slovo. Snadno nahlédneme, Ze je operace -
asociativni (je-li X aspon dvouprvkovd mnozina, pak operace neni komutativni) a
plati, Ze € - s = s - € = s pro kazdé s € M(X), tedy M (X)(-) je tzv. slovni monoid.

(2) Ozna¢me T'(X) mnozinu vSech zobrazeni mnoziny X do sebe. Potom T'(X)(o)
tvori (s operaci skladéni o) (tzv. transformacni) monoid.

(3) Ctvercové matice M, (T) nad télesem T stupné n spolu s ndsobenim tvoi{
monoid M, (T)(-) (neutrdlnim prvkem je zde jednotkova matice).

(4) Z,(-) je konetny komutativni monoid, ktery neni grupou, protoze prvek 0
neni invertibilni.

Do konce této kapitoly budeme nadale oznacovat neutralni prvek obecné binarni
operace - symbolem e. Zaroven poznamenejme, Ze je obvyklé znacit neutralni prvek
multiplikativni operace (tj. -) symbolem 1 a neutralni prvek aditivni operace (tj.
+) symbolem 0 (a my se tohoto Gizu budeme pozdé&ji také drzet).

Naésledujici dvé tvrzeni zndme z kontextu pocitani se ¢tvercovymi maticemi.

Poznamka 3.5. Bud S(-) monoid a a,b,c € S. Plati-li, Ze a-b=c-a = e, potom
b = ¢ je jednoznacné uréeny inverzni prvek k prvku a.
Diikaz. S vyuzitim asociativity spocitejme:
c=c-e=c-(a-b)=(c-a)-b=e-b=0b,
odkud vidime nejen rovnost b = ¢, ale i jednozna¢nost, nebot dva prvky inverzni k
a splhuji podminku predpokladu. O
Nyni vime, zZe je inverz k invertibilnimu prvku a v monoidu urcen jednoznacné,
budeme ho tedy znadit a 1.
Poznamka 3.6. Je-li S(-) monoid a s,t € S jeho invertibilni proky, pak s-t a s~ !
jsou také invertibilni. Navic (s-t) 1 =t"1.-s7ta(s71)7t =s.
Diikaz. Protoze s-s™' = s™' - s = e, je ziejmé s~ invertibilni a diky [3.5] mame
(s71)7! = 5. Nyni sta¢i dokézat, ze je prvek ¢t 1 - s~ inverzni k s - t:
(s-t)-(t7' s =s-(t-t7")-s7'=5-e-5'=5-5""=e
a symetricky
t s (s-t)y=tt-(st-s)t=tt-e-t=t"1 t=e
O

Mnozinu v8ech invertibilnich prvkd monoidu S(-) budeme znacit S*. VSimnéme
si, ze jsme v pfedchozi Gvaze dokazali, Ze je mnozina S* uzaviend na operaci -,
uvédomime-li si navic, ze e € S*, protoze e - e = e, dostdvame diky predchozi
pozndmce nasledujici pozorovani:

Dusledek 3.7. Necht S(-) je monoid. Oznacime-li -g» restrikci -
na mnoZinu S* X S*, pak S*(-s+) je grupa.

S xS+ operace -

Priklad 3.8. Nechtf n > 1 je pfirozené ¢islo a X neprazdnd mnozina a T téleso.
(1) Grupa invertibilnich prvka M (X)(:) obsahuje pouze neutralni prvek e.
(2) Grupu invertibilnich prvkd transformac¢niho monoidu 7(X)(o) tvoii pravé
v8echny bijekce S(X) na mnoziné X (mluvime o symetrické grupé nebo grupé
permutaci).
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(3) Grupu invertibilnich prvkd monoidu étvercovych matic M, (T)(:) stupné n
tvorf pravé vSechny regularni matice stupné n (znacime je GL,(T)).

(4) Ukézeme, ze Z,(-) = {a € Z,| GCD(a,n) = 1}. Jestlize a € Z;,, existuji
x € Zn ay € Z, pro néz ax + by = 1. Je-li s spolecny délitel ¢isel a, n, pak
s/(axz + ny) = 1, proto GCD(a,n) = 1. Necht naopak GCD(a,n) = 1, potom
diky Euklidovu algoritmu existuji « € Z a y € Z, pro které ax + ny = 1, proto
a~! = zmod n. To znamen, 7e a € Z;,.

Na zavér se podivejme ponékud podrobnéji na grupu Z;(-) jejiz prvky jsme
charakterizovali v predchozim prikladu.

Definice. Eulerovou funkci nazveme zobrazeni ¢ : N — N dané predpisem
¢(n) = |2y | = [{k € Zn| GCD(k,n) = 1}|.

S vyuzitim Cinské véty o zbytcich a prvoéiselného rozkladu ¢isla n budeme umét
spocitat hodnotu ¢(n):

Véta 3.9. Bud' py < p2 < - - < pg prvocisla a ri,ra,...,1 kladnd celd cisla.
k ; k ; k i—1
Potom ([ T;=; p;*) = ITizy 0(0;*) = ITizy (pi — pi* ™

Diikaz. Nejprve pro libovolné prvoéislo p a kladné celé ¢islo r spocitame, ze p(p*) =
(p— 1) - pF~1. Cislo mensi nez p* je soudélné s p* pravé tehdy, kdyz je ndsobkem
¢isla p. Protoze nezdpornych nasobki ¢sla p mensich nez p* je ziejmé prave p*—1,
dostavame, ze kladnych ¢isel nesoudélnych s p* mame

k-1 _ ( kfl_

") =p" —p p—1)p
Dale polozme n; = p;" an = Hle n; a uvazujme zobrazeni H : Z,, — Hle Lo,
z Véty Vsimnéme si, 7e Hle Zn,(+) s operaci z Piikladu tvor{ monoid s
neutralnim prvkem H(1) = (1,...,1), a proto plati ekvivalence
k k
(a1,...,a) € (HZni)* oVi=1,...,ndb;:a;-b; =1 (a1,...,a;) € HZ;’;i.
i=1 i=1
Protoze jsou ny,...,n; nesoudélné, je H podle bijekce, a proto plati
k k
a€ZyeELy:ab=163c€[[Zn:H(a)-c=H1) s H() e ([[2n)"
i=1 i=1
Spojime-li ob& pozorovani dostavame rovnost H(Z;) = Hle Zy, . Odtud a z vyse
dokézaného faktu ¢(n;) = (p; — 1) - p¥~* plyne dokazovana rovnost
o(n) = |2, | = |H(Zy)| =TIz Zn, | = Tz () = im0 - 1) -7 O

4. GRUPY A JEJICH PODGRUPY

Nyni si pozorné prohlédneme ekvivalence na obecnych grupach, které zcela pii-
mocare zobecnhuji pojem kongruence na celych ¢islech. Jako dusledek souboru elementar-
nich technickych pozorovani o téchto ekvivalencich dostaneme pro ivahy o podgru-
pach velmi uzitecnou Lagrangeovu vétu, kterd svazuje délitelnosti velikost grupy a

jeji podgrupy.
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Podobné jako v predchozi kapitole budeme neutralni prvek obecné multiplika-
tivné zapsané grupy G(-) oznacovat symbolem e a inverzni prvek k prvku g sym-

bolem g~*.

Definice. Podgrupou grupy G(-) budeme rozumét kazdou podmnozinu H mnoziny
G, kterd je uzaviend na -, obsahuje prvek e a pro jejiz kazdy prvek h € H plati,
ze h™' € H. Normdlni podgrupa je podgrupa H grupy G spliujici navic podminku
g-h-g7' € Hprokazdé g€ G ahc H.

Protoze podlepro kazdy prvek g grupy G(-) plati, ze (97) " = g, mohli jsme
normélni podgrupu H také ekvivalentné definovat také symetrickou podminkou
g '-h-geHprokazdé g€ Gahe H.

Poznamka 4.1. Necht G(-) je grupa, H a H;, i € I jeji podgrupy.
(1) H(:) tvori s operaci omezenou na mnozinu H opét grupu,
(2) Nier Hi je podgrupa grupy G(-),
(3) jsou-li vSechny podgrupy H; normdini, pak je i podgrupa (\;.; H; normdlni,
(4) je-li G(-) komutativni grupa, pak je podgrupa H vZdy normdlni.

Dikaz. (1) Plyne okamzité z definice podgrupy a vlastnosti operace - na G (srovnej
s B.).

(2) e € H; pro viechna i € I podle, tedy e € (;c; Hi. Zvolme libovolné a,b €
(icr Hi- Potom a - b € H; pro kazdé i € I diky uzavienosti H; na operaci -,
tedy a-b € (,.; H;- Podobné podle definice a=! € H; pro kazdé i € I, proto
a~t € Nyer Hi.

(3) Zvolme h € N

icl

werHiageG. Pak g-h-g~' € H; pro viechna i € I, a tudiz

g-h-gt €Nes Hi-
(4) Diky komutativité bindrni operace plati pro kazdé g € G ah € H,ze g-h -
gl=g-g'-h=heH. O

Priklad 4.2. (1) VSimnéme si, Ze v kazdé grupé G(-) tvoii mnoziny {e} a G (tzv.
trividlni) priklady normélnich podgrup.

(2) Uvazujme grupu permutaci na mnoziné {1,...,n}, obvykle se zna¢i S, (o)
(viz také [3.8(2)). Piimodare spocitdme, Ze mnoZina viech sudych permutaci A,
je norméalni podgrupou S, (o). Navic lze (elementarnimi prostiedky) dokazat, ze
grupa S, (o) neobsahuje pro n # 4 jiné normélni podgrupy nez {Id}, S, a A,
(v pripadé S; se vyskytuje jesté jedna tzv. Kleinova norméalni podgrupa K =
{14, (12)(34), (13)(24), (14)(23)}). Uvedme alespon piiklad zjevné podgrupy T =
{Id, (12)} grupy Ss, kterd neni normélni, protoze naptiklad (13) o (12) o (13)~1 =
(23) ¢ T.

(3) Protoze det(A - B) = det(A) - det(B), snadno spocitdme, ze mnoziny S =
{A € GL,(T) | det(A) =1} a P ={A € GL,(T) | det(A) = £1} jsou normélni
podgrupy grupy GL,(T)(").

(4) UvaZujeme-li komutativni grupu celych ¢isel Z(+4) (s neutralnim prvkem 0
a inverznimi prvky znafenymi standardné symbolem —), potom mnoZiny tvaru
nZ = {n-z| z € Z} jsou pro kazdé nezaporné celé n podgrupou grupy Z(+)
(Viz. Naopak, uvazujme libovolnou nenulovou podgrupu P grupy Z(+). Protoze
P obsahuje néjaky nenulovy prvek a s kazdym a € P jei —a € P, lezi v P
jisté néjaky kladny prvek a my muzeme zvolit nejmensi kladné ¢islo obsazené v P,
oznac¢me ho n. Ukazme, ze nutné P = nZ. Indukci diky uzavienosti P na s¢itani
nahlédneme, ze 2n =n+n € P,3n € P, ..., kn € P, ..., pro kazdé pfirozené
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k. Protoze —n € P, dostaneme stejnym argumentem, ze nZ C P. Nyni zvolme
libovolné a € P. Potom vydélime se zbytkem ¢islo a ¢islem n, t.j. najdeme celé ¢
a nezaporné celé z < n, pro kterd a = qn + z. Z uzavienosti P na + pouzité pro
prvky a, —qn € P plyne, 7e z = a+ (—qn) € P, a z minimality volby n dostavame,
7e z =0, tedy nZ = P.

Necht H a K jsou dvé podmnoZiny grupy G(:) a ¢ € G. Oznafme mnoziny
H-K={h-klheH, ke K}, gH ={g}H a Hg = H{g}. V ptipadé grup s
operaci - budeme casto psat hk misto h -k a HK misto H - K.

Priklad 4.3. (1) Mé&jme dvé normdlni podgrupy H a K grupy G(:). Pak pro kazdé
ho € H a k € K existuje hy € H, pro které k- hg - k™' = hy, tedy k- hy =
hi -k a KH C HK. Symetricky argument dokazuje i obracenou inkluzi, proto
KH = HK. Nyni snadno nahlédneme, Ze je sou¢in HK rovnéz podgrupou G(-):
ziejmé e = e - e € HK a zvolime-li ho,hy € H a ko, k1 € K, potom (hg - ko) ™! =
ko_l -hal € KH = HK a dale existuje takové ho € H, ze ko - hy = hs - kg, proto
ho - ko-hy ki =hg-hs ko -k € HK. Konetné vezmeme-li libovolné prvky g € G,
heHakeK,pakoplatig-h-k-g'=(g-h-g7')-(g-k-g7') € HK diky
predpoklddané normalité obou podgrup. Vidime, ze ,souc¢in”norméalnich podgrup
(napiiklad tedy soucin libovolnych podgrup komutativni grupy) dévéa opét normalni
podgrupu. Poznamenejme, Ze sou¢in podgrup, které normalni nejsou, viibec nemusi
byt podgrupou (sta¢i uvazit napiiklad podgrupy H = {Id, (12)} a K = {Id, (13)}
grupy Ss).

(2) Uvazujeme-li komutativni grupu A(+) a H, K jeji podgrupy, pak H + K =
{h+Ek| h € H, k € K} je podle pfedchoziho pozorovani opét podgrupa. Specialné,
vezmeme-li grupu celych ¢isel Z(+), pak 30Z +54Z = {30z + 54y| =,y € Z} =
GCD(30,54)Z = 67Z. Vsimnéme si také, ze 30ZN5647Z = {z € Z| 30/z,54/z} =
lem(30,54) Z = 270 Z.

Definice. Je-li G(-) grupa H C G, definujme na G relace rmod H a lmod H:
(a,b) €rmod H & a-b"' € H
(a,b) €lmod H & a™'-be H

Poznamka 4.4. Necht G(-) je grupa a H jeji podgrupa. Potom plati:
(1) rmod H ilmod H jsou ekvivalence na G,
(2) (a,b) € rmod H < (a=1,b7!) € Imod H pro kazdé a,b € G,
(3) |G/rmod H|=|G/lmod H],
(4) rmod H =lmod H, privé kdyz je H normdlni podgrupa G(-),
(5) [alimod # = Ha a [alymod 5 = aH pro kazdé a € G,

6) |[a]imod H| = |[@)imoa u| = |H| pro kaZdé a € G.

(

Diikaz. (1) Tvrzeni dokdZeme jen o rmod H, pro lmod H bude dikaz symetricky.
Podgrupa H obsahuje neutralni prvek e, proto pro kazdé a € G mdme a-a~ ! =e €
H, tedy (a,a) € rmod H. Predpokldddme-li, Ze (a,b) € rmod H, pak a-b~! € H,
protoib-a ! = (a-b"1)"t € H (podle a[3.6), tudiz (b,a) € rmod H. Nyni
predpokladejme, ze (a,b), (b,c) € rmod H, coz podle definice nasi relace znamen4,
7e a-b~1,b-c™! € H. Z uzavienosti H na binarni operaci plyne, ze (a-b=1)-(b-c7!) €
H,tedy a-c* =a-b"t-b-c7! € H a(a,c) € rmod H. Tim jsme ovéiili, ze je
relace rmod H reflexivni, symetricka a tranzitivni.

(2) Diky [3.6) mame rovnost a-b~* = (a=*)~* b, protoa-b~' € H & (a=!)7!-
b~ € H, ¢imz jsme dokon¢ili dikaz.
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(3) Podle (2) je zobrazeni [a]rmod B — [@ !]imod & korektné definovanou bijekcf,
tedy faktorové mnoziny G /rmod H a G/lmod H maji stejné prvka.

(4) Predpokladejme, ze rmod H = lmod H a zvolme h € H a g € G. Potom
(g-h)y™tg=h"t-g7t.g=h"1t € H,tedy (g9-h,g) € Imod H = rmod H. Z definice
rmod H dostaneme g-h-g~' € H.

Nyni pfedpoklddejme, Ze je H normdlni podgrupa grupy G(*). Zvolime-li (a, b) €
rmod H, vime, e a - b~! € H. Podle definice normdlni podgrupy b=! -a = b= -
a-b=t-(b7YH)"! € H, tedy (b,a) € lmod H a diky (1) (a,b) € lmod H, éim7 jsme
ovéfili, ze rmod H C Imod H. Symetricky argument dokazuje obracenou implikaci.

(5) Opét se budeme vénovat jen ekvivalenci rmod H. PouZijeme definici rozkla-
dové tridy:

[a)imod 7 = {b € G| (a,b) €rmod H} ={beG|IheH: a-b ' =h} =

—{beG|IheH: b=h"'-a}={beG|INe€H: b=h-a} = Ha.

(6) Definujme zobrazeni b : H — Ha (resp. H — aH) predpisem b(h) = h-a
(resp. b(h) = a-h). Zfejmé jde o zobrazeni na Ha (resp. na aH) a piedpokliddejme,
ze b(hg) = b(hy), tedy ho-a = hq -a. Tuto rovnost zprava (resp. zleva) pfendsobime
hodnotou a~', abychom dostali hg = hg-a-a~' = hy-a-a' = hy. Tedy b je
bijekce a vSechny mnoziny H, aH, Ha maji stejny pocet prvkid. Nyni zbyva pouzit
(5). O

Definice. Bud H podgrupa grupy G(-). Potom ¢islu [G : H] = |G/rmod H| (=
|G /lmod H| podle budeme ftikat inder podgrupy H v grupé G a velikosti |G|
mnoziny G budeme fikat 7dd grupy G.

Véta 4.5 (Lagrange). Je-li H podgrupa grupy G(-), pek |G| =[G : H] - |H]|.

Diikaz. Podle 1) je rmod H ekvivalence, proto G = UAeG cmod mA, kde sjed-
nocujeme disjunktni mnoziny. Vyuzijeme-li dile poznatek 6), ktery rika, ze
vSechny ekvivalen¢ni t¥idy maji pocet prvkl stejny jako mnozina H, pak dosta-
vame

G = spmen gl = X M= X HI=[G:H)-|H]

A€G /rmod H A€eG/rmod H

O

Dusledek 4.6. Je-li G(-) konecnd grupa, potom vdd kaZdé jeji podgrupy déli vad
grupy G.

Priklad 4.7. Z ptedchoziho diasledku okamZité plynou néasledujici pozorovani:

(1) Grupa prvociselného Fadu obsahuje jen trividlni podgrupy, tedy G a {e}.

(2) Protoze |S1p| = 10! a 11 nedéli 10!, permuta¢ni grupa fddu Sio(o) neobsahuje
zéddnou podgrupu fadu 11.

(3) Jsou-li H a K dvé kone¢né podgrupy néjaké grupy G(-) a plati-li, Ze jsou
fady H a K nesoudélné, pak H N K = {1}.
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5. FAKTOROVE GRUPY A IZOMORFISMY GRUP

V této kapitole se sezndmime s homomorfismy, tedy se zobrazenimi grup, které
budou s to prenaset nékteré jejich vlastnosti. Mimoradné misto mezi homomorfismy
zaujimaji bijektivni homomorfismy, jimz budeme fikat izomorfismy. Nahlédneme,
ze na faktorizaci nosné mnoziny grupy, kterd umoziuje opétovné zavedeni odpovi-
dajici grupové struktury, lze pfirozené nahlizet prostfednictvim homomorfismi a ze
ekvivalence podle nichz lze faktorizovat odpovidaji pravé normalnim podgrupam.
Hlavnim vysledkem kapitoly budou dvé véty o izomorfismu, které nabizeji technicky
velmi pfijemné uchopeni faktorizace.

Definice. Zobrazeni ¢ : G — H grup G(-) a H(-) slu¢itelné s jejich bindrnimi
operacemi se nazyva (grupovy) homomorfismus. Bijektivni homomorfismus budeme
nazyvat izomorfismus. Podmnoziné Kerp = {g € G| p(g) = e} i relaci kerp =
{(91,92) € G x G| p(91) = p(g2)} budeme fikat jidro homomorfismu. Jestlize mezi
dvéma grupami G; a G5 existuje izomorfismus, fikdme, ze G1 a G5 jsou izomorfni
a piseme G =2 (5.

Je-li p : G — H zobrazeni, A C G a, pfipomenme, Ze obrazem p(A) podmnoziny
A C G rozumime podmnozinu {¢(a) | a € A} mnoziny H a Gplnym vzorem 1 (B)
podmnoziny B C H rozumime podmnozinu {g € G| 3b € B : p(g) = b} mnoziny H.
Vsimnéme si, ze symbol ¢~ (B) mé dobry vyznam i v piipadé, Ze zobrazeni ¢ neni
bijekce, a tedy nemame k dispozici inverzni zobrazeni. Je-li ¢ : G — H grupovy
homomorfismus, pak si déle viimneme, ze ¢~!({e}) = Kery a 7e p(Kerp) = {e}.

Poznamka 5.1. Necht G1(-), G2(+) a Gs(+) jsou grupy a p : Gy = G2 a ¢ : G2 —

G5 jsou homomorfismy.

1) pe) =e ap(a™) = (¢(a))~! pro kazdé a € G,

2) 1y je homomorfismus,

3) je-li o bijekce, pak ©~! je izomorfismus,

4) obraz (H) je podgrupa Gs(-) a tiplny vzor ¢ 1(H) je podgrupa G1(-) pro
kazdou podgrupu H grupy Ga(-),

(5) Keryp je normdlni podgrupa G1(-) a ker ¢ = rmod Keryp = lmod Kery,

(6) @ je prosty homomorfismus, prdvé kdyZ Kerp = {e} a to nastivd, pravé
kdyz ker ¢ = id.

NN SN N

Dikaz. (1) Protoze p(e) = p(e-e) = p(e) - p(e), staci rovnost p(e) = p(e) - p(e)
piendsobit prvkem ¢(e) !, abychom dostali

e=g(e) o) =p(e) - ple) - ple) ™ = p(e).
Dale e = p(e) = p(a™! - a) = p(a™t) - p(a) a podobné e = p(a) - p(a~t), proto
pla™) = (p(a)) ™.

(2) Jedi 0,5 € G, pak vip(a-b) = wlp(a) - o(8) = B(pla)) - V(D).

(3) Stadi ovéfit, ze ¢! je homomorfismus. Zvolime-li ¢,d € G5, potom

ple7He) ¢7H(d) =c-d, proto ¢ (c) ¢ (d) = ¢ (e d).

(4) Nejprve ukazeme, Ze je 1 (H) podgrupa Gs(-). Podle (1) je e = (e) € ¥(H).
Vezméme u,v € Y(H), tj. existuji ¢,d € H, pro kterd ¢(c) = u a ¢¥(d) = v. Protoze
c¢-d, ¢! € H, dostavame piimo z definice, Ze

u-v=1(c) P(d) = ¢(c-d) € p(H),
au = () = p(c!) € B(H) podie (1).
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Poznamenejme, 7e e € ¢ '(H) a zvolme a,b € ¢ '(H), tj. p(a),p(b) € H.
Potom opét ¢(a) - p(b) = p(a-b) € H, a p(a™!) = p(a)™t € H, tedy a-b, a™t €
@ 1(H), proto je ¢ 1 (H) podgrupa.

(5) Protoze {e} je podgrupa G5(-) a Kerp = p~1({e}), je Kerp podgrupa podle
(4). Vezmeme-li libovolné g € Gy a h € Kerp, potom

elg-h-g7") = ¢lg) - ph) - wlg™") = w(g) e - p(g) ™ =e,
tedy g-h-g~! € Kerp. Zbyva si uvédomit, ze p(a) = p(b) & ¢(a) - p(b)™! =e &
pla- b ) =esa-b7! € Kerp.
(6) Je-li ¢ prosté, pak existuje jediny vzor jednotky, tedy Kery = {e} a jestlize
ker ¢ = id, pak je ziejmé ¢ prosté. Konecné, jestlize Keryp = {e}, potom kerp =
rmod Kerp = rmod {e} = id podle (5). O

Priklad 5.2. (1) Jsou-li U a V dva vektorové prostory nad tymz télesem a ¢ :
U — V je linedrni zobrazeni, pak je ¢ homomorfismus grup U(+) a V(+), kde je
+ scitanim vektord.

(2) V ramci kurzu linedrni algebry bylo dokézéno, Ze znaménko soucinu per-
mutaci je rovno soucinu jejich znamének, tedy, Ze sgn : S, — {1,—1} je homo-
morfismus grup permutaci na n prvcich a grupy {1,—1}(-). Snadno nahlédneme,
Ker sgn = A,,, coz je podle normélni podgrupa grupy S,.

(3) Rovnéz v linearni{ algebie se dokazuje, Ze determinant det je homomorfismus
z grupy regularnich matice n x n nad télesem 7' do multiplikativni grupy télesa
T\ {0}(-) je homomorfismus a tedy Ker det je diky [5.I|normalni podgrupa matice
s determinantem 1 .

Piipomenme, Ze pro ekvivalenci p na mnoziné G rozumime prirozenou projekci
na faktorovou mnozinu G/p zobrazeni 7, : G — G/p dané podminkou 7,(g) = [g],,
kde g € G. VSimnéme si, ze ker m, = p.

Poznamka 5.3. Necht G(-) je grupa a p ekvivalence na G slucitelnd s -. Na fakto-
rové mnozin€ G /p definujeme operaci © predpisem [a], ®[b], = [a-b],. Tato definice
je korektni, G/p(®) je opét grupa a pfirozend projekce m, je homomorfismus.

Diikaz. Abychom ovérili korektnost definice, musime ukazat, Ze definice nezavisi
na volbé zastupce ekvivalenc¢nich tiid. Mé&jme tedy [a], = [c], a [b], = [d],, ti.
(a,c), (b,d) € p. Potom diky sluditelnosti p s operaci mame (a-b,c-d) € p, proto
[a - b], = [c- d],.

Vezmeme-li [a],, [b],,[c], € p, pak pfimo z definice vidime, Ze

[a], © ([b], © [clp]) = [a- (b- )], = [(a-b) - ], = ([a], © [b],) © [c],,

tedy operace ® je asociativni. To, Ze je neutralnim prvkem pravé [e], a inverznim
prvkem k prvku [a], pravé prvek [a™!],, dostaneme piimym vypoctem. Konecné
mp(a-b) =[a-b], =[a], ® [b], = m,(a) ® 7,(b) z definice. O

Nyni je pravy cas abychom si uvédomili, ze ekvivalence na grupé umoznujici
faktorizace jsou pravé ekvivalence rmod H = lmod H pro normdlni podgrupy H.

Véta 5.4. Necht G(-) je grupa a p relace na G. Pak p je ekvivalence slucitelnd
s operaci - prdvé tehdy, kdyZ H = [e], je normdlni podgrupa G(-) a p = rmod H
(=lmod H).
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Dikaz. (=) Nejprve predpoklddejme, Ze je p je ekvivalence sluditelnd s operaci -.
Protoze je p reflexivni relace, lezi e v tfidé [e],. Zvolme a,b € [e], a g € G. Vidime,
je (e,a), (e,b) € p, mavic, z reflexivity p plyne, 7e (a~L,a~),(g" 1, g1), (3,9) € p
Nyni vyuzijeme sluéitelnosti p s -, abychom dostali, Ze (e - e,a - b) € p, dale ze
(e-at,a-a ) €pa(g-e-g7t g-a-g~') € p. Vyuzijeme-li vlastnosti neutrdlniho
prvku a symetrie p, vidime, Ze (e,a-b), (e,a™t),(e,g-a-g~') € p, tedy a-b, a™*, g-
a-g~! € [e],, ¢imz mame ovéieno, ze je [e], normalni podgrupa G(-). Pfipomenme,
ze podle |4.4(4) rmod [e], = Imod [e],,.

Nyni bychom méli dokdzat, ze (a,b) € p, pravé kdyz (a,b) € lmod [e],. Jestlize
nejprve (a,b) € p, potom (e,a™t-b) = (a=! -a,a=!-b) € p, protoze je p ekvivalence
slucitelnd s -, tedy (a,b) € lmod [e],. Naopak, zvolime-li (a,b) € lmod [e],, pak
(a,b) = (a-e,a-a'-b) € p.

(«) Predpokladejme, Ze je H normélni podgrupa G(-) a definujme relaci p jako
rmod H (tj. (a,b) € p +> a-b"' € H). Podle (1) je p ekvivalence a pfimym
vypoctem zjistime, zZe [e], = H. Zvolme nyni (ag,bo), (a1,b01) € p, tj. ao - byt i
ar - by ! jsou prvky H. Nyni pouZijeme normalitu H, abychom dostali, 7e by gy =
byt (ag-by"')-bo € H. Uzavienost H na - zarucuje, ze by -ag-a; -b7' € H a dalsim
vyuZitim normality ziskdme ag - a1 - (bo - b1) " = bg - (ba1 -ag - ap - bfl) - bal € H,
tedy (ag - ai,bg - by) € p, ¢imZ jsme ovérili slucitelnost p s s operaci -. O

Grupu zavedenou na faktorové mnoziné budeme nazyvat faktorovou grupou. Véta
kterd 1ikd, ze kazdé ekvivalenci p slucitelné s bindrni operaci na grupé jedno-
znac¢né odpovida normélni podgrupa H = [e],, ndm umoziuje faktorovou mnozinu
zapisovat ve tvaru G/H := G/p = G/rmodH. Navic je bézné, 7e se operace
na faktorové grupé oznacuje stejné jako operace na puvodni grupé, proto bude
mit obvykly zapis faktorové grupy G/p(®) tvar G/H(-), kde H = [e], s prvky
la]g = [a], = aH = Ha z nichz [e], = H je neutralni a operacemi

lali - Bl = aH bH =[a-blg = (a-b), [alg' =[a"]g=a "H

Podobné budeme pfirozenou projekci G na G/H oznafovat symbolem g, tedy
mr(a) = [alg = aH.

Piiklad 5.5. Uvazime-li na grupé Z(+) ekvivalenci = (mod n) zavedenou v Pfi-
kladu jednd se o ekvivalenci slucitelnou s operaci + a [0]=(moda n) = nZ, tedy
= (mod n) = rmod nZ a na faktorové mnoziné Z /nZ = Z /(= (mod n)) mame
dobfe zavedenu strukturu grupy Z /nZ(+) piedpisem [a]=(mod n) + [bl=(mod n) =
[a + b]E(mod ny-

Véta 5.6. Necht ¢ : Gi — G2 je homomorfismus grup G1(-) a Ga(-).

(1)(Véta o homomorfismu) Je-li H normdlni podgrupa G1(-), pak existuje ho-
momorfismus ¢ : Gy /H — Gy spliiujici podminku ymy = ¢ pravé tehdy, kdyZ
H C Kerp (tj. rmodH C rmod Kery). Navic, jestliZe v existuje, je 1 izomorfis-
mus, pravé kdyz ¢ je na a Kerp = H.

(2)(1. véta o izomorfismu) ¢(G1) je podgrupa G (tedy opét grupa) a Gy /Kerp(-)
je izomorfni o(G1)(-).

Diikaz. (1) Nejprve piedpokladejme, 7e existuje homomorfismus ¢ : G1/H — G2
spliwjici Yy = ¢, tedy ¥([a]u) = ¢(a). Zvolme a € H. Pak [alpg = H = [e]n
je neutralni prvek grupy G1/H(-), a proto ¢(a) = ¢([a]g) = e podle [5.1[1). Tedy
a € Keryp, ¢imz jsme ovérili, ze H C Kere.
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Naopak, necht H C Kerp. Musime ovéfit, Ze jedind moznd definice ¢ dand
piedpisem ¢ ([a]gr) = (a) je korektni. Vezmé&me proto [a]y = [b]g. Potom a-b~! €
H C Kerp, tedy e = p(a-b1) = p(a) - p(b) ! podle[5.1(1), a proto p(a) = ¢(b).
Konecné

Y(lala - [bla) = P((a- bla) = ¢la-b) = (a) - @(b) = ¢([alm) - P([b]a),

tedy ¢ je homomorfismus.

Zbyvé overit zavéreénou ekvivalenci. Piedné si uvédomme, ze ¢(G1/H) = ¢(G1),
tedy ¢ je na, pravé kdyz je ¢ na. Necht je ¢ navic prosté a zvolme a € Kerp.
Pak ¢([a]g) = ¢(a) = e. Protoze ¥([e]y) = y(H) = e, plyne z prostoty v, Ze
[alg = H, tedy a € H. Ovéfili jsme, ze Kerp C H, a protoze uz vime, ze H C Kerp,
méme rovnost H = Kerp. Kone¢né piedpokladejme, 7e ¢ ([a]g) = ¥([b]x). Potom
w(a) = p(b) aa-b~! € Kerp = H. TudiZ (a,b) € rmodH a [a]g = [b]u, ¢imZ jsme
oveérili, ze je 1 prosté.

(2) Z[5.3[5) dostavame, ze ©(G1) je podgrupa Gs. Omezime-li obor hodnot zob-
razeni ¢, mizeme ho chapat jako homomorfismus ¢ : G1 — ¢(G1). Nyni aplikujeme
(1) pro H = Kerp a dostaneme piimo pozadovany izomorfismus 1 : G| /Keryp —
@(G1). 0

Vé&ta 5.7 (2. véta o izomorfismu). Necht G(-) je grupa a H, K jeji normdlni pod-
grupy. Jestlize H C K , pak K/H je normdlni podgrupa grupy G/H(-) a faktorovd
grupa G/K(-) je izomorfni grupé (G/H)/(K/H)(-).

Diikaz. Nejprve pouzijeme 1) pro homomorfismy 7 : G — G/K (jako ¢ z
5.6(1)) a 7y : G — G/H (jako my z [5.6(1)). Protoze podle predpokladu H C
K = Kerrg, dévd nédm [5.6(1) homomorfismus ¢ : G/H — G/K spliujici vztah
Y([a]g) = [a] k. VSimnéme si, Ze je ¢ zjevné na. Nyni piimocare spocitdme Kery =
{lalg € G/H| ¢¥([alg) = [a]x = [e]x} = K/H. Poznamenejme, 7e je Keryp = K/H
normélni podgrupa G/H(-) podle 5). Nyni pro homomorfismus 1 vyuZijeme
[5.6(2), abychom dostali G/K = ¢(G/H) = (G/H)/Kery = (G/H)/(K/H). O

Méme-li tedy homomorfismus F,, : Z — Z, grupy Z(+) do grupy Z,(+) s
po¢itdnim modulo n dany piedpisem F,(k) = (k)mod n, potom [5.6(2) zajistuje
izomorfismus Z /Ker F,(+) = Z,(+). Navic je zjevné (a,b) € ker F,, pravé kdyz
n/(a —b), a Ker F,, = nZ.

6. KLASIFIKACE CYKLICKYCH GRUP

V naésledujici kapitole omezime zabér naseho zkoumani na grupy, které jsou
urceny jedinym prvkem a obvykle se nazyvaji cyklické. Nejen, ze zdhy nahlédneme,
Ze jsou nutné komutativni, ale ukazeme, ze jich je malo a ze je vSechny uz zname,
konkrétné, Ze jsou izomorfni nékteré z grup Z(+) a Z,(+) pro n € N. S vyuzitim
délitelnosti se proto ukéze, ze vime dost o jejich strukture.

Nejprve ovSem pripomenme, ze podle 2) je prunik libovolného systému pod-
grup zase podgrupou. Uvézime-li grupu G(-) a podmnozinu X C @, pak prinik
v8ech podgrup G(-) obsahujicich X je rovnéZ podgrupou obsahujici X, ozna¢me ho
(X), zjevné se jednéd o nejmensi takovou podgrupu vzhledem k inkluzi. Speciilné
budeme psat (g) misto ({g}), je-li g € G.
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Definice. Bud G(+) grupa a X C G. Podgrupu (X) nazveme podgrupu G(-) gene-
rovanou mnozinou X. Rekneme, 7ze G(-) je cyklickd grupa, existuje-li takovy prvek

g€ G, ze(g)=G.

Piiklad 6.1. (1) Z(+) je cyklickd grupa, kde Z = (1) = (—1).

(2) Z,(+) je pro kazdé pfirozené n cyklickd grupa s operacemi definovanymi
modulo n, kde Z, = (a), pravé kdyz GCD(a,n) = 1. Jestlize Z, = (a), potom
1 € {a), a proto existuje z € N, pro které a -z = 1 (mod n). To znamena, Ze
a-z+n-y=1pro vhodné celé y, a protoze GCD(a,n) déli levou stranu rovnosti,
musi délit i jednicku a proto GCD(a,n) = 1.

Naopak, pfedpokladdme-li, ze GCD(a,n) = 1, potom diky Eukleidovu algoritmu
existuji « € Z, a celé y, pronéZ a-x+n-y = 1. Proto (a-z)mod n = 1, tudiz
leaZy, aZ, = (a).

Necht G(-) je grupa a € G. Definujme indukei:

a® =e,

a” =a""!-a pro kazdé n > 0,
a” = (a~1)I"! pro kazdé n < 0.
Poznamenejme, Ze pro ,aditivné”zapsané grupy A(+) oznacujeme neutralni pr-
vek 0. Proto pro a € G zna¢ime —a opac¢ny prvek a dile 0-a =0,n-a = (n—1)-a+a
pron>0an-a=|n|-(—a) pron <0.

Pozndmka 6.2. Necht G(-) je grupa a a € G. Zobrazeni ¢ : Z — G dané predpisem
¢(n) = a” je homomorfismus grup Z(+) a G(-) a ¢(Z) = (a) = {a"| n € Z}.

Diikaz. Potiebujeme pro kazdou dvojici m,n € Z ovéfit, ze ¢(n +m) = a™™ =
a™-a™ = ¢(n) - ¢(m). Pfitom a"*™ = a™ -a™ zjevné plati pro ob& nezdporna a obé
zéporna m, n. Je-li n zdporné a m+n nezéporné, pak a™-a™ = (a=!)""-a™ = a"T™.
Podobné pro n zdporné, m kladné a m + n zdporné mame a”™-a™ = (a=!)™"-a™ =
(a—l)—n—m — an—&-m.

Zéavérem poznamenejme, ze ¢(Z) je pravé tvaru ¢(Z) = {a™| n € Z}, a proto se
jednd o nejmensi podgrupu G(-) obsahujici a. O

V nésledujicim pozorovani shriime uzitecné pocetni vlastnosti exponentu.

Dausledek 6.3. Necht G(-) je grupa a a € G. Potom pro kazdé n,m € 7 plati, Ze
a "= (an)fl a (an)m = g™,

Vyuzijeme-li Prvni vétu o izomorfismus na homomorfismus z Poznédmky [6.2]
ktery popisuje cyklickou grupu pomoci exponentii generatoru, dostaneme charak-
terizaci cyklickych grup:

Véta 6.4. Bud G(-) cyklickd grupa.
(1) Je-li G nekonecnd, pak G(-) = Z(+).
(2) Je-li n = |G| konecéné, pak G(-) = Zpn(+).

Dikaz. Vezméme néjaky generator g cyklické grupy G(-), tedy (9) = G a definujme
zobrazeni ¢ : Z — G dané predpisem ¢(n) = g". Podle jde o homomorfismus a
&(Z) = {g) = G, tedy ¢ je zobrazeni na. Nyni podle [5.6(2) je Z /Kerg(+) = G(-).
Zbyva si rozmyslet, jak vypada Z /Ker¢. Z 4) vime, ze Ker¢p = nZ pro
vhodné nezéporné celé n. V piipadé, ze n = 0, pak Z /Ker¢p = Z /{0} = Z, a v
piipadé kladného n je Z /Ker¢ = Z /nZ = Z,, podle (2) O
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Predchozi kritérium ndm usnadni dikaz nasledujici vlastnosti cyklickych grup.
Poznamka 6.5. KazZda faktorovd grupa i podgrupa cyklicke grupy je opét cyklicka.

Dikaz. Snadno nahlédneme, Ze je-li g generator cyklické grupy G(-), pak [g]m je
generator jeji faktorové grupy G/H (-).

Diky [6.4)sta¢i tvrzeni o podgrupéch dokézat pro grupy Z(+) a Zy(+). Nejprve ho
dokazme pro grupu Z(+). V.2(4) jsme ovéFili, Ze Z(+) jiné podgrupy nez podgrupy
tvaru n Z neobsahuje. Pfitom (n) = nZ je cyklickd grupa, ¢imZ je tvrzeni ovéfeno.

Nyni vyuzijeme homomorfismu F), : Z — Z,, z Zvolime-li podgrupu H grupy
Z,(+), pak F;'(H) je podle predchozi Givahy a5) cyklicka podgrupa Z, tedy
H = F,(F'(H)) je cyklickd podgrupa Z,,(+). O

Na zavér si v8imnéme, 7e pro kazdé prirozené k znalime kZ = {kz| z € Z}, a
proto jde podle Poznamky o nejmensi podgrupu grupy Z(+), obsahujici k, tedy
(k) = kZ. Podobné pro kazdé k € Z,, plati, ze kZ, = (k) = {k - 2| z € Zy}.

Priklad 6.6. UvaZzujme podgrupu (30) grupy Zr2(+), v8imnéme si, ze hleddme-
i generdtor grupy (30) stejnym zptisobem jako v predchozim dikazu, vezmeme
f1((30)) = (30,72), protoze (72) tvoii jadro homomorfismu f7,. Obdobnou ftiva-
hou jako v 4) a s pomoci Eukleidova algoritmu nahlédneme, ze (30,72) =
(GCD(30,72)) = (6), tedy (30) = (6) v grupé Zzs(+).

7. CYKLICKE GRUPY V KRYPTOGRAFII

Teorie prezentovana v piedchozich kapitoldch mé nékolik uzite¢nych kryptogra-
fickych aplikaci zalozenych na jednoduchém pozorovani, ze je obvykle mnohem sna-
z81 v grup€ mocnit, nez ze znamé mocniny urcovat jeji zaklad ¢i exponent. Dfive nez
se k popisu protokolu zalozeného na obtiZnosti odmociiovéani (RSA v Piikladu
a protokolti, které se opiraji o obtiznost diskrétniho logaritmu (P#ikladu do-
staneme, ucinime pozorovani o struktufe usporddané mnoziny podgrup konecéné
cyklické grupy (Véta a o Tadu prvkid, které je zndmo pod nézvem Eulerova

véta (Véta [7.5).
Poznamka 7.1. Je-lin €N, a,d € Z, \{0} a d = GCD(a,n), pak (a) = (d).
Diikaz. Podobné jako v Prikladu (2) vidime, ze diky Eukleidovu algoritmu exis-
tuji ¢ € Z,, a celé y, pro néz a -z + n -y = d. To znamen3, Ze (a - x)mod n = d,
tudiz d € aZy, = (a) = a (d) C (a).

Naopak, protoZe d/a, dostdvime, 7e a € d Z,, = (d), a proto {a) C (d). Tim jsme
ovéfili rovnost mnozin (a) = (d). O

V dikazu predchozi pozndmky jsme si vSimli, ze jejim specidlnim pfipadem je
Priklad (2), jehoz dusledkem je pozorovani, Ze hodnota Eulerovy funkce ¢(n)
udava pocet generatort cyklické grupy radu n.

Véta 7.2. Necht G(-) je konecnd cyklickd grupa. Pak pro kazdé prirozené k, které
déli rad grupy G, existuje pravé jedna podgrupa grupy G tddu k.

Diikaz. K ditkazu vyuzijeme charakterizace cyklickych grup [6.4] diky némuz staci
tvrzeni dokdzat pro (izomorfni) grupu Z,(+). Jestlize k = 1, je tvrzeni trividlni,
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piedpokladejme tedy, ze k& > 1. Potom snadno nahlédneme, 7Ze mnozina (%) =
{0,2,22,...,(k = 1)2} je podgrupa a [(2)] = k.

Méjme nyni néjakou podgrupu H grupy Z,(+) faddu k, pak podle Lagrangeovy
véty k/n. Navic H je podle cyklicka, a tedy existuje h € H, pro H = (h).
Oznag¢ime-li d = GCD(h,n), potom z [7.1] plyne, ze (h) = (d). Z prvni ¢sti diikazu
dostavame, ze je fad podgrupy (d) roven %, proto k = % atedy (h) = (d) = () O

Poznamenejme, Ze fddemn prvku g grupy G(-) rozumime pravé ¥ad cyklické pod-
grupy (g) a exponentem prvku g rozumime kazdé piirozené ¢islo n, pro které plati
g™ = 1. V dtikazu predchozi véty jsme si mohli vSimnout, ze fad prvku g je nejmensi
kladné &islo k, pro néz g* = e nebo oo v piipadé, Ze takové k neexistuje. Navic z
minimality fadu okamzité plyne, Ze fad prvku déli kazdy jeho exponent.

Priklad 7.3. (1) Uvazujme cyklickou grupu G(-) fadu n := |G|. Potom nam
fiké, ze G(-) obsahuje pravé p(n) generdtori. Protoze diky Lagrangeové vété ¥ad
podgrupy vzdy déli ¥ad grupy, podle G(+) pro kazdy délitel ¥adu cyklické grupy
existuje pravé jedna podgrupa daného fadu, obsahuje G(-) pravé tolik podgrup,
kolik existuje délitelti jejiho fadu. Méme-li n = Hle pit, kde pr < py < -0 < i
jsou prvodisla a r; € N, pak déliteli n jsou pravé ¢isla H’;lpfi, kde 0 < s; < 7y,
tedy G(-) obsahuje prévé Hle (r;+1) podgrup a podle prévé Hle (pi— l)pfi_1
generatort.

Konecné si v§imnéme, Ze pro k, které nedéli n nemame zadny prvek G tadu
k, zatimco pro k/n existuje pravé (k) generatort jediné cyklické podgrupy radu
k, tedy pravé (k) prvki G faddu k. Toto pozorovani mizeme shrnout do vzorce
uvazujictho v8ech n prvka grupy G(-), z nichz kazdy ma urcity fad délici n:

n= Z (k).
k/n

(2) Konkrétng, vezmeme cyklickou grupu Zso(+). Protoze 50 = 2-5%, dostévame
z bodu (1), Ze Zso(+) obsahuje ¢(50) = 20 generdtort a pravé 6 = 2 - 3 podgrup.
Vezmeme-li napiiklad podgrupu (42) grupy Zso(+) (a jiné nez cyklické podgrupy
tato grupa podle neobsahuje), pak diky vime, Ze (42) = (GCD(42,50)) =
(2) = 2Z50, a jedna se tedy o podgrupu fadu 25 = % a tudiz je prvek 42 fadu 25
a naopak prvki fddu 25 najdeme v Zso(+) pravé p(25) = 20.

el

Pozndmka 7.4. Bud G(-) konecnd grupa. Potom g\“! = e pro kaZdy prvek g € G.

Diikaz. {(g) je cyklickd grupa fadu n, tedy je podle izomorfni Z,(+), proto
g™ = e. Podle [L.5|n /|G|, tedy
G| Gl

glGl = (gn)T —en = e,
kde prvni rovnost plyne z[6.3] O

Predchozi pozndmka tedy tika, ze fad kone¢né grupy je exponentem kazdého
jejiho prvku. Toto pozorovani vyuzije nasledujici dasledek, ktery je pro prvociselné
n znam také jako Mala Fermatova véta:

Vé&ta 7.5 (Eulerova véta). Pro nesoudélnd kladnd celd ¢isla a,n > 1 je

a?*™ =1 (mod n).
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Diikaz. Diky Poznamce 2.6 tvrzeni stad dokdzat pro nenulové a € Z,. PouZijeme
k tomu Pozndmku [7.4] kde jako grupu G mtzeme diky vzit grupu invertibilnich
prvki Z; () monoidu Z,(+) tj. prvki nesoudélnych s n, kterd ma podle [3.8(4) pravé
©(n) prvki. Protoze a € Z*, je (a*™)mod n = (al?= Ymod n = 1 diky O

Nez obratime pozornost k aplikacim predchozich pozorovani, vyslovme pozoro-
vani, které slouZi jako technicky nastroj niZze popsaného protokolu RSA.

Pozndmka 7.6. Bud p a q dvé riznd lichd prvocisla a m = lem(p — 1,q — 1).
Potom pro kazdé a € Zy,, au € N plati, Ze (a™* "' )mod pq = a.

Diikaz. Nejprve ukazeme, ze (a™*!)mod pq = a.

Podle Véty (z™)mod p = 1 a (y™)mod q = 1 pro ta z, ktera nejsou nasobkem
p a ta y, kterd nejsou ndsobkem ¢q. Déle ziejmé plati ((up)™+!)mod p = 0, a proto
i (z™)mod p = (z)mod p a (y™ ) mod ¢ = (y)mod ¢ pro kazdé nezéporné celé
z a y. Vezméme nyni a € Zy,. Z piedchoziho pozorovani plyne, ze

((a)mod p, (a)mod ¢) = ((a™**)mod p, (a™*")mod ¢),

a diky Véte pouzité pro bijekci Z,, — Z, x Z, dostavame, ze shodné jsou i
vzory prvkil ((a)mod p, (a)mod q) a ((a™+!)mod p, (a™*!)mod q), proto

(@™ mod pq = a.

Nynf{ indukei diky [6.3] dostavame, ze a*™tt = qlu=lm . gmtl = glu=lm+l — ¢
pro kazdé u € N a a € Zy,. O

Priklad 7.7 (Rivest, Shamir, Adleman). Nejprve zvolime p a g dvé rizna licha
prvodisla a polozme m = lem(p — 1,¢ — 1).

Vezméme e < m nesoudélné s m a pak (napiiklad pomoci Eukleidova algoritmu)
najdeme takové d < m, Ze (ed)mod m = 1. Nyni podle pro kazdé a € Zyq plati,
7e (a®)? = a®? = a*™*! = q (poéiténo v Z,,, tedy modulo pq).

Pomoci vlastnosti ¢isel p, ¢, m, d, e mizeme nyni popsat protokol asymetrického
Sifrovani znamy pod zkratkou RSA. PoloZzime-li n = p-q, je vefejnym klicem dvojice
¢isel (n,e) a soukromy kli¢ tvoii tajny exponent d. Chceme-li zpravu a € Z,, adre-
sovat majiteli soukromého klice, staci ji zaSifrovat pomoci mocnéni vefejné zndmou
hodnotou e v monoidu Z,(+) a odeslat hodnotu 2 = (a®)mod pq. K jejimu rozlusténi
sta¢f umocnit v Z,(-) pomoci tajného exponentu, protoze z? = (a$)? = a$? = a;.

Naopak, zverejnéni-li majitel soukromého klice zasifrovanou zpravu

(a¥)mod n,...,(af)mod n,

mohou si pfijemci zpravy stejnym zpusobem (tj. umocnénim na vefejné znamy
exponent e: ((af)®)mod n,...,((a})*)mod n = (ai,...,a;)) ovéfit, Ze odesilatel
zpravy opravdu zné tajny exponent (vlastnictvi soukromého kli¢e tedy garantuje
pravost elektronického podpisu).

Poznamenejme, Ze je ze znalosti n = pq a e obtizné najit d (odpovida to nalezeni
prvociselného rozkladu ¢isla n, coz je tloha, pro niz neni zndm algoritmus polyno-

midlni ¢asové slozitosti vzhledem k bitové délce), zatimco mocnéni &isel v Zy, je (i
pro velké exponenty a velké pg) velmi snadné a rychlé.

Dikaz nésledujiciho tvrzeni o cyklickych grupach je elegantnéjsi, vyuzijeme-li jis-
tych znalosti z teorie polynomi nad obecnym télesem, proto ho provedeme pozdéji:

Véta 7.8. Necht' T je komutativni téleso s operacemi + a - a necht G je koneénd
podgrupa multiplikativni grupy T \ {0}(-). Potom G je cyklickd grupa.
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Zatimco je protokol RSA zaloZen na diskrétnim odmochovani, nasledujici dvé
aplikace vyuzivaji tak zvany problém diskrétniho logaritmu, tedy obtiznost nalezeni
pfirozeného n pro zndmé prvky g, h vhodné grupy pro néz h = g”.

Priklad 7.9 (Diffiecho-Hellmaniv protokol vymény kli¢d). Otazku domluvy taj-
ného klice verejnym kanalem lze s pouzitim cyklické grupy, naptiklad multiplikativni
grupy Z,(-) pro p (dostatecné velké) prvocislo nasledovné: Vefejnym klicem bude
kromé prvocisla p jesté generdtor g grupy Z,(-), tedy prvek spliwjici podminku
(9) = Z,, ktery existuje diky Vété Kazd4 strana komunikace zvoli svou tajnou
hodnotu ¢isla m a n ze Z; a vzajemné si poslou hodnotu z = g™ a y = ¢g". Poté co
obé strany umocni prijatou hodnotu na sviij tajny exponent, ziskaji obé spole¢ny
tajny klic
S:z_n:gmn:ym‘

Bez rychlého vypoctu diskrétniho logaritmu (ktery v grupé Z,(-) neni k dispozici)
nelze ze znalosti hodnot z a y zjistit hodnotu s.

Piiklad 7.10 (ElGamal). Tentokrat vyuzijeme problém diskrétniho logaritmu pro
stejnou tlohu, kterou feéi Opét zvolime cyklickou grupu G = G(-), jeji generétor
a andhodné ¢islo k € Zg| a spocitame b = a* (bohuzel nemfizeme uz vzit napiiklad
grupu Z,(-) pro p prvotislo, protoze je pro ni je zndm tutok, ktery popisovany
protokol prolomi, misto toho se obvykle voli grupa definovand pomoci eliptickych
kiivek). Vetejny kli¢ je potom trojice G, a,b a tajuym klicem hodnota k. Chceme-li
zafifrovat zprdvu w € G, ndhodné zvolime r € Zg| a spocitdme z = a” ay = w-b".
Posilanou zpravou je dvojice (z,y), kterou pfijemce znaly tajného klice snadno
rozsifruje vypoctem
gz F=w- b (@) F=w-a" 0 = w.

I tentokrat bez schopnosti rychlého vypoctu diskrétniho logaritmu nelze ze znalosti
vefejného kli¢e a hodnot dvojice (z,y) zpravu w rozsifrovat.

8. ZAKLADY UNIVERZALNI ALGEBRY

Smyslem této kapitoly je nahlédnout, Zze nékteré vysledky, které jsme formulo-
vali pro grupy, lze v témér nezménéné podobé formulovat i v mnohem obecnéjsim
kontextu a lze jich tak vyuzit i pro dalsi algebraické objekty. Ackoli tvrzeni, ktera
(znovu) dokédZeme v obecné situaci, plati i pro algebraické objekty, jiz s grupami
maji jen malo spole¢ného, my jich vyuzijeme predevsim pfi praci s pojmem okruhu,
kde strukturu Abelovy grupy zatiZime dal$imi podminkami.

Konkrétné si na prikladech vSimneme pojmu algebra, podalgebra, homomorfis-
mus a kongruence, které zobeciiuji pojmy grupa, podgrupa, grupovy homomorfis-
mus a ekvivalence slucitelnd s operaci zkoumané v predchozich kapitolach. Pri-
klady koncepty, které lze zcela primocare prelozit do obecného kontextu shrnuje
Poznamka

Pfipomenime, Ze kazdé zobrazeni A™ — A pro celé n > 0 se nazyva n-drni operaci
na mnoZiné A, kde n budeme nazyvat arita neboli cetnost operace. Zavedme nyni
pojem obecné algebry:
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Definice. Je-li I mnozina, budeme fikat zobrazeni 2 : I — Ny = NU{0} typ.
Rekneme, ze A(a;| i € I) je algebra typu Q, je-li A neprazdné a pro kazdé i € T je
a; pravé (i)-arni operaci na A.

Je-li indexova mnozina I kone¢na, muzeme predpokladat, ze je dobie usporadana
I ={i,...,ix}, a tedy typ lze chapat jako kone¢nou posloupnost arit jednotlivych
operaci, misto A(a;| i € I) budeme psat A(«;,,...,a;, ) a typ 2 budeme zapisovat
jako vektor (Q2(i1),....Q(ig)).

Priklad 8.1. (1) Uvazime grupu G(-) s unarni operaci inverzniho prvku ~! a nu-
larnf operaci 1. Pak G(-), G(-,7') a G(-,7, 1) tvoii (nejen formalng) rizné algebry
typu (2), (2,1) a (2,1,0)

(2) Je-li T téleso, pak je algebrou T(+, -) ¢i T(+, —, -,0, 1), pro vektorovy prostor
V nad T, je algebrou V(+, t|t € T) nebo V(+,0,-t|t € T). V§imnéme si, Ze pro
nekonecné téleso potiebujeme uvazovat nekoneéné mnoho unarnich operaci.

Definice. Bud a n-drni operace na A. Rekneme, 7e podmnozina B C A je uzaviend
na operaci a, jestlize a(ay,...,a,) € B pro véechna ay,...,a, € B. Rekneme, Ze
B C A je podalgebra algebry A(w;| i € I), je-li B uzaviend na vSechny operace «,
i€l

Priklad 8.2. Nahlédneme, jak v jednotlivych pifpadech algeber z Piikladu [81]
vypadaji podalgebry.

(1) Pro grupu G(-) mame:

(a) Podalgebry G(-,~1,1) jsou pravé podmnoziny G uzaviené na 1 (tj. obsahu-
jici prvek 1), na inverzy a souiny, coZ jsou podle definice pravé podgrupy
grupy G(-).

(b) Je-li H neprazdnd podalgebra G(-,~1), pak existuje h € H, a proto 1 =
h-h~! € H. Tedy nepréazdné podalgebry G(-,”!) jsou pravé podgrupy G(-),
navic prazdnd mnozina je v souladu s definici také podalgebra.

(¢) Podalgeber algebry G(-) je obecné mnohem vic nez podgrup grupy G(-).
Naptiklad pro kazdé g € G an € N tvoif mnozina {g*| k > n} podalgebru
G(-). V pripadé G(-) = Z(+) to znamend, ze mnoziny {ak| k& > n} jsou
podalgebry, specidlné mnozina vSech prirozenych cisel, kterd podgrupou
Z(+) urcité neni.

(2) Podalgebrou algebry V(+,0,t|t € T) jsou pravé podprostory tohoto vek-
torového prostoru a podalgebry algebry V(+,t|t € T) jsou pravé podprostory a
prazdna mnozina.

(3) Je-li A = A(a;| i € I) obecnd algebra typu Q, je A jisté jeji trividlni podal-
gebrou. Pokud A neobsahuje 7zddné nuldrni operace je prdzdnd mnozina trividlni
podalgebrou.

(4) Kazda podalgebra algebry Z(+,—,0,1) typu (2,1,0,0) je podalgebrou al-
gebry Z(+,—,0), tedy podgrupou a nutné obsahuje prvek 1, proto Z(+,—,0,1)
obsahuje jedinou podalgebru Z.

Oznacime-li §; = a;|p» omezeni n-arni operace «; na B™, potom pro podalgebru
B lezi vSechny hodnoty zobrazeni ; opét v B. Zobrazeni 3; tedy muZeme chapat
jako operace na mnoZiné B a tak dostdvime strukturu algebry B(3;| i € I) na
kazdé podalgebie B.

Definice. Necht symbol a oznacuje n-arni operaci na mnoziné A a (3 je n-arni
operace na mnoziné B. Rekneme, Ze zobrazeni f : A — B je slucitelné s operacemi
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a a B, jestlize f(a(ay,...,a,)) = B(f(a1),..., f(ay)). Zobrazeni f : A — B mezi
dvéma algebrami A = A(a;|i € T) a8 = B(B;| i € I) stejného typu Q budeme ifkat
homomorfismus, je-li sluCitelné s operacemi «; a f3;, pro vSechna i € I. Bijektivni
homomorfismus budeme nazyvat izomorfismus. Jestlize mezi dvéma algebrami A
a B existuje izomorfismus, fikdme, ze A a B jsou izomorfni a piSeme 4 = B nebo
zkracené A = B.

Poznamenejme, 7ze budeme obvykle odpovidajici operace dvou algeber stejného
typu oznacovat stejné, tedy A(q;| i € I) a B(ay| ¢ € I). V takovém piipadé sludi-
telnosti s operaci «; pro ndjaké (nebo vSechna) i € I.

Priklad 8.3. (1) Bud G;(+) pro i = 1,2 grupy s unarni operaci inverzntho prvku
—1 a nuldrni operaci 1. pak kazdy homomorfismus grup G;(-) a Gs(:) je podle
[5.1(1) homomorfismem algeber G1(-) a Ga(+), G1(-, ™) a G2(-=1) i G1(-, 71, 1) a
GQ('ail ; 1)

(2) Necht U a V jsou dva vektorové prostory nad télesem T'. Potom kazdé line-
arni zobrazeni (homomorfismus) vektorovych prostort je homomorfismem algeber
U(+,tit eT) aV(+,-t|t € T).

(3) Ozna¢me M, (T') mnozinu vSech ¢tvercovych matic nad télesem T a - budiz
symbolem nasobeni matic. Potom zobrazeni, které kazdé matici priradi jeji deter-
minant, je homomorfismem algebry M, (T)(-) do T(-) (poznamenejme, Ze se jedna
pravé o monoidy).

Definice. Necht p je ekvivalence a « je n-arni operace na mnoziné A. Rekneme,
ze p je slucitelnd s «, jestlize pro kazdy systém prvka aq,...,a,,by...,b, € A,
pro které (a;,b;) € p, i = 1,...,n, plati, Ze (a(ai,...,a,),a(b,...,b,)) € p. Je-li
A(wy| i € I) algebra a p ekvivalence na mnoziné A, pak p nazveme kongruenci, je-li
p slucitelnd se vSemi operacemi «;, i € I.

Priklad 8.4. (1) id a A x A jsou kongruence na libovolné algebie A(a;| i € I).

(2) Kazd4 ekvivalence je slucitelnd s libovolnou nuldrni operaci, protoze dvojice
(a, @) je ekvivalentni diky reflexivité ekvivalence pro kazdou nuldrni operaci «

(3) Ekvivalence slucitelnd s operaci - na grupé G(-) je kongruenci algeber G(-),
G(')71 ) a G('vil ,1)'

Diky (2) si staci uvédomit, e pro (a,b) € p plati, ze (a~1,b~1) € p. To dostaneme
aplikaci slucitelnosti p s operaci - na ekvivalentni dvojice

(a7 b)7 (ail, a71)7 (bil, bil) e p7
nebot (a1,67Y) = (a ! -abt,a tab™t).

Pfipomenime, 7e je-li f : A — B zobrazeni, rozumime jeho jddrem ker f relaci
danou predpisem: (a,b) € ker f < f(a) = f(b). Nyni jsme pfipraveni vyslovit
obdobu Poznamky [5.1] pro obecné algebry:

Pozndmka 8.5. Necht Ay(a;| i € I), As(ay| i € I) a As(ay| i € I) jsou algebry
stejného typu, f: Ay = Ay a g: As — Az jsou homomorfismy a B je podalgebra
algebry As(+).

(1) gf je také homomorfismus,

(2) je-li f izomorfismus, pak f~! je izomorfismus,

(3) obraz g(B) je podalgebra algebry Az(c;| i € I) a dplng vzor f=(B) je

podalgebra algebry A;(ay| i € I),
(4) ker f je kongruence na algebie Ay(ay| i € I).
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Diikaz. Dikaz je snadnym zobecnénim dikazu piislusnych bodi [5.1]

(1) Je-li @; n-arni operace na Ay, Ay a A3 a vezmeme-li ay,...a, € Ay, pak
gf(ai(ar,...an)) = glai(f(ar),... f(an))) = ai(gf(ar),...9f(an)).

(2) Staci opét ovéiit, ze f~! je homomorfismus. Zvolime-li libovolné n-4rni ope-
raci a; a prvky ay, ...a, € Ay, potom f(a;(f~1(a1),..., ft(an))) = as(ay,...ay,),
proto a; (f~1(a1), ..., f1(an)) = fFH(a(ay,. .. ay)).

(3) Necht je opét «; libovolnd mn-arni operace na A, i Az. Vezméme nejprve
C1,...cn € g(B), tj. existuji by,...b, € B, pro kterd g(b;) = ¢;, j = 1,...,n.
Protoze a;(by,...b,) € B, dostavame bezprostiedné z definice, ze a;(c1,...cn) =
@i(g(b1),---9(bn)) = g(ei(bs,...by)) € g(B).

Nyni zvolme ai1,...a, € f~'(B), tj. f(a;) € B. Potom f(a;(a1,...a,)) =
ai(f(ar),... f(an)) € B.

(4) Vezméme n-arni operaci a; na Ay a As a prvky ag,...a,,b1,...b, € Ay, 0
nichz vime, ze (a;,b;) € ker f, tedy f(a;) = f(b;), pro kazdé j = 1...n. Potom z
definice homomorfismu dostaneme rovnost

flei(ay, ... an)) = ai(f(a1), ... fan)) = a;(f(b1), ... f(bn)) = flai(bs,...bn)),
¢imz jsme oveérili, ze (a;(ay,...an),a;(bi,...by)) € ker f. Ze se jedna o ekvivalenci
je snadné cviceni. O

Poznamka 8.6. Necht A = A(wy| i € I) je algebra a A; jsou podalgebry A a p;
kongruence na A pro kaZdé j € J.

(1) Njes Aj je podalgebra A,

(2) Njespi je kongruence na A.

Diikaz. (1) Obdoba Poznamky [£.1)2). Necht a; je libovoln4 n-érni operace na A a
ai,...ay € ﬂjeJ A;. Protoze ﬂjGJ A; C Ay pro kazdé k € J a A;, je podalgebra
A(a;| i € I) mdme «a;(ay,...a,) € Ay, tedy a;(ay,...ay) € njEJ Aj;.

(2) Protoze id C p; pro viechna j € J, mame id C ﬂjeJ p;, tedy relace ﬂjEJ pj je
reflexivni. Je-li (a,b) € (¢ pj, méme (a,b) € p;, ze symetrie potom p; i (b, a) € p;
pro viechna j € J, tudiz (b, a) € (;¢ pj- Konecné plati-li, ze (a,b), (b,c) € ;. Py
pak tranzitivita jednotlivych relaci p;, které vSechny obsahuji prinik jeg P im-
plikuje, Ze (a,c) € p;, a proto (a,c) € ;¢ ; pj-

Mgjme «; néjakou n-arni operaci na A a vezméme prvky aq,...a,,01,...b, € A,
pro néz plati, Ze (ak,bx) € ;7 p;j (C pj pro viechna j € J). Potom pro viechna
j € J mame (a;(a1,...an),ai(b1,...by)) € p; , tedy (a;(a1,...an),a;(b1,...b,)) €
mjeJ Pj- U

9. IZOMORFISMY ALGEBER

V néavaznosti na predchozi kapitolu vyslovime obecnou verzi Véty o homomorfis-
mus a dvou vét o izomorfismus. a pozornéji nez v grupovém piipadé prozkoumame
otazku, pro¢ dvé izomorfni algebry chapeme jako stejné. Nejprve si ovSem vyjasnime
princip faktorizace pro obecné algebry (Véta. Zatimco je zavedeni faktorové al-
gebry zcela primocarym zobecnénim definice faktorové grupy, vysloveni Druhé véty
o izomorfismu vyzaduje novy pojem faktorové ekvivalence.

V pripadé, ze nemtize dojit k omylu nebo jednotlivé operace na algebfe nepotie-
bujeme explicitné uvazovat, budeme oznacovat algebru jen jeji nosnou mnozinou.
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Definice. Necht p je ekvivalence a a je n-arni operace na mnoziné A. Je-li p
slucitelnd s a, definujeme operaci o na faktoru A/p predpisem a([a1],,...,[an],) =
[a(a1,...,an)],. Je-li p kongruence na algebe A(w;| ¢ € I), pak timto zplsobem
definujeme na A/p strukturu algebry stejného typu.

Nisledujici tvrzeni je obecnou variantou grupové Poznamky [5.3]

Véta 9.1. Je-li p kongruence na algebie A = A(a;| i € I), pak je definice algebry
A/p korektni, jde o algebru stejného typu joko A o prirozend projekce m,: A — A/p
je homomorfismus.

Diikaz. Oznaéme Q : I — Ny = NU{0} typ algebry A a zvolme libovolné i € I.
Jestlize [a;], = [bj], € A/p, kde j = 1,...Q(i), potom (a;,b;) € p pro vSechna
J=1,...0(i), proto [a;(a1,...,aa(:))], = [ai(b, ..., ba))]y, tedy definice operaci
na A/p je korektni.

Podobné pro ay,...,aq;) € A plati, ze a;(m(ar),. .., m(ag@))) =

= aj([ai]p, .-, [aq]p) = [ailar, ... aqu)], = m(ai(a, ... aq)),

coz znamena, ze je w opravdu homomorfismus. O

Algebru A/p(a;| @ € I) z pfedchozi véty budeme nazyvat faktorovou algebrou
algebry A a budeme ji znacit A /p.

Definice. Necht p C o jsou dvé ekvivalence na A. Definujme relaci o/p na A/p
nésledovné: ([a],, [b],) € 0/p & (a,b) € 0.

Pozndmka 9.2. Bud p kongruence na algebie A = A(a;| i € I).

(1) Je-li o kongruence na A obsahujict p, je o/p dobie definovand kongruence
na algebie A /p.

(2) Je-li n kongruence na algebie A [p, potom ezistuje prdvé jedna kongruence
o na algebie A obsahujici p, pro niZn =o/p.

Diikaz. (1) Stadi ovéfit, 7e je definice o/p korektni. Zbytek plyne bezprostiedné z
definic relace o/p a operace na faktorové algebie A/p. M&jme [a1], = [az], 1], =
[b2],. Potom (a1, as),(b1,b2) € p C o, tedy diky tranzitivité a symetrii o plati, Ze
(al,bl) S = (az,bg) co.

(2) Jediny mozny zpusob, jak definovat ¢ ndm dava predpis (a,b) € 0 &
([alp,[b],) € n. Nyni staci pfimocafe nahlédnout, 7e jsme takto zavedli kongruenci
na A. O

Véta 9.3. Necht f : A — B je homomorfismus dvou algeber A = A(a;| i € I) a
B = B(aj| i € I) stejného typu.

(1) (Véta o homomorfismu) Je-li p kongruence na algebie A, pak ezxistuje homo-
morfismus g : A/p — B splitujici podminku gr, = f prdvé tehdy, kdyZ p C ker f.
Navic, pokud g existuje, je g izomorfismus, pravé kdyZ f je na a ker f = p.

(2) (1. véta o izomorfismu) f(A) je podalgebra B (tedy algebra stejného typu) a
A/ker f je izomorfni f(A).

Diikaz. Tvrzeni dokdzeme stejnym postupem jako Vétu o homomorfismu a 1. véta

o izomorfismu pro grupy .

(1) Nejprve predpokliddejme, Ze existuje homomorfismus g : A/p — B spliujici
podminku g, = f, tedy g([a],) = f(a) a vezméme (a1, a2) € p. Pak [a1], = [a2],,
a proto f(ar) = g(larl,) = g([az],) = f(az). Tedy (a,az) € ker J.
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Je-li naopak p C ker f, ovéfujeme, ze definice g dand predpisem g([a],) = f(a) je
korektni. Vezmeme-li [a1], = [a2], C ker f, pak g([a1],) = f(a1) = f(a2) = g([a2],).
Ze je g homomorfismus je zjevné z jeho definice.

Kone¢né dokazme zavéretnou ekvivalenci. Protoze g(A/p) = f(A), vidime, Ze
g je na, pravé kdyz je f na. Je-li g navic prosté a zvolime-li (ay,as) € ker f, pak
9(la1],) = f(a1) = f(az) = g([az],), a proto (a1, as) € p. Ovéfili jsme, ze ker f C p,
a protoze uz vime, ze p C ker f, mame rovnost p = ker f. Kone¢né predpokladejme,
ze g([a1],) = g([az]p). Potom f(a1) = f(az), a proto (a,a2) € p a [a1], = [az],,
¢imz jsme ovérili, ze je g prosté.

(2) Rozmyslime si, ze podle B:53) je f(A) je podalgebra B a poté stejné jako v
diikazu [5.6{2) pouzijeme Vétu o homomorfismu (1) na p = ker f. O

Véta 9.4 (2. véta o izomorfismu). Necht p C o jsou dvé kongruence na algebie A.
Pak je algebra A o izomorfni algebie (A /p)/(o/p).

Dikaz. 1 tentokrat postupujeme stejné jako v dikazu 2. véty o izomorfismu pro
grupy nejprve pouzijeme 1) pro homomorfismy 7, : A - Afoc an,: A —
A/p, kterd ndm davd homomorfismus g : A/p — A/o spliyjici vztah g([a],) = [a],.
Zbyva spocitat ker g = o /p a pouzit (2)

Nyni zobecnime definici ze zacatku 6.kapitoly.

Definice. Bud 4 = A(«;| @ € I)algebra a X C A. Potom podalgebru (X) algebry
A, kterou dostaneme jako prinik vSech podalgeber 4 obsahujicich mnozinu X, coz
je podle podalgebra, nazveme podalgebrou generovanou X (nebo budeme fikat,
7e X generuje podalgebru (X)). Rekneme, ze X generuje A, jestlize (X) = A.

Nyni zobecnime princip dobfe znamy z linearni algebry, ktery fika, ze je homo-
morfismus ur¢en hodnotami na mnoziné generatoru:

Poznamka 9.5. Bud f,g : A — B dva homomorfismy algeber stejného typu a
necht X C A generuje algebru A. Jestlize f(x) = g(x) pro vSechna x € X, potom
f=9

Diikaz. Nejprve ukdzeme, 7ze je mnozina C = {a € A| f(a) = g(a)} podalge-
brou algebry A. Vezméme n-arni operaci a algebry A a nechf ay,...,a, € C. Pak
fla(ay, ... an)) = a(f(a1),..., flan)) = a(g(ar),...,9(an)) = gla(a,...,an)),
proto a(ay,...,a,) € C. Vsimneme-li si, ze X C C, dostaneme A = (X) C C, ¢im7
jsme dokoncili dikaz. O

Piiklad 9.6. (1) Uvazujme algebru celych ¢isel Z(+) a n&jaky grupoid G(+), tedy
algebru s jednou bindrni operaci +. Pak sice ({1}) = N, ale nejmensi podalgebra
Z(+) obsahujici mnozinu {—1,1} je uZ rovna celému Z tj. ({—1,1}) = Z.

Necht f,g : Z — G je homomorfismus. Uvédomme si, Ze nejmensi podalgebra
Z(+) obsahujici mnozinu {—1,1} je uz rovna celému Z tj. ({—1,1}) = Z. Podle
pfedchozi poznamky jsou tedy f a g shodné, jestlize f(1) = g(1) a f(—1) = g(-1).

(2) Uvazujme-li nyni dva homomorfismy f,g : Z — G na algebie celych ¢isel
Z(+,—) a obecné algebfe G(+,—) s jednou bindrni operaci + a jednou undrni
operaci —. Necht f,g: Z — G je homomorfismus. Potom (1) = Z, a podle [9.5| jsou
f a g shodné, jestlize f(1) = g(1).

(3) Algebru Z(+,—,1) dokonce generuje pradzdnd mnozina, tedy () = Z a tu-
diz existuje nejvySe jeden homomorfismus algebry Z(+,—,1) do obecné algebry

G(+7 I 1) .
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Velmi dilezitym a uzitecnym faktem obecné algebry, ktery jsme uz bez velkych
komentaita nékolikrat pouzili, je pozorovani, ze dvé izomorfni algebry jsou z hle-
diska algebry nerozlisitelné, maji vSechny vlastnosti stejné a plati o nich tudiz stejna
tvrzeni. Divod platnosti takového pozorovani je v podstaté velmi elementarni: u
vlastnosti izomorfnich algeber nezalezi na tom jak konkrétné vypadaji jejich prvky
(a ,preklad”zajistuje bijekce urfend izomorfismem), podstatné je, Ze operace jsou
na odpovidajicich prvcich stejné, coz pravé zajistuje slucitelnost operace s izomor-
fismem. Samotna presnd formalizace uvedené myslenky, kterd je tvrzenim o meta-
jazyku algebry, vyzaduje peclivou praci s formdlni logikou a my ji zde pouze pro
informaci alespon naznacime.

Piipomenme, Ze term je jakakoli proménnd a jsou-li ¢1,...,t, termy a a funkéni
symboly (operace) Cetnosti n, pak i a(ti,...,t,), je term, dale je-li P predikat
Cetnosti n a tq,...,t, jsou termy, pak je vyraz P(ty,...,t,) atomickou formuli a

a jsou-li ¢ a ¢ dvé formule, pak vyrazy (¢ — ©¥), (¢ A1), (p V), —p, Yo a Jp
jsou rovnéz formule. Jazykem predikatové logiky (prvniho fddu) potom rozumime
vSechny formule, které vyniknou z daného systémem funkénich a predikatovych
symbold.

Daéle pfipomenme, Ze formule ¢ plati ve struktuie A, znac¢ime A4 | ¢, pravé
kdyz je ¢ splnéna kazdym ohodnocenim proménnych nosné mnoziny A struktury A4.
Uzavienou formuli rozumime formuli, kterd neobsahuje zadnou volnou proménnou.

V nasich tivahéch se pro jednoduchost omezime na jazyk s jedinym predikatovym
symbolem =, proménnymi jako prvky algebry a funkénimi symboly reprezentujici
operace danych algeber.

Véta 9.7. Necht A(a;| i € I) a B(ay| i € I) jsou dvé izomorfni algebry stejného
typu. Potom uzaviend formule ¢ jazyka algeber plati v algebie A(a;| i € I), prave
kdyz plati v algebie B(oy| i € I).

Diikaz. Necht f : A — B je néjaky izomorfismus algeber 4 = A(a;| i € I) a
B = B(way| i € I), ¢ formule. Vezmeme-li néjaké ohodnoceni e formule ¢ v A,
ozna¢ime fe zobrazeni, které hodnoté e(x) néjaké proménné v A piifadi hodnotu
fe(z) téze proménné v B. Je-li E mnozina vSech ohodnoceni formule ¢ v A, vidime,
ze mnozina { fe| e € E} tvoii pravé mnozinu vSech ohodnoceni formule ¢ v B, nebot
f je bijekce. Déale snadno nahlédneme, ze pro kazdou uzavienou formuli ¢ plati, ze
bud A = ¢ nebo A = —p, a protoze f je izomorfismus algeber A4 a B, stadi indukei
podle poctu krokd, jimiz je ¢ odvozena z atomicky formuli a jimiZz jsou v nich
vytvofeny z(castnéné termy, dokdzat 4 | ¢ implikuje B |= .

Nejprve uvazime jedinou atomickou formuli ¢ = s, kde ¢t = t(zq1,...,2,) a
s = s(z1,...,2,) jsou termy v proménnych z1,...,x,. M&me realizaci néjaké fun-
kéniho symbolu na obou algebrach, tedy pravé n-arni operaci a; pro néjaké i € I a
predpokladame napiiklad, Ze t = a;(t1,- .., t,), kde t1,..., ¢, jsou termy a necht e
je néjaké ohodnoceni formule ¢ = s. Protoze e(w;(t1,...,t,) = a;(e(ts), ..., e(tn))
a z indukéniho pfedpokladu uzitého pro termy t4,...,t, vime, ze f(e(t;)) = fe(t;)
(t.j. obraz izomorfismem f termu t; ohodnoceného v algebfe A pomoci e je tyz
jako ohodnoceni termu ¢; ohodnoceny v algebife B ohodnocenim fe). Protoze je f
homomorfismus, vidime, ze

fle(ai(ty, ... tn))) = flai(e(tr), ..., e(tn))) =
= ai(fe(tl)a . afe(tn)) = fe(ai(tla st
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Tim jsme ovéfili, Zze platnost e(t) = e(s) implikuje platnost fe(t) = fe(s).

Zbytek dikazu uz je jen primocaré indukéni ovéfeni platnosti formule na B
vzniklé pouzitim pravidel (¢ — 9), (¢ A), (¢ V), ¢, (Vz)p a (3z)p z kratsich
formuli ¢ a 9 za predpokladu, Ze dana dlouh& formule plati na A. O

Zavérem poznamenejme, ze ve skutecnosti na izomorfnich algebrach ekvivalence
plati i pro vyroky vyitené v mnohem bohat$im jazyce (naptiklad tvrzeni, které se
vyslovuje o struktuie podalgeber néjaké algebry).

10. OKRUHY A IDEALY

Nyni obratime svou pozornost k dalsi dilezité t¥idé algebraickych objektt, jimiz
jsou okruhy. Protoze je nasim hlavnim cilem konstrukce a algoritmické uchopeni
(pfedevsim konecnych) téles, zaméiime se na obecny popis téles (Véta[10.5)) a cha-
rakterizaci téch faktori komutativnich okruht, které tvoii téleso (Véta [10.7)).

Definice. Okruhem budeme nazyvat kazdou takovou algebru R(+,-,—,0,1), Ze
R(+) je komutativni grupa s neutralnim prvkem 0 a operaci opa¢ného prvku —, R(-)
je monoid s neutralnim prvkem 1 a pro kazdé a, b, ¢ € R plati, ze a-(b+c) = a-b+a-c
a(a+b)-¢c=a-c+b-c Prvek okruhu R(+,-,—,0,1) se nazyva invertibilni, jedna-li
se o invertibilni prvek monoidu R(-).

Rekneme, 7e je okruh

- komutativni, je-li operace - komutativni,

- obor, jestlize pro kazdé a,b € R plati implikace a-b =0 = a = 0 nebo b = 0,

- téleso, jsou-li véechny prvky mnoziny R\ {0} invertibilni a 0 # 1 a

- komutativni téleso, je-li to komutativni okruh a zaroven téleso.

Priklad 10.1. (1) Je-li T t&leso ve smyslu definice z linedrni algebry, pak je algebra
T(+,-,—,0,1) komutativnim t&lesem.

(2) Je-li T téleso a M, (T') zna¢i mnozinu vSech ¢tvercovych matic nad 7' stupné
n, pak M, (T)(+,-,—,0,,1,) je okruh.

(3) Z(+,-,—,0,1) a Z,(+,-,—,0,1) pro kazdé piirozené n > 1 jsou komutativni
okruhy.

Poznamka 10.2. Necht R(+,-,—,0,1) je okruh. Pak pro kaZdé a,b € R plati:
(1) 0ra=a-0=0,
(2) (-a)-b=a-(-b) = —(a-b), (-1)-a=a-(-1) = —q,
(3) 1 je ruzné od 0, prdvé kdyZ |R| > 1 (tj. R je netrividlni okruh).

Dikaz. U bodi (1) a (2) dokdZeme jen jednu rovnost, diikaz druhé je symetricky.

(1) Vyuzijeme-li definitorickou vlastnost prvku 0 a distributivitu, dostaneme
a-0 = a-(0+0) = a-0+a-0. Pficteme-li k levé a pravé strané rovnosti a-0 = a-0+a-0
prvek —(0 - a), vidime, Ze a -0 = 0.

(2) Opét diky distributivité mame (—a) -b+a-b=(—a+a)-b=0-b=0, kde
posledni rovnost plyne z (1).

Posledni rovnost dostavame piimo z (2) pro b = 1.

(3) P¥imd implikace je trividln{, pfedpoklddejme tedy, Ze 1 = 0 a vezméme
libovolné a € R. Potom a =a-1=a-0 = 0 podle definice a (1). O

Definice. Necht R(+,-,—,0,1) je okruh. Rekneme, 7e mnozina I C R je pravy
(vesp. levy) idedl okruhu R, jestlize je I podgrupa grupy R(+) a pro kazdéi € I a
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r € Rplati, ze i -r € I (resp. r-i € I). Mnozinu I nazveme idedlem, je-li pravym a
zaroven levym idedlem.

Priklad 10.3. (1) {0} a R jsou ideély kazdého okruhu R.

(2) Podle jsou idedly okruhu celych ¢isel Z(+,-,—,0,1) pravé tvaru kZ a
idealy okruhu Z,(+,-,—,0,1) tvaru k Z,, kde k < n je 0 nebo délitel ¢isla n.

(3) Mnoziny aR = {a-r| r € R} (resp. Ra = {r-a| r € R}) jsou (tzv. hlavni) pravé
(resp. levé) idedly okruhu R pro kazdé a € R. Ovéfime to napiiklad pro aR. Je-li
ar,as € aR, pak diky distributivité ar +as = a(r +s) € aR a —ar = a(—r) € aR
podle[10.2(2). Déle 0 = a0 € aR diky[10.2(1) a (ar)z = a(rz) € aR diky asociativité
pro libovolné z € R.

Necht R(+, -, —,0,1) je okruh. Poznamenejme, 7e se idedltim {0} a R ¥ika trividlni
idedly a (levy, pravy) netrividlni idedl I okruhu R(+,-, —,0,1) (tj. plati-li, ze {0} #
I # R) se nazyva vlastni. Pravé (levé) idedly tvaru aR (Ra) popsané v Piikladu
10.3|(3) jsou takzvané hlavni pravé (levé) idedly. Kone¢né alespoii dvouprvkovému
okruhu se 1ika netriwidlni okruh.

Nyni dokdZzeme elementarni poznamku, kterd nam umozni charakterizovat télesa
pomoci pojmu pravy (levy idedl).

Poznamka 10.4. Je-li R(+,-,—,0,1) okruh a I jeho pravy nebo levy idedl, pak
I =R, pravé kdyz 1 € I.

Dikaz. ProtoZe 1 € R, je piima implikace trividlni. Jestlize I pravy (levy) ideél,
ktery obsahuje prvek 1 a vezmeme libovolné r € R, potom r =1-7r = (r-1) € I,
tedy I = R. O

Vé&ta 10.5. V netrividlnim okruhu R(+,-,—,0,1) je ekvivalentni:
(1) R je téleso,
(2) R neobsahuje Zddné vlastni pravé idedly,
(3) R neobsahuje Zddné vlastni levé idedly.

Diikaz. Stali dokazat ekvivalenci (1) a (2).

Predpokladejme, Ze je R téleso a méjme néjaky nenulovy pravy idedl I. Pak
existuje 0 # 4 € I a k nému inverzni prvek i ! € R, tedy 1 = i-i~! € I a proto
I = R podle

Predpokladejme, ze R neobsahuje zadné vlastni pravé idealy a vezméme libovolné
nenulovy prvek a € R. Potom 0 # a = a- 1 € aR, tedy podle pfedpokladu aR = R.
Proto existuje b € R, pro néjz a - b = 1. Poznamenejme, ze diky [10.2(1) a (4) opét
b # 0, a tudiZ miZeme stejnym argumentem najit ¢ € R, pro které b-c = 1. Nyni
a = c podle|3.5|a b je tedy inverzni k a. O

Poznamenejme, Ze existuji okruhy (¥ikd se jim jednoduché), které neobsahuji
z4dné vlastni (oboustranné) idedly, a zaroven se nejednd o télesa. Typickym piikla-
dem jsou maticové okruhy M, (T), kde n > 1 a T je komutativni téleso.

Pfipomenme, ze Homomorfismus (izomorfismus) okruhtt bude homomorfismus
(izomorfismus) pfislusnych algeber. Uvéazime-li ideédl I okruhu R(+,-,—,0,1), pak
je I podgrupa grupy R(+), tedy mtZeme pracovat s ekvivalenci rmod I danou pod-
minkou (a,b) € rmod I & a—b = a+ (—b) € I. Podokruhem okruhu R(+,-,—,0,1)
budeme rozumét kazdou podalgebru algebry R(+,-,—,0,1).

Poznamka 10.6. Necht R = R(+,-,—,0,1) a S = S(+,-,—,0,1) jsou okruhy, I
idedl okruhu R a ¢ : R — S okruhovy homomorfismus.



ALGEBRA T PRO INFORMATIKY 31

(1) rmod I je kongruence okruhu R. Oznacime-li R/I := R/rmod I, pak je
faktorova algebra R/I(+,-,—,[0]7,[1]r) rovnéZ okruh a pfirozend projekce
71 : R — R/I okruhovy homomorfismus.

(2) Kery je idedl okruhu R.

Diikaz. (1) Podle 1),(3) je rmod I ekvivalence slucitelna s operacemi +, —, 0
a 1. Zbyvéa ukdzat slucitelnost s ndsobenim. Zvolme (a,b),(¢,d) € rmod I. Pak
a—b,c—d,(a—>b)c,blc—d) €I, atudiz ac —bd = (a — b)c+ b(c — d) € I. Proto i
(a-c,b-d) € p, ¢imz jsme ovéfili, Ze je rmod I kongruence na R(+, -, —,0,1).

To, 7e je R/I(+,-,—, 1,1+ I) okruh se snadno piimocafe ovéii z definice a fakt,
7e je m; homomorfismus plyne okamzité z

(2) Keryp je jisté normalni podgrupa a zbyva nahlédnout, ze pro kazdé r € R a
k € Kery je

o(r-k)=w(r)-pk)=¢(r)-0=0=0-9(r) = (k) -o(r) =@k -r),
tedy r - k, k- r € Kerep. O

Pravé zavedenému okruhu fikdme faktorovy okruh (nebo kratce faktorokruh)
okruhu R podle ideélu T .

Definice. Rekneme, 7e idedl I komutativniho okruhu R = R(+,-, —,0,1) je mazi-
mdlni, pokud I # R a pro kazdy idedl J, ze I C J, plati bud J = I nebo J = R.

Vsimnéme si, ze v télese je maximdalnim idedlem pravé nulovy ideal.

Nyni zformulujeme tvrzeni, které charakterizuje, kdy je faktor komutativniho
okruhu téleso. Toto tvrzeni bude hrat zasadni roli v konstrukci konecnych téles, jiz
se budeme zabyvat v nasledujici kapitole.

Véta 10.7. Necht R(+,-,—,0,1) je komutativni okruh a I jeho idedl. Potom je
R/I(+,-,—,[0]1,[1];) komutativni téleso pravé tehdy, kdyz I je mazimdlni idedl.

Dikaz. Oznaéme TF mnozinu viech idealis okruhu R obsahujicich ideal I a 7o/’
mnozinu vSech idealii okruhu R/I(+,-,—,[0];,[1];). Nejprve dokdZeme obecnéjsi
pozorovani, v némz si uvédomime vztah mnoZiny idedlt faktorového a puvodniho
okruhu.

Lemma. Je-li 7y : R — R/I pfirozend projekce, pak jsou zobrazeni

Joald) a Joa'(J)
vzajemné inverzni bijekce mezi mnozinami Iﬁ a I[Ig]/I

Protoze je m grupovy homomorfismus, jsou pro ideél J okruhu R a ideal j; okruhu
R/I obraz w(J) i plny vzor = *(J) podgrupy, navic plati, ze I C 7= 1(J). Dale
potiebujeme nahlédnout, Ze se jedna opravdu o idedly. Zvolime-li r € R a j € J,
pak

mi(r) - mi(j) = 7i(rj) € m(J), 7r(j) - 7r(r) = mr(jr) € mr(J)

a podobné propror € Ra j € W’l(j)

mr(rj) = mr(r) - mwr(G) € J, wi(ir) = mi(§) - wi(r) € J,
tedy obé& uvazovand zobrazeni jsou dobie definovand zobrazen{ mezi mnozinami ZF
a I[Ig]/l. Protoze mn~1(J) = J a n~n(J) = J, jednd se vzajemnd inverzni bijekce,

¢imz mame Lemma dokézano.
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Nyni si sta¢{ viimnout, ze je R/I(+,-,—,[0]r,[1]s) podle Véty komutativni
téleso pravé tehdy, kdyz Ié{ ! obsahuje pouze trivialni idedly, coz je diky Lemmatu
ekvivalentni podmince, Ze ZF obsahuje pravé dva idedly, tedy pravé kdyz ze je I je
maximalni ideél. O

11. OKRUHY POLYNOMU A KONSTRUKCE TELES

V nésledujici kapitole ukdzeme dvé cesty, jak najit dalsi pfirozené (a obcas i
uzitecéné) piiklady téles. Zatimco druhd z nich zobeciiuje zndmou konstrukci zlomkd,
ktera z celych ¢isel vytvari téleso racionélnich ¢isel (Véta, v prvni konstrukei
vyuzijeme faktorizace okruht polynomt nad télesy Z,, kde p je prvoéislo, abychom
dostali libovolné konecéné téleso (Véta. Nejprve ovSem zavedeme polynomy nad
obecnymi okruhy a uvédomime si, 7ze znamy Skolsky algoritmus déleni se zbytkem

vz

funguje v mnohem obecnéjsi situaci nez jsme zvykli.

11.1. Koneéna télesa.

Definice. Bud okruh. Polo’me R[z] = {p : Ng = R | {n | p(n) # 0} je kone¢né}.
Prvek p € R[z] budeme zapisovat také ve tvaru p = > - pnz", kde pp, = p(n),
tedy R[z] obsahuje pravé vSechny formalni nekoneéné sumy s koneénym nosicem.
Na R|[z] definujme bindrni operace + a -, undrni operaci — a nulérni operace 0 a 1

Prop =3 N, Pn®" & ¢ =D, cn, ™

n
pta= Y (pn+a)z",  p-a= Y O pi tn-i)z,

nE€Ng neNg =0
—p= Z —ppx™, 0= Z 0z, 1=12"+ Z 0z™.
n€Np neNg n>0

Je-li p # 0, budeme nejvétsi takové n € Ny, ze p, # 0, nazyvat stupném polynomu
p. Stupen polynomu 0 poloZime roven —1. Stupen polynomu p budeme oznacovat
deg p.
Pozndmka 11.1. Necht R(+,-,—,0,1) je okruh a p, q € R[z].
(1) R[z](+,-,—,0,1) je okruh a mnoZina {sz® | s € R} jeho podokruh izo-
morfni okruhu R(+,-,—,0,1),

(2) deg(p+ q) < max(degp, degq), je-li p,q # 0, pak degp - q < degp + degq
a je-li navic R oborem integrity, potom degp - q = degp + degq,
(3) R[z] je obor integrity pravé tehdy, kdyZ je R obor integrity.

9 A1 i n —_ n —_ n
Diikaz. Mé&jme p =3 N PnZ™ @ =D N, WnT"5 T = D en, Tn2" € R[z].

(1) Nejprve poznamenejme, Z%e jsou vSechny operace dobie definované a pii-
mocare ovérme komutativitu a asociativitu operace +:

pta= > (Pa+an)z" = > (gn+pn)z" =q+p,
nENg neNg

(p+q) +r= Z ((pn+Qn) +rn)mn = Z (pn+(Qn+rn))wn :p+(Q+T)'
nENp neNg
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Protoze 0 je zjevné neutrdlni prvek operace + a vidime, ze p + (—p) = 0, je
R(+,—,0) komutativni grupa. Podobné

T(p+q):r2(pn+qn _Z Zﬁ‘Pn i+ qn— ’L)) =

neNy neNgy =0
n n
= > QO rip-de™+ Y Qo riau-i)e" =por g,
n€ENg =0 n€ENg i=0

dtkaz druhé distributivity je symetricky. Koneéné zbyva ovéfit, ze je R(-, 1) monoid:

(p-q)-r=Y (> pi-ga")-r=> ( > pi-gi-m)z")=p-(g-7),

n€Ng i+j=n n€ENg i+j+k=n
p-lzz:sz- ni)z" Y (pn-1)z" =p=1-p,
neNg i=0 nENg

kde 1 =} 1,27, tedy 1o = 1 a 1,, = 0 pro vSechna n > 0. Bezprostfedné z
konstrukce okruhu R[z] vidime, %e zobrazeni v : R — R[z] dané vztahem v(r) =
rz® je prosty okruhovy homomorfismus, proto diky (2) dostédvédme izomorfismus
okruhu R(+,+,—,0,1) s podokruhem v(R) = {sz"| s € R}.

(2) Nerovnost degp + ¢ < max(degp, degq) plyne z inkluze

{n|pn+Qn7AO}g{n|pn7éo}u{n|Qn7é0}~
Ozna¢me v = degp a p = deg g a uvédomme si pro kazdé n > v+ u, ze koeficient
u z™ v polynomu p-g je Y p_o(Pr-Gnk) = D p—g (Pk-0)+ X p—p_ i1 (0-qn1) =0,
proto degp-q < v+ p.
Je-li R obor integrity, mame koeficient polynomu p - q u z*"H:

v+u —p—
> (k- anr) Z Pi-0) +py-qu+ Z (0-gnt) =pv-qu #0,
k=0 k=0 k=n—p+1

nebot p, #0 a g, # 0.

(3) Je-li R[z] obor integrity, je kazdy jeho podokruh oborem integrity, tedy i
okruh R podle (1). Je-li R obor integrity a p,q # 0, mdme podle (3) degp-q =
degp + degq > 0, proto p- q # 0. O

Okruhu R[z](+,, —, 0,1) budeme fikat okruhem polynomai jedné neurcité a jeho
prvkim polynomy.

Véta 11.2 (O déleni se zbytkem). Necht R(+,-,—,0,1) je obor, a, b € R|x], kde
b= > b,x"™. Predpoklidejme, Ze m = degb > 0 a by, je invertibilni v R. Pak existuji
takové jednoznacné uréené polynomy q, r € R[z], Zea=0b-q+r a degr < deghb.

Diikaz. Existenc¢ni ¢ast tvrzeni dokazeme pomoci algoritmu:
VSTUP: a, b€ R[x], kde bgegs invertibilni
VYSTUP: ¢, r € R[z], pro které a=¢q-b+r, degr < degbh
0. m:=degb; n:=dega—m;
if n <0 then return 0,a else r:=a;
for i:=n downto 0 do {qz = riembylir =1 — q;2ib; }
return ), ¢;z', 7.

w N =
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Indukci podle ¢ ve for-cyklu snadno nahlédneme, ze algoritmus pracuje spravneé.
Zbyvé ukazat jednoznacnost. Pfedpoklddejme, ze a = b-¢' + r' a degr’ < degb.
Potom b- (g —¢') = ' —r a podle[I1.1}3) a protoze deg(r' —r) < degb, dostavéime
r—r=0,aprotoqg—¢q¢ =0 O

Dausledek 11.3. Necht T'(+,-,—,0,1) je komutativni téleso. Pak je kaZdy idedl
okruhu T[z](+,+,—,0,1) hlavni.

Diikaz. Vezméme libovolny nenulovy idedl I a v idealu I zvolme nenulovy polynom
p nejmensiho mozného stupné. Ziejmé pT[z] C I. Necht i € I. Pak podle
existuji takové polynomy q,r € T[z], 7e i = p-q + r a deg(r) < deg(p). Protoze
r=i—p-q €I adeg(p) byl minimalni, je nutné r =0 a pT[z] = I. O

Definice. Necht R = R(+,-, —,0,1) je komutativni okruh a a,b € R. Rekneme,
Ze a déli b, a|b, existuje-li ¢ € R, pro které a - ¢ = b. O neinvertibilnim nenulovém
prvku p € R fekneme, zZe je ireducibilni, pokud pro kazdy rozklad p = a - b plati ze
je a nebo b invertibilni.

Priklad 11.4. (1) Prvocisla jsou prévé ireducibilni prvky oboru celych éisel. Navic
je-li p prvocislo a nZ idedl okruhu celych ¢isel, pro ktery pZ C nZ, pak n|p, tedy
bud nZ = pZ nebo nZ = 7, coz znamena, ze pZ je maximalni idedl.

(2) Ireducibilni prvky v okruhu polynomt nad télesem jsou pravé ireducibilni
polynomy.

Vsimnéme si, ze pfimo z definice dostdvame charakterizaci relace délitelnosti
pomoci inkluze hlavnich ideali:

Poznamka 11.5. Necht R(+,-,—,0,1) komutativni okruh a a,b € R. Pak
a/b< b€ aR < bR CaR.

Smyslem nésledujictho tvrzeni je pozorovani, ze nam faktorizace okruhu poly-
nomi nad télesem podle idedlu generovaného ireducibilnim polynomem dé& téleso.

Poznamka 11.6. Je-li T'(+,-,—,0,1) komutativni téleso a I idedl okruhu polynomi
T[z](+,,—,0,1), pak je I mazimdlni pravé tehdy, kdyZ existuje ireducibilni polynom
f € T'[x] takovy, Ze I = fTx]

Diikaz. 7 vime, Ze existuje f € T[z] takovy, Ze I = fT[z]. Déle si sta¢i v8§im-
nout, ze pro idedl ¢gT'[x] mame fT'[z] C gT'[z] C T[z] < g|f asoucasné g [l a f fg;
prava strana ekvivalence nefika nic jiného, nez g|f a 0 < def g < deg f, tj. f neni
ireducibilni. O

Nyni zkonstruujeme kone¢né (komutativni) télesa, pficemZ budeme nasledujici
vysledek brat jako fakt, ktery dokdzeme aZz pristi semestr.

Poznamka 11.7. Pro kazdé prvocislo p a n € N existuje ireducibilni polynom
f € Z,[x] stupné n. Navic v Z,[z] plati f|(zP" — ).
Vétu o konecénych télesech zformulujeme v klasickém znéni. Dtkaz bodid (2) a

(3) ovSem uvadime jen informativneé.

Véta 11.8. (1) Je-li p prvocislo a n € N, existuje komutativni téleso o p™ prucich.
(2) Je-li F konecné téleso, pak |F| = p™ pro p prvocislo a n € N.
(3) Libovolnd dvé konecnd komutativni télesa o témze poctu prvki jsou izomorfni.
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Dikaz. (1) Diky existuje ireducibilni polynom w € Z,[z] stupné n. Definujme
Fprn = Zplz]/uZylz]. Potom z Pozndmky a Véty @ plyne, ze Fy» je ko-
mutativni téleso. Oznacime-li I = uZy[z], v tomto télese (pro g,h € Zy[z]) plati
g+ 1 =h+ 1 pravé tehdy, kdyz u déli g — h; mj. tedy g + I = (¢ mod u) + I. Jako
zbytky po déleni u figuruji pravé vSechny polynomy nad Z, stupné mensiho nez n,
téch je p”, coz je nésledné i pocet prvki Fpn.

(2) Mé&jme konecéné téleso F. Uvazujme cyklickou podgrupu (1) grupy F(+, —,0).
Ta musi byt konecnd, a tedy Z,(+) = (1)(+) pro né&jaké p € N. Uvazujme déle
izomorfismus, ktery posila prvek k € Z, na prvek 1+ 1+ ...+ 1 télesa F, a jak je

kx
v podobnych pripadech zvykem, pro dalsi Gvahy ztotoznime prvky télesa F tvaru

1+14+...+1,kde0<k <p,aprvky mnoziny Z,. Z grupy Z, timto ztotoznénim
| S —
kx
udélame podgrupu grupy F(+, —,0). JelikoZ z distributivity mame
Q+1+... +DI+1+...+)=1+1+... +1=1+1+...+1,

kX mx kmx (km mod p)Xx

tvoii Zj, dokonce podokruh télesa IF. Dale p musi byt prvocislo, jinak by existovaly
0 # k,m € Z, tak, ze km = 0, coz v Zddném télese (tedy ani v F) neni mozné.

Nyni je jiz snadné si uvédomit, ze F tvori vektorovy prostor nad svym podtélesem
Zy, a polozime-li n := dimz, F, pak |F| = p”.

(3) Ukazeme, ze je-li F kone¢né komutativni téleso o p™ prvcich, potom F = Fjn
pro téleso Fp» z ¢asti (1). Tak jako v bodu (2) budeme pfedpokladat, ze Z,, je piimo
podtélesem t&lesa F (nikoliv pouze izomorfni podtélesu generovanému prvkem 1).

Nejprve nahlédneme, 7e kazdy prvek télesa F je kofenem polynomu z?" — z €
Zyp|z]. To pro 0 ziejmé plati a pro nenulové prvky to plyne aplikaci Poznamky
na grupu F*(.), kterd mé p™ — 1 prvki. Z navic plyne, Ze ireducibilni polynom
u € Z,[z] pouzity ke konstrukci t&lesa Fyn, déli v Z,[x] polynom P — z. To oviem
znamend, Ze ho déli i v jeho nadokruhu F[z]. Mame tedy né&jaky polynom g takovy,
7e ug = xP" — x. Dosadime-li nyni libovolny prvek a € F, mame u(a)g(a) = 0, coz
znamena, ze a je kofen jednoho ze dvou téchto polynomi. Jelikoz polynom g ma
mensi stupen nez p" (a tedy méné nez p" koteni), musi existovat néjaké a € F,
které je kofenem polynomu w.

Pro toto a uvazujme dosazovaci zobrazeni Q, : Zy[z] — F definované vztahem
Q. (h) = h(a). Snadno nahlédneme, ze Q,(h + k) = Qu(h) + Qu(k), Qu(h - k) =
Qu(h) - Qq(k) a Q,(1) = Q,(1), coz znamend, Ze jde o (takzvany dosazovaci) ho-
momorfismus. Vyse jsme dokazali, ze uZy[z] C Ker(Q,), mizeme proto uzit
kterd ndm da (jediny) okruhovy homomorfismus ¢ : Z,[z]/uZy[z] — F, pro néjz
Qo = Ymyz, (o) Jelikoz Q,(1) = 1 # 0, je o) nenulovy homomorfismus. Vime, Ze
Ker (1) musi byt idedl télesa Fpn, a tedy nutné Ker(?)) je trividlni (jednoprvkovy)
idedl (uzivame Vétu[L0.5). To ovSem znamend, Ze ¢ je prosté, a tedy musi byt i na,
jelikoz jde o zobrazeni mezi dvéma stejné velkymi koneénymi mnozinami. Tudiz
je hledany izomorfismus téles Fp» a F. O

Priklad 11.9. (1) Postupem dikazu bodu (1) Véty zkonstruujeme konecné
téleso o 8 = 22 prveich. Zvolme ireducibilni polynom f = 23 + z + 1 (rozloZitelnost
polynomu stupné 3 implikuje, Ze mé kofen, coZ zde neplati) a dostaneme téleso
Fs = {a + bz + cx® + fZs]x] | a,b,c € Zs} = {a + ba + ca?| a,b,c € Zs}, kde
a:=zx+ fLsx].
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(2) Pokud bychom chtéli zkonstruovat téleso, které méa prave 212 prvki, potiebo-
vali bychom najit nad télesem Z, ireducibilni polynom stupné 13. Poznamka
nam tiké, ze ho lze najit mezi déliteli polynomu 22— x, navic poznamenejme, ze
neni prili§ t&zké ovéfit silnéjsi tvrzeni, ze ireducibilni polynom g € Zy[z] stupné k
déli polynom zP" — z, pravé kdyz k/n. Protoze je 13 prvocislo, obsahuje ireduci-
bilni rozklad polynomu 227 — 2 pravé vSechny ireducibilni polynomy stupné 13 a 1.
Ziejmé praveé polynomy z a x+1 jsou jediné dva ireducibilni polyngmy stupné 1 nad

.. 21s 21372 .

/. s 3 ~ x [ — 2

Zs, proto snadnou tvahou o stupnich zjistime, ze se polynom Tt = > o X
13 _«
—2

rozklada pravé na 2 75— = 630 ireducibilnich polynomi stupné 13. Ireducibilni po-

lynom stupné stupné 13 je tvaru Zio a;x’, kde a;3 = 1 a dile ag = 1, nebot 0 neni
kofenem a Zgo a; = 1, nebot ani 1 neni kofenem. To znamenad, Ze pfi nahodné
volbé mame 630 piiznivych moznosti ze 2'!, tedy vice neZ tficetiprocentni pravdé-
. . ’ v 513 o
podobnost tGspéchu. To, zda je ndhodny polynom délitel polynomu 22 — z pfitom
miZeme otestovat (v tomto piipadé jesté) rychlym algoritmem déleni se zbytkem.

Wedderburnova véta tikd, ze vSechna konecnd télesa jsou komutativni. Dikaz
ale neni nikterak trividlni. V dikazu ¢asti (3) jsme vyuzili komutativitu télesa F,
abychom mohli argumentovat, ze polynom g nemd v F vice kofenti, nez je jeho
stupeii; to oviem nad nekomutativnimi télesy neplati! Staéi uvazit polynom z? + 1
nad télesem kvaterniont. Ten mé za koteny i, j, k, —i, —j, —k.
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11.2. Podilova télesa. Nasledujici tvrzeni zobechuje dobie znamou konstrukci
zlomkt pro v8echny obory integrity. Jejim dusledkem je fakt, Ze kazdy obor integrity
lze chépat jako podokruh néjakého télesa (konkrétné svého podilového télesa).

Uvazujme obor R(+,:,—,0,1), a definujme algebru F(+,-,—,0,1), kde F =
R x (R\ {0}) s operacemi:

(a,b) - (¢,d) =(a-¢,b-d), (a,b)+ (¢,d)=(a-d+b-¢c,b-d), —(a,b) = (—a,b),

0 = (0,1) a1l = (1,1). Na mnoZiné F konetné definujme relaci ~ piedpisem
(a,b) ~ (¢,d) & a-d=1b-c

Véta 11.10. Pro algebru F(+,-,—,0,1) plati:

(1) F(+) a F(-) jsou komutativni monoidy,

(2) ~ je kongruence na F(+,-,—,0,1) a (0,a) ~ 0 a (a,a) ~ 1 pro kaZdé
a € R\ {0},

(3) F/ ~ (+,-,—,[0],[1]) je komutativni téleso,

(4) zobrazeni o : R — F/ ~ dané€ predpisem o(r) = [(r,1)]. je prosty okruhovy
homomorfismus.

Diikaz. Vezméme (a,b), (c,d), (e, f) € F.
(1) Postupujeme zcela piimocare podle definice.

(a,b) + ((c,d) + (e, f)) = (a,b) + ((cf + de,df)) = ((adf + b(cf + de), bdf)) =
= ((adf + bef + bde,bdf)) = (((ad + be) f + bde, bdf)) = ((a,b) + (¢, d)) + (e, f),
(a,b) + (¢,d) = (ad + bc, bd) = (cb + ad, bd) = (c,d) + (a, b).
Overili jsme, Ze je operace + asociativni a komutativni. Uvazime-li, ze (a,b) +

(0,1) = (a,b), mame dokazéano, ze F(+) je komutativni monoid. TotéZ provedeme
pro nasobeni:

(a,b) - ((c,d) - (e, f)) = (a,b) - ((ce, df)) = (ace, bdf)) = ((a,b) - (¢, d)) - (e, f),
déale (a,b) - (¢,d) = (¢,d) - (a,b) a (a,b) - (1,1) = (a,b), proto i F(-) je komutativni
monoid.

(2) Pfedné uvazme, Ze je relace ~ reflexivni a symetrickd a predpoklddejme, ze
(a,b) ~ (¢,d) a (¢c,d) ~ (e, f), tedy ad = bc a cf = de. Potom adf = bef = bde, a
proto (af—be)d = 0. Jelikoz d # 0, dostdvame z definice oboru integrity, Ze af —be =
0, a tudiz (a,b) ~ (e, f). Diky pozorovani Pfikladu 3.3 z minulého semestru zbyva
ovéfit slucitelnost ~ s operacemi +, - a —. Pfedpokladdejme, Ze (a;,b;) ~ (c;,d;)
tedy aidi = Cibi pro i = ]., 2. Proto (a1b2 + blaz)dldz = a1d1 . b2d2 + a2d2 - b1d1 =
c1by -bads +cabz-bidy = (c1da +dic2)bibs, tedy (a1, b1)+(az,b2) ~ (c1,d1)+(cz2,dz).
Dale a1a2d1d2 = Clczblbg, tudiz (al,bl) . ((lg,bz) ~ (Cl,dl) . (Cz,dz) a konec¢né
(—a1,b1) ~ (—c1,dy) podle 5.2(2). Vztahy (0,a) ~ 0 a (a,a) ~ 1 plynou okamzité
z definice ~.

(3) Diky (1), (2) a 3.10 uz vime, ze F/ ~ (+) a F/ ~ (-) jsou komutativni
monoidy. Zbyva tedy dokdzat existenci opaénych prvki monoidu F/ ~ (+) a dis-
tributivitu. Ozna¢me ¢ rozkladové t¥idy [(a,b)].. Viimnéme si, ze 44 = ¢ pro
kazdé nenulové b,d € R, protoze (ad,bd) ~ (ac, be). Nyni snadno spotitdme, ze
a —a a+(-a) 0

A T

g_g_acbf+bdae_acf—|—ade_g.cf+de_g-(7+
b f bdb f N bdf b df b

+

Sl S|
S e}
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Konecné, zvolime-li § # 0, pak (a,b) # (0,1), tedy a # 0, a proto % € Fa
- % = 1. Tim jsme dokazali, ze kazdy nenulovy prvek F' je invertibilni, a proto je

F/ ~ komutativni téleso.

(4) Okamzits vidime, ze je & -2 = ab 2 4 2 — atb 5 5(1) = 1, proto je o
homomorfismus. Koneéné, je-li o(a) = o(b), pak a = b, tedy jde o prosty homomor-
fismus. O

Definice. Komutativni téleso F/ ~ budeme nazyvat podilovgm télesem oboru R
a jeho prvky budeme znacit ¢ = [(a,b)]~.

Priklad 11.11. (1) Téleso raciondlnich ¢isel Q(+, -, —,0,1) je podilovym télesem
oboru celych ¢isel Z(+,-,—,0,1).

(2) Téleso raciondlnich lomenych funkci je podilovym télesem oboru redlnych
polynomu R[z](+,-,—,0,1).

(3) Podilové téleso oboru polynomi Zs[z](+,, —, 0, 1) je ptikladem nekoneéného
télesa charakteristiky 2.

12. Svazy

Niésledujici dvé kapitoly kurzu vénujeme algebraickému popisu usporddanych
mnozin. Nejprve si rozmyslime, ze jistou tiidu uspofdadanych mnozin lze nahlizet
jako algebry s dvojici binarnich operaci. Algebraicky pohled ndm umoZni pracovat
se vSemi standardnimi univerzélné algebraickymi pojmy.

Piipomefime, Ze relaci < na mnoziné M se fikd usporddani, je-li reflexivni a
tranzitivni a spliiuje-li podminku a < b, b < a = a = b pro kazdé a,b € M (tj.
jde o slab& antisymetrickou relaci). Dvojice (M, <) se obvykle nazyva usporadand
mnozina.

Definice. Nechf < je usporddani na mnoziné M a A C M. Rekneme, ze m € A
je nejmensi (resp. nejvétsi) prvek mnoziny A, jestlize m < a (resp. a < m) pro
v8echna a € A. Supremem (resp. infimem) mnoziny A budeme rozumét nejmensi
prvek mnoziny {n € M| Va € A: a < n} (resp. nejvétsi prvek mnoziny {n €
M| Va € A: n < a}), supremum znacime sup. a infimum inf<. Dvojici (M, <)
budeme fikat svaz, pokud pro kazdé dva prvky a,b € A existuje supremum a
infimum mnozZiny {a,b}. Svaz (M, <) je Gplnym svazem, existuje-li supremum a
infimum kazdé podmnoZiny mnoziny M.

Priklad 12.1. Pripomenme znamé priklady usporadani a svazi:

(1) Relace / délitelnosti na mnoziné vsech pfirozenych ¢isel N (tj. dand podmin-
kou a/b=3c:b=a-c) je usporddani na N, navic sup,(n,m) = lem(n, m)
a inf/(a, b) = GCD(n,m), proto je (N, /) svaz.

(2) Ptirozené usporddani < indukuje na mnoZiné vSech celych (realnych, raci-
ondlnich) ¢éisel Z (R, Q) strukturu (dokonce linedrné usporadaného) svazu,
kde sup«(a,b) = max(a,b) a inf<(a,b) = min(a,b).

(3) Inkluze tvoii na mnoziné viech podmnozin P(X) mnoziny X uspofadéani
a (P(X),C) uplny svaz kde supc (B) = UB a infc(B) = () B pro kazdou
podmnozinu B C P(X).
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(4) Je-li C mnozina vSech podalgeber nebo vSech kongruenci na néjaké algebie,
ukdzeme, ze (C, C) tvori plny svaz, kde sup-(B) = (N{C € C|[UB C C} a
infc (B) =B pro kazdé BC C . -

C je uspofddani a (B je zjevné infimem. Protoze je mnozina C dle
uzaviend na priniky, vidime, ze ({X € C||UB C X} tvoif nejmensf
prvek C obsahujicim vSechna B € B, coz je podle definice pravé supremum
vzhledem k inkluzi.

(5) id je na libovolné neprazdné mnoziné M uspofadani, ovsem pro |M| > 1 se
jisté nejednd o svaz.

Je-li (M, <) svaz, budeme pro kazdé dva prvky m,n € M znadit m Vn =
sup<(m,n) amAn = inf<(m,n). Zavedené bindrni operace V a A nazveme spojent
a prisek.

Konecné usporddané mnoziny je casto vyhodné znazornit Hasseovym diagra-
mem, pripomenme jeho definici:

Je-li (M, <) je uspofddand mnoZina a a,b,c € M, fekneme, Ze prvek b pokryjvad
prvek a (piSeme a < - b), jestlize a < b, anenibaa <c¢<b= c=aneboc=>0.

Hasseovym diagramem uspofddané mnoziny (M, <) rozumime orientovany graf,
jehoz vrcholy tvoiri prvky mnoziny M a a je s b spojen takovou hranou, ze b se
nachézi vyse nez a, pravé kdyz b pokryva a.

Priklad 12.2. Uvedme usporddané mnoziny popsané Hasseovymi diagramy:
(1) Uvazujme svazy (S1,<) a (S3, <), kde S; = {0,1, a, b} je dén relacemi:0 <
a<-1aS;={0,1,A,B} popisuyje0<-b<-1a0<-A<-B<-1.
Pak je jsou jejich Hasseovy diagramy nasledujici:

Sl : 1 52 :
a b
0 0
(2) ZAdny z nasledujicich Hasseovych diagramt uspofddanych mnozin neurcéuje
svaz, protoze pro prvky z a y neexistuje infimum:

[ ]
. / \
/ \ z Y
xT y ° >< °
[ ]
(3) id je na libovolné neprizdné mnoziné M uspofddani, ovem pro |M| > 1 se
jisté nejednd o svaz.

Véta 12.3. (1) Je-li (M, <) svaz, pak pro viechna a,b,c € M plati:
(S1) avb=bVa,aANb=bAa,
(S2) ava=a=aAa,

1
|
B
|
A
|
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(S3) av(bVe)=(aVb) Ve, an(bAc)=(aNb)Ac,

(S4) av(bAha)=a=aA (bVa).

(2) Necht M (A, V) je algebra s dvéma bindrnimi operacemi, které spliiuji podmin-
ky (S1) — (S4) a definugme na M relaci < predpisem: a < b < b= aV b. Pak plati
a<b& a=aAb, dile (M, <) je svaz a sup<(a,b) = aV b ainf<(a,b) =aAb.

Diikaz. (1) Vlastnosti (S1) a (S2) jsou okamzitym dusledkem definice A a V.

(S3) Polozme d = aV (bVc). Dokdzeme, Ze je d supremem mnoziny {a, b, c}. Podle
definice V jea < dab,c < bVe < d, tedy d je horni odhad mnoZiny {a, b, c}. Zvolme
néjaké e, pro néz a, b, c < e. Pak (bVe) < e, protoze je e horni odhad mnoziny {b, c}
a (bVc) je supremem této mnoziny. Stejnym argumentem dostaneme aV (bVe) < e,
tedy aV (bV¢) =sup.({a,b,c}) =cV (aVb) = (aVb)Vcdiky (S1). Diikaz druhé
podminky je symetricky.

(S4) Protoze bAa < a aa < a, madme aV (bAa) < a. Naopak a < aV (bAa),
tedy ze slabé antisymetrie plyne, ze a = a V (b A a). I tentokrat pro ovéfeni druhé
podminky sta¢i zaménit spojeni prisekem a relaci < relaci >.

(2) Nejprve ukdzeme, Ze je < usporddédni. Protoze a = a V a diky (S2), mame
podle definice a < a. Vezmeme-li a < bab < ¢, tj. b =aVb ¢c=0>bVec, pak
c=(aVb)Ve=aV (bVc)=aVcdiky (S3), tedy a < c¢. Kone¢né plati-li, ze a < b
a b <a,dostavame z (S1), zeb=aVb=>bVa=a.

Nyni ovéfime, 7e b =a Vb < a = a A b. Za symetrie podminek pro A a V plyne,
7e sta¢i abychom ovéfili jen jednu implikaci. Necht napiiklad b = a V b. Potom
aANb=aA(aVDd) =aA(bVa)=apodle (S1) a (S4). Vidime, Ze je definice <
symetricky formulovatelnid pomoci podminky a < b < a =a A b.

Zbyva dokazat, Ze sup« (a, b) = aVb (tvrzeni pro A se dokaze symetricky). Pfedné
aV(avb) = (aVa)Vb = aVbdiky (S3) a (S2) a bV (aVvb) = (aVb)Vb = aV(bVb) = aVb
diky (S1), (S3) a (S2), tudiz a,b < (a V b). Vezmeme-li prvek ¢, pro ktery a,b < ¢,
pakc=aVcac=bVe¢ protoc=aV (bVec) = (aVb) Ve podle (S3). Tim jsme
ovérili, Ze (a V b) < ¢, coZ znamend, %e sup.(a,b) = a V b. O

Dokazané tvrzeni poskytuje dva ekvivalentni pohledy na svaz: bud jako na
uspofddanou mnozinu (M, <) se supremy a infimy nebo algebru M (A, V) spliujici
¢tvefici axioml (S1)—(S4). V néasledujicim textu budeme v zavislosti na kontextu
pracovat s obéma pohledy na svaz.

Piiklad 12.4. U piikladi svazi uvedenych v méame tedy dva zpiisoby jak na
svaz nahlizet:
(1) (N, /) odpovid4 algebte N(GCD, lem),
(2) (Z,<) (respektive (R, <), (Q, <)) odpovida algebie Z(min, max) (respek-
tive R(min, max), Q(min, max)),
(3) (P(X),C) odpovida algebie P(X)(N,U).

13. SVAZY PODMNOZIN A KONGRUENC]

V zavérecné kapitole se budeme vénovat izomorfnimu popisu dvou zajimavych
t¥id svazl: kone¢nym Booleovym algebram a svazu kongruenci grupy a okruhu. K
tomu Gcelu zavedeme pojmy obecné Booleovy algebry jako distributivniho svazu s
komplementy a uzdvérového systému. Izomorfismu svazi tak vyuzijeme pro dikaz
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tvrzeni, Ze konecné Booleovy algebry nejsou (aZ na izomorfismus) ni¢im jinym nez
systémy vSech podmnozin néjaké mnoziny, a pro lepsi porozumeéni vztahu kongru-
enci a norméalnich podgrup pro grupy a vztahu kongruenci a idedlti pro okruhy.

Nejprve ovSem popiseme izomorfismy svazi chapanych jako algebry pomoci pojmu
monoténni zobrazeni.

Definice. Necht f: A — B je zobrazeni a (4, <) a (B, <) jsou svazy. Rekneme, 7e
je f homomorfismus (izomorfismus) jde-li o homomorfismus (izomorfismus) algeber
A(A,V) a B(A,V) a f nazveme monotdnnim zobrazenim, plati-li implikace a; <
as = f(a1) < f(az2). Podsvazem svazu A(A, V) budeme rozumét podalgebru algebry
A(A V).

Poznamka 13.1. Homomorfismus svazi je monotonni zobrazeni.

Dikaz. Je-li f : A — B homomorfismus svazi a a; < as € A, pak az = a1 V as.
Proto f(az) = f(a1 Vaz) = f(a1) V f(az) a tedy f(a1) < f(az). g

Véta 13.2. Bijekce svazi f je izomorfismus, pravé kdyZ jsou f i f~' monotdnni
zobrazeni.

Diikaz. Diky[131|staci dokdzat zpétnou implikaci. Ovéiime slucitelnost f napiiklad
s V. M&jme f : A — B takovou bijekci svazil, ze fi f~! jsou monoténni, a zvolme
a,b € A. Protoze a,b < aVb,je f(a), f(b) < f(aVD), tudiz f(a)V f(b) < f(aVb).
Podobné f(a), f(b) < f(a)V f(b), proto a,b < f~'(f(a)V f(b)) aaVb < f~'(f(a)V
f(b)). Pouzijeme-li na posledni vztah znovu monotonii f, dostaneme f(a V b) <
fla) Vv f(b). Ze slabé antisymetrie <, potom plyne, Ze f(aV b) = f(a) V f(b). O

Piiklad 13.3. Pro svazy z Prikladu 1) uvazujme zobrazeni f(0) =0, f(1) =
1, f(a) = A, f(b) =B:

/\Hl
|
BN i

0 0

Ziejmé jde o monoténni zobrazeni, ale nejednd se o homomorfismus svazi, pro-

toze f(anb) = f(0) =0# A = f(a) A f(b).

13.1. Booleovy algebry. Nyni budeme zkoumat svazy spliujici nékteré dalsi pii-
rozené identity.

Definice. Uvazujme svaz S(A,V) (chdpany jako algebra).

Rekneme, Ze je S(A,V) distributivni svaz, plati-li pro kazdé a,b,c € S rovnost
aV((bAc)=(aVDb)A(aVec).

Necht svaz S(A, V) obsahuje nejmensi prvek 0 a nejvétsi prvek 1 (vzhledem k
uspofddani < danému podminkou a < b < b = aVb). Prvek a € S nazveme atomem
(resp. koatomem), jestliZe a pokryvéa 0 (resp. 1 pokryva a). Komplementem prvku
a € S nazveme takovy prvek @' € S, zeaVa' =1l aaANa =0.
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Poznamka 13.4. (1) Svaz S(A,V) je distributivni, prdvé kdyZ pro kaZdé a,b,c € S
plati, Ze a A (bVe) = (aAb)V (aAc), tedy svaz S(A,V) je distributivni, privé kdyZ
je opacny svaz S(V,A) distributivni.

(2) Kazdy prvek distributivniho svazu md nejvyse jeden komplement.

Dikaz. (1) Ze symetrie vlastnosti operaci plyne, Ze sta¢i dokdzat pouze jednu im-
plikaci. Necht je svaz distributivni. Budeme s vyuZitim definice distributivity a[12-3]
upravovat: (aAb)V (aAc) = ((aAb)Va)A((aAb)Ve) = an(aVe)A(bVe) = an(bVe),
kde druhd rovnost plyne z (S4) a t¥eti rovnost plyne z (S1) a (S4).

(2) Necht avb; =1aaAb;=0proi=1,2.Pak b, =b; A1 =b;A(aVDb;) =
(bi Aa) V (b Abj) =0V (b Ab;j) = b; Abj, tedy b; < b; pro viechna i,j € {1,2},
coz znamend, 7ze by = b. O

Definice. Booleovou algebrou nazveme takovou algebru S(V,A,0,1, '), ze S(A, V)
je distributivni svaz s nejvétsim prvkem 1 a nejmensim prvkem 0 a undarni ope-
race ' pfifadi kazdému prvku jeho komplement. Homomorfismem (izomorfismem)
Booleovych algeber rozumime homomorfismus (izomorfismus) algeber v obvyklém
smyslu.

Priklad 13.5. (1) Svazy M5 = {0,1,u,v,w} (ki se mu obvykle diamant) a
N = {0, l,a b,c} (tzv pentagon) dané Hasseovyml dlagramy
M

nejsou distributivm, protoze
uA(wVw)=uAl=u#0=0A0=(uAv)V (uVw),

aN(bVe)=aANl=c#0=0A0=(aAb)V (aVec).

Navic si vS§imnéme, 7ze prvek u ve svazu My a prvek a ve svazu Mjy naji dva
rizné komplementy.

(2) Necht P(X) je mnoZina v8ech podmnozin mnoziny X a pro kazdou podm-
nozinu Y C X definujme Y’ = X \ Y. Pak je svaz P(X)(N,U) distributivni a
P(X)(U,N, 0, X, ") je Booleova algebra.

Poznamka 13.6. Necht S(V,A,0,1, ') je Booleova algebra. Pak pro kaZdé a,b € S
plati:

(1)
(2)

al !
1)
aV

(3) a/\b' (a/\b)’:a’\/b'.

Diikaz. (1) a (2) plyne pifmo z definice a [13.4]2).

3) (aVO)A@AY)=(aNd AV)V (bAd AD) =0V 0 =0 a podobné
(@avd)V(aAb)=(avbVad)A(avbVD)=1Vv1=1.

Dtikaz druhé rovnosti je symetricky. O

A ~ NN
= = ||
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Véta 13.7. Bud S(V,A,0,1, ') konecnd Booleova algebra a A bud mnoZina vsech
atomi svazu S. Potom zobrazeni ¢ : P(A) — S dané predpisem ¢(B) = sup B je
izomorfismus Booleovgch algeber S(V,A,0,1, ') a P(A)(U,N,0, A4, ').

Diikaz. Pro kazdé M = {my,...,mp} C S znaéme AM =my Ama A---Amy a
VM=miVmaV---Vmy,,dile A\b=1a\/0=0

Definujme nejprve zobrazeni ¢ : S — P(A) predpisem ¢(s) = {a € A| a < s}.
Okamzité vidime, 7ze zobrazeni ¢ i 9 jsou monoténni vzhledem k inkluzi a ¢(0) =
0. Ukazeme-li navic, ze je ¢ bijekce slucitelnd s prisekem a spojenim, pak nutné
¢(4) =1 a ¢(B') = ¢(B)' pro kazdé B € P(A). Podle [13.2] tedy zbyvé ovérit, ze
porp =Idg ito¢p=Idpa), tedy Ze ¢ je bijekce a ¢t =1,

Polozme ¢t = ¢1p(s) = VV{a € A| a < s}. Potom t = \/{a € A a < s} < s.
Vsimnéme si, ze diky distributivité s = sA1 = sA(tVH') = (sAE)V(sAL) = tV(sAL).
Pfedpoklddame-li, ze t # s, pak z predchoziho vidime, ze (s A t') # 0, a diky
kone¢nosti S najdeme néjaky atom ag, ktery lezi pod prvkem s At', tedy a < t' a
a € Y(s), a proto a < t. Zjistili jsme, ze a <t At' = 0, coz je spor, tudiz s = t.

Nyni polozme C = 9¢(B) = {a € A| a < \/ B}. Vezmeme-li b € B, pak b < \/ B,
a proto b € C, ¢imz jsme ovéfili inkluzi B C C. Zvolme tedy ¢ € C a uvazme, Ze
0#c=cAVB=\{cAbl be B} diky distributivité a konec¢nosti B. To oviem
znamend, 7e existuje b € B, pro néz ¢ A b # 0. ProtoZe jsou oba prvky b a ¢ atomy,
mame b = ¢, ¢imz jsme dokazali, ze B = C. O

Nyni je snadné uvédomit si, ze je-li S(V,A,0,1, ') Booleova algebra o 64 = 26
prvcich, pak je podle predchozi véty izomorfni Booleové algebie P(X)(U,N,0,, )
pro X = {1,2,3,4,5,6}.

Z téhoz dlvodu neexistuje zaddnd patnactiprvkovd Booleova algebra, protoze
podle Véty [[3.7] musi byt kazda Booleova algebra izomorfni potenéni Booleové
algebre, tedy musi mit 2" prvki, kde n je pocet atomi.

13.2. Svazy kongruenci.

Definice. Necht je A mnozina a C C P(A) je njaky systém podmnoZin mnoZiny
A. Rekneme, ze C je uzdvérovym systémem nad A, pokud

(1) Aec,

(2) pro kazdy podsystém {B;| i€ I} CC,je ({B:;|i € I} €C.

Vsimnéme si, ze kazdy uzdvérovy systém tvorii Gplny svaz:

Poznamka 13.8. (1) Je-li C uzavérovy systém, pak (C,C) tvoii uplnyg svaz, kde
supc(B) =({C € C|UB C C} ainfc(B) =B pro kazde B CC .

(2) Systém viech podalgeber i systém vsech kongruenci na algebie spolu s inkluzi
je uzaverovy systém a tedy uplny svaz.

Dikaz. (1) C je uspofadani a (B je zjevné infimem. ProtoZze je C uzaviené na
pruniky, je (J{X € C|UB C X} nejmensim prvkem C obsahujicim vSechna B € B,
coz je podle definice pravé supremum vzhledem k inkluzi.

(2) Stejnd tvaha jako v ). O

Véta 13.9. (1) Vsechny normalni podgrupy libovolné grupy G(-) tvori spolu s in-
kluzi svaz a zobrazeni p — [1], je izomorfismus svazu vsech kongruenci na grupé
G(-) svazu viech normdalnich podgrup.
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(2) Vsechny kongruence a vSechny idedaly okruhu R(+,-,—,0,1) tvoii spolu s
inkluzi svazy a zobrazeni p — [0], je izomorfismus svazu vSech kongruenci na svazu
vsech idedli okruhu R.

Diikaz. Nejprve dokdzeme technické lemmas:

Lemma. Bud C uzavérovy systém obsazeny v systému vSech ekvivalenci na mnozi-
né A. Necht pro N'C P(A) a e € A plati:

(a) [e], € N pro kazdé p € C,

(b) pro kazdé N € N existuje takové p € C, ze N = [¢],,

(c) pro kazdé p,n € C plati, ze [e], C [e], = p C .
Pak N je uzdvérovy systém na A a tedy podle svaz a zobrazeni ¢ : C — N
dané predpisem ¢(p) = [e], je izomorfismus svazu.

Diikaz lemmatu. Nejprve ukdzeme, Ze je N uzdvérovy systém. Protoze Ax A € C,
méme A = [e]axa € N diky (a). Vezmeme-li N; € N, i € I, pak podle (b) existuje
pro kazdé i € I takova ekvivalence p; € C, ze N; = [e],,. Protoze je C uzdvérovy
systém, tedy (\;c; p; € C, dostévame (V,c; N; = Nigslelp = leln,., o € N opét
diky (a).

Nyni staci podle ovefit, Ze je ¢ dobfe definovand bijekce a ze ¢ i ¢! jsou
monoténni vzhledem k inkluzi. Korektnost definice pfitom zarucuje podminka (a),
podminka (b) k4, Ze je ¢ na N, a z podminky (c) plyne, Ze jde o prosté zobrazeni.
Konecné, je-li p C n, pak [e], C [e], pro kazdou dvojici ekvivalenci p a n, coz
zarucuje monoténii , a monoténie p~! je piimo obsahem podminky (c). O

(1) Ozna¢me symbolem C mnozinu v8ech kongruenci na G(+), tj. ekvivalenci slu-
¢itelnych s operaci - (viz (3)), symbolem N mnozinu viech norméalnich podgrup
G(-) a symbolem e neutralni prvek G(-). Z [13.8 plyne, Ze je C uzavérovy systém
a zarucuje, %e jsou splnény piredpoklady (a), (b), (¢) Lemmatu, odkud plyne
zZaver.

(2) Nejprve dokézeme, Ze ekvivalence p je kongruence na R(+,-,—,0,1), pravé
kdyz [0], je idedl a p = Ker[0],. V 1) jsme dokazali zpétnou implikaci. Je-li
naopak p je kongruence na okruhu R, pak jde také o kongruenci grupy R(+), proto
je [0], podle 5.4 podgrupou R(+) a (a,b) € p < a—b € [0],. Zbyva ovéfit, ze jde o
idedl. Zvolme i € [0], ar € R, tedy (i,0) € pa (r,r) € p, proto (ir,0) = (ir,0r) € p
a (ri,0) = (ri,r0) € p, tedy ir,7i € I.

Nyni stejuym zptisobem jako v dikazu (1) nahlédneme Ze jsou pro e = 0, C
mnozZinu vSech kongruenci a A" mnozinu viech idedlt okruhu R(+, -, —,0, 1) splnény
predpoklady Lemmatu, odkud dostavame zavér. O

Priklad 13.10. Podle pfedchozi véty a[7.2]tvoii svaz vSech kongruenci na dvanacti-
prvkové cyklické grupé pravé Sestiprvkovd mnozina kongruenci rmod(i) pro i €
{0,1,2,3,4,6,} s inkluzi a tento svaz je stejny jako svaz kongruenci na okruhu
Zya(+,-,—,0,1).

14. SHRNUT]

Na zavér kurzu si uvédomme jakymi algebraickymi prostfedky disponujeme, jaké
je jejich misto v kontextu matematiky a k jakym tcelim se daji vyuzit.
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14.1. Teorie c¢isel a okruhy. Otézky teorie Cisel lze formulovat pravé jazykem
teorie okruhil, tedy jazykem pracujicim se dvéma distributivitou svazanymi asoci-
ativnimi bindrnimi operacemi. Samotna teorie Cisel fakticky pracuje s konkrétnim
okruhem celych ¢isel, oviem mnoh4 jeji tvrzeni 1ze vyslovit a dokdzat v obecnéjsim
kontextu teorie okruht a naopak mnohé poznatky a postupy teorie okruhii posky-
tuji uzitecny aparat v teorii ¢isel. Klicem k pochopeni tohoto vztahu je vyjadreni
délitelnosti (tedy zakladnimu vyrazovému prostiedku teorie ¢isel) pomoci inkluze
idealti, jez je formulovéno (a/b < bR C aR) v elementdrnim pozorovani m
Co dilezitého se nam podafilo nahlédnout:

Zakladni véta aritmetiky. Obdobu tohoto tvrzeni lze dokazat i pro dalsi
tfidy okruhii (napiiklad pro okruhy jednoho ¢i vice proménnych nad téle-
sem).

2.8 Cinsk4 véta o zbytcich pro celd &sla. I toto tvrzeni lze zobecnit a vyuzit
naprtiklad pro rychlé nasobeni polynomi.

070 Tvrzeni, Ze télesem jsou pravé faktory komutativniho okruhu podle maxi-
malniho idealu, spolu

11.2] s algoritmickou vétou o déleni se zbytkem, ndm umoznuje

[T konstruovat konec¢na télesa (ta jsou posléze zdkladnim stavebnim kamenem
algebraické teorie kédi).

14.2. Grupy. Zakladnéjsim, ackoli mozna méné prirozenym objektem naseho zkou-
mani byly jednotlivé binarni operace. Omezime-li se na mnoziny s jedinou asocia-
tivni bindrni operaci, pak neutralni prvek ani invertibilni prvky obecné nemusi byt
k dispozici, ovSem existuji-li, jsou ur¢eny jednoznac¢né. Navic v kazdém monoidu,
jak mnozinu s asociativni binarni operaci a neutralnim prvkem nazyvame, vzdy
najdeme kanonickou grupu invertibilnich prvka (3.6).

Co dilezitého se nam podarilo nahlédnout:

Vzorec pro vypocet Eulerovy funkce, tedy poc¢tu invertibilnich prvka mo-
noidu Z,(-) ziskany pomoci Cinské véty o zbytcich je uziteény v kontextu
teorie ¢isel.

Lagrangeova véta popisujici vztah poc¢tu prvka grupy a jeji podgrupy je
disledek zkoumani vlastnosti kongruenci rmod a lmod, jejichz dalsimi da-
sledky jsou

B4 popis kongruenci grupy pomoci pojmu normalni podgrupa a posléze

jednoznacné korespondence svazii norméalnich podgrup (resp. ideald) a kon-
gruenci grup (resp. okruhi).

Snadny popis struktury cyklickych grup umoznuje

[[.7] zesilit tvrzeni Lagrangeovy véty pro cyklické grupy a formulovat

Eulerovu vétu, ktera je zakladnim nastrojem nékolika kryptografickych apli-
kaci (protokoly RSA, Diffie-Hellman, ElGamal).

14.3. Univerzalni algebra. Mnoho zdkladnich Gvah o konkrétnich algebraickych
objektech, jaké tvori napiiklad grupy nebo okruhu, mé stejnou podstatu, a proto je
mozné ucinit je velmi obecné pro abstraktni algebry opatfené systémem blize nespe-
cifikovanych operaci. Velmi uziteény prostiedek, jak porozumét inkluzi usporada-
nym systémim podalgeber a kongruenci algeber, coz jsou zakladni nastroje zkou-
mani obecnych algeber, je pojem svazu, ktery predstavuje algebraicky uchopené
usporadané mnoziny.
Co diilezitého se nam podafilo nahlédnout:
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Jako zobecnéni pozorovéni [5.3| pro grupy jsme si uvédomili, ze faktorizovat
algebry lze pravé podle kongruenci a Ze prirozend projekce na faktorovou
algebru je pravé homomorfismus.

1.véta o izomorfismu jako disledek Véty o homomorfismu, kterou jsme nej-
prve dokdzali v jednodussim piipadé grup [5.6, umoziuje prekladat pro-
blémy tykajici se faktorovych grup do podgrup znamych grup,

0.4] zatimco 2.véta o izomorfismu ukazuje, ze faktor faktorové algebry lze vzdy
izomorfné prelozit na faktor pivodni algebry.

Tvrzeni, Ze izomorfismy svazl lze popsat jazykem monotdnie, vyuziva dua-
kaz

[I37 izomorfniho popisu koneénych Booleovych algeber jako potenéni Booleovy
algebry.
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