7.8.

1 Hammingovy perfektni kody

1.1 Binarni kédy

1.1. Uvazujme polynom z® + x + 1, ktery déli polynom 27 — 1 a oznacme
C = Cy(23+x+1) binarni cyklicky [7, 4]o-kéd délky 7 generovany polynomem
3+ + 1€ Zylxl.

(a) Najdéte generujici a kontrolni matici kédu C,
(b) rozhodnéte, zda je v = 1000101 kédové slovo,
(c) urcete vzdélenost kédu C a rozhodnéte, zda je kéd perfektni.

(a) Nejprve si uvédomme, Ze v Zy[z] mame ireducibilni rozklad 27 — 1 =
(x4 1) (2® + 2+ 1) (2> + 2%+ 1).
Piimo z definice cyklického kédu dostavame generujici matici

1101000
a_ 0110100
0011010
00011Q01
Pro kontrolni matici ndm stac¢i spocitat izj = (x4 D@ +22+1) =

2* + 2% + 2 + 1 a kontrolni matici tedy dostaneme obdobnou konstrukei

1011100
H=10101110
0010111

(b) Staci spocitat (Hv)T = 010 # 000, coZ znamend, Zze v = 1000101
kédové slovo neni.

(c) Staci si vSimnout, Ze zadny sloupec kontrolni matice H neni nulovy
ani neni nasobkem jiného sloupce, proto ma kéd vzdalenost aspon 3. Naopak
soucet dokonce kazdych dvou sloupcti je opét sloupcem matice, tedy nas kod
ma vzdalenost pravée 3.

Nyni snadno ovéiime, Ze 1+7 = 2774, tedy se jednd o 1-perfektni kéd. [

Pro [ € N sefadme vSechna nenulové slova mnoziny F., do sloupci Hj,
polozme n := 2! — 1 a definujme linedrni kéd H; := {c € Fy | Hc! = 07},



1.2. Prol €N
(a) dokazte, ze je H; kontrolni matice kédu H;,
(b) urcete vzdélenost a dimenzi H; a rozhodnéte, zda je kéd perfektni,
(c) ukazte, ze je kéd Hj permutacéné ekvivalentni kédu z tlohy

(a) Staci si vS§imnout, Ze ve sloupcich matice H; mame kanonickou bazi
vektorového prostoru F, a tudiz méa hodnost rovnu poétu radkii.

(b) Provedeme-li stejnou uvahu jako v bodu (c¢) pfedchozi tlohy, vidime,
7e vzdalenost kédu je 3, jednd se tedy o [2!—1, 2! —1—1, 3],-kéd, ktery opravuje
1 chybu. Snadno tedy zjistime, Ze leva strana Hammingovy nerovnosti je
rovnha 1 + 2! —1 = 2! a prava strana ma hodnotu 92 -1-(2'-1-1) — 9l Ty
znamena, ze H; je o 1-perfektni kdd.

(c) Abychom pievedli kéd Hs na Co(x® + z + 1) staci, abychom patiicné
permutovali sloupce matice H3 na sloupce matice H. Tj lohu fesi permutace
soufadnic (175364). O

1.3. Ozna¢me « : F, \ {0} — {1,...,2! — 1} zobrazeni dané piedpisem
aler...q) = S, 627 tj. a”(i) je pravé binarni zapis hodnoty i €
{1,...,2" — 1} (doplnény nulami). Piedpokladejme, Ze v i-tém sloupci ma-
tice H; je pravé a~1(i)T. Ovéite, ze pro kazdé slovo ¢ € F, \ ‘H; plati, ze
C+ €q(cHT) € H;.

Necht ¢ € F, \ ‘H;. Potom je uréité cH” nenulové slovo, které je rovno
pravé Stadi si viimnout, Ze a(cH]') je pravé pozice sloupce Hyc” v matici H;.
To znamend, ze H;(c + ea(CHT))T = H;c" + Hc" =0. n

1.2 qg-arni kody

1.4. Nad kone¢nym télesem I, sestrojte obdobnym zpisobem jako v pfed-
chozi tloze kontrolni matici perfektniho kédu délky n := % = Zi;(l] q
dimenze n — [. Jaka je jeho Hammingova vzdalenost?

Vezmeme mnozinu v8ech pfimek (tj. projektivni prostor) ve vektorovém
prostoru dimenze [, kterych je pravé n := % = Zi;é q" a z kazdé primky
vezmeme jeden nenulovy vektor h;. Tyto vektory sestavime do matice M
typu [ X n, ktera je jisté hodnosti [. Kazdé dva sloupce jsou pfitom linearné
nezavislé, nebot nelezi na stejné primce, ale kazda dvojice urcuje rovinu,
ktera obsahuje jiny sloupcovy vektor, proto je vzdalenost kédu 3. Mame

tedy [n,n — [, 3],-kéd.



Zbyva zjistit, ze leva strana Hammingovy nerovnosti je 1 + n(qg — 1) =

L+ %(q -1)= q¢', zatimco pravé strana je ¢~ D = ¢! tudiz je kéd opét
1-perfektni. 0
14.3.

2 GRS a BCH kédy

2.1 Kontrolni matice GRS-kdédu

2.1. Necht ay,...,a, jsou po dvou rizné prvky télesa F, a k < n. Ukazte,
1 ... 1
S . Qg Q2 oy . . ;
ze je matice G = . ' _ generujici matici GRS-kédu a
ot abTt L okt

urcete jeho multiplikatory.

Polozme

Hleddme takovy vektor x = 21 ...z, € (IF})", Ze
0=G(Hx)" =G6x"HT.

Prostym roznasobenim zjistime, Ze pocitame feseni soustavy rovnic

Zmiozf 1=0,...n—k —2.
i=1

1 1 ... 1
Matice této soustavy ma tvar Ofl sz ,jetypun—1x
—k—2 k-1 e
oy R

n a kazda matice, ktera z ni vznikne vypusténim jednoho sloupce je regulérni
¢tvercovou Vandermondtovou matici stupné n — 1. To znamené, ze libovolna
netrivialni linedrni kombinaci méné nez n sloupt matice je nenulovy vektor,
nebot jsou linedrné nezavislé. Proto existuje netrividlni feSeni a jeho vSechny
soufadnice jsou nutné nenulové. O]



21.5.

2.2 Konstrukce GRS a RS kédua
2.2. Najdéte MDS kéd s parametry [n, k, d]

(a) pro dand 0 < k < n,
(b) pro dand 0 < d < n,
(c) pro dand 0 < d, k.

Ve vsech pripadech vyuzijeme vztahu d = n — k + 1 a konstrukce GRS-
kédu.
(a), (b) zvolime téleso F, pro ¢ > n a a jeho po dvou razné prvky
A1,y ...,0n.
(c) Polozime n = k + d — 1 a pokrac¢ujeme jako v (a)
1 1 e 1

(&5} (0%} . (679

Nyni je H = kontrolni matice hleda-

Oé?fkfl Oéngkfl o an—k—l
ného kodu.

2.3. Najdéte generujici a kontrolni matici néjakého MDS kédu s parametry
[5,3] a [5,2]

Zvolime napriiklad téleso F.

Pak je matice H = 1 ; ; le é kontrolni matici GRS kddu s para-
metry [5,2,4]; a generujici matici GRS kédu s parametry [5, 3, 3]7.
15100
Snadno dopocitame, ze napiiklad matice G = |2 4 0 1 0] je odpo-
33001
vidajici generujici matice GRS kédu s parametry [5,2,4]; a kontrolni matice
GRS kédu s parametry [5, 3, 3]7. [

2.4. Rozhodnéte, zda existuje RS-kdd s parametry (a) [5, 3, 3],, (b) [7,5, 3],
(c) [7,4,4],.

Existuje-li takovy kod, najdéte nejmensi ¢ a jeho kontrolni matici.

(a) Hleddme nejmensi ¢, pro které 5 déli ¢ — 1. Vime, Ze ¢ musi byt
mocninou prvocisla a snadno tedy nahlédneme, Ze nejmensi pripustné ¢ = 11.
Nyni musime zvolit prvek fadu 5 v Fy;. Protoze 2° = —1 v [y, vidime,



ze vyhovuje naptiklad prvek 4, tedy kontrolni matice RS [5, 3, 3]1; je tvaru
g (1111
1 459 3)°

(b) Tentokrat hleddme nejmensi ¢, pro které 7 déli ¢ — 1, zfejmé je to
pravé g = 23. Reprezentujme si prvky télesa Fg pomoci kofenu « polynomu
r3+12+1 ireducibilniho nad Fy, tedy Fy = Fy[a] = {ag+aja+asa? | a; € Fy}.
Protoze je grupa g cyklicka, je kazdy nejednotkovy prvek fadu 7, proto Nyni
dopocitame, ze napriklad matice

I — 1 1 1 1 1 1 1
T\l a a® a4+l ?+a oP+a+1 a?+1)°

(c) Postupujeme stejné jako v (b) a dostavame nejmensi ¢ = 8 a kontrolni

1 1 1 1 1 1 1
matici |1 « o? a+1 oa’>+a a®>’+a+1 o?+1 ) ]
1 o &®+a oa?2+1 o a?+1 o +a+1

2.3 Konstrukce BCH kodu

2.5. Najdéte kontrolni matici a urcete parametry binarntho BCH-kédu urce-
ného RS kédem s parametry [7,5, 3|s.

Budeme pracovat se stejnou prezentaci Fg = Fy[a] pro o®+a+1. Hleddme
binarni slova délky 7, kterd jsou fesenim homogenni soustavy rovnic s matici

g (111 1 1 1
T\l a o a4+l a?+a a2+a+1 o2+1)°

Tj. feSime pro ¢ € F} vektorovou rovnici He! = 07. Kdy?Z si soustavu roze-

piseme pro o, a! a a? dostavame matici:

1 111111
1001011 1 001011
000 0O0O0OO 01 01110
0101110l 7]l001011°1
000 0O0O0OO 0 0001101
0010111
1 00 01 10
. v , , ..1]0 1 0 0 0 1 1 »
Nyni vidime, Ze nas kéd ma kontrolni matici 0010111 , Z niz
0001101
ur¢ime parametry [7,3,4]s. O



Pfipomernime, ze RS -kéd urcéeny prvkem o € F, fddu n dimenze £ je
cyklicky kéd s generujicim polynomem [[}Z; "z — of) a jim vytvoreny r-
arni BCH-k6d je rovnéz cyklicky s generujicim polynomem lem{m,;,j =

0,....,n—k—1}.
2.6. Urcete parametry bindrniho BCH-kédu uréeného RS kédem s parametry
[7,4,4]s.

Opét pracujeme se stejnou prezentaci Fg = Fy[a] pro o + a + 1.

Vyuzijeme popis BCH-kédu jako cyklického kédu, tj., Ze je jeho generujici
polynom je pravé lem{mg, me, my2 }. Nyni si sta¢i viimnout, Ze je o> kofenem
polynomu 3+ +1, tedy mq2 = 23 +2x+1 = m,, coZ znamen4, ze nas BCH-
kéd je tyz jako BCH-kéd uréeny RS kédem s parametry [7, 5, 3]s z predchozi
tlohy, a tudiz ma stejné parametry [7, 3, 4]s. O]

11.4.

3 Kodovani zdroje

3.1 Shannon-Fanovo kodovani

3.1. Uvazujme zdroj S = {0, 1,2, 3,4}, s pravdépodobnostmi py = p; = %07
P2 = P3 = 57p4_57kdepl P[S_Z]

(a) Spocitejte binarni a ternarni entropii zdroje S,

(b) najdéte Shannon-Fanovo binarni kédovani zdroje S a jeho pramérnou
délku,

¢) najdéte Shannon-Fanovo ternarni kédovani zdroje S a jeho primérnou
J J J
délku,

(d) spocitejte prumérnou délku Shannon-Fanova binarniho kédovani zdroje
S bloky délky 2.

(a) Pfimo spocteme
H, = %logz(l()) + %10g2( )+ 2 log2(g) log,(5) — % ~ 2,12.
Hjz = 5 10g5(10) + £ logs(5) + -10g3(§) logs(5) — £ log(2) ~ 1, 34.

(b) Nejprve uréime délky I; := [(Cy(i)) = [log2 p—J obrazi jednotlivych

slov Shannon-Fanovo bindrni kédovani kédovani Cs:
5
lo =1 = [logy 10] = 4,ly = I3 = [log, 5] = 3,14 = [log2 5—‘ =2

6



Nyni snadno uréime primérnou délku kédovani L(Ch) = &-4+2-3+2.2 =
134 = 2,8 i samotné kédovéani (nasledujici slovo je voleno tak, aby pfedchozi
nebyly jeho prefixem):

Cy(4) =00, C5(3) =100, C5(2) =010, Cy(1) = 1100, C»(0) = 1010.

(c) Postupujeme obdobné jako v (b). Opét uréime délky I; := [(C5(7)) =
{bgg ﬂ obrazti jednotlivich slov Shannon-Fanovo binérni kédovéni kédo-

Véni Cgl
5
lo =1 = [log3 10] = 3,1y = I3 = [log3 5| = 2,1, = {log3 5—‘ =1,

dale spo¢itdme primérnou délku kédovani L(Cs) = 2-3+2.242.1=2 =18
a mozné kodovani:

(d) Nejprve spocitame pravdépodobnosti, délky slov a jejich pocty:

Pro pravdé podobnost ﬁ mame 4 slova délky [log, 100] = 7.
Pro pravdé podobnost % méame 8 slov délky [log, 50| = 6.

Pro pravdé podobnost 5= mame 8 slov délky [log, 25| = 5.
Pro pravdé podobnost % mame 4 slova délky Pog2 %% =4.
N 1 . 51 _
Pro pravdé podobnost 5z mame 1 slovo délky |log, 57| = 3.

Nyni spoc¢itdme priimérnou délku kédovani zdroje S>

I - 28 +48_|_40_|_32+12_ 115

27100 50 25 25 25 257
coz znamena, ze prumérnd délku Shannon-Fanova binarniho kédovani bloky

. . _ Ly _ 115 _
délky 2 je L = % = 32 = 2,3. O

DN |t
O"H

3.2 Huffmanovo kddovani

3.2. Pro zdroj S = {0,1,2,3,4}, s pravdépodobnostmi py = p; = %, Dy =
p3 = %, = %, kde p; = P[S = i] najdéte bindrni Huffmanovo kédovéni
zdroje S a urcete jeho primérnou délku.

VY 0vVIiv2v3 2v3 0Vl 0 1 2 3 4
50 T I 1 I 2
g I
g 2 i 3
o : 5 5 %
SW |1




3
4

v Ovliv2v3d 2v3 0vl 0 1 2 3 4

0 010 011 000 001 1
! 01 000 001 1
1

1

©
(1)
2) 00 01
3)
(4)

QQQQQ

€

Zkonstruovali jsme Huffmanovo kédovani

C(4)=1, C(3)=001, C(2)=000, C(1)=011, C(0)=010.
Vidime, ze prumérnou délka kédovani binarniho Huffmanova kédu je L(C) =
2.142.3=4=22 O
3.3. Jsou délky slov Huffmanova kédovani urceny az na poradi jednoznacné?

Budeme-li kddovat tentyz zdroj jako v predchozi tloze, miizeme v redukci
SM — 8@ postupovat odlisné:

Y 0VIV2V3 0v1iv2 OVl 0 1 2 3 4
S0 T I I I 2
g I
%) 2 ° 13
e 5 5 5 %
S@ |1

Ziskdme tak kédovani s jinymi délkami slov:

YV 0OVIV2V3 0V1iv2 0Vl 0 1 2 3 4
cO 0000 0001 000 01 1
cw 000 001 01 1
c® 00 01 1
c® 0 1
CW | ¢

Zkonstruovali jsme tedy Huffmanovo kédovani stejného zdroje s jinymi dél-
kami nez v predchozi tloze

C(4)=1, C(3)=01, C(2) =000, C(1)=0001, C(0)= 0000,

prumérna délka kédovani ovsem pro optiméalni kédovani musela ztistat stejna
(a tedy mezi prefixovymi kédovanimi nejmensi moznd): L(C) = 2 + 2 + 2 +
4 . 4 11 _

wtio=% =22 m



3.4. Popiste Huffmanovo kédovani zdroje velikosti ¢ = 2% s rovnomérnym
rozdélenim pravdépodobnosti a spocitejte jeho primérnou délku slova.

Vsimnéme si, ze pfi redukci zdroje S = S (0)_ s pravdépodobnostmi 2%
mé pro kazdé i = 0, ...,k redukovany zdroj S*~1 rovnomérné rozdéleni s
pravdépodobnosti 207, To znamend, Ze pii konstrukci kédovani vyuzijeme
vsechna slova délky k, tedy Huffmanovym kédovanim je libovolna bijekce S
na F} a vislednym kédem je tak tplny binarni blokovy kéd C(S) = F¥ délky
k. Délka takového kédovani je samoziejmeé k. Il

2.5.

4 Designy
4.1 Designy a perfektni kody
4.1. Necht H; je Hammingtiv [2' —1, 2! —[—1, 3],-kéd z tlohy 1.2 a definujme

B:={Bc{l,...,2" -1} | ip € H;, |B| =3}.

Dokazte, Ze je B 2-(2! — 1,3, 1)-design a 1-(2! — 1,3, 2!71)-design.

0

4.2. Necht C je r-perfektni [n, k, d]o-kéd a definujme
B:={Bc{l,...,n}| iz €H,;, |B|=d}.

Dokazte, Ze je B (r + 1)-(2! — 1,3, 1)-design.

[
4.2 Designy a projektivni roviny
4.3.

[

16.5.



5 Reed-Mullerovy kody

5.1. Urcete parametry a generujici matici binarnitho Reed-Mullerova kédu
R(3,1). Jaky kéd dostaneme propichnutim R(3,1) v jedné soutadnici?

ProtoZe jsou parametry obecného bindrniho Reed-Mullerova kédu R (m, )
pravé [2m, 37 (™), 2™ 7]y, vidime, ze R(3,1) je [8,4, 4]>-kéd. To nutné zna-
mend, ze propichnuti ma dimenzi 4 a vzdélenost 3 (jinak bychom dosli ke
sporu s Hammingovym odhadem), coz znamend, ze se jednd pravé é kéd
permutacné ekvivalentni Hammingovu perfektnimu [7, 4, 3]o-kédu.

Pripomenme, ze ® : BP3 — BJF3 je zobrazeni, které Booleovskému po-
lynomu p ptifadi pravé Booleovskou funkci ¢ — p(c), kterou reprezentujme
slovem p(cy) ...p(c7), kde c; je pravé trojice cifer z [Fy predstavujici binarni
zapis cisla 7. K nalezeni matice staci spocitat

®(1) = 11111111, ®(z;) = 00001111, B(ax5) = 00110011, B(x5) = 01010101.

To znamena, ze G = generujici matice kodu

o o o
_— o O
O = O =
— = O
e i Y SR
— O =
O R =
— =

R(3,1). 0
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