1 Skalarni soucin

1.1. Uvazujme standardni skaldrni soudin - na realném linedrnim prostoru R? a necht u = <é> , V= <§> €
R2.

(a) Spocitejte hodnoty ||u]l, || v]|, u- v a urcete thel, ktery sviraji vektory u a v,
(b) najdéte viechny vektory prostoru R?, které jsou kolmé na u,

(c) najdéte viechny vektory prostoru R?, které jsou kolmé na v,

(d) najdéte viechny vektory prostoru R? kolmé zaroven na u i na v.

(a) Pripomenme, Ze je standardni skaldrni sou¢in - na redlném aritmetickém vektorovém prostoru R"
definovdn maticovym nasobenim u-v := u’ -v a norma je pro kazdy skaldrni sou¢in dani podminkou

[[u]] := v/u-u. Proto
Jul|=V12+32=V10, ||v]=v22+12=V5, u-v=1-2+3-1=5
Oznacime-li ¢ thel svirany vektory u a v, vime, ze

u-v 5 _ 1
luallllvl  Vi0v5 V2’

cosp =

tudiz ¢ =
(b) Hleddme mnozinu viech vektorti x € R? spliujicich podminku u-x = 0, tedy mnozinu vSech fesen{

B

homogenni soustavy rovnic s matici (1, 3). Snadno najdeme jednoprvkovou bézi <_13> tohoto podprostoru,
tedy hledanou podmnozinou je pravé podprostor LO{ <_13> }. Zavérem poznamenejme, Ze se jedna pravé o

1 PRV s e ..
prochézeji pocatkem, kterd ma pravé (ndmi feSenou) rovnici z; + 3z =

primku s normalovym vektorem <3

0.
(c) Stejné jako v (b) hleddme parametricky popis podprostoru vSech feSeni homogenni soustavy rovnic

- L PR -1 (-1
s matici (2,1). Kterym je pravé piimka LO{< 9 )} s béazi ( 9 >
(d) Tentokrat se ptame, které vektory x € R? spliiuji podminku u-x = 0 a zéroveh v - x = 0, coz maticové
. .1 [ .. .
zapsano znamend, ze hleddme teSeni homogenni soustavy rovnic s matici <1 g) Hledanad mnozina, jak

jsme mohli zjistit i geometrickou ivahou obsahuje pouze nulovy vektor.

-1
1.2. Uvazujme standardni skaldrni soudin - na redlném linedrnim prostoru R® a nechf u = | 1 |, v =
2
1
2] eR3.
1

(a) Spoditejte ||u]], || v || a Ghel, ktery sviraji vektory u a v,
(

lull=vI+T+4=V6, [|v]l=vitd+1=16
Oznacime-li opét ¢ thel svirany vektory u a v, pak

u-v  —1+2+2 _1
lallllv]| V66 2’

cosp =



us

tudiz p = Z.

(b) Opét hleddme mnozinu vsech feSeni homogenni soustavy rovnic, tentokrat s matici u” = (—1,1,2).
1 2
Obvyklym postupem uré¢ime bézi ([ 1], [ 0]) tohoto podprostoru.
0 1
-2 -1
(c) Stejnym postupem jako v ¢asti (b) najdeme bazi (| 1 |, | O |) roviny s normalovym vektorem v
0 1

rovnicovym popisem x1 + 2z2 + x3 = 0.
(d) Tentokrat fesime homogenni soustavu rovnic s matici

-1 1 2 -1 1 2
1 21 0 3 3)°

1
Snadno najdeme jednoprvkovou bazi | —1 |. O
1
1
. , (. - e , 1
1.3. Uvazujme standardni skaldrni soucin - na redlném linedrnim prostoru R* a nechf u = V=
1

—_ = =

)G]R4.

Spocitejte [|ul|, || v || a tGhel, ktery sviraji vektory u a v,

najdéte bazi podprostoru viech vektorti prostoru R*, které jsou kolmé na u a v,

najdéte viechny vektory x = (a,b,0,0)7, které s vektorem sviraji tihel =

existuje-li, najdéte bazi podprostoru R* obsahujici vektor u, v niz jsou kazdé dva rtizné vektory
vzajemné kolmé.

(a) Opét jen vypocteme z definice:

u-v i 1

lul|=v]=v1+1+14+1=2, cosp=7—0= ==,
lulllvl 2.2 2

o oy " x
kde ¢ znadi thel svirany vektory u a v, proto opét ¢ = Z.
(b) Resime soustavu rovnic s matici

11 1 1 11
11 -1 1 0 0

1 1
2 0 ’
e » 1
proto hledanou bézi tvori napiiklad posloupnost ( 0

0
(¢) Nejprve poznamenejme, ze (a,b)” # (0,0)7 a ze hledame vektory x = (a, b,0,0)7 spliwjici podminku

xu __atb 1w 1
Ix[llall  2va2+p2 V23 2

coze je po prendsobeni ekvivalentni podmince a + b = va? + b%. Umocnime-li a ode¢teme-li od obou stran
a® + b? dostévame opét ekvivalentni podminku

2ab =0 a zaroven a+b> 0.

To je splnéno, pravé kdyz a = 0,b > 0 nebo a > 0,b = 0, tedy hledany vektory lezi prédvé v mnoziné

a 0
{0 |ae]R}U{0 |beRT}
0 0



-1 -1
0
01’10 )-
0 1
(d) Postupujeme obdobné jako v tloze (b), jen tvahu pouzivame induktivné a v kazdém kroku najdeme
jen jeden nenulovy kolmy vektor. Nejprve zvolime vektor napiiklad (0,0,1,1)7, ktery je kolmy na vektor u
a poté hledame vektor kolmy na oba tyto vektory, tedy reSeni soustavy s matici

11 -1 1
00 1 1)°

jimz je napitiklad vektor (—1,1,0,0)”. Nyni zbyva najit vektor kolmy na vSechny tii vektor, tj. feseni

proto hledanou bézi je napiiklad posloupnost (

1 1 -1 1 11 -1 1
00 1 1|~[0 2 -1 1},
-11 0 0 0 0 1 1
1 1 0 -1 1
jimz je napiiklad ! . Nasli jsme bazi ( 0 1 ! ) O
1 —1]’f{1)’1 o0’ 1
-1 1 1 0 -1

1.4. Najdéte bazi ortogonalniho dopliiku podprostoru
U= LO{(]., 27 ]-7 17 1)T7 (07 _]-7 ]-7 ]-7 2)T}
realného vektorového prostoru R® se standardnim skaldrnim soucinem.

Piipometime, ze Ut = {v € R’|ul-v = OVu € U} = {v € R*|ul-v = OVu € B}, kde B je
néjaka baze U. Snadno uvazime, ze potiebujeme najit pravé reseni homogenni soustavy rovnic s matici

<é _21 } i ;) Tedy bézi U+ tvoi{ napiiklad vektory (—3,1,1,0,0)7,(-3,1,0,1,0)%,(-5,2,0,0,1)7.
O

. 1 -1
1.5. Je-li A = <2 1

R? piifadi hodnotu u-v=u’ ATAv.

, definujme zobrazeni -, které dvojici vektort u a v z redlného linearniho prostoru

(a) Dokazte, ze je - skalarni soudin,

(b) spocitejte ||e1]|, ||ez|] a e1 - €2 pro vektory kanonické baze a urcete cos ¢ pro thel ¢ svirany vektory
€] a ea,

(c) najdéte bazi podprostoru viech vektorti prostoru R?, které jsou kolmé na e; vzhledem ke skaldrnimu
soudinu -.

(a) Podminka linearity v obou slozkéich plyne okamZité z linearity ndsobeni matici a podminka symetrie
plyne ze symetrie ¢tvercové matice stupné jedna. Zbyva si vSimnout, Ze je matice A regularni, a proto
A u # 0 pro vSechny nenulové vektory u. Protoze je hodnota standardniho skalarniho soucinu vektoru A u
se sebou rovnd pravé hodnoté u? AT A u, je ta nutné nenulové (a tedy matice AT A pozitivné definitni).

(b) Spocitime-li B = ATA = (? ;) 7bfvé pifmotafe urdit

llei]l = ve1 -e1 = y/e]Be; = V5
llez]l = ez -e2 = y/elBey, = V2

€] - ey 1 1
el-e2=e1TBe2=1, cos p = =

ledlllesl ~ V5-v2 V10

(c) Hleddme mnozinu vech vektorii x € R? spliiujicich podminku

e -x=e/Bx=0,

to znamend, Ze poCitdme homogenni soustavy rovnic s matici (5,1). Snadno najdeme jednoprvkovou bézi

(‘51)_ 0



5.8.

1.6. Je'lli A = <? _2>, definujme zobrazeni -, které dvojici vektori u a v z komplexniho linearntho
prostoru C? pfifadi hodnotu u-v = u* A*Av.

(a) Dokazte, Ze je - skaldrni soudin,

e 0 0 1
() spociteite flel. leall. 11 (7)1 er -2 (7) - ():

C najdéte bazi podprostoru vSech vektort prostoru (CQ, které jsou kolmé na e vzhledem ke skaldrnimu
J
soucinu Y

(d) najdéte ortogonalni bazi C? vzhledem ke skaldrnimu souéinu -,
(e) najdéte ortonormalni bazi C? vzhledem ke skaldrnimu soucinu -,

(a) Uvazujeme obdobné jako v pfedchozi tloze. Linearity v druhé sloZce plyne z linearity nasobeni matici,
maticovym vypoctem zjistime, ze

(u-v)*=UWWA*AV)" =v*A*Au=v-u

protoze je matice A regularni, a tudiz je A u # 0 pro v8echny nenulové vektory u. Protoze se hodnota u-u
rovné pravé standardnimu skaldrnimu soudinu vektoru A u se sebou samym, mdme u-u € RY.

1 2
—-2i 5
ur¢ime primo z matice B a snadno pfimocare spocitame

0 .
1(3) 1= il el = el =5

0-()-0 (& (-0 ()

(c) Tentokrat hleddme mnozinu viech vektorti x € C? spliujicich podminku

(b) Opét nejprve uréime B = A*A = > Ziejmé hodnoty |le1|| = 1, |lez]] =5 a ey e = 2i

e x=e/Bx=0,
to znamend, ze pocitame homogenni soustavy rovnic s matici (1 22'), pro kterou tvori bazi napriklad vektor
—2i
(+)
P 1 o ; . s s 1 —21, .
(d) Ortogonalni bazi jsme nagli v pfedchozim bodé, nebot jsme zjistili, Ze posloupnost (<0>, ( )) je

1
ortogondlni, tudiz linedrné nezavisla i generujici.

(e) Nyni sta¢i, abychom nalezenou ortogonalni bézi normalizovali. UZ jsme spocitali, Ze ||e1|| = 1, zbyvé
spocitat
—2i -2 . 1 % ) —2i
() (7)o (% 5) () -0 o(T) -
tedy baze nalezend v bodé (d) uz byla ortonormalni. O
a1 a1 1
73 NG G
1.7. Necht b; = 7 ,by = v ,bg = 75 | isou vektory v redlném aritmetickém vektorovém
1 2
Vi 0 V6

prostoru R3 se standardnim skalarnim soudinem.
(a) Ovéite, ze B = (by, by, bs) je ortonormalni baze R?,
(b) spotitejte souradnice vektori (0,0,1)7, (2,1,0)T a (1,2,3)7 vzhledem k ortonormélni bazi B,

(c) urcete ortogondlni projekce vektort (0,0,1)T, (2,1,0)7 do podprostoru U = LO{b;,bs}.



(a) Podle definice spo¢itame

il L
1 v3 1, 1 2 1 1
— (L, L) |=]=3(%)?=1 —=1,L1)-|-L%]=—F—--"F2=0,
VA VL s LD v 6 V6
NG 0
1 1
1 Ve 1 1 1 % 1,
ﬁ(lalal) 7% ZQTS_ 18:07 72(13_170) _ﬁ =2 (72) :17
L L
1 v6 1 v6 1. 2 .
7(17_150) : 6 = 07 7(15 17_2) : 6 =2- (7)2 + (7)2 = 15
NG i V6 8 N
V6 V6

tedy zjistili jsme, ze B je ortonormdlni, a proto linedrné nezavislad posloupnost. Protoze jde o tfiprvkovou
linedrné nezavislou posloupnost ve vektorovém prostoru dimenze 3, musi jit o bazi. Sefadime-li vektory
b1, ba, bs do matice N, mohli jsme otdzku zformulovat maticové, konkrétné jsme méli zjistit (a zjistili), zda
N7 .N=1s.

(b) Pfipomefime, 7e pro kazdou ortonormélni bazi B = (by,bs, bs) tvoii soufadnice vektoru v € R?
vzhledem k b4zi B jednoznaéné uréeny aritmeticky vektor (z1,z2,23)7 € R3, pro ktery plati v = Zle z:b;.
Vyuzijeme-li ortonormality bazi, vidime, ze

3 3
T _wT § : — § T —
bj Vv —bj . mzb2 = :c,-bj b, =Ty,
i—=1 i=1

tedy soutradnicev jsou pravé Fourierovy koeficienty. Konkrétné dostavame, ze

NT.(0,0,1)T = (1- %, 1-0,1- \’/—%)T = %(\/ﬁ, 0, —2)T jsou soufadnice vektoru (0,0, 1)” vzhledem k B,
NT.(2,1,0)" = (%, %’ %)T = (V/3, \%, \/g)T jsou soufadnice vektoru (2,1,0)7 vzhledem k B a
N7T.(1,2,3)T = (1"3;'3, %, 1+f/_63'2)T = (2V/3, —%, —\/g)T jsou soufadnice vektoru (1,2,3)7 vzhle-

dem k B.
(c¢) V predchozi Gvaze jsme zjistili, Ze

0

1 3
0 :b1+0b2+\/>b3,
1 6 2

0 1
proto ortogonalni projekci vektoru | 0 | do U tvoii vektor % -by = ﬁ 1]. Obdobné protoze
1 1

2 1 3
1| =v3-b+—="-b +[-b,
. 1t 5P 5 b3

3
2 2
2

je vektor v/3 - by + % by = | § | ortogondlni projekei vektoru | 1 | do do U. O
1 0

1.8. Uvazujme standardni skaldrni sou¢in na redlném vektorovém prostoru R3, U podprostor R® a v € R3.
Najdéte vektor u € U a ut € U+, aby v =u+u,

(a) je'h U= LO{(la 31 _2)T7 (17 ]-7 _I)T} av= (2747 3)T7
(b) jeli U =LO{(L,2, )T, (2,1, ~1)T} a v = (1,2,4)7,
(¢) jeli U =LO{(1,2,1)7,(2,1,-1)T} av = (4,2,1)7.

Hleddme takovou linedrni kombinaci vektorti a(1,3,—2)T + b(1,1,—1)T, aby byl vektor (2,4,3)7 —
a(1,3,-2)7 —b(1,1,—1)" kolmy na prostor U. To miizeme ekvivalentné vyjadiit tak, ze vektor (2,4,3)T —
a(1,3,-2)7 —b(1,1,-1)7T je kolmy na vektor (1,3,-2)7 i (1,1,—1)7 a odtud dostavame soustavu rovnic

(1,3,-2) - [(2,4,3)" —a(1,3,-2)" —b(1,1,-1)T] =0,



(1,1,-1) - [(2,4,3)" —a(1,3,-2)" —b(1,1,-1)"] = 0.

Tuto soustavu upravime na nehomogenni soustavu linedrnich rovnic, sepiSeme do (Gramovy) matice a

vyfesime:
14 6 8
6 3 3)°

Snadno zjistime, ze @ = 1 a b = —1, ortogondlni projekce vektoru (2,4,3)” na podprostor U je u =
(1; 3, _2)T - (17 1, _]-)T = (07 2, _1)T aut=v-u= (274a3)T - (07 2, _1)T = (27 274)T'

(b) I tentokrat standardné najdeme Gramovu matici (g 2 g) vyjadiujici podminku, ze (1,2,4)% —
2(1,2,1)7 —y.(2,1,—-1)* je kolmé na podprostor U a dopocitdme z = 2 a y = —1. Ortogonalni projekce
vektoru (1,2,4)” na podprostor U je tedy u =2-(1,2,1)7 —1-(2,1,-1)7 =(0,3,3)T a u* = (1,2,4)7 —
(Oa 37 3)T = (15 _17 1)T

(c) Vsimnéme si, Ze pocitame-li stejné jako v (b), dostaneme Gramovu matic se stejnymi levymi stranami,
tj. <g 2 g) a dopoéitéme z = 1 ay = 1, proto u = -(1,2,1)7 + (2,1,-1)T = (3,3,0)7 a ut =
(41271)T_ (37370)T = (17_171)T' O

12.3.

1.9. Uvazujme standardni skalarni soucin - na redlném vektorovém prostoru R® a necht V' = LO{(1,1,0)7,(1,3,2)T}.

(a) Najdéte néjakou ortonormalni bazi prostoru V,
(b) najdéte ortogonélni bazi V obsahujici vektor (2,4,2)7,
(c) urdete ortonormdlni bézi (cy,cy, c3) prostoru R?, pro niz V = LO{c1, ¢y}
d) urcete ortogonélni projekci vektoru (2,2, —1)7 do podprostoru V,
g J

(a) Budeme upravovat napiiklad bézi ((1,1,0)7,(1,3,2)7) Gramovu-Schmidtovu ortogonalizaci. Po-

lozime nejprve v, = m(l, 1,0)7 = %@(1, 1,0)T. Déle hleddme vektor us, ve tvaru uy = (1,3,2)7 4-c-v;.
7 podminky v{ - v, = 0 dostavame, ze c = — v -(1,3,2)T = —%, proto uy = (—1,1,2)7. Nyni vektor us
normalizujeme a dostaneme v = H(—llm(_l’ 1,2)" = LG(—I, 1,2)T.

Hledanou ortonormalni bazi V je tedy posloupnost (%(1, 1,007, ﬁ(—l, 1,2)1).

(b) Postupujeme obdobné jako v (a) jen zvolime béazi V zadinajici vektorem (2,4,2)7, napiiklad bazi
((2,4,2)7,(1,1,0)7). Poznamenejme, 7e kdybychom nasli postupem (a) ortonormdlni bézi, jednalo by se
ur¢ité i o bazi ortogondlni. My nyni pouZijeme tivahu obdobnou jako v (a), tentokrdt ovSem nebudeme
(protoZe nemusime) normalizovat:

Polozime nejprve vi = (2,4,2)7 a hleddme vektor vy ve tvaru vy = (1,1,0)7 + ¢ - vi. Z podminky

T T
vy -ve = 0 tentokrit dostivame, Zze ¢ = —M = —26—4 = —%, proto vo = (1,1,0)7 — i (2,4,2)T =

V1 *V1
%(17 07 _1)T'

Hledanou ortogonélni bazi V je tedy posloupnost ((2,4,2)”, 1(1,0, —1)") nebo posloupnost ((2,4,2)7, (1,0, -1)T).

(¢) V (a) jsme nalezli ortonormdlni bazi (%(1,1,0)T, %(—1, 1,2)7). Ptipomenme, 7e kazdy vektor
kolma na béazi podprostoru V je kolmy na jeho vSechny vektory. Sta¢i nam tedy najit vektor u, pro
(1,1,0)u=20a(1,3,2)u =0, tedy hleddme feseni homogenni soustavy rovnic s matici G ; g) Snadno
spocitdme, Ze takovym feSenim je napiiklad vektor (—1,1,—1)%. Stad tedy tento vektor normalizovat,
abychom nasli posledni vektor hledané ortonormalni baze. Tedy je-li ¢; = %(1, L), ¢y = %(—1, 1,2)7
c3 = %(—1, 1,—1)7, dostavame ortonormalni bazi (cy, ¢z, c3) pozadovanych vlastnosti.

(d) Soufadnice ortogonalni projekce vektoru u na podprostor V' vzhledem k ortonormadlni bézi B =
(b1, by) lze spoéitat jako Fourierovy koeficienty, tj. ozna¢ime-li v,, € V ortogonalni projekci vektoru u na
V a vy = aiby +asbs, pak (a1, az) = (LO{by, v}, LO{bs,v}), kde (b,bs) = (5(1,1,0)", 7=(~1,1,2)") je
ortonormélni baze nalezena v tloze (c). Tedy

(a1, az) = (%(1, L0) (22,17, 2 (-1,1,2) - (2,2, -1)7) = (=,

S
Sl



a proto

4 1 2 1 1
Vo= ——(1,1,007 — ——(-1,1,2)T = —(7,5,-2)T.
L0 - (1197 = 5(7.5.-)
Na zavér si zkontrolujme, Ze u — v, lezi v ortogondlnim doplitku V', tedy, ze je vektor (2,2, —1)% — %(7 5,—2)T
+(=1,1,-1)" kolmy na vsechny (bazické) vektory prostoru V. O

1.10. Bud M = ((1,1,0)7, (0,1,1)7, (1,1,1)T) baze redlného vektorového prostoru R* se standardnim
skalarnim soucinem. Najdéte takovou ortonormalni bazi B = (vy, va, v3) prostoru R?, aby LO{(1,1,0)T} =
LO{vy} aLO{(1,1,0)%,(0,1,1)T} = LO{vy,va}.

Postupujme opét Gramovu-Schmidtovu ortogonalizaci.

1ovy = AL 111 0)T.

2' VIQ = (0717 1) 7(1 1 0)(0)]—71) ﬁ(lvlvo)T = %( 17172)T PI"OtO ||v2 || - L 7( 1)172)
3. Pfedn é%( ,1,0)(1,1, )T ﬁaf( 1,1 2)(1 L)' = % proto v = (1,1,1)7 f%ﬁ(l,l,o) -
ﬁ%(_17172) = §(1= _171) Tedy ||V3 || - /3 a V3 = L ( _171)T'

Nasli jsme ortonormalni bazi (%(1,1,0) ’\f( 1,1,2) 7(1 -1,1)7T).
Chceme-li vytvofit ortonormalni bazi z baze ((1,1,0)T, (0,1,1)T, (1,1, 1)) modifikovanym Gramovym-

Schmidtovym algoritmem, dostavame:

1. vi = %(I,I,O)T, vh=(0,1,)T avi=(1,1,1)T.

2. vh=1(-1,1,2)7, vf =(1,1,1)T - v2- 7(1,1,0) = (0,0,1)T a normujeme v, = %(—1,1,2)?

3. v =(0,0,1)T ff( 1,1,2)7 = %(1,—1,1)T avy= %(1,—1,1)?
Vysledek modifikovaného algoritmu je stejny jako v piipadé klasického algoritmu, zménili jsme jen uspofa-
dani tprav. O

Pfipomenme, ze QR-rozkladem matice A nad redlnym nebo komplexnim télesem rozumime rozklad
A = QR, kde QT - Q je jednotkova matice a R je regularni horni trojihelnikova matice s kladnymi realnymi
hodnotami na diagonale.

1 0 1 0 1 } (1) (1)
1.11. Najdéte QR rozklady matic (a) |1 1],(b) [1 1 1], (c) 110
0 1 0 1 1 10 2
Uvazujme obecnou matici A = (ay]...|a,,) s linedrné nezavislymi sloupci. Je-li q, . . . , q;, je posloupnost
ortonormélnich vektort, kterou z posloupnosti ay, . .., a,, vytvorime Gramovou-Schmidtovou ortogonalizaci

a polozime-li Q = (qq|...|qm) a R = (ri;), kde r;; = q] -a;, potom je A = QR pravé QR rozklad matice A.
Navic poznamenejme, Ze r;; = q; -a; = ||q}||, tedy matice Q sestévé z vyslednych ortonormélnich vektort a
matice R obsahuje pravé vSechny tdaje, které pii Gramové-Schmidtové ortogonalizaci spocitdme (tedy nad
diagondlou vSechny poti¥ebné skaldrni soudiny a na diagonéle v8echny potiebné normy).

(a) Protoze jsou sloupce prvni matice pravé prvni dva vektory z tlohy 1.10, vyuZijeme prvnich dvou
krokti Gramovy-Schmidtovy ortogonalizace z 1.10 a sepiSeme tidaje do matic

1 1

zooe 1(1,1,07)]  £(1,1,0)(0,1,1) vz L
N I N _ 4 f _ 2
Wl s o« m= (10 131 s )= %)

NG

(b) Tentokrat sepiSeme do matic tdaje celé Gramovy-Schmidtovy ortogonalizace z 1.10, prvni dva sloupce
matic Q a R ui znédme (u prvnich dvou sloupci R pfidame nulovy posledni fadek). Tedy dostavame Q =

1 1 A T 1
5PN V2 5 sLLoLLy” V2 5 v2
NG f 0 0 ||ﬁ(1a—171) I 0 0 =

(¢) Nyni budeme Gramovou-Schmidtovou ortogonalizaci upravovat linedrné nezavislou posloupnost vek-
tortt (1,1,1, 1), (1,0,1,0)7, (0,1,0,2)T mezivysledky sepsat do matic Q a R. Vsimnéme si, ze r; =
Lo{qz az} = ||qz||



1,1,1,1
Lo =g = (555 DT ar = [(1,1,1, )7 =2,

2. gy = (I,O,I,O)T—%( ,1,1,l)T-(l,O,l,O)T-%(l,l,l, 1) %(1,—1,1, —l)T. Proto ris = %(1,1,1,1)
(1a07 170)T) =1,re= ||%(17 _1717_1)T|| =laqy= (%7_%7 %7 %)T
3. Koneéné ri3 = LO{qi,(0,1,0,2)7} = % To3 = LO{qg,( ,1,0,2)T} = —%, proto q3 = (0 1 0,2)7 —
% %7%’%’%)T + % : (%7_%a%a_%)T = (0,—%,0 ) Tedy r3z = ”(07_77 ) || 75 4 a3 =
1 1LN\T
(Oa_ﬁaoaﬁ)
110 soa 0N 5
. 101 2 T2 &3 %3
Dostavame QR rozklad 11 0o0l=1 1 5 01 —3 O
i 2 1 J\0 0
10 2 1 % V2

1.12. Najdéte né&jakou ortonormalni bazi podprostoru V = LO{((1,1,-2,1)", (2,0,1,0), (0,1,0,1)"}
realného aritmetického vektorovém prostoru R* se standardnim skaldrnim souéinem.

Nejprve zvolime vhodnou bézi prostoru V', kterou budeme ortogonalizovat pomoci Gramovy-Schmidtovy
ortogonalizace. Vektor (2,0,1,0)? je zfejmé kolmy na zbyvajici vektory, zvolme tedy bazi V, tak aby
byl vektor (2,0,1,0)” na jejim prvnim misté. Tedy vyjdeme napiiklad z baze ((2,0,1,0)7,(0,1,0,1)7,
(1,1,-2,1)T). Gramovu-Schmidtovu ortogonalizaci tentokrat mirné modifikujeme: najdeme nejprve orto-
gondalni bazi a tu budeme normalizovat az na zavér.

Uz jsme vsimli, ze ((2,0,1,0)” - (0,1,0,1)7 = 0, tedy mame prvni dva (zatim jen ortogondlni, nikoli
ortonorméln{) vektory hledané baze: v} = (2,0,1,0)%, v4 = (0,1,0,1)7. Nyni budeme hledat t¥eti bazicky
vektor ve tvaru v = (1,1,-2,1)T — ¢; v| —ca v}. Piitom m4 spliiovat podminky, ze v} -v4 =0 proi = 1,2,
z ¢ehoz vyuzitim linearity skalarniho soucinu v druhé slozce dostavame, Ze

(]-7 17 _27 1) ) (2707 170)T
(2707 170) : (2707 170)T

(]-7 ]-7 _27 1) ) (Oa 1707 1)T

-1
(07 ]-707 1) ’ (07 ]-707 1)T

1 = :07 Co =

Vsimnéme si, Ze koeficient je roven 0 diky volbé vektoru v} kolmého na vSechny nasledujici vektory, proto
nam stacilo hledat ortogondlni bazi podprostoru LO{(1,1,-2,1)%, (0,1,0,1)?}, kterd musi byt kolm4 na
vektor (2,0,1,0)7. Tedy v4 = (1,1,-2,1)T — (0,1,0,1)T = (1,0,-2,0)7 je poslednim hledanym kol-
mym vektorem. Posloupnost vektort ((2,0,1,0)7,(0,1,0,1)T,(1,0,-2,0)T) tvoii zfejmé ortogondlni bazi

prostoru V. Zbyva ndm jednotlivé vektory normalizovat: v; = ”Zﬁ = %(2,0,1,0)% vy = ﬁ =
%(0, L0, 1), vz = ﬁ = %(1 0,—-2,0)%, Ortonormalni bazi je tedy napifklad posloupnost vektorti
(£(2,0,1,07 ,f(O,l,O D7, (1,0,-2,0)7. O

1.13. Uvazujme standardni skaldrni sou¢in - na komplexnim vektorovém prostoru C?, tj. u-v =’ v.

(a) Najdéte ortonormalni bazi podprostoru U = LO{(1,i,1 — )T, (i,2 +i,—-1)T},
(b) najdéte bézi ortogonalniho doplitku U7,
(c) spoéitejte ortogonélni projekci vektoru (1,0, —i)” do podprostoru U.

(

a) Vyuzijeme Gramovu-Schmidtovu ortogonalizaci provedenou na posloupnost u; = (1,4,1 —14)7, uy =

(i,2 4+ i,—1)T. Nejprve uréime v; = M (l,i, 1 —i)T. Poté spocitame ¢ = vy (3,2 +i,—1)T =
—i,144) (5,24, -1)T = =2 = —jadéle v) = us—cvy = (1,2 +i,—-1)7 + £(1,i,1 — )T =

(1
%(32 3+42i,—1+4)7T, proto vy = ﬁ(i’pi,?) +2i,—144)T.

(b) u; -(1,-1,0,0,1)" =0, u; -(1,—1,0,0,1)7 = 0 Protoze potfebujeme najit nenulovy vektor v kolmy
na vektory up, up, tj. mé platit, ze (1,i,1 —i)¥ -v=(1,—-i,1+i)T-v=0a (i,2+1i,-1)" - v = (-i,2 —
i,—1)T - vT = 0, coz snadno zformulujeme matici

1 - 149 ) 1 —1+4+4 1 — 144
- 2—-1 -1 —i 2—1 -1 0 3—4¢ —244)°

tedy vidime, Ze bazi fefeni soustavy i bazi UL je vektor (—3 — 34,3 +i,4 + 2i)7.



(c) Staci, abychom spocitali soufadnice ortogondlni projekce vzhledem k ortonormdlni bazi U, tedy
hodnoty
VN 1hei)(mi) 2

1
a :Vl'(l,O,—i)T: 5(1,_2'71_}_2') 0] = 5 = 5
—1

1 . .

1 “3i+i-1 -1-2

ay = vy (1,0,—i)7 = (832 m1=i) | 0 ) = Z\;% =7 !
i

Tedy ortogonalni projekce je vektor

24 —1-—2
1,51 =)7T

1
(3,34 2i,—1+4)7 = 5 (18— 90,7 +4i,21 + 5i)T .

19.3.

1.14. Uvazujme standardni skaldrni sou¢in na realném vektorovém prostoru R*.
(a) najdéte néjakou ortogonalni bazi podprostoru U = LO{(1,1,0,1),(1,0,1,1)7},
(b) najdéte n&jakou ortogonalni bazi ortogonalniho doplitku U+,
(c) spotitejte ortogonalni projekei vektoru (—1,1,0,4)T do podprostoru W = LO{(1,2,1,-1)T, (1,1,0,1)T}.

(a), (b) Mtzeme postupovat nékolika zpisoby. Jednak mtizeme doplnit vektory (1,1,0,1)7,(1,0,1,1)7
na béazi celého prostoru R* (napiiklad vektory (1,0,0,0)” a (0,1,0,0)7) a tuto bazi upravit Gramovou-
Schmidtovou ortogonalizaci. Prvni dva vektory ortogonalizované baze budou pfitom tvorit ortogonalni béazi
U, dalsi dva vektory budou tvoiit ortogonalni béazi dopliku U-.

RovnéZ ndm staéi najit libovolnou bazi U+ (naptiklad tym? postupem z 1.4) a obé& baze ortogonalizovat.
Postupujme druhym zptisobem: Bazi U+ tvoii napiiklad posloupnost (—1,1,1,0)%, (0,1,1,—-1)T. Vektor
(0,1,1,—1)"7 mtizeme upravit jednim krokem Gramovy-Schmidtovy ortogonalizace

-1,1,1,0) - (0,1,1,-1)T 1
(-1,1,1,0) 3(0; 1, —1) (-1,1,1,0)7 = 3(2,1,1,-3)",

a proto posloupnost (—1,1,1,0)7, (2,1, 1, —3)7 tvoii ortogonalni bazi U~+. Obdobné zjistime, ze ((1,1,0,1)7,
(1,-2,3,1)T) tvori ortogondlni bézi U.

(c) Potfebujeme nejprve uréit soufadnice z;,xs ortogonalni projekce u = z; - (1,2,1,-1)7 + , -
(1,1,0,1)7, aniz budeme hledat ortogonalni bazi W, jak jsme ¢inili v predchozi tloze. Resime tedy ne-
homogenni soustavu rovnic s matici:

(07 17 17 _1)T -

1 1 -1
2 1 1
(172717_]-)' 1 (1727]-7_]-)' 0 | (1727]-7_1)' 0
-1 1 4 _
1 1 -1 o
2 1 1
(17170; 1) 1 (17170a 1) 0 | (171701 1) 0
-1 1 4
(7 2 -3
“\2 3 4 )-
Snadno zjistime, 7e z; = —1 a 25 = 2, proto u = (1,0, -1,3)7.
Pro kontrolu jesté ovéime, zda je vektor v —u = (—2,1,1,1)7 skute¢né kolmy na podprostor U. Ziejmé
(-2,1,1,1) - (1,2,1,-1)" =0a (-2,1,1,1) - (1,1,0, )T = 0. O
1 0
1.15. Necht U = LO{% (1) , % } } je podprostor redlného vektorového prostoru R* se standardnim
1 -1

skalarnim soucinem.



(a) Najdéte ortogonalni bazi ortogonélniho doplitku U,
(b) najdéte ortogonélni bazi (v1,...,v4) prostoru R*, tak aby U = LO{vy,vs},

(c) Urcete matice [PU]E
U™, které chipeme jako linedrniho operatory na R*,

; a [PUJ_]E:; vzhledem k bazim (v;) ortogonalni projekce na podprostory U a

Vi
Vi

(d) Uréete matice [Py]j* a [Py.]j* vzhledem ke kanonickym bazim K.

(a) Miizeme najit bazi UL a poté pouzit Grammovu-Schmidtovu ortogonalizaci, ale jednodussi nejprve

1 -1
najit pomoci feSeni soustavy rovnic jeden kolmy vektor, naptiklad _11 a poté vektor (1) resi soustavu
0 1
1 1 0 1
0 1 1 -1],kteranartadcich obsahuje bazi U a diive nalezeny kolmy vektor. Nyni zbyva vektory nor-
-1 0 1 1
1 -1
malizovat. Ortogonalni bazi ortogonalniho doplitku U+ tvoii napiiklad posloupnost (% _11 , % (1) ).
0 1

(b) VSimneme-li si, ze je generujici mnozina z definice U uZ je ortogondlni baze, sta¢i ndm tyto vektory
sepsat spolu s vektory z alohy (a):

(V17V27V37V4) = (

Sl
w

— O =
P

(¢) Protoze Py(vi) = vi, Py(vs) = vy a Py(v3) = Py(vy) = 0, dostdvame piimo z definice ma-
10 00
- ~v) _ |0 1 0 0 .. o . ’
tice linearniho zobrazeni, Ze [PU](vi) =10 0 0 ol Matici ortogonélni projekce Pr;1 dostaneme bud
0 0 0O
0 0 0O
; ; ; _ (vi) _ rpq1(vo) (viy _ [0 0 00
analogickou tvahou nebo diky faktu Id = Py + Py, tedy [PUL](vi) = [Id](v,-) - [PUL](W) =lo 0 1 0
0 0 01

(d) Vyuzijeme vysledek a Tvrzeni o matici linedrniho zobrazeni vzhledem ke zménéné bézi

[PoYis = IR - [Po)(y) - (1152

1 0 1 -1
Vsimnéme si, ze je matice [Id](vl) N ortogonalni, a proto plati, ze [Id]%* =
’ J K. \/g 0 1 1 1 g ’ p p ’ (Vi)
1 -1 0 1
1 1 0 1
(vily—1 _ vohyr_ 1 [0 1 1 -1 A o
(Md]g;) = (], )" = #1211 o . Nyni zbyva vynasobit
-1 0 1 1
1 0 1 -1 1 0 0 O 1 1 0 1
P~ L[1 1 10 otoo|] 1[fo 1 1 -1|_
Viks T g lo 1 1 1 0000 v3l1 -1 1 0]~
1 -1 0 1 0 0 0 O -1 0 1 1
11 0 1
1 2 1 0
=1
“s5lo1 1 -1 -
1 0 -1 2

10



1.16. NapiSte matici ortogondlni projekce redlného vektorového prostoru R? se standardnim skaldrnim

soufinem na piimku LO{ <§> } vzhledem ke kanonickym bézim.

Nejprve spoditdme ortonormélni bazi R?, jejiz prvni vektor generuje pravé p¥imku LO{ ? }: B =

(% (f) , % <_21> ). Nyni{ ptimo z definice matice homomorfismu dostaneme [¢]8 = (é 8) Zbyva stan-

dardni cestou uréit matici [(p]gi = [Id]%, [p]2[1d]5>. Nejprve si viimnéme, ze baze B je ortonormélni, tedy

matice prechodu [Id]g2 je ortogondlni a je tedy velmi snadné uréit matici k ni inverzni

g = @) = qazyT= = (2 ) = L (2 )

Nyni snadno dopocitame:
174 2
5\2 1/°

- - = (2 ). (10). (2 1)

O
1.17. Metodou nejmensich ¢tvercii najdéte priblizna feseni soustavy redlnych rovnic A x = v, jestlize
1 1 -1
2 1 1
(a) A= 1 oolav=1o |
-1 1 4
1 2 0 1
2 1 2 4
(by A=|1 -2 1 |av=]| 6
1 2 2 2
0 -1 -1 -1
Podle Tvrzeni 8.71 z pfednasky mame fesit soustavu rovnic A*Ax = A*v:
(a) Pocitame tedy (jednozna¢né fesitelnou) soustavu s matici
. oy [T 2 -3
N ‘4)
C ey - . T -1
jejiz feseni je pravé dvojice (y) = ( 9 >
(b) Hleddme tentokrat feSeni soustavy rovnic s matici
T 4 7 17
(A*A|A*v)=([4 14 5 -1
7 5 10 19
T 2
Zbyva nam dopocitat, ze |y | = | —1
z 1
26.3.

2 Vlastni ¢isla a vlastni vektory

2.1. Oznaéme 1) ortogonélni projekei redlného vektorového prostoru R? se standardnim skaldrnim sou¢inem
na rovinu LO{(1,2,3)7,(1,0,1)*}.

(a) Najdéte vSechna vlastni ¢isla a v8echny vlastni vektory ),

(b) rozhodnéte, zda je ¢ diagonalizovatelny,

11



(c) urcete vSechna vlastni ¢isla a vSechny vlastni vektory matice [1/1]?2

(a) Nejprve si viimneme, Ze linedrni operator ¢ neni izomorfismem, protoZze neni na, tedy podle Tvr-
zeni 9.10 a 9.14 je 0 jeho vlastni ¢islo. Vlastni vektory pfislusné vlastnimu ¢islu 0 tvoii pravé jadro
Kery = LO{(1,2,3)T,(1,0,1)T}+ = LO{(1,2,-1)T}. Protoze na roviné LO{(1,2,3)%,(1,0,1)T} ptisobi
1 jako identita, jedna se o podprostor viech vlastnich vektor piisluinych vlastnimu &slu 1. Zadné dalsi
nenulové vlastni ¢islo nemtize existovat, protoze jiné p¥imky nez ty, které lezi v LO{(1,2,3)7,(1,0,1)7}
nejsou vzhledem k operatoru ¢ invariantni.

Geometrickymi Gvahami jsme zjistili, Ze linearni operator ortogonalni projekce ma pravé vlastni Cisla
0 a 1 a mnozinu vlastnich vektorii tvoii vSechny nenulové vektory z mnoziny LO{(1,2,3)%,(1,0,1)T} U
LO{(1,2,-1)T}.

(b) Nahlédneme, Ze napiiklad posloupnost M = ((1,2,-1)7,(1,2,3)T, (1,0,1)T) tvoii bazi R? slozenou z
vlastnich vektort linedrniho operatoru v, tedy ortogondlni projekce je diagonalizovatelny line4drni operator.

1 00
Zévérem si viimnéme, ze []}¥ = [0 1 0
000

(c¢) Vyuzijeme-li Tvrzeni 9.14, nemusime nic poéitat, protoZe vlastni ¢isla linedrniho operatoru ¢ a matice
[1&]?2 jsou shodnd, tedy 0 a 1 a soufadnicové vektory vzhledem ke kanonické bazi se rovnéz neméni, proto
LO{(1,2,3)7,(1,0,1)T} ULO{(1,2, —1)T} tvoif mnoZinu viech vlastnich vektort matice [1)]%2. O

V nésledujicim textu budeme pro jednoduchost psét [p]p misto [¢]8 pro jakykoli linearni operétor ¢ na
vektorovém prostoru s bazi B.

3 2) vzhledem ke

2.2. M&jme linedrni operator ¢ na redlném linedrnim prostoru R? s matici [(p]gi = (0 3

kanonické bazi K.
(a) Ovéite, ze je o izomorfismus,

(b) najdéte vSechna vlastni ¢isla a vSechny vlastni vektory ¢,
(

1

c) najdéte vSechna vlastni ¢isla a vSechny vlastni vektory ¢ =",

)
)
d) rozhodnéte, zda jsou linearni operéatory ¢ a ¢! diagonalizovatelné,
(a) Stati si viimnout, Ze je matice [p]}> reguldrni.
(b) Vime, ze A je vlastni ¢islo linedrniho operator ¢, pravé kdyZ je to vlastni ¢islo matice [go]%, COZ

nastava pravé tehdy, kdyz je parametrickd matice

Ky (3= 2
[el ks )‘In—< 0 3_)\>

singulérni. Protoze se jedna o horni trojihelnikovou matici, nemusime pouzivat charakteristicky polynom
(tedy v daném ptipadé polynom (3 — X)?), abychom zjistili, Ze m4 linedrni operétor ¢ jediné vlastni &islo 3.
Nyni pomoci Véty 9.15 spocitdme vlastni vektory matice [@]gz jako nulovy prostor

Ker([¢])? — 3I,) = Ker (8 g) =L0{ <(1)> }.

Podle Tvrzeni 9.14 jsme pravé nasli souradnice vlastnich vektort ¢ vzhledem ke kanonické bazi, tedy mnozinu

1
vlastnich vektort tvoii pravé nenulové vektory podprostoru LO{ (0 1.

(c) Poznamenejme, Ze ani ¢ a ¢ nemohou mit diky Tvrzeni 9.10 a 9.14 vlastni ¢isla 0, protoze se jedna

o izomorfismy. Déle si v§imnéme, Ze pro nenulovy vektor v a nenulové ¢islo A mame p(v) = A v, pravé kdyz

¢ 1(v) = A1v. Pifmo z definice vlastniho &sla a vlastniho vektoru tak dostdvdme pozorovéni, ze v je

vlastni vektor linearniho operatoru ¢ prislusny vlastnimu ¢islu A, pravé kdyz je to vlastni vektor linearniho

operdtoru ¢! piislusny vlastnimu ¢islu A~'. Odtud bez dalsitho pocitani vidime, ze ¢! m4 jediné vlastni
1

¢islo 371 = % a mnozina vlastnich vektort je stejné jako u ¢, tedy LO{ (0 }.

(d) Zjistili jsme, Ze pro dané endomorfismy neméme bézi sloZzenou z vlastnich vektord, tedy podle Tvrzeni
9.8 ¢ ani ¢! neni diagonalizovatelny. O

s . g o - 4 2
2.3. Je-li p linedrni operator na na redlném linedrnim prostoru R? s matici [@]gz = (0 3> vzhledem ke

kanonické bazi K5, spocitejte vSechna vlastni ¢isla a vSechny jim prislusné vlastni vektory p a rozhodnéte,
zda je p diagonalizovatelny.

12



Postupujeme obdobné jako v predchozi tloze. Nejprve zjistime, Ze je matice

K C(4-x 2
[p]Kz_)‘In_< 0 3_/\>

singularni pravé pro A = 3 a A = 4 (charakteristicky polynom m4 matice i linedrni operdtor (3 — \)(4 — \))
a pomoci Véty 9.15 a Tvrzeni 9.14 spocitame vlastni vektory matice [@]ﬁz, tedy i vlastni vektory operatoru
p jako jader matic

Ker (s - 31 =xer (3 0) =rog( )
Ker([p]§? — 4I,,) = Ker (8 2) =LO{ <(1)> }.

Zjistili jsme, 7e LO{ <_12> }ULO{ <(1)> } jsou vSechny vlastni vektory p.

Konec¢né tentokrat vidime, ze najdeme bézi slozenou z vlastnich vektort, konkrétné napiiklad pro bazi

= (). () o amasi - 3 5) D

3 2) vzhledem

2.4. Uvazujme line4rni operdtor ¢ na realném vektorovém prostoru R? s matici [p]x, = <2 6

ke kanonické bazi K.
(a) Najdéte vSechna vlastni ¢isla a v8echny jim p¥islugné vlastni vektory .
(b) Rozhodnéte, zda je ¢ diagonalizovatelny,
(c) Existuje ortonormalni bazi R? se standardnim skaldrnim sou¢inem, vi¢i niz m4 ¢ diagonalni matici?

(a) Mame zjistit, pro kterd realnd (vlastni) ¢isla A existuje nenulovy (vlastni) vektor v, aby p(v) = Av.
To mutZeme ekvivalentné vyjadiit ve tvaru (¢ — AId)(v) = 0, a v maticovém zdpisu pro libovolnou bézi B
prostoru R? ve tvaru
([els = ML) []E = [(p — Ald)]s[v]E = [0]F = (0,0)7.

Hleddme tedy vSechna takovd A € R, pro néz existuje netrividlni feSseni homogenni soustavy rovnic se
¢tvercovou matici [(¢ — Ald)]p. To nastava pravé tehdy, kdyz je matice [¢]p — AIz singularni. Spocitame
tedy nejprve vlastni ¢isla matice linedrniho operdtoru vzhledem k néjaké pevné zvolené bézi. Poznamenejme,
7e pri tom nezalezi na volbé baze, ale je dulezité, abychom pocitali s matici linedrniho operatoru, tj. s matici
daného homomorfismu vzhledem k stejné bazi v definicnim oboru i oboru hodnot. V nagem piipadé budeme
pracovat s matici [k, .

Uréime charakteristicky polynom matice

det([@lg, —AL) =B=AN)(6-X)—4=X -9\ +14=(A-2)(A=T7).

Vlastni ¢isla matice [¢]k, jsou tedy pravé kotfeny charakteristického polynomu, tedy ¢isla 2 a 7. Dale budeme
postupné dosazovat do matice [¢]k, — Al vypoctend vlastni ¢isla a budeme hledat vlastni vektory matice
[¢]k., tedy nenulova feSeni homogennich soustav rovnic s maticemi, kterd tvori pravé soufadnicové vektory
vlastnich vektori linedrniho operatoru ¢:

[@]K2—2'12=<; i), [@]K2—7~12:<_24 _21>

Snadno zjistime, Ze vSechny nenulové nasobky vektoru (

2\ . . . el
1 > jsou vlastnimi vektory matice [¢] k., prislusnymi

s “ s 1
vlastnimu ¢islu 2 a vechny nenulové nasobky vektoru (2

> jsou vlastnimi vektory matice [¢]k, pFisludnymi
vlastnimu ¢islu 7.

Kone¢né méame-li spocitané souradnice vlastnich vektort [v]x, vzhledem ke kanonické bazi, okamzité
vidime, ze mnozinu viech vlastnich vektort pifslugnych vlastnimu &slu 2 tvoi LO{(-2,1)T} — {(0,0)T} a
mnozinu viech vlastnich vektort p¥slusnych vlastnimu éislu 7 tvori LO{(1,2)T} — {(0,0)7}.

(b) Uvazime-li, ze médme dvé razné vlastni ¢isla linedrniho operatoru na prostoru dimenze 2, vime, %
jde o diagonalizovatelny linedrni operdtor. Protoze jsme v (a) nagli vlastni vektory staéi vzit bazi M =

(=2,1)T,(1,2)T), abychom dostali matici [p]ar = ( > vzhledem k béazi M.

@

2 0
07
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(c) Nahlédneme, ze je baze M ortogonalnl
1

staneme ortonormalm bézi B = (ﬁ(_ )

sestavajici s vlastnich vektord, tedy [¢]lp =

—~

brzy ukazeme, Zze to neni ndhoda), tedy normovanim do-
(1,2)T) prostoru R? se standardnim skaldrnim soucinem
0
7 . Na zavér poznamenejme, ze bazi s pozadovanymi
1 1 (-2
(o) () =5 () :

2.5. Najdéte pro redlnou matici A = (g 2) regularni matici R a diagonalni matici D spliujici D =
R'AR.

w

0

H‘/\
[\

,_-

vlastnostmi existuje pravé osm: (ﬂ:% <_ > ;

Vse potiebné jsme spodéitali v pfedchozi tloze, kde A = [p]k,. Stadi si uvédomit, ze bazi M =
-2 1 , 2 0 _ -2 1
(< 1 ) ! <2>) e (0 7) = [elwr = M7 [P )Y, = RTAR, kde R = 1]}, = ( 1 2)' -
2.4.
2 1 1
2.6. Najdéte vSechna vlastni ¢isla a vSechny vlastni vektory redlné matice A = [ 1 2 1| a rozhodnéte,
11 2

zda je (ortogondlng) diagonalizovatelna.

Nejprve uréime vlastni ¢isla. Mohli bychom standardné spocitat charakteristicky polynom det(A — AI3)
a najit jeho koreny. V nasem pfipadé je ovSem snadné uhadnout vlastni ¢islo 1, protoze matice A —1-1,, =
1 1 1

1 1 1] je zjevné singularni. Vyfesime-li homogenni soustavu rovnic s matici A — 1 -1I,, dostaneme
111
1 1
v8echny pfislusné vlastni vektory vy, tedy vi LO{| —=1],| 1 |]}. Brzy bude na pfednisce dokdzano, Ze

0 -2
vlastni vektory pfislusné riznym vlastnim ¢islim redlné symetrické matice jsou ortogonalni vzhledem ke
standardnimu skaldrnimu souc¢inu. To znamend, Ze dal§i vlastni vektor musi byt kolmy na vektory prislusné

1 1 1 1
vlastnimu &slu 1, tedy musi lezet v podprostoru LO{|[ -1 |, 1 |}* = LO{|1]}. Proto | 1| musf
0 -2 1 1
1 4
byt vlastni vektor matice A a spocitdme-li sou¢in A - [ 1] = | 4|, dostdvdme druhé (a posledni) vlastni
1 4
1
Cislo 4. Zopakujme, 7e vy je vlastni vektor prislusny vlastnimu &islu 4, pravé kdyz vy € LO{|[ 1 |}, tedy, Ze
1
1 -2 1 1
LO{| 1|} je mnozina vSech feSeni homogenni soustavy s matici [ 1 -2 1
1 1 1 =2
Na zavér poznamenejme, Ze z nalezenych vlastnich ¢isel a dimenzi podprostori vlastnich vektort (tzv.
geometrické nasobnosti) miZeme zjistit, ze charakteristicky polynom matice A je det(A — AI3) = —(\ —
1)2(\ —4). O

Necht ¢ je linedrni operator na vektorové prostoru R? nad télesem redlnych ¢isel s matici [f]k, =

vzhledem ke kanonické bazi Ks.

— N
DO =

2.7.
2
1
1

(b) najdéte viechna vlastni ¢isla a viechny vlastni vektory linedrnich operatori f~1 a f3,

(a) Dokazte, ze je f bijekce,

(c) existuje-li, najdéte baze B_; a Bs, vii¢i nim7 maji linedrni operatory f=! a f? diagondlni matici.

Protoze pracujeme s matici z predchozi Glohy, vétsinu potiebnych vypoctd uz jsme provedli.
(a) f bijekce, pravé kdyz nemé 0 jako vlastni ¢islo, coz jsme ukézali v p¥ikladu 2.6.
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(b) Je-li v vlastni vektor linearniho operatoru f pfislusny vlastnimu ¢éislu A, tedy plati f(v) = Av, pak
M) = 7)) =,

proto je v vlastni vektor f~! pfisludny vlastnimu &slu A~!. Stejnou tvahu mfizeme naopak provést pro
vlastni ¢isla a vlastni vektory linedrniho operatoru f—', proto maji operdtory f a f~' stejnou mnozinu
vlastnich vektort, jiz podle 2.6 tvori

1 1 1
Lo{|-1|,( 1 |yurof|1]}
0 -2 1

a vlastni ¢fsla ! jsou 1 a 1.

Obdobnou tivahou zjistime, ze f3(v) = A3 v, tedy vSechny vlastni vektory operatoru f jsou i vlastnimi
vektory operatoru f? pifslusnymi vlastnimu éislu A3. Protoze vlastni vektory f generuji cely prostor R?,
nemohou se z4dn4 nova vlastni &sla ani vlastni vektory f? objevit, tedy podobné jako pro inverzni operator
zjistujeme, Ze

1 1 1
Lo{[-1],[ 1 |yuLo{|1]}
0 -2 1

jsou vsechny vlastni vektory a 1,64 viechna vlastni &sla operdtoru f3.

(c) Mtzeme zvolit dokonce ortonormdlni (vzhledem ke standardnimu skaldrnimu sou¢inu) bézi stejnou
pro oba operatory

AN R
B=B_,=Bs=(— -1}, — (1], —[1
1 3 (\/§ \/6 - \/g )
0 2 1
1 0 0 1 0 O
a dostavame [f~1]p =10 1 0] a[f’lg=(0 1 0 O
00 ! 0 0 64

4
2.8. Mé&jme matici A = | 4 nad télesem Zs.
2

O = O
NN

a) Najdéte (nad Zs) vSechna vlastni ¢isla a v8echny vlastni vektory matice A,

(
(b) dokazte, Ze je matice A diagonalizovatelna,

(c) najdéte regularni matici P nad Zs, pro niz je P"' AP diagonalni.

)
)
)
(d) Spocitejte A0

(a) Nejprve hleddme nad télesem Zj kofeny polynomu p()\) = det(A — AlI3) = 4X3 + 4\2 + 2. Prostym

dosazenim, zjistime, ze p(1) = 0 a p(2) = 0, tedy vlastni ¢isla matice A jsou pravé 1 a 2. Dale fesime
homogenni soustavy rovnic s matici A —1-I3 A —2-1I:

3.0 2 2 0 2
A-1-I;,=[4 0 1], A-2.I,=(4 4 1
2 0 3 2 0 2

Ziejmé napiiklad vektory (1,0,1)7 a (0,1,0)7 tvoii bazi podprostoru vlastnich vektort pifslusnych vlast-
nimu ¢&slu 1 a vektor (1,3,4)% tvoii bézi podprostoru vlastnich vektort prislugnych vlastnimu éislu 2.
(b) Uvéazime-li, ze posloupnost M = ((1,0,1)T, (0,1,0)T, (1,3,4)T) je baze Zs, vidime, 7e je matice A
diagonalizovatelna.
(c) Interpretujeme-li matici A jako matici linedrniho operédtoru ¢ vzhledem ke kanonické bézi a vezmeme-
100

li matici prechodu P = [Id]¥_, pak vidime, ze P~*AP = [Id]5°[¢]32[Id]Z, = [¢]5 =

zjistili jsme, Ze

101
P=[df =(0 1 3
1 0 4
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10 0
znacme J = . vSimneme-l1 81, ze = T aze = = I3,
d) Ozna¢me J = [p]5. Vi li si, 7e A0 = PJIOOP—L 3 7e J100 0 11 9o I
0 0 2100
protoze uz 2* = 1, pak vidime, 7e

Al = PJOP-l = PLP ! = I,

2.9. Necht v je linedrni operdtor na vektorové prostoru R?® nad télesem redlnych ¢isel dany predpisem
w((maya Z)T) = (:I: + 2y + 2, 2r — Y + 227 _2y)T'

(a) Najdéte vSechna vlastni ¢isla a v8echny vlastni vektory linedrniho operatoru v,
existuje-li, najdéte bazi B, viic¢i niz ma linedrni operator ¢ diagonalni matici,
najdéte matici linedrnich operatort "' a 4'%* vzhledem ke kanonické bazi,

)
)
d) urcete vlastni ¢isla a viechny vlastni vektory linedrniho operdtoru 12,
) najdéte v8echny invariantni podprostory linedrniho operatoru v,

)

f) najdéte vsechny invariantni podprostory linedrniho operdtoru 2.
1 2 1
(a) Nejprve snadno urc¢ime matici linedrntho operatoru [¢]g, = |2 —1 2] vzhledem ke kanonické
0 -2 0
béazi K3 a poté najdeme jeji vlastni ¢isla. Mame tii rtiznd vlastni ¢isla 0, 1 a —1. Vyfesime-li soustavy s
2 2 1 1 2 1 0 2 1
maticemi [Y]g, +1I3=(2 0 2|,[Y]k,—0I3=[2 -1 2|, [¢]k,—1I3=[2 —2 2 |,najdeme
0 -2 1 0 -2 0 0 -2 -1

pravé viechny vlastni vektory LO{(1,0,—1)T}, LO{(3,1,-2)T} a LO{(-2,1,2)1}.
(b) Posloupnost B = ((3,1,-2)7, (1,0, —=1)T,(=2,1,2)T) je tvofena vlastnimi vektory piislusnymi riiz-

1 0 O
nym vlastnim ¢islim, tudiz jde o linedrné nezdvislou posloupnost. Proto je Bbaze R*a[¢]p = |0 0 0
0 0 -1
(c) Uvédomime-li si, ze [¢"]p = [¢]%, uréime snadno matice 1! a 1'% vzhledem k bézi:
10 0 1 0 0
W=kl =[0 0 0 =10 0 0 )=[s
0 0 (=nn 00 -1
1154 0 0 1 0 0
W =[Ig*=| 0 0 0 =(0 0 0] =[ls,
0 0 (=1)154 00 1
12 1 12 1\’ 5 -2 5
Tedy okamyité vidime, 7e [\ ]g, = (2 -1 2| a[™x, = (2 -1 2| =[0 1 0
0 -2 0 0 -2 0 -4 2 -4

(d) U¢inime-li obdobnou tvahu jako v (c¢), vidime, Ze matice [¢"]p = [¢]%, a tedy i linedrni operator ¢"
mé vlastni &sla A™ pro vlastni ¢sla linedrniho operdtoru v, tedy 12 pravé vlastni ¢isla 0, 1. Je-li navic v
vlastni vektor p ¢(vy) = Avy, pak ¢"(va) = A" vy, tedy LO{(3,1,-2)T} a LO{(-2,1,2)T} jsou vlastni
vektory ? piislusné vlastnimu ¢islu 1 a LO{(1,0,—1)T} jsou vlastni vektory 1® piislusné vlastnimu éislu
0. Uvazime-li, ze s vlastnimi vektory pfislusnymi stejnému vlastnimu ¢islu jsou vlastnimi vektory i jejich
linearni kombinace, pak

1 3 -2
LO{| O |JULO{[ 1 |,[ 1 |}
-1 -2 2
jsou pravé vSechny vlastni vektory linedrniho operatoru 2.

(e) Nejprve si uvédomme, Ze trivialni podprostory {0} a R?® jsou invariantni podprostory pro kazdy
line4rni operator. Nalezené vlastni vektory ndm piimo dévaji generdtory vSech invariantnich piimek, tedy
podprostori dimenze 1. Tedy invariantni podprostory dimenze 1 jsou

1 3 -2
Lo{| o |}, ro{| 1]}, rof| 1 |
-1 —2 2
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Zbyvé popsat invariantni podprostory dimenze 2. Vyuzijeme faktu, ze nas linedrni operator je diagonali-
zovatelny. Protoze charakteristicky polynom linedrniho operdtoru omezeného na invariantni podprostor je
stupné 2 a musi délit charakteristicky polynom pavodniho linearniho operatoru podle Tvrzeni 9.47, mé pravé
2 rtiznd vlastni éisla (viz také tvaha Pozorovani 9.46). ProtoZe je zjevné kazdy vlastni vektor omezeného
operatoru podle Pozorovani 9.46 vlastnim vektorem pivodniho operdtoru, musi byt invariantni tedy i stejné
jim prislusné vlastni vektory. Proto musi byt invariantni rovina generovana pravé odpovidajicimi vlastnimi
vektory. Tedy dvoudimenzionalni invariantni podprostory jsou pravé:

1 3 3 —2 —2 1
LO{[ o |, 1 |} wo{{ 1 ],{ 1|} wof{f1],[o]
-1/ \-2 —2 2 2 -1

(f) T linearni operétor ¢? je podle (d) diagonalizovatelny, proto miizeme postupovat stejné jako v pred-
chozi 1iloze. Budeme invariantni podprostory probirat podle dimenze.

dim=0: Zjevné je vZdy jedinym invariantnim podprostorem dimenze 0 pravé podprostor {0}.

dim=1: Jednodimenzionalni invariantni podprostory jsou vzdy urceny vlastnim vektorem, tedy tentokrat

méame opét jeden invariantni podprostor LO{(1,0,—1)¥} dany vlastnim ¢islem 0 a nespocetné mnoho
invariantnich ptimek LO{v} pro kazdy vektor v € LO{(3,1,-2)7,(-2,1,2)7}.

dim=2: Dvoudimenziondlni invariantni podprostory jsou opét generovany dvojici vlastnich vektort. Tentokrat

mame tedy invariantni roviny:
3 -2 1
LO{{ 1 |, 1]} a LO{|[ 0 |,v}
-2 2 -1

pro kazdy vektor v € LO{(3,1,-2)T,(-2,1,2)T}.

dim=3: Trividlné je podprostor R?® vzdy jedinym invariantnim podprostorem dimenze 3.

9.4.

2.10. Ovéite, ze podprostor U = LO{(3,1,-2)7, (=2,1,2)T} invariantnim podprostorem linedrniho opera-
toru ¢ z tlohy 2.9. Ozna¢me ¢ linedrni operdtor na U, ktery vznikne zGZenim ¢ na U (tedy ¢(u) = ¢ (u)).
Najdéte matice:

a) [¢]8 pro bazi B =((3,1,-2)7,(-2,1,2)T),
b
(c
(d) [¢?]% pro bazi C z (c).

(a)
(b) [¢*] pro bézi B z (a),
) [#]€ pro béazi C = ((1,2,0)7,(-2,1,2)T),
)
Ze jde o invariantni podprostor jsme dokazali v 2.9. Obecné staci dokézat, ze 1(u;) € U pro jakoukoli
generujici mnozinu uy ..., u; podprostoru U.
(a) Protoze jsou B vlastni vektory linedrniho operdtoru v dostdvdme p¥imo z definice matici [¢]5 =
1 0
0 —-1/)°
(b) Podobné jako v (a) vyuzijeme faktu zjisténého v 2.9(d), Ze B obsahuje pravé vlastni vektory linearniho
operdtoru ¢? pifsluiné vlastnimu éslu 1. Tedy [¢?]5 = <(1) ?)
(c¢) Tentokrat bud miZzeme pouZit vétu o tom, jak se zméni matice homomorfismu, kdyz zménime béze
nebo lze opét postupovat pifmo podle definice. Protoze (1,2,0)” = (3,1,-2)7 + (=2,1,2)7 méame

1 3 -2 3 -2 1 -2
o2 =o(| 1 hro(f 1 h={ 1) -[1]={2)-2{1]
0 -2 2 -2 2 0 2
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proto [¢]c = (_12 _01>

(d) V (b) jsme zjistili, Ze ¢* na U operuje jako identita, tedy nemusime nic po¢itat, abychom vidéli, ze

[¢2]8 = (é (1)> pro libovolnou bazi C. 0

4 0 2
2.11. Najdéte vSechny invariantni podprostory matice A = [4 1 1] nad télesem Zs. Kolik jich celkem
2 0 4

je?
Vyuzijeme vlastnich vektori matice, které jsme nasi v tiloze 2.8 a postupujeme stejné jako v 2.9:
dim=0: {0} je invariantni podprostor.
dim=1: Primky jsou urceny vlastnim vektorem, tedy mame invariantni piimky

1
LO{[3]|} a LO{v},
4

kde v € LO{(1,0,1)%,(0,1,0)%}.

dim=2: Dvoudimenziondalni invariantni podprostory jsou generovany dvojici vlastnich vektori, tedy dostavame
invariantni roviny:

1 0 1
LO{[O0],[1]} a LO{[3],v}
1 0 4

pro kazdy vektor v € LO{(1,0,1)7,(0,1,0)*}

dim=3: Z2 je invariantni podprostor.

Vidime, Ze invariantnich pfimek i rovin je pravé 7 (piimek v roviné nad Zs totiZ najdeme pravé 6 = 552%11),
tedy celkem m4 matice A pravé 16 invariantnich podprostori . O
1 -2 0
2.12. Uvazujme linearni operator f na realném vektorovém prostoru R® s matici | f]ﬁg =1 -1 0
0 1

vzhledem ke kanonické bazi K3. Najdéte vSechny invariantni podprostory linedrniho operatoru f.

Spocitame-li charakteristicky polynom [f]gg — M3 = (1 = XN)(\? + 1), vidime, Ze f méa jediné realné
vlastni &slo 1 a jemu odpovidajici podprostor vlastnich vektord je LO{(0,0,1)*}. Jedinym invariantnim
podprostorem dimenze 1 je tudiz podprostor LO{(0,0,1)*}.

Pfimo z matice [f]gz vidime, Ze

f(e1) =e; + ey a f(ex) = —2e; — ey, proto f(er), f(es) € LO{e;,ex}

a LO{e;, ey} je invariantni podprostor dimenze 2. Trividlni podprostory {0} a R3 jsou samoziejmé invari-
antni podprostory. Zbyva nahlédnout, ze zddné dalsi invariantni podprostory f neexistuji.

Nyni budeme f chipat jako linedrni operdtor na komplexnim vektorovém prostoru C? se stejnou matici.
V takovém piipadé se charakteristicky polynom [ f]ﬁz — AL = (1 = A)(A +4)(A —9) rozklad4 na kotfenové
Cinitele, mame tfi komplexni vlastni ¢isla 1,4, —i jednodimenziondlni invariantni podprostory jsou pravé
LO{(0,0,1)T}, LO{(2,1—i,0)T}, LO{(2,1+14,0)T}. Obvyklym zptisobem nahlédneme, ze invariantni roviny
jsou v tomto pripadé praveé

0 2 0 2 2 2
Uy=L0{|0],[1—i|}LU=L0{|0],{1+i|} Us=LO{{1—i]|,[1+i]}.
1 0 1 0 0 0

Protoze je kazdy invariantni podprostor redlného operatoru f invariantnim podprostorem komplexniho
operatoru f, staci abychom si v§imli, ze

0 0 1 0
UiNnR>=1LO{[0]|},U,NR*=1L0O{|0]},UsNR*=10O{|0]),[1]}.
1 1 0 0
Tim jsme nahlédli, ze LO{e;, e} je jediny invariantni podprostor redlného operatoru f dimenze 2. O
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2.13. Necht (v, v, Vs, Vvy) je baze R* a uvazujme linedrni operator g na redlném vektorovém prostoru R*
dany vztahy g(vi) = va +v3, g(v2) = —2va — V3, g(v3) = vi+ vy a g(vy) =2va — vy,

(a) Ovéite, 7e je V = LO{vy, vy + v3} invariantni podprostor g,
(b) je-li h restrikce g na V, spoéitejte matici [h]} pro bézi (v, vs +v3) a spocitejte vlastni &isla h,
(c) rozhodnéte, zda je —% vlastni ¢&islo linedrniho operétoru g.

(a) Stadi spocitat g(vi) =va+vz €V a

g(va+vs) =g(va) + g(vs) = —2va—Vv3+Vvi+ve =vi —(Va+v3) €V

(b) Udaje potiebné pro sestaveni matice [h]} = (0 1 ) uz jsme spocitali v (a). Nyni zbyvé najit

1 -1
. e -A 1
kotfeny charakteristického polynomu det 1 —1-2x

—1+/5

hodnoty =—5*=.
(c) Podle Pozorovani 9.46 je kazdé vlastni ¢islo linedrniho operatoru h vlastnim ¢islem linedrniho ope-

> = A + X\ — 1. Vlastni &sla h jsou tedy pravé

ratoru g. Protoze jsme v (b) zjistili, Ze —% je vlastni &slo linedrniho operatoru h, nemusime uZ nic

pocitat. O

16.4.

3 Jordantv kanonicky tvar

N s 3 (1 1 (20 . . a1 e
3.1. Bud M = <_3 _1>, N = (_1 3>, K= <3 1) matice nad télesem redlnych cisel.

a) Spocitejte vlastni ¢isla a vlastni vektory matic M, N a K,

(c
(d

(a)
(b) existuje-li, najdéte Jordantv kanonicky tvar matic M, N a K,
) rozhodnéte, které dvojice matic M, N a K, jsou podobné.

)

najdéte reguldrni matice P Q nad télesem realnych ¢isel, aby P~'MP a Q~'NQ byly Jordanovy
matice,

(e) najdéte regularni matici S, aby ST1MS = N.

(a) Obvyklym zptisobem snadno zjistime, 7e charakteristicky polynom matice M a N je (A — 2)? a
charakteristicky polynom matice K je (A —2)(A — 1), proto maji matice M jediné vlastni ¢islo 2 algebraické
nasobunosti 2, a matice K mé pravé vlastni ¢isla 1 a 2 (obé algebraické a tedy i geometrické ndsobnosti

1). Nyni vyfe$ime homogenni soustavy rovnic s maticemi M — 2I, = (_33 _33>, N-2I, = (:} }),

K-1, = (; 8) aK-2I, = (g _02> Tedy mnozina vlastnich vektorii matice M je LO{(1,—1)7},
mnozina vlastnich vektorii matice N je LO{(1,1)7} a mnozina vlastnich vektort matice K je LO{(0,1)T} U
LO{(2,3)T}.

(b) Poznamenejme, Ze se charakteristické polynomy v8ech t¥i matic rozklddaji na soucin kofenovych
Ciniteld, proto podle Véty 17.8 vSechny matice maji Jordaniv normalni tvar.

Ziejmé ma Jordandv normalni tvar matice na diagondle pravé hodnoty spektra a nad diagondlou nuly
nebo jednicky. Pfitom rizné vlastni ¢isla urcuji rizné Jordanovy buiiky, proto je matice K diagonalizova-

telnd, a tudiz podobné Jordanové matici <§ ?) Matice M i N mohou byt podobné pouze Jordanovym

maticim <g g) nebo <[2) ;), Podobnost s prvni z nich by ovSem znamenala, Ze je matice M ¢i N diago-

nalizovatelnd, zatimco v (a) jsme zjistili, Ze vlastni vektory ani matice M ani matice N netvori bazi, tedy
matice diagonalizovatelné nejsou. Tedy je Jordantv kanonicky tvar matice M i N roven pravé Jordanoveé

. 2 1
bunce <0 2).
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(¢) Vime, ze dvé podobné matice maji nutné stejné charakteristické polynomy, tedy matice K neni
podobnd matici M ani N. Na druhou stranu, dvé matice se stejnym Jordanovym kanonickym tvarem jsou
podobné, tedy M ~ N.

(d) Ozna¢me ¢ linedrni operator na prostoru R? s matici [¢]x, = M vzhledem ke kanonické bazi. Podobné
jako u tloh tykajicich se diagonalizovatelnosti mizeme problém pievést na otazku nalezeni baze B = (vq, va)
2 1> To ovSem
0 2)°
znamend, ze ¢(vi) = 2vy a p(ve) = vi +2vs. Odtud okamzité vidime, Zze vektor vy je prévé vlastnim
vektorem matice M, zvolme napfiklad vektor (1, —1) a druhy vektor vo dostaneme jako feSeni nehomogenni

vidi niz bude mit matice linedrniho operdtoru ¢ Jordantv kanonicky tvar, tj [¢]p = (

soustavy rovnic (M — 2I,) v— vq s matici <_3 _33 ‘ _11> Vidime, Ze soustavu Fesi napriklad vektor
1 1
(3,0)7, nagli jsme tak hledanou matici P = [Id]f = <_1 8)

1 . ) .
1 matice N a poté hledame
druhy vektor Jordanova Fetizku, tedy vektor vo spliwujici rovnost p(ve) = vy +2vs. Potfebujeme tedy
1

-1 1

Stejné postupujeme pro matici Q. Nejprve najdeme vlastni vektor v =

vyfesit nehomogenni soustavu s matici (

1), nalezenym fesenim je napiiklad vektor vo = <(1)>

Proto Q = [Id]g}';) = G ?)

(e) Staci uvazit, ze jsou obé matice podobné téze Jordanové matici, tedy, ze P~'MP = Q 'NQ, a proto

3
) 0/\1 1
2 1
3 3
(5 5): 0

2 0 0 2 0 0 2 00
3.2. Uvazujme nad télesem Zs matice Dy =2 2 0], D=0 2 0}|,D3=1(2 1 0
4 3 2 4 3 2 4 3 2

1 —1
(PQ 1Y) 'MPQ ! = N. Obvyklym zptisobem tedy najdeme sou¢in S = PQ~! = <_11 ) <1 0) =

(a) Existuje-li, najdéte Jordantv kanonicky tvar matic D; pro i = 1,2, 3.

(b) najdéte regularni matice P;, aby P;lDiPi pro i = 1,2,3 byly Jordanovy,
2 00

(c¢) rozhodnéte pro kterd a € Zs je matice F, = | a 2 0| podobné Dy,
4 3 2

(d) rozhodnéte, kolik existuje matic Py, aby P;*D;P; byla Jordanova.

(a) Protoze je matice Dy dolni trojthelnikové, okamzité dostaneme jeji charakteristicky polynom (2—\)3,
tedy diky Disledku 9.61 vime, ze Jordantv kanonicky tvar matice D existuje. Postupujeme-li stejné jako

0 0 0 2 10

v tloze 3.1, zjistime, Ze rank(D; — 2I3) = rank(|2 0 0]) = 2, aproto D ~ [0 2 1|, tedy Ze
4 3 0 0 0 2

geometrickd nasobnost vlastniho ¢isla 2 matice D; je 1. ProtoZze je geometrickd nasobnost vlastnich ¢isel
2 1 0
podobnych matic stejné, proto musi byt matice D; nutné podobna Jordanové buiice |0 2 1
0 0 2

Podobné zjistime, 7e je charakteristicky polynom matice Dy opét (2 — \)® a rank matice Dy — 213 roven
1, proto mé vlastni ¢islo 2 matice D, geometrickou ndsobnost 2. Tudiz Jordantv kanonicky tvar matice Do

2 10
jenutné tvaru [0 2 0
0 0 2

Konec¢né vlastni ¢islo 1 matice D3 m4 algebraickou i geometrickou nasobnost 1 a vlastni ¢islo 2 matice
D3 m4 algebraickou i geometrickou nasobnost 2, tedy se jedna o diagonalizovatelnou matici s Jordanovym

2 00
kanonickym tvar [0 2 0
0 01

(b) P#i hledani matic P; opét vyuZijeme postup z 3.1.

20



0

Nejprve najdeme vlastni vektor vi = | 0 | matice D; a poté pocitdme postupné nehomogenni soustavy
1
rovnic
0 0 0 |0 0 0 0 0 |0 1
2 0 0 |0)=ve=1(2], [2 O 0 |2)]=>v3=|2
4 3 0 |1 0 4 3 0 |0 0
0 0 1
Spocitali jsme Py = [0 2 2.
1 00
Pro matici Dy opét snadno spocitame jeji charakteristicky polynom (2 — A)3, dale podprostor vlastnich
0 1
vektort je tentokrat dvoudimenzionalni LO{ [ 0 ] , [ 2 | }, proto nejprve vybereme vlastni vektor v; tak, aby
1 0
rovnice (D, —21I3) x = vy méla FeSeni (tj. vektor z priniku Ker(Ds—2I3)NIm(Dy—21I3)). Snadno nahlédneme,
0 4
ze tuto podminku opét splhuje vlastni vektor vi = | 0 |, pro néjz dopocitame vektor vo = | 0 | spliujici
1 0
0 0 0 |0
nehomogenni soustavu [0 0 0 [0 ]. Za posledni vektor staci vzit kterykoli linedrné nezavisly vlastni
4 3 0 |1
1 0 4 1
vektor, naptiklad opét vektor vg3 = | 2 |. Tentokrédt jsme naSli matici P = [0 0 2] (poznamenejme
0 1 00
zde, Ze by podminkdm vyhovovala i pfedchozi matice P). Navic si v8imnéme pokud vhodné zménime
1 0 4
poradi sloupctt dostaneme matici P = |2 0 0|, ktera také spliiuje pivodni podminky, av§ak souciny
010

nam davaji rizné byt podobné Jordanovy matice:
2 10 ST 2 00
P,'D;P,=(0 2 0 a Py, DyPy=(0 2 1
0 0 2 0 0 2

Konecné posledni loha obnasi pouze nalezeni baze slozené z vlastnich vektoru a jeji sefazeni do sloupct ma-

0 0 0 1 00
tice P3 (viz napiiklad 2.8). Hleddme tedy béze podprostori Ker [ 2 4 0 ) aKer {2 0 0] adostaneme
4 3 0 4 3 1
010
P;=(0 2 1
1 0 2

(c) Protoze ma matice dolni trojihelnikovd matice F, opét charakteristicky polynom (2 — \)3, staci
obdobné jako v pfipadé (a) urcit, kdy je Jordantiv kanonicky tvar matice F, stejny jako matice D;. Tedy
0 0 O
se ptame, kdy je hodnost matice F, — 2I3 = [a 0 0] rovna dvéma, coz nastava pravé tehdy, kdyz
4 3 0

a € 7Zs \ {0}

(d) Vsimnéme si, Ze postup, jak sestavit matici P; ndm poskytne vSechny takové matice, tedy, Ze je nutné
prvni sloupcovy vektor vlastnim vektorem a dalsi sloupcovy vektor fesi nehomogenni soustavu s touz matici
levych stran a vektorem pravych stran obsazenym v predchozim sloupci. Tedy se ptame, kolik vhodnych
feSeni soustav existuje. Podprostor vlastnich vektort je jednodimenzionalni, tedy existuji 4 nenulové vlastni
vektory, druhy i tfeti sloupcovy vektor potom miizeme vybrat péti zpisoby (feSime nehomogenni soustavu,
tedy se mezi FeSenimi nulovy, respektive linedrné zavisly vektor nevyskytne). To znamend, Ze existuje pravé

455 =100 riznych matic P;. O
-1 3 2 4 3 1

3.3. Uvazujme matice A=| -1 1 1|J]aB=|-3 —2 —1] nad télesem racionalnich ¢isel.
-2 3 3 0 o0 1

(a) Existuje-li, najdéte Jordantv kanonicky tvar matic A a B
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(b) rozhodnéte, zda jsou si matice A a B podobné.
(a) U obou matic snadno zjistime, Ze
det(A — A\I3) = det(B — AI3) = —A* + 307 = 3A + 1 = (1 — )%

Obé tedy maji vlastni ¢islo 1 nasobnosti 3, proto musi byt podle Disledku 9.61 podobné jedné z nasledujicich
matic v Jordanové normalnim tvaru:

1 0

0 110 1 10
J1: 0 5 J2: 0 1 0 , J3: O 1 1
1 0 01 0 01

S O
O =

To znamend, ze existuji reguldrni matice P4 a Pp a indexy i4 a ip, pro néz J;, = PZIAPA adi, =
PE;IBPB. Dale si vSimnéme, ze pro kazdé A plati

P,'(A-)E)P, =P ,'AP, - \P'EP, =J;, — AE.

Zvolime-li za A vlastni ¢islo 1, vidime, ze matice A — 1E a J;, — 1E se lisi jen vyndasobenim zprava a
zleva regularni matici, proto musi mit stejnou hodnost. Pfitom snadno nahlédneme, Ze rank(J; — I3) =

000 010 010
rank({0 0 0]) =0, rank(Jy —I5) =rank(|0 0 0]))=1arank(Js —I5) =rank({0 0 1]) =2,
0 00 000 0 00

tedy zbyva spoditat rank(A — I3) = 2 a rank(B — E) = 1. Matice A nutné podobnd Jordanové matici J; a
matice B je podobnd Jordanové matici J.

(b) Matice Jo a J3 zfejmé nejsou podobné, proto nejsou podobné ani matice A a B. O
23.4.
2 -2 -1
3.4. Mé&jme linedrn{ operator ¢ na C? s matici [@]gz =|1 3 1 | vzhledem ke kanonické bazi K.
1 2 4

(a) Najdéte bazi B, vidi niz bude mit ¢ Jordanovu matici,

(b) spotitejte [¢*°]5 pro bazi B z (a),

(c) polozime-li A = [g]}2, spocitejte mocninu A5,

(a) Nejprve spocitame charakteristicky polynom linedrniho operatoru ¢, jimz je (3 — A?). Definujme-li
f = ¢ — 3Id. Uréime déle jadro

-1 -2 -1 1
Ker(p — 3I1d) = Ker([p]x, —3Is) = 1 0 1 | =LO{| 0 |}
1 2 1 -1
-2
Zvolime si naptiklad vlastni vektor vy = | 0 | a déle pocitame obvyklym zptisobem Jordantiv fetizek
2
-1 -2 -1 -2 -1 -1 -2 -1 -1 1
1 0 1 0| =>ve=| 1], 1 0 1 1 |=v3=10
-1 -2 -1 2 1 -1 -2 -1 1 0
-2 -1 1 310
Nasli jsme bdzi B=(| 0 |, 1 |,{0]),proniz[plp =10 3 1
2 1 0 0 0 3

(b) Jordanova véta ndm muze pomoct pii pocitdni mocnin matic. Nejdiive pfipomeinme, Ze mocninu
libovolné Jordanovy bunky dostaneme jako

N e A R A Y

0O X 1 ... 0 0 /\i,c (’16)/\26*1 o (nﬁg)/\fimﬂ
=l = S ; ,

0 0 Ao 1 0 0 UV (9P

0 0 0 N\ 0 0 ; 3

22



kde definitoricky polozime (f))\ffr = 0 pro r > k. To pouzijeme na matici

31 0\ /3% 45.34 990.3%
WP =(p18)®=(0 3 1| =[0 3%  45.34
00 3 0 0 345

(c) V (a) jsme fakticky spoéitali reguldrni matici P = [Id]ﬁg, tak, ze plati 3A = PJP !, kde J je
Jordantiv kanonicky tvar matice [cp]ﬁg Proto
Ab—plypplypt.  pliptopPlytpl

Popsanym postupem tedy najdeme mocninu A*3:

-1

L [~2 -1 1\ /3% 45-3" 990.3% -1 1
AP=_-0 1 0[O0 345 45 - 3% 1 0] =
345 45
2 1 0/ \o0 3 10
-2 -1 1\ /1 15 110\ /0 -} 3 —234 -30 -235
=0 1 0oJ{0 1 15|(0 1 0 1 15
2 1 0/\0 0o 1/\1 0 1 235 236
O
11 2 -2 3 2
3.5. Méjme komplexni maticeG={| 1 -2 1 |, H=|-1 0 1
-1 -2 -2 -2 3 2

(a) Najdéte Jordaniv kanonicky tvar matic G a H,
(b) spocitejte G0,
(c) existuje-li, najdéte "nejmensi pfirozené n, pro které H" = 0.

(a) Opét nejprve spocitame charakteristické polynomy det(G — AE) = —(A+1)% a det(H — AE) = —\3,
tedy o(G) = {-1,—-1,-1} a o(H) = {0,0,0}. Nyni stejné jako v 3.3 vyuZijeme pozorovani, Ze pro dvé
podobné matice h(A — AE) = h(B — AE) A a B plati, ze h(A — AE) = h(B — AE) pro kazda skalar A,
specidlné pro vlastni ¢isla. ProtoZze h(G + E) = 2 a h(H) = 2, dostdvame

-1 1 0 010
G~|0 -1 1], H~|0 0 1
0 0 -1 00 0

(b) Zname-li Jordanv normdlni tvar J matice G a spocitdme-li reguldrni matici P, pro kterou G =
PIJP~! G3 = PJ9P~! zbude nam proto urcit J°°.

Matici P spocitame obvyklym zptisobem. Nejdfive hledame vlastni vektor vy, tj vyresime homogenni
soustavu rovnic s matic{ G +E a poté fesime nehomogenni soustavy rovnic (G+E) vl = vl a (G+E)vl =

I (A+E)v3=v2, tedy postupné hleddme feseni soustav s maticemi:

2 1 2 0 2 1 2 1 2 1 2 %
1 -1 1 o, 1 -1 1 0], 1 -1 1 3
-1 -2 -1 0 -1 -2 -1 -1 -1 -2 -1 0

Spocitali jsme, ze napiiklad vi = (1,0, —1), vo = %(1, 1,0)avs = %(2, —1,0). Tyto vektory sepiSeme do ma-

1 1 2
9
tice ptechodu P = | 0 z _71 od bézi (v1,va,vs) ke kanonické bazi a obvyklym zptsobem uré¢ime in-
-1 0 0
0 0 -1 (=10 —(3
verznimatici P~ = [1 2 1 |.Daleuréime podobné jako v 2.10(c) hodnotu J*° = 0 (=1)%°
3 -3 3 0 0
Kone¢né zbyva dopoditat G0 = PJ*'P~! =
1 % % 1 —50 1225 0o 0 -1 3576  —3725 3575
=10 3 %1 0 1 -50 1 2 1 1= -50 51 —50
-1 0 0 0 0 1 3 -3 3 —3625 3775 3624



(c¢) Uvazujeme stejné jako v (b), tedy uvédomime si, Ze existuje regularni matice Q, pro kterou H"” =
01 o0\” 01 0\’ 01 0\°
Q[0 0 1| Q7! sta¢i nahlédnout, ze [0 0 1 #0a [0 0 1 = 0, tedy hledané minimalni
0 0O 0 0 O 0 0 O
n=3. ]
10 0 O 1 000
.. . . /11 0 0O 11 1.0 0 e o
3.6. Megjme redlné matice A; = 20 1 0 aA; = 201 ol Najdéte jejich Jordantv kano-
4 2 -1 1 4 2 1 1

nicky tvar a rozhodnéte, zda jsou si podobné.

Okamzité ze zadani vidime, Ze maji ob& matice jediné vlastni ¢islo 1 algebraické nésobnosti 4 a snadno
spocitame, zZe je jeho geometrickd nésobnost 2. Proto maji obé matice jednu z nésledujicich Jordanovych
matic

1100 1100
01 10 0100
Ji=1o 01 0] 250 0 1 1
00 0 1 00 0 1

To znamena, ze existuji regularni matice Py a Py aindexy i1 ais, pronéz J;, = P1_1A1P1 ad;, = P2_1A2P2.
Vsimnéme si, ze plati
(J5 — I)? = 0, zatimco (J; —I4)* # 0.

Protoze (J;; —14)? = P;l(Aj —1,)?P;, stadi tedy rozhodnout, zda (A; — I;)? =

0 0 0 O 0 0 0O
12 _ |1 0 0 0 0 0 0 O
Ai-T)°=15 5 ¢ o 000 O0]

4 2 -1 0 0 0 0O

000 0\° (0000

> |1 0 0 0] {0 O 0O

Ar=1)"=15 5 9 o] =lo 0 0 0

4 2 1 0 4 0 0 0
Zjistil jsme, zZe je matice A; ma Jordantiv kanonicky tvar J, a matice A, ma Jordantiv kanonicky tvar Ji,
coz znamend, ze matice A; a As nejsou podobné. O

3.7. Vyfeste diferenéni rovnici x3 = f(xz_1) pro po¢ateéni vektor xo = (2,1)7, kde operator f : R? — R2
Lo z\ _ [ x+2
je dan vztahem f (y) = <_2$ + 5y>

Nejprve uréime matici linedrniho operdtoru f vzhledem ke kanonické bazi A = [flk, = <_12 ;)

a uvédomime si, ze x; = A¥Fxy. Déle standardnim postupem spocitdme Jordantiv charakteristicky tvar
matice a Jordanfiv fetizek. Snadno uréime charakteristicky polynom (A — 3)? a jadro Ker(A — 3L,) =

LO{ <}> }. Vybereme napiiklad vlastni vektor <2

9 soustavy s matici

) a dopocitame naptiklad reseni (1)

2 2 |2 . L . . L C s
<_2 9 ‘ 2). Vezmeme-li matici pfechodu od béaze tvorené nalezenym retizkem ke kanonické bazi P =

20 ak vime, ze
2 1 7p V )

k k
k(3 1\ po1_ (2 0)[/3F k3t ; 0
A_P<03P_21 o 3 -1 1)°
Nyni zbyva dopocitat
k
oake _ (2 0\ [3F k3t L0) (2) _ ax-1 (62K
_AX°_<2 1)\o 3 S\ soak)
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3.8. Najdéte vzorec pro n-ty ¢len redlné posloupnosti a,,, jestlize
ap=1 a1 =0, as=2, api3=>50az12—8ant1 + 4a,.

Uvédomime-li si, ze

Unss 5 -8 4\ [anse 5 -8 4" /ay
Ap4-2 = 1 0 0 Ap41 = 1 0 0 ap |,
Ap 41 0 1 0 (47%% 0 1 0 ag
muzeme postupovat obdobné jako v predchozim piikladu.
5 -8 4
Nejprve spo¢itdme charakteristicky polynom —(A—2)2(A—1) maticce A= [1 0 0| apoté obvyklym
0 1 0
zpusobem spocitame vlastni vektory, Jordandv kanonicky tvar a Jordaniv retizek pro vlastni ¢islo 2. Protoze
2 10
ma A Jordantv kanonicky tvar J = [0 2 0], obdrzime sefazenim dvou vektort Jordanova fetizku a
0 0 1
4 4 1
vlastniho vektoru prislusného vlastnimu ¢islu 1 do sloupcit matice P = |2 1 1|, pro niz plati A =
1 01
PJP~! aproto A*¥ = PJ*P~!. To znamen4, Ze
2 1 0 4 4 1\ /2
an+3:(441020 2 11 0],
0 01 1 01 1
ontl +1)2* 0 —
=4 4 1) 0 2n+1 0 4 =2""(2n 4+ 1) + 6,
0 0 1 6

4 Unitarni diagonalizovatelnost

4.1. Najdéte redlnou ortogonalni matici U, pro niz je nad R

(a) matice UT <_31 3) U diagondlni,

5 2 2
(b) matice UT [ 2 5 2| U diagonAlni.
2 2 5

Nejprve si uvédomme, ze obé matice jsou symetrické, tedy normadlni, a proto unitarné diagonalizovatelna.

(a) Snadno si vSimneme (nebo obvyklym zptisobem spocitame), ze —2 je vlastni ¢islo algebraické i geo—
metrické ndsobnosti 1 a jemu pifslusny normalizovany vlastni vektor je bud \/%(3, 1)T nebo W( 3,17,
Zvolme napiiklad u; = \/%*0(3’ —1)”. Protoze je matice unitarné diagonalizovateln4, nezbyvé nez, aby ka-

7dy vektor kolmy na \/%*0(3’ —1)T byl také vlastnim vektorem, zvolme tedy normalizovany vektor u, =

. . -1 3 1 8

1 T v M ‘ _ vz . f xs .
T (1,3)*. Vsimneme si, %e z podminky < 3 7) (3> = (24> snadno uréime druhé vlastni ¢islo 8. Baze
B je nyni ortonormélni a sklada se s vlastnich vektort, proto polozime-li U = [Id]f%3 = \/% _13 ;) , je

-3 1\ /-1 3 -3 1 -2 0
i ¥ “ni T — 1 1 _
tato matice prechodu ortogondlni a U* AU = 7o < 1 3> ( 3 7> 7o < 1 3> = < 0 8> )
(b) Uréime vlastni ¢isla a jim p¥islusné vlastni vektory. Jedno vlastni ¢islo je zfejmé A = 3 a vy-

2 2 2
feSime homogenni soustavu rovnic s matici A —3-E = [2 2 2] a dostaneme vlastni vektory v; €
2 2 2

LO{(~1,1,0)T,(=1,0,1)T} \ {0}, a protoze dalsi vlastni vektor musi byt kolmy na vektory ptislusné vlast-
nimu &slu 3, tj. lezi v podprostoru LO{(-1,1,0)%, (-1,0,1)T}+ = LO{(1,1,1)T}, je jim napiiklad vektor
(1,1,1)”. Nyni spoc¢itame A(1,1,1)7 = (9,9,9)7, odkud dostavame vlastnimu ¢islo A = 9.
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Nyni najdeme ortonorméalni baze obou podprostorti vlastnich vektorti. Pro vlastni ¢islo 9 sta¢i norma-

1 -1 -1
lizovat, abychom dostali vektor % 1] a pro A = 3 najdeme ortonormdlni bazi (% é ,% —21 )
-1 -1
podprostoru LO{| 1 |,| 0 |} naptiklad Gramovou-Schmidtovou ortogonalizaci. Nyni polozme
1
1 1 1 -1 1 -1

Protoze je B ortonormalni baze, je zfejmé matice pfechodu U = [Id]E ortogondlni a UT AU =

Srslish
Shaksi
She o8

9 0 0
0 3 0]). O
0 0 3

4.2. Najdéte ortonormélni bazi B redlného vektorového prostoru R?, aby byla matice [f]E diagondlni,

jestlize

5 2 2
@) [flie=12 5 2],
2 2 5
2 1 2
b) [fle=11 2 2
2 2 5

(a) Sta¢i ndm vzit ortonorméalni bazi B z 4.1, o niz vime, Ze

4 0 0
(/12 = (MdE,) " Ml MdE, =UTAU= [0 1 0],
0 01
1 -1 -1
tedy B = (% } ,% é ,% —21 ) je hledana ortonormélni baze.

(b) Postupujeme stejné jako v tloze (a). Nejprve standardnim zpiisobem najdeme vlastni ¢isla matice
[ f]ﬁg, jimiZ jsou 1 (algebraické nasobnosti 2) a 7 (algebraické nasobnosti 1) Pro vlastni ¢islo 1 najdeme pod-
prostor vlastnich vektorit V; = LO{(1,—1,0)*, (2,0, 1)} a pro vlastni ¢slo 7 tvoii podprostor vlastnich
vektortt Vz = LO{(1,1,2)T}. Zbyva ndm napiiklad pomoci Grammovy-Schmidtovy ortogonalizace najit or-
tonormalni bazi Vi (tedy napiiklad (==(1,—1,0)7, %(1, 1,—1))T a normalizovat vektor (1,1,2)”. Nyni je

\/5
1 00
B= (%(1,—1,0)?%(1,1,—1)T,%(1,1,2))T takovou ortonormdln{ bazi R3, ze [f]E=[0 1 0 0O
0 0 7
1 1—13 -1 o
4.3. Jestlize A = [ 141 2 —1—14 |, najdéte komplexni unitdrni matici U, pro niz je U AU
-1 =1+ 1
diagonalni.

Snadno spocitame, ze A= A, a proto je komplexni matice A normaélni, tedy unitarné diagonalizova-
teln4. Chceme-li najit ortonormalni bazi C* slozenou z vlastnich vektort, stadi ndm najit ortonormalni baze
podprostort feseni homogenni soustavy rovnic s matici A — AE pro jednotliva vlastni ¢isla A.

Charakteristicky polynom matice A je —\3 +4\2, proto jsou vlastni ¢isla matice A pravé 0 a 4. Snadno
najdeme ortonormdlni bazi mnoziny vSech feSeni soustavy s matici A — 4E =

1 1—1 -1 4 0 O -3 1—1 -1
=141 2 —1—¢])—10 4 0] =1+ -2 —1—1
-1 -1+ 1 0 0 4 -1 —-1+3 -3
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Podprostor viech fefeni je jednodimenzionalni, jeho bazi tvoii napiiklad vektor (1,1 + i, —1)7. Protoze je

norma ||(1,1+ i, —1)7|| = 2, je vektor (1,1 + 4,—1)7 hledanym normalizovanym vektorem. Déle snadno
-1+ 1
zjistime, ze naptiklad vektory 1 , | 0] tvori bazi dvoudimenzionalniho podprostoru vsech feSeni
0 1
soustavy s matici A. Zbyva tyto vektory ortogonalizovat a normalizovat. To miZeme provést napiiklad
1 —1+4
Gramovou-Schmidtovou ortogonalizaci, tak dostaneme ortonormalni bazi \}5 0], 21—\/5 2 . Zjistili
1 1—14
4 0 0
jsme,ze |0 O 0] =
0 0 0
1 1 1 1 1 =1+
? 5% —15 1 1—3 -1 12. V2 2\1/5
—_ —_ - 1
= Vol 0 7z 1+ 2 —1—1 s5+s5 0 73
1—4 1 1—14 -1 141 1 1 1 1—4
2v2 V2 2V2 2 V2 2v2
O

4.4. Napiste linearni operator f na realném vektorovém prostoru R™ se standardnim skaldrnim souc¢inem
jako linearni kombinaci projekci na piimku, jestlize

(@) n=2af @) = <3?§’;75”y)

T or + 2y + 2z
b)yn=3afly]=1|2c+5y+2z
z 2z + 2y + 52

Nejprve pripomenme obecné pozorovani pro linedrni operator f na redlného vektorového prostoru se

standardnim skaldrnim soucinem: Je-li B = (b;) ortonormélni baze slozend z vlastnich vektori linedrniho
operatoru f, potom

M 0 ... 0 S 0 ... 0
0 X ... O - 0 &y ... O -
5= _2 R Z/\i , 2 = Z[/\ifi]ga
0 0 ... A/ 0 0 ... &)

kde f; je pravé ortogondlni projekce na piimku LO{b;}. To znamend, ze f = Y., \;fi. Potiebujeme
tedy pouze najit vlastni ¢isla a ortonormélni bazi slozenou z vlastnich vektori. Snadno nahlédneme, Ze (a)

5 2 2
[f]ﬁz = <_31 i) a (b) [f]gg =2 5 2]|. Udaje, které potiebujeme k vyfeseni tlohy jsme spoéitali uz
2 2 5

v prikladu 4.1, nyni jich tedy vyuZzijeme:
(a) Ortonormdlni bézi B slozenou z vlastnich vektord linedrniho operdtoru f tvofi posloupnost B =

=3 L
((Jlfo) , (@)) a sklada se s vlastnich vektort. Proto je linedrni operator f; pravé ortogonalni projekei

V10 V10
na piimku LO{ <_13> }, linedrni operétor f» je ortogondlni projekei na pfimku LO{ <;> Yaf=-2fi+8f.

, je snadné spocitat matice obou

).

Pripomenme, Ze zndme-li matici pfechodu U = [Id]ﬁ3 = \/% _13 ;))
ortonormalnich projekci vzhledem ke kanonickym bazim:

1 =3 L\ 1 3 1
s =u(f g)uT = (W W) (6 o) ( L
: 00 o vi) \V VNG Ui
-3 1 -3 1 1
1 0 0 0 6
[fﬂﬁz =U <0 0) U’ = ( 310) <0 1) (110 @> = <130
V10 V1o V10 10
dostavame tak také maticovy rozklad

-1 3 9 =3 1 3
G-+ D b
10 10 10 10

N——
I
N
llsle
=15,

B

Sleg|es
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(b) Tentokrat mame spocitinu ortonormdlni bazi sloZzenou z vlastnich vektori B = (uj,us,us) =
-1 =1

1

( 7| % | 78 ). To znamen4, Ze mame ortogonalni projekce f; na piimky LO{u;}. Navic plati
1 2
vi) NO/ \7s

rovnost f = 9f; + 3f2 + 3f3 a opét tedy miuzeme spocitat matice ortogonalnich projekci vzhledem ke

kanonickym bazim jako [ f,]gi =u;-ul:

% 111
Ao = [ L (L v )= %1
Hrs = V3 VERERVERRRVEY B [
V3 3 3 3
\% )
P 2
K -1 1 2
Llie=5](H 5 9)={5 1 o,
0 0 0 O
=L e
] = ] (;1 =1 L) S S ]
6 3 3 3
O
1 1 01
4.5. Najdéte singularni rozklad redlné matice A=12 0 1 1
1 -1 10
6 0 3 3
. oo T 0 2 -1 1 . o ‘ur . —T
Nejprve spocitdme A~ A = 3 -1 2 1|2 standardni cestou uré¢ime vlastni ¢isla matice (A" A):
3 1 1 2

{0,3,9}. Singularni hodnoty matice A jsou v/3, 3. Obvyklou cestou najdeme normalizované vlastni vektory
prislusné vlastnim ¢islim 3 a 9:

2 1 1 2 1 1
V3 = 0777_777 , Vg = 770777771'

D8le spocitame, ze tuto dvojici mizeme doplnit dvojici vektora (—%, %, %, 0)7, (%, %, 0, —%)T vlast-
nich vzhledem k vlastnimu ¢islu 0 na ortonorméalni bazi celého prostoru R*.

)T

Nyni spoditame uz = %sz), = (%,O,—%)T aug =tAvy = (%, %, %)T Vektor (%,—%, %)T
dopliiuje dvojici usz, 1y na ortonormalni bazi R?. Nyni uz miZeme napsat singuldrni rozklad matice A =
1 1 01
2 0 1 1)=
1 -1 10
1 1 1 0 % % 5
o v \[(VBooo\[= ¥ O ¥
=1 0 Z -%|[0 300 Y8 + %
BRI T B R I/ R
% o Y %
O
7.5.

5 Bilinearni a kvadratické formy
5.1. Bud A néjakad ¢tvercova matice stupné n nad télesem T a definujme zobrazeni f : T x T" — T

piedpisem f(u,v) = u- A -v7T a dile pro kazdé u € T" dvojici zobrazeni fu,y f : T® — T podminkou
fu(v) = f(v,u) a wf(v) = f(u,v). Dokazte, Ze fu a wf jsou pro kazdé u € T" linedrni formy.
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Obé zobrazeni f, i wf zobrazuji vektorovy prostor nad télesem 7' do télesa T', tedy staci ovéfit linearitu.
Vyuzijeme k tomu vlastnosti s¢itani a nasobeni matic a dostaneme pro kazdé u,v,vy,ve € T™ a kazdé
t €T, %e fulvi +vs) = (vi + vo)Au = viAu + voAu = fu(vi) + fu(ve) a fu(tv) = tvAu = tfu(v).
Symetricky i uf(v1 + v2) = uA(v1 + v2) =u f(V1) +u f(V2) a uf(tV) = tuAv =t f(v). O

Poznamenejme, ze zobrazeni, které jsme zavedli v 5.1 je bilinedrni forma.

5.2. Uvazujme zobrazeni f : ZZ x Z2 — Zs dané piedpisem (analytickym vyjadienim) f(<i1> , <Zl>) =
2 2
T1y1 + 221y2 + 42291 + 32202

(a) Ovéfte, ze je f bilinedrni forma,

(b) najdéte matici f vzhledem ke kanonické bazi,

(c) najdéte matici f vzhledem k bézi B = ((2) ) <;l> ).

€Z2 Y2
formu podle pozorovani piedchoziho prikladu.

(b) Oznalme [f]k, matici f vzhledem ke kanonické bézi. Postupujeme-li podle definice, tedy uvazime,

(a) Staci, abychom si v8imli, ze f f( <$1> , <y1>) = (z1,22) (1 2) <zl>, a proto se jednd o bilinedrni
2

ze obsahuje na i-tém fadku a j-tém sloupci pravé hodnotu f(e;, e;) = eiAejT, vidime, ze [f]k, = <éll ;)
(c) Ozna¢me [f]p matici f vzhledem k bézi B. VyuZijeme definice a Vétu 10.6 z prednasky, kterd rika,

v

7e
BT A s (33 (1 2) (3 4\ _ (0 0
[f]B_([Id]Kz) A [Id]K2_<4 1 4 3 3 1 - 2 3
O
1 2 0
5.3. Bud g bilinedrni forma na racionalnim vektorovém prostoru Q* s matici [g]p = [0 —1 1| vzhledem
1 0 1
1 1 1
kbazi B=([1],[1],[0]).
1 0 0

(a) Spoditejte g((1,1,0)", (1,1,1)7).
(b) spotitejte g((1,2,1)7,(0,2,2)T),

1 2 1
(b) najdéte matici g vzhledem k bézi M = ({0 ), -1],{0]).
2 0 1

(a) Protoze jsou vektory (1,1,0)7, (1,1,1)” pfimo bazické vektory baze g, idaj ode¢tem piimo z matice
g vzhledem k bazi B, tedy g((1,1,0)7,(1,1,1)T) = 0.

(b) Vyuzijeme Tvrzeni 11.9, které fika, jak zjistit hodnotu bilinearni formy z matice a soufadnicovych
vektortt g(u,v) = [u]§ - A - [v]g. Obvyklym zpiisobem uréime soufadnice [(1,2,1)T]p = (1,1,-1)T a
[(0,2,2)T]5 = (2,-2,0)T, proto

1\ /0 1 2 0 2
g(l2].[2h=1,-1)- [0 -1 1| -[-2]=-2
1) \2 1 0 1 0

(¢) Nejprve obvyklym zpiisobem standardni cestou spoc¢itdme matici pfechodu

o201
0 -1 0]=[-2 -1 -1
2 1

111
(1] = (LdJ%,) " - [d]i, = |1 1 0
100 0

Nyni zbyva vyuzit Vétu 10.6:
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2 -2 1 1 2 0 2 0 1

[glar = (MAIE)" - [glp - M) = |0 -1 3| |0 -1 1) -{-2 -1 -1
1 -1 1 1 0 1 1 3 1
7 -9 -4
Snadno dopocitdme, 7e [glpy = | 6 5 4 |. O
-2 -3 -1

5.4. Rozhodnéte, zda je zobrazeni hy : R? — R dané piedpisem hy( <i1>) = 22 + 471y + 372 kvadraticka
2
forma.

Snadno nahlédneme, ze mizeme dané zobrazeni vyjadrit ve tvaru

(@)= (5 ) () w2 =2(C)- ()

1 2
2 3
kvadratickd forma. O

pro symetrickou bilinedrni formu h s matici [h]g, = < > Tedy h2(u) = h(u,u) je podle definice

5.5. Méjme kvadratickou formu f> na Z2 danou analytickym vyjadienim
5
fo((@1, @2, 23)T) = 322 + zym0 + 223 + 3wows + 42

vzhledem ke kanonické bazi.

a) Najdéte symetrickou bilinearni formu f na Z2, ktera vytvaii kvadratickou formu fs,

5
(b) urcete radikal f,
(c¢) urcete hodnost a nulitu f.
(

a) Stejné jako v predchozi tGloze pifimocate (tj. ,rozptlenim”koeficient u ¢lent z;y; pro i # j) urcéime
3 3 0

matici hledané symetrické bilinedrni formy f vzhledem ke kanonické bézi [f]x, = | 3 4 |. Tuto biline-
0 4

2
4
arni formu muZeme popsat i analyticky (vzhledem ke kanonické bézi):

1, w2, 23)7, (y1,52,93) ") = 3x1y1 + 3T1y2 + 3Tay1 + 2T0y2 + 4m2ys + dw3ys + 4T3Ys.

(b) Vzhledem k tomu, Ze radikdlem kvadratické formy je pravy (nebo levy) radikal symetrické bilinedrni
formy f, kterd vytvari kvadratickou formu fs, sta¢i najit feSeni homogenni soustavy rovnic s matici [f]k,.
Protoze

3 30 110
flc, =3 2 4|~ [0 4 4
0 4 4 00 0

je radikal rad(f) = LO{(1,4,1)7}.

(c) Hodnost bilinedrni formy f je rovna hodnosti matice [f]k,, tedy je rovna 2 a nulita je dimenze
radikalu a je tudiz rovna 1. O

5 2 2
5.6. Nechf je f symetrickd bilinearni forma na realném vektorovém prostoru R? s matici [f]x, = [2 5 2
2 2 5

vzhledem ke kanonické bazi. Najdéte bazi B, ktera je ortonorméalni vzhledem ke standardnimu skalarnimu
sou¢inu w a ortogonalni vzhledem k symetrické bilinearni formeé f.

Sta¢i nam vzit ortonormélni bazi B, o niz vime, ze

4 0 O
[fle = 1d] 5k, [f]k,Md]pr, =UTAU = [0 1 0],
0 0 1

1 -1 -1
kterou jsme spocitali v 4.1(b), tedy B = (% 1], % 1 7% —11). O
1 0 2



5.7. Najdéte ortogonalni bazi symetrické bilinedrni formy g na vektorovém prostoru R3, kterd je ortonor-

2 1 2

maln{ vzhledem ke standardnimu skalarnimu soudinu, jestlize [g]x, = |1 2 2
2 2 5
Nejprve standardnim zptsobem najdeme vlastni ¢isla matice [g]k,, jimiz jsou 1 a 7. Pro vlastni ¢islo 1
najdeme podprostor vlastnich vektortt V; = LO{(1,~-1,0)%, (2,0, —1)*} a pro vlastni ¢islo 7 tvoii podprostor
vlastnich vektort V; = LO{(1,1,2)”}. Zbyva ndm napiiklad pomoci Grammovy-Schmidtovy ortogonalizace
najit ortonorméalni bazi V) (tedy napiiklad (%(1,—1,0)T, %(1,1, —1)T) a normalizovat vektor (1,1,2).

Nyni je M = (%(1, -1,0)%, %(1, 1,-1)%, %(1, 1,2)7) ortonormalni bazi R?, ktera je zaroven ortogonalni

1 0 0
vzhledem ke g. Zavérem poznamenejme, 7e [g]ar = [0 1 0. O
0 0 7

14.5.

5.8. Bud h symetrickd bilinedrni forma na vektorovém prostoru Z2 dand podminkou h(ei,e;) = 2 pro
vSechna i,j = 1,...,n Najdéte néjakou bazi radikilu a néjakou ortogonalni bazi h.

Z podminky, jiz je zadana bilinearni forma h, vidime, ze matice h vzhledem ke kanonické bazi sestava ze

2 2 2 2 2
2 2 2 2 2
samych dvojek, tedy [hlg, = |2 2 2 2 2 |. Hleddme-li radikal, stali jako obvykle vy¥esit homogenni
2 2 2 2 2
2 2 2 2 2

soustavu rovnic s matici [h]g,. Vidime, Ze napiiklad posloupnost
M = ((6,1,0,0,0)",(6,0,1,0,0)",(6,0,0,1,0)", (6,0,0,0,1)")

je béaze radikéalu h. Vzhledem k tomu, Ze je hodnost dané bilinedrni formy (tj. hodnost kterékoli jeji matice)
rovna jedné, staci ndm v tomto pripadé pro nalezeni ortogonalni baze najit libovolny doplnék posloupnosti M
na bazi Z3 (v jednodimenzionalnim doplitku totiZ uz neni co déle upravovat). Tedy dostdvdme h-ortogonalni
bazi

6\ /6\ [6\ /6\ /0 00000
1l (o] (o] {o] (o 00000
N=(lo]|,[1],{o],[o],[0o]) proniz [Ax=1]0 0 0 0 0
ol {o] 1] o] o 00000
o/ \o/ \o/ \1/ \u 0000 2

O

5.9. (a) Najdéte matice vzhledem ke kanonické bézi a vzhledem k bézi B symetrické bilinearni formy fs a
antisymetrické bilinedrni formy f,, pro které f = f; + f,, kde forma f a baze B jsou z 5.2.

(b) Najdéte matice vzhledem k béazi B symetrické bilinedrni formy g, a antisymetrické bilinearni formy
Ja, Pro které g = gs + g4, kde forma g a baze B jsou z 5.3.

(a) Z prednésky vime, 7e sta¢f polozit fy(u,v) = £(f(u,v) + f(v,u)) a fo(u,v) = 1(f(u,v) — f(v,u)),
abychom dostali jednozna¢né urcenou symetrickou bilinearni formu f; a antisymetrickou bilinedrni formu
fa, pro nez f = fs + fo. Oznacme [f;|k, matici f; a [f.]x, matici f, vzhledem ke kanonické bazi. Diky
izomorfismu, ktery pro pevné zvolenou bazi C pfiradi bilinearni formé jeji matici vzhledem k C, mizeme
otazku vyresit pfimo v maticovém zapisu, tj.

e =27 W+ 1) =3 (3 3)+ (3 3 =(5 3).

il =2 (s = Ul =3 (3 3) = (3 3)= (1 o)-

Vsimnéme si, Ze misto druhého vypoctu jsme mohli uvazit, ze [fo|x, = [flxs — [fs]ks-
Pfi hledani matic [fs]p a [f.]p pracujeme s matici [f]p bilinedrni formy f vzhledem k bazi B =

((3.3), (4, 1)
e = e+ 5 =3-(5 §)+ (0 3= (1 3).
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an =11 = (5 3)- (1 5)= (1 o)-

(b) Opét oznacime [gs]p matici gs a [g,]p matici g, vzhledem k bazi B a postupujeme stejné jako v
prikladu (a):

) L (1 2 0 1 0 1 L1y

lgls = 5(gls +1glh) = 5([0 -1 1)+(2 -1 o])=(1 -1 ],
1 0 1 0 1 1 i 11
1 2 0 L1y 0 1 -1
[0 =[9lg —lgsls={0 -1 1] -1 -1 L|=(-1 0o %
1.0 1 5 o3 1 L1

Vsimnéme si, ze v obou pripadech je diagonala matice symetrické ¢asti rovna diagonale matice ptivodni
formy a zZe diagondla matice antisymetrické ¢asti je nulova, to znamend, ze staci, abychom pocitali hodnoty
nad (¢ pod) diagonélou symetrické matice a hodnoty antisymetrické snadno dopocitali. O

5.10. Bud g bilinedrni forma dané analytickym vyjadienim
g((1, 22, 23)7, (y1,92,93) ") = m1y1 + 3T1y2 — T1Y3 + T3y1 + 232y — 2T3y-
vzhledem ke kanonické bazi na raciondlnim vektorovém prostoru Q3.
(a) Najdéte matici g vzhledem ke kanonické bézi,
(b) najdéte matice symetrické g, a antisymetrické g, ¢asti g vzhledem ke kanonické bézi,
(c) urcete analytické vyjadieni symetrické g5 a antisymetrické g, ¢asti g vzhledem ke kanonické bazi,

(a) Staci si uvédomit, ze koeficient u ¢lenu z;y; v analytickém vyjadieni vzhledem ke kanonické bézi je
pravé hodnota na i-tém Fadku a j-tém sloupci matice bilinearni formy vzhledem ke kanonické bazi, tedy

1 3 -1
[9lg, = {0 2 0
1 -2 0
1 2 0
. . .y L . 1 T 3
(b) Postupujeme jako v 5.9 s vyuzitim zndmé matice [g]r,, proto [gs]x; = 5([glrs +H9lk,) = [ 5 2 —1
0 1 0
0o 3 -1
a [ga]Ka = [g]K3 - [gS]Ka = _g 0 1
1 -1 0
(c) Uzijeme tvahu pfipomenutou v (a), abychom z matic nalezenych v (b) dostali
T T 3 3
gs((@1,22,23)", (Y1, 92,93)" ) = z1y1 + 5Ty + 5Ty + 2xoys — T2ys — T3Y2,
T T 3 3
ga((T1,22,23)" , (y1,92,93)" ) = 51Y2 — 5Ty — T1Ys + T3y1 + T2Y3 — T3Y2-
O

5.11. Bud B ¢tvercova matice stupné 2 nad télesem Z7 a uvazujme zobrazeni f : Z2 x Z2 — Zr dané piedpi-
sem f(u,v) = u-B-vT. Uréete matici B, vite-li, ze f((1,4),(1,4)) = £((1,4),(3,3)) =1, £((3,3),(1,4)) = 2
a f((3,3),(3,3)) = 0.

7 pozorovani piikladu 5.1 vime, ze je f bilinearni forma. Vezmeme-li bazi M = ((1,4)7,(3,3)7) vek-
torového prostoru Z2, vidime, ze v zadéni piikladu mame uvedeny udaje, které miizeme sepsat do matice
[flm = ; é) f bilinearni formy f vzhledem k bazi M. Uvazime-li, Ze je matice B pravé matici f vzhledem
ke kanonické bézi K, stac¢i podobné jako v 5.2(b) vyuzit vztahu dokdzaného na piedndsce

B = [flxs = Wiy - [flar - [N
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Obvyklym zptisobem potom spocitame

= oy = (33) = (23).

B = ([Id]57)" - [f]a - [1d]37 = @ ?,) ‘ G (1)> ' (; g) - (421 é) '

a proto

25.4.

5.12. Necht go(w1, 22, 23) = dw122 + 42103 + 303 — 62203 + 23 je kvadratickd forma.

(a) Najdéte matici symetrické bilinedrni formy g na R3 vzhledem ke kanonické bazi, kterd vytvaii kvad-
ratickou formu gs,

(b) urcete hodnost g a rozhodnéte, zda je g regularni
(c) najdéte ortogonélni bazi symetrické bilinearni formy g.

(a) Opét bezprostiedné z predpisu uré¢ime matici hledané symetrické bilinedrni formy ¢ vzhledem ke

0 2 2
kanonické bézi [g]k, = |2 3 —3|. Budeme postupovat metodou Pozorovani 10.22 z prednasky.
2 -3 1

(b) Staci spocitat hodnost matice rank[g]x, = 3, tedy matice i forma jsou regularni.

(c) Nejprve zvolime vektor py, pro ktery go(p1) # 0. Z matice B vidime, Ze sice g2(e;) = 0, ale pro
druhy vektor kanonické béze je g2(e1) = 3 # 0. PoloZime tedy napiiklad p; = es.

Je-li to mozné, volime nyn{ vektor py € LO{p; }*1¢, pro ktery g»(p2) # 0, tj. potiebujme nejprve vyiesit
homogenni soustavu rovnic s matici

0 2 2
p-B=(0,1,0)- (2 3 -3]=(2 3 -3)
2 -3 1

a poté mezi témito FeSenimi najit takové, na némz je hodnota g, nenulova. Pfipomenme, Ze prvni otazku
umime zodpovédét vzdy a kdyby poté neexistoval vektor s nenulovou hodnotou g, mohli bychom uz zbylé
vektory ortogonalni baze volit mezi nalezenymi fesSenimi libovolné. V nasem ptipadé vidime, ze napiiklad
p2 = (0,1,1)T fesi rovnici a g2 (p2) = p4 Bps = —2 # 0.

Koneéné tentokrat volime vektor p3 € LO{py,p2}=9, tedy fesime soustavu rovnic s matici

<pl>'B_<o 1 0)_ 0 § _23 _(2 3 _3>
P2 01 1 9 -3 1 4 0 -2

Snadno ur¢ime posledni bazicky vektor ps = (3,4,6) a pro néj dopoéitdme go(p3) = p2 Bpz = 60. Nagli
jsme ortogondlni bazi P = ((0,2,0)%,(0,1,1)7,(3,4,6)") vii¢i niz méa bilinedrni forma g matici [g]p =
3 0 0
0 -2 0. O
0 0 60

[\)

5.13. Najdéte néjakou ortogondlni bazi symetrické bilinedrni formy f z 5.5 na vektorovém prostoru Z3.
Postupujme stejné jako v tloze 5.12. V 5.5 jsme nasli bazi ((1,4,1)7) radikalu f. Vektor (1,4, 1)T mizeme

3 3> bilinearni

3 2

formy f, kterd je restrikci f na podprostor U = LO{eq, e2}, vzhledem k bazi N = (e;, es). Déle pocitdme

v soufadnicich vzhledem k N. Nejprve tedy piimo vidime, Ze fo(e;) = 3 # 0 a poté vyresime homogenni

soustavu rovnic s matici

doplnit na bazi Z§ napiiklad vektory e; a e; kanonické baze. Snadno urc¢ime matici A= (

elk =0 (3 3)=6 3.
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Vidime, Ze soustavu fesi [p2]p = (4,1)7, tedy p2 = (4,1,0)T a ﬁ(pz) = (4,1) (4,1)T = 4. Nasli jsme

A -
0 0 O

ortogonalni bazi ((1,4,1)7,(1,0,0)7,(4,1,0)7) formy f s matici viici této bazi {0 3 0. O
0 0 4

5.14. Najdéte n&jakou ortogonalni bazi symetrické bilinedrni formy g na vektorovém prostoru R? dané

o 1. z
predpisem g( <$:> , <Z;>) = 1y1 — 3T1Y2 — 3xT2y1 + 222Y>.

Nejprve obvyklym zptsobem urc¢ime matici symetrické bilinedrni formy g vzhledem ke kanonické bazi

9]k, = _3 _23 . Matici [g]k, budeme tentokrat upravovat posloupnosti symetrickych elementarnich

uprav, tedy v kazdém kroku provadime vzdy stejnou fddkovou a sloupcovou tpravu tak, abychom nakonec
dostali diagonélni matici. Radkové Gpravy budeme zachycovat obvyklym zpiisobem (jako p#i hledani inverzni

matice) do matice.
1 -3 10 1 0 10
-3 2 0 1) *\0 -7 3 1)°

Budeme-li vzniklou diagonalni matici chépat jako matici bilinedrni formy f vzhledem k néjaké nové bazi

M, vidime, ze vpravo dostavame matici transponovanou k matici pfechodu od baze M ke kanonické baze k

, tedy [Id]%, = <(1) i’) Nyni snadno uréime bézi M = (<(1)> ; (i’)), pro niz [g]p = ((1) _07>, tedy M je

f-ortogonalni baze.

21.5.

5.15. Najdéte ngjakou ortogondalni bazi symetrické bilinearni formy f a matici f vzhledem k ortogonélni
bazi, je-li

0 1> vzhledem ke kanonické bazi,

(a) f bilinearn{ forma na vektorovém prostoru Q? s matici [f]k, = (1 0

(b) f bilinearni forma na vektorovém prostoru Z? s analytickym vyjadienim f( <£1> , (zl>) =2z1y2 +
2 2
2z2Yy1 + x2yo vzhledem ke kanonické béazi,

(c) f bilinedrni forma na vektorovém prostoru Z? s matici [f]p = <(1) é) vzhledem k bézi B = ((1, 2), (2, 3)),

(d) f biline4rni forma na vektorovém prostoru R? s analytickym vyjadienim f((z1, 22, 23)7, (y1,y2,y3)7) =
T1Y2 + T2y1 — T2ys — x3y2 vzhledem ke kanonické bazi,

(e) f bilinedrni forma na vektorovém prostoru Z3 s matici [f]p = vzhledem k bazi B =

O O =
N WD
NN O

((1,0,2)%,(1,0,1)",(0,3,1)").
Postupujeme stejné jako v Prikladu 5.14.

(a) Pracujeme-li s matici zjevné nam pii hledani ortogonédlni baze nepomize pifehozeni dvou

01

L o)
radki, jak jsme na to byli zvykli u Gaussovy eliminace, protoze naslednou vymeénou dvou sloupci, vynucenou
symetrickymi upravami, dostavame puvodni matici. Misto toho pfi¢teme druhy fadek k prvnimu a poté
druhy sloupec k prvnimu (uvédomme si, Ze tento postup v maticovém zépisu odpovidd Gvaze Véty 12.23) a
nasledné uz muzeme postupovat standardné:

01 1 0 2 1 1 1 2 0 1 1

10 0 1) *\1 0 0 1) *\0 -3 -1 3
_1

Tedy [Id]ﬁ2 = } 12 ) je matice piechodu od kanonické baze k ortogondlni bazi P, proto P =
2
1\ [+ 2 0
2 _
(@)D= 2)

34



(b) Nejprve snadno uréime matici [f]x, = (0 2) vzhledem ke kanonické bazi. Tentokrat nam k tpravé

21

matice symetrickd vyména fadku a sloupce pomtize, naopak obdobné tprava jako v piikladu (a) (g ?) ~g

<g i’) je zbytecné a k nalezeni diagonalni matice nevede. Pocitame tedy

0 2 10 1 2 0 1 1 0 0 1
2 1 01 f\2 0 1 0/ *\0 1 1 3)°
Tedy v fadcich pravé poloviny posledni matice nachazime bazi P = ((2) , <;)> ), pro niz [f]p = Is.
(c) Postupovali-li bychom stejné jako v tloze (a) a upravovali-li bychom symetrickymi Gpravami matici
<(1) :1)) é (1)> nasli bychom, poté, co bychom v levé ¢asti matice dostali diagonalni matici, v pravé ¢asti
pravé matici transponovanou k matici prechodu od béaze B ke hledané ortogondlni bazi P. Uvézime-li, ze

(Md)%,)* = ([Md)5)* - ([1d]£,)*, staci abychom misto jednotkové matice umistili napravo transponovanou
matici pfechodu od od kanonické baze k bazi B a tu obvyklym zptsobem upravovali:

0 1 1 2 3 1 2 3 3 0 2 3
1 3 2 3 *\1 0 1 2 *\0 3 2 1)°
Vidime, Ze pravé ¢sti posledni matice mdme transponovanou matici pfechodu [Id]f, = ([Id]5)” - ([Id] %),

proto P = (@ , G) ). Koneénd [f]p = (8 g)

0 1 0
(d) Postupujeme stejné jako v piipadé (a) a (b), tedy uréime matici [f]lxg, = |1 0 —1 | bilinedrni
0 -1 0

formy f vzhledem ke kanonické bazi a pak standardné symetricky upravujeme, tentokrat se symetrickym
nasobenim radki a sloupcti vyhneme zlomkiim:

0 1 0 1 0 0 2 1 -1 1 1 0
1 0 -1 01 0)~s| 1 0 -1 0 1 0] ~s
0 -1 0 0 0 1 -1 -1 0 0 01
2 2 =2 1 1 0 2 0 -2 1 10
~s | 2 0 -4 0 2 0)~s| 0 -2 =2 -1 1 0] ~4
-2 -4 0 0 0 2 -2 -2 0 0 0 2
2 0 0 1 10 2 0 0 1 10
~ 0 —2 22 11 0)~(0 =2 0 11 0
0 -2 -2 1 1 2 0O 0 O 2 0 2
2 0
Dostavame ortogonalni bazi P = ((1,1,0)%, (=1,1,0)%,(2,0,2)?) a matici bilinearni formy [f]p = |0 —2
0 0
vzhledem k P.
(e) Tentokrat uvazujeme stejné jako v (c), proto upravujeme matici
1 6 0 1 0 2 100 1 0 2
6 3 2 1 0 1] ~s10 2 2 2 0 3|~
0 2 2 0 3 1 0 2 2 0 3 1
100 10 2
~s 10 2 0 2 0 3
0 00 5 3 5
Nagli jsme ortogonalni bazi P = ((1,0,2)7,(2,0,3)7,(5,3,5)T), vic¢i niz ma bilinedrni forma f matici
100
[flp=1(0 2 0. O
0 00
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5.16. Najdéte bazi radikdlu symetrické bilinedrni formy f z prikladu 5.15(e).
Podle Véty 13.8 stadéi vzit ty vektory nalezené ortogonalni bize, na nichz je hodnota f nulova. Proto

bézi radikalu tvoii pravé vektor (5,3,5)7. O

5.17. Najdéte n&jakou ortogonalni bézi kvadratické formy f» na vektorovém prostoru Z3 s analytickym
vyjadienim fy(zy, 9, 23)T = 222 + 2123 + 23 + 4a073.

2 0 4
Stejné jako v predchozi tloze snadno uréime matici [f]lg, = [0 1 2| symetrické bilinedrni formy f,
4 2 0

kterd vytvari kvadratickou formu fs, vzhledem ke kanonické bazi a poté postupujeme standardné:
2 04 |1 0O 2 00 |1 0O 2 00 |1 0O
012 |01 0)J~[0O 1 2 |O1 O0)J~s[(0O 1 O |O 1 O
4 2 0 |0 0 1 0 26 |5 01 0 0 2 |5 51

V fadcich pravé strany upravené matice vidime, ze ortogonalni bézi f tvori napiiklad vektory (1,0,0)7,(0,1,0)7, (5,5,1)7.
O

1 -1 -1
5.18. Necht h je symetrickd biline4drni forma na redlném vektorovém prostoru R3 s matici [h]p = | =1 2 1
-1 1 5

vzhledem k néjaké bazi B. Rozhodnéte, zda je h skaldrni sou¢in na R3.

Polozme A = [h]p a oznaéme A, matici, kterd vznikne z A vynechdnim poslednich n —i fadku a sloupcti
a vyuzijme Véty 11.32 z prednésky, podle néjz staci zjistit, zda jsou v8echny hlavni minory matice det A

kladné. Tedy pocitame det A; = 1,det Ay = det <_11 _21> =2-1=1a
1 -1 -1
det A3 =det [ -1 2 1 1 =10+1+1-2-5-1=4,
-1 1 5
coz znamend, ze h je skalarni soucin. O

5.19. Spocitejte signaturu symetrické bilinearni formy h na R dané kvadratickou formou hy ((x1, T2, 73)) =
2?2 + 23129 + 67123 + 323 + 67973 + STl

1 1 3
Obvyklym zptsobem uréime matici [hlg, = [ 1 3 3| a tuto matici upravime posloupnosti symetric-
3 3 5
kych tprav na diagonalni matici:
11 3 1 0 3 1 0 O
1 3 3]~,10 2 0)]~s10 2 0
3 3 5 3 0 5 0 0 —4

ProtoZe vime, Ze existuje ortogondlni baze M vGéi niz mé symetrickd bilinedrni forma h matici [h]lp =
1 0 O
0 2 0 |, staci podle definice prepocitat nuly, kladna ¢isla a zaporna ¢isla na diagonale této matice a
0 0 —4

sefadit tdaje do signatury (0,2,1) symetrické bilinearni formy h. O

5.20. Rozhodnéte, zda existuje vektor v a zda existuje vektor u, aby pro kvadratickou formu hs z Gilohy
5.19 platilo hy(v) < 0 a ha(u) = 0.

V prikladu 5.19 jsem zjistili, ze je kvadratickd forma hy indefinitni, tedy existuji vektory v a u, pro které
plati ha(v) < 0 a hy(u) = 0. O

5.21. Rozhodnéte, zda existuji redlna cisla x;, z2, z3, pro kterd

2:1:% —4x1x9 — 42123 + 4x§ + 5m§ < 0.
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Definujeme-li kvadratickou formu go = 227 — 4219 — 42123 + 423 + 523, vidime, Ze fesime stejnou tlohu
jako 5.20, sta¢i ndm tedy zjistit signaturu g,. Symetrickymi Gpravami tedy bude upravovat matici [g]x,
vytvatejici bilinearni formy g

2 -2 =2 2 0 0 2 00
[g]Ks = -2 4 0 ~s 0 2 -2 ~g 0 2 0
-2 0 5 0 -2 3 0 0 1

Zjistili jsme, Ze signatura go je (0, 3,0), tedy g2 je pozitivné definitni, a proto g»(v) > 0 pro vSechny vektory
v € R3. Hledan4 redlné ¢isla tedy neexistuji. O

5.22. Uvazujme kvadratickou formu go = 3 — 6172 + 223. Urdete signaturu symetrické bilinedrni formy,
ktera kvadratickou formu g vytvaii. Existuje-li, najdéte nenulovy vektor v € R2, pro ktery

(a) g2(v) >0,
(b) g2(v) <0,

(c) g2(v) =0,
kde g- je kvadratické forma vytvorena bilinearni formou z ptikladu 5.14.
Snadno urc¢ime matici [g]k, = (_13 _23> vytvérejici symetrické bilinedrni formy g vzhledem ke kano-
nické bazi. Ziejmé se jednd o reguldrni formu a spocitdme-li subdeterminanty det(1) = 1 a det _13 _23> =

—7 nejednd se podle Tvrzeni 10.35 o skaldrni soucin. ProtoZe je oviem hodnota go(e2) kladné, nemuze jit o
negativné definitni bilinearni formu, a proto ma ¢ signaturu (0,1,1).

(a) a Z matice [g]k, vidime, Ze hodnota go je kladna naptiklad na obou vektorech kanonické baze, tedy
gz(el) =1a g2(e2) = 2.

(b) Zjistit jsme, ze kvadratickd forma g, neni pozitivné semidefinitni a v piikladu 5.14 jsme nasli orto-
gonalni bazi M = ((1,0)7,(3,1)T) a matici [g]y = (é 07
kladné a jedno zéporné ¢islo, je g indefinitni. Opét p¥imo z matice vidime, ze g»((3,1)7) = —7.

(c) Vyjadieme si hledany vektor v pomoci zndmé ortogonalni baze M, tedy v = a-(1,0)T +b-(3,1)7, tj.
{v}m = (a,b). Nyni vime, ze g2(v) = {v}m[g2]m[v]};. = a®> — 7-b?. Cheeme-li, aby g»(v) = 0, dostévame
rovnici a®>—7-b* = 0, kterou fesi napiiklad (a,b) = (v/7,1). Nagli jsme tedy vektor v = v/7-(1,0)7+1.(3,1)7 =
(V7 +3,1)T, pro n&jz plati, ze g»(v) = 0. O

) . Protoze ma matice g vzhledem bazi M jedno

6 Afinni prostory

o= (). 0) - (0)-6)-0)

(a) Ovéite, Ze se jedné o soufadné soustavy afinniho prostoru Z2,

(b) spocitejte soutfadnice bodu b = (g) vzhledem k soustavé soufaduic S,
(c) najdéte bod ¢, pro ktery [c]s = (3) vzhledem k soustavé soufadnic S,

(d) pro bod a afinniho prostoru najdéte [a]g, jestlize [a]r = <§>

(a) Staci ovérit, ze dvojice M = (<}> , <(1))) a dvojice N = (<:1)'> , (;)) tvori baze vektorového prostoru
72, co zjevné plati.

(b) Hleddme soufadnice vektoru b — <§> = (?) vzhledem k bézi M, tedy feSime soustavu s matici
11 |3 -y ERTE AT
<1 0 ‘ 1). Snadno spocitame [b]g = [<1>]M = <2>
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(¢) Postupujeme piimo podle definice. Tedy ¢ = G) +4 G) +3 (é) = <E)L>

(d) Pro vypocet zmény souradnic pouZijeme Tvrzeni 12.10, které ¥ika, ze
0 N
[als = [{ | |1s + [d]x[a] r-

Potiebujme tedy urcit [Id]}; a soutadnice [<(1)>] ( > ( M- Nejprve proto najdeme matici pfechodu

)
[Id)}, = [1d]}7 - IR, = (Md)3) ! - AR, = ( ) B G 3) = (; g)
0 ) (5)-C) :

p o 1

a poté dopoéitame [a]s = [<1>]s + [1d)Y[a]r = (g) + (2
1 0 2 2

6.2. Uvazujme posloupnost bodi B = 0 11,10],(1 afinntho prostoru s body i vektory

0 0 1 1
A=V =Q?

(a) Ovétte, ze je B barycentrickd soustava soufadnic afinniho prostoru A,

1
(b) spocitejte barycentrické soufadnice bodu b = | 1 | vzhledem k soustavé B,
1
(c) najdéte bod ¢ s barycentrickymi souradnicemi (i % i % vzhledem k soustavé B,
1 2 0 2 1
(d) spocitejte barycentrické soufadnice bodu b = | 1 | vzhledem k soustavé B’ = 11,11),(0],(0
1 1 0 1 0

(a) Uvédomme si, ze sta¢i ovéfit, zda je posloupnost

1\ /o0 1\ /2 1\ /2 1
S={lo},[t]=(o],{o)=(0o].,[1]=1{0]]=
0o/ \o o/ \1 0/ \1 0
1\ /-1\ /1\ /1
={{o],{1],[o], |2
0 0 1/ \u

soufadnou soustavou. K tomu staci standardni cestou nahlédnout, ze tvori posledni 3 vektory posloupnosti
S bazi vektorového prostoru V.

(b) Podle Tvrzeni 12.12 nejprve najdeme soufadnice bodu b vzhledem k soufadné soustavé b z bodu (a).
Vyfesime tedy nehomogenni soustavu

-1 1 1| 0 -1 1 1| 0 -1 1 1| 0
1 01 1]~ 0 1 2 1|]~(0 11 1
0 1 1 1 0 11 1 0 0 1] O

Zjistili jsme, Ao = A3 =1 a Ay = 0 a zbyva dopocitat Ay =1 — 21_2 A; = —1. Bod b tedy dostaneme jako

A1 -1

, o o c 1 o1 N DY 1

afinni kombinaci bodt barycentrické soustavy B se soufadnicemi wl=l 1
3

A4 0

(¢) Postupujeme dudlné k tvaze (b). Hledany bod musi mit soufadnice [c]s = (3,1, )T vzhledem k
soutadné soustavé S, proto

1 -1 1 1 17
1 1 1 1
0 0 1 1 7



(d) Protoze barycentrickd soustava soufadnic B’ afinnfho prostoru A vznikla ze soustavy B permutaci
0

. o 1 , oy o . [ 1
bodi, staci diky Tvrzeni 12.12 adekvatné pfepermutovat soufadunice nalezené v (b). Méame tedy 1| O

-1

6.3. V afinnim prostoru s body i vektory A = V = Z2 uvazujme podprostory

2 1 2 1 1
3 0 2 1 2

Dl :LO{ 2 ) 0 ) 2 }7 D2: 1 +LO{ 9 }7
1 3 4 1 1

Dy = {a € A (; o0 §>-a:(§>}.

Najdéte soustavu souradnic a barycentrickou soustava soutfadnic afinnich prostort Dy, D- a Ds.
urcete parametrické vyjadieni podprostori Dy a D3,

urcete rovnicové vyjadieni podprostori D; a Do,

urcete podprostory Dy a D3 jako afinni kombinace bodi,

spocitejte vzadjemnou polohu podprostortt D; a D; pro i # j,

Existuje-li, najdéte pranik podprostortt D; N D; pro ¢ # j.

(a) Postupujeme podobné jako v pfedchozi tloze. Nejprve najdeme jeden bod podprostoru a potom bézi
prislusného vektorového prostoru.

2 1 2 4
. ey , o . 3 , o 0 3 2
Pro D, si mizeme vzit naptiklad jeho bod a = 9 a poté spocitat vektory vi = ol = 121=13
1 3 1 2
2 2 0
2 3 4 .. R s (. o
ave= o= |, = ol Protoze jsou vektory vi a vs ziejmé linearné nezdvislé, dostavame souradnou
4 1 3
soustavu Sy = (a,vy,Vsa) =
2 4 0 2 1 2
3 2 4 3 0 2
= NERR . proto posloupnost B; = ol lol |2
1 2 3 1 3 4
tvori barycentrickou soustava soufadnic afinntho prostoru D; .
Pro prostor D4 neni tfeba nic pocitat, abychom dostali
1 1 1 1 1 1 3
1 2 1 2 1 1 2
S=1 112l ] #B= 1] |2]|T|1]]=||1]]2
1 1 1 1 1 1 3
soustavu souradnic a barycentrickou soustavu soufadnic prostoru Ds.
2
Pro prostor D3 je tieba najit jedno reseni 8 nehomogenni soustavy a bazi feSeni homogenni soustavy
1
0 0
1 0 s matici L 0 4 Nyni mame
0]'|1 300 2| 3)°Y
0 0
2 0 0 2 2 2
0 1 0 y . 0 1 0
S3 = ol 1ol |1 a dopocditame Bz = ol 1ol 11
1 0 0 1 1 1
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soustavu souradnic a barycentrickou soustavu podprostoru Ds.
Nalezené souradné soustavy vyuzijeme pro zodpovézeni Gloh (b), (¢) a (d).
(b) Tim, Ze uZ jsme pro dané podprostory nali soustavu soufadnic, zbyvé jen sepsat

2 4 0 2 0 0

3 2 4 0 1 0
D, = 92 +LO{ 3110 }7 D; = 0 +LO{ ol |1 }

1 2 3 1 0 0

(¢) VyuZijeme parametricky popis prostoru D; a najdeme takovou matici A1, Ze mnozina vSech feSeni

4 0

homogenni soustavy s matici A; bude rovna LO{ g , 3 }, tedy potfebujeme opét vyfesit homogenni
2 3

. - 3 2 3 v - T T .

soustavu rovnic s matici 010 2/ Bézi feSeni tvori napiiklad vektory (3,0,1,0)",(3,3,0,1)", které

sefadime do fadkf hledané matice A;. Nyni zbyva spocitat by = A1(2,3,2,1)T = <3

1) . Zjistili jsme, Ze

bod z lezi v podprostoru D; pravé tehdy, kdyz je x feSenim soustavy rovnic

(330 9)=01)

Protoze mame prostoru Do dan parametricky, postupujeme stejné jako u hledani rovnicového popisu D; .
Nejprve najdeme bézi Fefeni jediné (homogenni) linedrni rovnice s matici (1 2 2 1) a tu sepiSeme do
3100

radkid matice Ao = [3 0 1 0. Nyni dopocitdme vektor pravych stran
4 0 0 1

} 3100 } 4

1 4 0 0 1 1 0

31 0 0| 4
Zjistili jsme, ze Do tvori pravé mnozina vsech reseni soustavy linedrnich rovnic s matici |3 0 1 0| 4
4 0 0 1| O

(d) Tim, Ze jsme v (a) nalezli barycentrickou soustavu soufadnic, Glohu uz jsme vyfesili, sta¢i totiz vzit

jeji body, tedy:

Ds = LO{B,} = LO{ }, D3 =LO{Bs} =LO{

—
N W W N
_= O O N
— O = N
—— O N

(e) Nejprve zjistime, které z prostort jsou rovnobézné. Oznacéme V; vektorovy prostor z parametrického
popisu prostoru bodu D;. Okamzité vidime, ze V3 € Vi, V3 € Vo a Vi € Vi, Zbyva zjistit, zda V5 C
V1. Protoze je podprostor V5 dvoudimenziondlni staci zjisti, zda generdtor Vs lezi ve Vi, coz rozhodneme
naprtiklad diky pozorovani, Zze ma matice

4 2 3 2 4 2 3 2 4 2 3 2
040 3|~10403]~(0420 3
1 2 2 1 0 4 0 3 0 0 0O

hodnost 2, a proto Vo C V;. Zjistili jsme, ze jsou podprostory Dy a D, rovnobézné a zbyva rozhodnout, zda
maji dvojice afinnich podprostort Dy, D3 a D-, D3 spoleény bod. Na to mtzeme pouZit napiiklad jejich
rovnicové vyjadreni.
Staci tedy zjistit, zda existuje pro dvoji Dy a Dj existuje feSeni nehomogenni soustavy rovnic, kterou
3 01 0] 3

dostaneme sjednocenim rovnic pro tyto podprostory, tedy soustavy s matici Protoze

1
4
1

W = W
O O W
o O O
N DN =
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je matice levych stran ziejmé reguldrni , dand soustava ma feSeni, Dy N D3 # () a podprostory jsou tedy
raznobézné.

Stejné mizeme pro Dy a D3 matici a tentokrat zjistime, ze dana soustava TeSeni

W = W
coo o~
cocoor~ o
NN OO
— A O R A

nemad a podprostory jsou mimobézné.
(f) Pro nalezeni priniku D; N D3 stadi najit v8echna feSen{ soustavy

301 0| 3 1 00 2| 4 100 0] 1
330 1| 1 00 1 4/ 1 010 0 3
100 2/ 4710 3 00| 4] 7]o o0 10| 0
300 2 1 000 1| 4 000 1| 4

Nasli jsme jednobodovy prinik Dy N D3 = {(1,3,0,4)"}.

Konecné pro nalezeni pruniku rovnobéznych prostord D a D je tieba zjistit, zda je néjaky bod jed-
nodimenzionélniho podprostoru D, také bodem dvoudimenzionalniho podprostoru D;. V takovém piipadé
by jejich prénikem byl cely podprostor Ds a v opa¢ném piipadé by podprostory byly disjunktni. Resime
naptiklad vektorovou rovnici

=z +y

W O = O
e
DN WO N
W O = O
e
— N W N
O»-lklc.@r-lk

Z hodnot prvni a tfeti soufadnice okamzité vidime, Ze rovnice nemd feSeni, tedy podprostory D; a D-
nemaji zadny spoleény bod. O

6.4. V afinnim prostoru s body i vektory A = V = R? se standardnim skaldrnim sou¢inem uvazujme piimky

3 1 4 4
P=14)+LO{(2|}a@Q=|-2])+LO{(-1]}
1 1 3 1

a) Urcete vzdjemnou polohu piimek P a @,

urcete thel pfimek piimky P a @,

)
(c) najdéte piimku riznobéZnou a zdroveir kolmou na obé piimky P a @,
(d) spocitejte vzdalenost P a Q.
(a) Afinni pfimky P a @ zfejmé nejsou rovnobézné, sta¢i ndm tedy napiiklad zjistit, zda vektor exis-
3 1 4 4
tuje teSeni vektorové rovnice |4 | +x[2] = | -2 +y | —1]|, coz je ekvivalentni podmince, zda
1 1 3 1
- 3 1 4
6 | =14] —|—-2) € LO{[2],[—1]}. Nékterou z obvyklych metod tedy zjistime, Ze jsou P a
-2 1 3 1 1
() jsou mimobézné.
1 4
(b) P¥imky sviraji ahel ¢ dany jejich zaméfenimi v, = (2] av, = [ =1 |: cosp = %
1 1 P q
3 [
V618 ~ 23"

(c) Nejprve pocitame-li vektor kolmy na vektory v, a v, a budeme tak znat zaméreni hledané primky.

s , . - “ . .. (1 2 1
Snadno zjistime (bud pomoci vektorového souc¢inu nebo vyfesenim homogenni soustavy s matici (

4 -1 1
1
tvorenou radkovymi vektory Vg a vqT, Ze hledanym zamétenim je podprostor LO{| 1 |}. Nyni potfebujeme
-3
vytesit rovnici
3 1 4 4 1
(l4)+=z(2])-(|-2)+y|-1])=2| 1 |},
1 1 3 1 -3
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kterd vede na nehomogenni soustavu

-1 4 1 -1 1 00 -2
-2 -1 1 6 |~(0 1 0 -1
-1 1 -3 -2 0 0 1 1
Zjistili jsme, 7ze x = —2, y = —1 a z = 1. Vsimnéme si, ze podminka z = 1 11k, Ze se jednalo o mimobézky
(zjevné nejsou rovnobéiné a to, Ze se protinaji je ekvivalentni podmince z = 0). Tedy prisecik hledané
3 1 1
kolmé pricky s primkou P je pravé bod (4] —2 |2 ]| = 0 | a priseCik s piimkou @ je pravé bod
1 1 -1
4 4 0 1 1
-2 —-1|-1] = [ —1|. Hledanou kolmou p#icku mizeme napsat ve tvaru | 0 | +LO{| 1 |}.
3 1 2 -1 -3

(d) Uz jsme nasli priseciky P a @ s kolmou pfickou, nejkrat$i vzdalenost piimek P a @ je pfitom rovna
pravé vzdélenosti téchto dvou priseéikii. Navic z vektorové rovnice alohy (c) vidime, Ze tato vzdalenost je
1 1
rovna pravé velikosti vektoru z [ 1 |. Tedy vzdalenost P a Qjel|l | 1 ||| = V11 O
-3 -3

6.5. Spocitejte vzdalenost piimek P = (1,0,2,1,1)7+LO{(1,1,1,1,-1)7}a@Q = (2,1,1,1,0)"+LO{(1,1,1,1,-1)7}.

Vidime, ze P a @ jsou rovnobézky a potrebujeme najit vzdalenost prisecikt néjaké jejich kolmé pricky
s P a Q. Pfitom zaméien{ kolmé piicky lezi v podprostoru LO{(1,1,1,1,-1)% (1,1,-1,0,-1)T}, protoze
(1,1,-1,0,-1)T = (2,1,1,1,0)7 — (1,0,2,1,1)”. K nalezeni vektoru mfizeme pouzit napiiklad Gramovu-
Schmidtovu ortogonalizaci:

1 1 1 1 1 3
1 1 1 1 9 1 1 3
V] = 1 , Vo = -1 — C 1 = -1 — g 1 = g -7
1 0 1 0 1 -2
-1 -1 -1 -1 -1 -3

Nyni zbyva najit priisecik naptiklad pricky (1,0,2,1,1)7 + LO{(3,3,-7,-2,-3)T} a piimky Q. Obvyklou
cestou zjistime, Ze jim je bod (1,0,2,1,1)7 + %( ,3,—7,—2,-3)T. To oviem znamena, 7e je vzdalenost P a

Q rovna ||1(3,3,-7,-2,-3)7|| = %_ 0

6.6. Metricky klasifikujte kvadriku 22? — 4z 29 + 522 + 221 + 2 — 5 = 0 v R? se standardnim skalarnim
soucinem.

Viimneme si, 7e vyraz 2x? — 4z 25 + 513 + 27, + 23 — 5 obsahuje kvadratickou formu go(z1,7s) =
227 — 4x1wo + 523 a linedrni formu f(z1,x2) = 21 + 2, tedy 22?2 — dxia9 + 523 + 201 + 22 — 5 =
gg(xl,.l‘g) + f(Il,.Z‘g)T - 5.

Obvyklym zpiisobem spocitdme ortogondlni bazi go, kterd je zaroven ortonormélni bézi vzhledem ke
standardnimu skaldrnimu souéinu. Nejprve najdeme vlastni ¢isla a poté vlastni vektory matice [g2]k, =
1 (-1

2 -2 _— - Vv . . ;
<_ 9 5 > , snadno zjistime vlastni ¢isla 6 a 1 a jim prislusné normalizované vlastni vektory v, = VAR

avy = % (?) Tedy pro bdzi M = (vi,v2) méme [g2]pr = (8 (1)> a [Id]]\lz2 = % <_21 ?) Nyni

zbyvéa spoditat vyjadiit f v soutadnicich zl vzhledem k béazi M. Pfendsobim tedy matici f vzhledem ke
2

kanonické bazi matici prechodu [Id]}2 a dostaneme

21+ 215 = f(<2>) =2 1) (2) =2 1) % (‘21 ?) @;) = V5y»

Vyjadrime-li tedy kvadriku v soufadnicich <:Zl> vzhledem k bazi M, dostaneme
2

V5 5 V5
6yf+y§+\/5y2—5:6yf+(y2+7)2—1—5:6(y1+§)2+y§——:0.
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Uvézime-li soufadnou soustavu S = ((0> ; % <_1> ; % G)) mé v ni hledan4 kvadrika K tvar

0 2
s = (1) € B St + g+ 9 =1)

0 _
Vidime, 7e hledany utvar je elipsa se stfedem [a]s = ( \/g>, a proto a = < }), a s délkami poloos 7
T2 )

a 2.V soufadné soustavé R = (( > ,% <_ ) \% < >) ma tedy kvadrika tvar

Dalsi tlohy

1. Najdéte pro libovolnd a € Q nad Q rekurentni vzorec pro vypocet determinant ¢tvercové matice
G, = (gij) stupné n, kde g;; =1, giji11 = a a gi11; = b a jinde je g;; = 0.

2. Bud - je standardni skaldrni soucin na redlném vektorovém prostoru RS.

(a) Najdéte néjakou ortonormalni bazi podprostoru V = LO{(1,3,-2,1,1)7,(2,0,1,1,0)7,(1,3,1,2, -1)7},

(b) najdéte ortonormélni bazi ortogonalniho doplitku V+,

(¢) urcete ortogonalni projekci vektoru (2,1, —1,0,4)” do podprostoru V a do podprostoru V=,

(d) jeli U = LO{(2,1,0,1,-1)T, (1,1,0,—1,3)T, (4,—1,—1,-2,3)T}, najdéte vektory u € U a
ut € Ut aby (1,1,0,0,-2)" = u+ut,

(e) najdéte ortonormdlni baze podprostort U +V, U+ +V, U+ VL UL+ V- UnV,UNV,
Unv+tau+nvdi

3. Mé&jme komplexni vektorovy prostor C* se standardnim skaldrnim soucinem.

(a) Najdéte ortonorméln{ bazi podprostoru V = LO{(1,1—i,1+i,2—3i)T, (i+1,-1,1+2i,2—4)T},
(b) najdéte ortonormalni bazi ortogonalniho doplitku V',
(c) urcete ortogondlni projekei vektoru (1 + 34,2 — 4, —1,2i)”7 do podprostoru V a do podprostoru
Vi,
(d) je-li U = LO{(i,—i,2 +4,1 — 3i)T, (1,1,i,2 + 3i)T}, najdéte vektory u € U a ut € U™, aby
(1+4,1,i,2— )T =u+ut,
4. Najdéte vSechna vlastni ¢isla a vSechny jim ptislusné vlastni vektory linearniho operatoru ¢ na redlném
vektorovém prostoru R? a a rozhodnéte, zda je ¢ (unitarné) diagonalizovatelny jestlize

3 4 2 7 3 4 2 7
0 2 11 0 2 01
(a) [SO]K4 = 00 2 3|’ (b) [‘P]K4 = 00 2 3|
0 0 0 4 0 0 0 4
3 4 4 4 3400
4 2 4 4 4 2 0 0
(C) [QO]KAL = 4 4 2 41 (d) [W]K4 “lo 0o 2 4|°
4 4 4 4 0 0 4 4
(6) ¢=1d, (f) ¢=0
03 3 3
e ‘s . , . . 3 0 3 3
5. Najdéte vSechna vlastni ¢isla a vSechny vlastni vektory redlné matice A = 3 3 09 3|2 rozhod-
33 30

néte, zda je matice diagonalizovatelna
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10.

11.

12.

Najdéte nad télesem ZrvSechna vlastni ¢isla a vSechny vlastni vektory matice A =

W N W

W W =

N =
<

existuje-li, najdéte reguldrni matici P, pro niz je P~' AP diagonélni.

3 00 3 00
Mé¢jme komplexni maticeG=[2 3 0|, H=12 3 0
4 5 3 4 0 3

(a) Najdéte Jordaniv kanonicky tvar matic G a H,

(b) najdéte regularni matici P, pro niz je P~ AP Jordanova,

(c) spocitejte G® a H>,

(d) najdéte Jordaniv kanonicky tvar matic GH a HG.

Je-li g linedrni operdtor, najdéte ortonormalni bazi vektorového prostoru R” se standardnim skaldrnim
soucinem pro

11 2
(a) n=3alfg>=1 2 2],
2 2 4
0 1 1
(b) n=3afglgt=(1 0 1],
111

(c) n=8ag(e;) =e; + Zj‘:l €j,
(d) n=4ag(e)=Y"_,(i+je;.

. Dokazte, 7e je bilinedrni forma zobrazeni f : R?xR?® — R definované piedpisem f((z1, z2,23), (Y1, y2,y3)) =

2z1y1 + 3z1Yy2 — 1Y3 — 2T3Y5.
Najdéte matici f z pfedchozi Glohy vzhledem

(a) ke kanonické bazi,
(b) k bazi B = ((15 _15 O)v (L 17 0)(17 25 1))a
(C) k bézi C = ((05 17 O)’ (_17 15 _1)(_17 25 0))
Necht f = fs + f, je rozklad bilinedrni formy f z pfikladu 1 na symetrickou a antisymetrickou ¢ast,

tj. fs je symetricka bilinearni forma f, je antisymetrickd bilinedrni forma. Najdéte matice fs; a f,
vzhledem

(a) ke kanonické bazi,
(b) k bazi B = ((17_150)7(17170)(17271))a
(C) k bézi C = ((05170)7(_1715_1)(_17250))
Uvazujme symetrickou bilinedrni formu g na realném vektorovém prostoru R* s matici [g]x, =
1 1 0 1

(1J vzhledem ke kanonické bazi K.
0

—_ O =

11
01
10

(a) Najdéte ortogondlni bézi g,
(b) rozhodnéte, zda je g skaldrni sou¢in na R*,
(¢) najdéte viechny vektory v € R*, pro které g (v) = 0.

13. Bud g» kvadratickd forma na Zj dand predpisem go(zy,xs,¥s,74) = 7172 + 173 + T 104 + T2T3 +

T4 + T3T4

(a) Najdéte symetrickou bilinedrni formu g, pro niz g=(v) = g(v,v),
(b) uréete matici g vzhledem k bazi B = ((1,1,0,0),(2,1,0,0)(0,0,2,2), (0,0,1,2)),
urcete matici g vzhledem k kanonické bazi,

(c)

(d) spocitejte bazi radikdlu symetrické bilinedrni formy g,
) najdéte ortogonélni bazi P symetrické bilinedrni formy g,
)

najdéte matici g vzhledem k nalezené bazi P.
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