
1 Skalární souèin

1.1. Uva¾ujme standardní skalární souèin � na reálném lineárním prostoru R2 a nech» u =

�
1
3

�
, v =

�
2
1

�
2

R2.

(a) Spoèítejte hodnoty ku k, kv k, u �v a urèete úhel, který svírají vektory u a v,

(b) najdìte v¹echny vektory prostoru R2, které jsou kolmé na u,

(c) najdìte v¹echny vektory prostoru R2, které jsou kolmé na v,

(d) najdìte v¹echny vektory prostoru R2 kolmé zároveò na u i na v.

(a) Pøipomeòme, ¾e je standardní skalární souèin � na reálném aritmetickém vektorovém prostoru Rn

de�nován maticovým násobením u �v := uT �v a norma je pro ka¾dý skalární souèin daná podmínkou
ku k := p

u �u. Proto

ku k =
p
12 + 32 =

p
10; kv k =

p
22 + 12 =

p
5; u �v = 1 � 2 + 3 � 1 = 5

Oznaèíme-li ' úhel svíraný vektory u a v, víme, ¾e

cos' =
u �v

ku kkv k =
5p
10
p
5
=

1p
2
;

tudí¾ ' = �
4 .

(b) Hledáme mno¾inu v¹ech vektorù x 2 R2 splòujících podmínku u �x = 0, tedy mno¾inu v¹ech øe¹ení

homogenní soustavy rovnic s maticí (1; 3). Snadno najdeme jednoprvkovou bázi

��3
1

�
tohoto podprostoru,

tedy hledanou podmno¾inou je právì podprostor LOf
��3

1

�
g. Závìrem poznamenejme, ¾e se jedná právì o

pøímku s normálovým vektorem

�
1
3

�
procházejí poèátkem, která má právì (námi øe¹enou) rovnici x1+3x2 =

0.
(c) Stejnì jako v (b) hledáme parametrický popis podprostoru v¹ech øe¹ení homogenní soustavy rovnic

s maticí (2; 1). Kterým je právì pøímka LOf
��1

2

�
g s bází

��1
2

�
.

(d) Tentokrát se ptáme, které vektory x 2 R2 splòují podmínku u �x = 0 a zároveò v �x = 0, co¾ maticovì

zapsáno znamená, ¾e hledáme øe¹ení homogenní soustavy rovnic s maticí

�
1 3
1 2

�
. Hledaná mno¾ina, jak

jsme mohli zjistit i geometrickou úvahou obsahuje pouze nulový vektor.

1.2. Uva¾ujme standardní skalární souèin � na reálném lineárním prostoru R3 a nech» u =

0@�11
2

1A, v =0@1
2
1

1A 2 R3.

(a) Spoèítejte ku k, kv k a úhel, který svírají vektory u a v,

(b) najdìte bázi podprostoru v¹ech vektorù prostoru R3, které jsou kolmé na u,

(c) najdìte bázi podprostoru v¹ech vektorù prostoru R3, které jsou kolmé na v,

(d) najdìte bázi podprostoru v¹ech vektorù prostoru R3 kolmé zároveò na u i na v.

(a) Stejnì jako v pøedchozí úloze postupujeme podle de�nice:

ku k = p
1 + 1 + 4 =

p
6; kv k = p

1 + 4 + 1 =
p
6

Oznaèíme-li opìt ' úhel svíraný vektory u a v, pak

cos' =
u �v

ku kkv k =
�1 + 2 + 2p

6
p
6

=
1

2
;
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tudí¾ ' = �
3 .

(b) Opìt hledáme mno¾inu v¹ech øe¹ení homogenní soustavy rovnic, tentokrát s maticí uT = (�1; 1; 2).

Obvyklým postupem urèíme bázi (

0@1
1
0

1A ;

0@2
0
1

1A) tohoto podprostoru.

(c) Stejným postupem jako v èásti (b) najdeme bázi (

0@�21
0

1A ;

0@�10
1

1A) roviny s normálovým vektorem v

rovnicovým popisem x1 + 2x2 + x3 = 0.
(d) Tentokrát øe¹íme homogenní soustavu rovnic s maticí��1 1 2

1 2 1

�
�
��1 1 2

0 3 3

�
:

Snadno najdeme jednoprvkovou bázi

0@ 1
�1
1

1A.

1.3. Uva¾ujme standardní skalární souèin � na reálném lineárním prostoru R4 a nech» u =

0BB@
1
1
�1
1

1CCA, v =

0BB@
1
1
1
1

1CCA 2 R4.

(a) Spoèítejte ku k, kv k a úhel, který svírají vektory u a v,

(b) najdìte bázi podprostoru v¹ech vektorù prostoru R4, které jsou kolmé na u a v,

(c) najdìte v¹echny vektory x = (a; b; 0; 0)T , které s vektorem svírají úhel �3 ,

(d) existuje-li, najdìte bázi podprostoru R4 obsahující vektor u, v ní¾ jsou ka¾dé dva rùzné vektory
vzájemnì kolmé.

(a) Opìt jen vypoèteme z de�nice:

ku k = kv k = p
1 + 1 + 1 + 1 = 2; cos' =

u �v
ku kkv k =

2

2 � 2 =
1

2
;

kde ' znaèí úhel svíraný vektory u a v, proto opìt ' = �
3 .

(b) Øe¹íme soustavu rovnic s maticí�
1 1 1 1
1 1 �1 1

�
�
�
1 1 1 1
0 0 2 0

�
;

proto hledanou bází tvoøí napøíklad posloupnost (

0BB@
�1
1
0
0

1CCA ;

0BB@
�1
0
0
1

1CCA).

(c) Nejprve poznamenejme, ¾e (a; b)T 6= (0; 0)T a ¾e hledáme vektory x = (a; b; 0; 0)T splòující podmínku

x �u
kx kku k =

a+ b

2
p
a2 + b2

=
1p
2

�

3
=

1

2
;

co¾e je po pøenásobení ekvivalentní podmínce a+ b =
p
a2 + b2. Umocníme-li a odeèteme-li od obou stran

a2 + b2 dostáváme opìt ekvivalentní podmínku

2ab = 0 a zároveò a+ b > 0:

To je splnìno, právì kdy¾ a = 0; b > 0 nebo a > 0; b = 0, tedy hledaný vektory le¾í právì v mno¾inì

f

0BB@
a

0
0
0

1CCA j a 2 R+g [ f

0BB@
0
b

0
0

1CCA j b 2 R+g
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proto hledanou bází je napøíklad posloupnost (

0BB@
�1
1
0
0

1CCA ;

0BB@
�1
0
0
1

1CCA).

(d) Postupujeme obdobnì jako v úloze (b), jen úvahu pou¾íváme induktivnì a v ka¾dém kroku najdeme
jen jeden nenulový kolmý vektor. Nejprve zvolíme vektor napøíklad (0; 0; 1; 1)T , který je kolmý na vektor u
a poté hledáme vektor kolmý na oba tyto vektory, tedy øe¹ení soustavy s maticí�

1 1 �1 1
0 0 1 1

�
;

jím¾ je napøíklad vektor (�1; 1; 0; 0)T . Nyní zbývá najít vektor kolmý na v¹echny tøi vektor, tj. øe¹ení0@ 1 1 �1 1
0 0 1 1
�1 1 0 0

1A �
0@1 1 �1 1
0 2 �1 1
0 0 1 1

1A ;

jím¾ je napøíklad

0BB@
1
1
1
�1

1CCA. Na¹li jsme bázi (

0BB@
1
1
�1
1

1CCA ;

0BB@
0
0
1
1

1CCA ;

0BB@
�1
1
0
0

1CCA ;

0BB@
1
1
1
�1

1CCA)

1.4. Najdìte bázi ortogonálního doplòku podprostoru

U = LOf(1; 2; 1; 1; 1)T ; (0;�1; 1; 1; 2)T g
reálného vektorového prostoru R5 se standardním skalárním souèinem.

Pøipomeòme, ¾e U? = fv 2 R5juT �v = 08u 2 Ug = fv 2 R5juT �v = 08u 2 Bg; kde B je
nìjaká báze U . Snadno uvá¾íme, ¾e potøebujeme najít právì øe¹ení homogenní soustavy rovnic s maticí�
1 2 1 1 1
0 �1 1 1 2

�
. Tedy bázi U? tvoøí napøíklad vektory (�3; 1; 1; 0; 0)T ; (�3; 1; 0; 1; 0)T ; (�5; 2; 0; 0; 1)T .

1.5. Je-li A =

�
1 �1
2 1

�
, de�nujme zobrazení �, které dvojici vektorù u a v z reálného lineárního prostoru

R2 pøiøadí hodnotu u �v = uT ATAv.

(a) Doka¾te, ¾e je � skalární souèin,
(b) spoèítejte ke1k, ke2k a e1 � e2 pro vektory kanonické báze a urèete cos' pro úhel ' svíraný vektory

e1 a e2,

(c) najdìte bázi podprostoru v¹ech vektorù prostoru R2, které jsou kolmé na e1 vzhledem ke skalárnímu
souèinu �.

(a) Podmínka linearity v obou slo¾kách plyne okam¾itì z linearity násobení maticí a podmínka symetrie
plyne ze symetrie ètvercové matice stupnì jedna. Zbývá si v¹imnout, ¾e je matice A regulární, a proto
Au 6= 0 pro v¹echny nenulové vektory u. Proto¾e je hodnota standardního skalárního souèinu vektoru Au
se sebou rovná právì hodnotì uT ATAu, je ta nutnì nenulová (a tedy matice ATA pozitivnì de�nitní).

(b) Spoèítáme-li B = ATA =

�
5 1
1 2

�
, zbývá pøímoèaøe urèit

ke1k = p
e1 � e1 =

q
eT1Be1 =

p
5

ke2k = p
e2 � e2 =

q
eT2Be2 =

p
2

e1 � e2 = eT1Be2 = 1; cos' =
e1 � e2
ke1kke2k =

1p
5 � p2

=
1p
10
:

(c) Hledáme mno¾inu v¹ech vektorù x 2 R2 splòujících podmínku

e1 � x = eT1Bx = 0;

to znamená, ¾e poèítáme homogenní soustavy rovnic s maticí (5; 1). Snadno najdeme jednoprvkovou bázi��1
5

�
.
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5.3.

1.6. Je-li A =

�
0 1
i �2

�
, de�nujme zobrazení �, které dvojici vektorù u a v z komplexního lineárního

prostoru C2 pøiøadí hodnotu u �v = u�A�Av.

(a) Doka¾te, ¾e je � skalární souèin,

(b) spoèítejte ke1k, ke2k, k
�
0
i

�
k, e1 � e2 a

�
0
i

�
�
�

1
�i
�
,

(c) najdìte bázi podprostoru v¹ech vektorù prostoru C2, které jsou kolmé na e1 vzhledem ke skalárnímu
souèinu �,

(d) najdìte ortogonální bázi C2 vzhledem ke skalárnímu souèinu �,
(e) najdìte ortonormální bázi C2 vzhledem ke skalárnímu souèinu �,
(a) Uva¾ujeme obdobnì jako v pøedchozí úloze. Linearity v druhé slo¾ce plyne z linearity násobení maticí,

maticovým výpoètem zjistíme, ¾e

(u �v)� = (u�A�Av)� = v�A�Au = v �u

proto¾e je matice A regulární, a tudí¾ je Au 6= 0 pro v¹echny nenulové vektory u. Proto¾e se hodnota u �u
rovná právì standardnímu skalárnímu souèinu vektoru Au se sebou samým, máme u �u 2 R+.

(b) Opìt nejprve urèíme B = A�A =

�
1 2i
�2i 5

�
. Zøejmì hodnoty ke1k = 1, ke2k = 5 a e1 � e2 = 2i

urèíme pøímo z matice B a snadno pøímoèaøe spoèítáme

k
�
0
i

�
k = kik � ke2k = ke2k = 5;

�
0
i

�
�
�

1
�i
�
=
�
0 �i�� 1 2i

�2i 5

��
1
�i
�
=
��2 �5i�� 1

�i
�
= �7:

(c) Tentokrát hledáme mno¾inu v¹ech vektorù x 2 C2 splòujících podmínku

e1 � x = e�1Bx = 0;

to znamená, ¾e poèítáme homogenní soustavy rovnic s maticí
�
1 2i

�
, pro kterou tvoøí bázi napøíklad vektor��2i

1

�
.

(d) Ortogonální bázi jsme na¹li v pøedchozím bodì, nebo» jsme zjistili, ¾e posloupnost (

�
1
0

�
,

��2i
1

�
) je

ortogonální, tudí¾ lineárnì nezávislá i generující.
(e) Nyní staèí, abychom nalezenou ortogonální bázi normalizovali. U¾ jsme spoèítali, ¾e ke1k = 1, zbývá

spoèítat ��2i
1

�
�
��2i

1

�
=
�
2i 1

�� 1 2i
�2i 5

���2i
1

�
=
�
0 1

���2i
1

�
= 1;

tedy báze nalezená v bodì (d) u¾ byla ortonormální.

1.7. Nech» b1 =

0B@
1p
3
1p
3
1p
3

1CA ;b2 =

0@ 1p
2

� 1p
2

0

1A ;b3 =

0B@
1p
6
1p
6

� 2p
6

1CA jsou vektory v reálném aritmetickém vektorovém

prostoru R3 se standardním skalárním souèinem.

(a) Ovìøte, ¾e B = (b1;b2;b3) je ortonormální báze R3,

(b) spoèítejte souøadnice vektorù (0; 0; 1)T , (2; 1; 0)T a (1; 2; 3)T vzhledem k ortonormální bázi B,

(c) urèete ortogonální projekce vektorù (0; 0; 1)T , (2; 1; 0)T do podprostoru U = LOfb1;b2g.

4



(a) Podle de�nice spoèítáme

1p
3
(1; 1; 1) �

0B@
1p
3
1p
3
1p
3

1CA = 3 � ( 1p
3
)2 = 1;

1p
3
(1; 1; 1) �

0@ 1p
2

� 1p
2

0

1A =
1p
6
� 1p

6
= 0;

1p
3
(1; 1; 1) �

0B@
1p
6
1p
6

� 2p
6

1CA = 2 � 1p
18
� 1p

18
= 0;

1p
2
(1;�1; 0) �

0@ 1p
2

� 1p
2

0

1A = 2 � ( 1p
2
)2 = 1;

1p
2
(1;�1; 0) �

0B@
1p
6
1p
6

� 2p
6

1CA = 0;
1p
6
(1; 1;�2) �

0B@
1p
6
1p
6

� 2p
6

1CA = 2 � ( 1p
6
)2 + (

2p
6
)2 = 1;

tedy zjistili jsme, ¾e B je ortonormální, a proto lineárnì nezávislá posloupnost. Proto¾e jde o tøíprvkovou
lineárnì nezávislou posloupnost ve vektorovém prostoru dimenze 3, musí jít o bázi. Seøadíme-li vektory
b1;b2;b3 do matice N, mohli jsme otázku zformulovat maticovì, konkrétnì jsme mìli zjistit (a zjistili), zda
NT �N = I3.

(b) Pøipomeòme, ¾e pro ka¾dou ortonormální bázi B = (b1;b2;b3) tvoøí souøadnice vektoru v 2 R3

vzhledem k bázi B jednoznaènì urèený aritmetický vektor (x1; x2; x3)T 2 R3, pro který platí v =
P3

i=1 xibi.
Vyu¾ijeme-li ortonormality bázi, vidíme, ¾e

bTj � v = bTj �
3X
i=1

xibi =

3X
i=1

xib
T
j � bi = xj ;

tedy souøadnicev jsou právì Fourierovy koe�cienty. Konkrétnì dostáváme, ¾e
NT � (0; 0; 1)T = (1 � 1p

3
; 1 � 0; 1 � �2p

6
)T = 1p

6
(
p
2; 0;�2)T jsou souøadnice vektoru (0; 0; 1)T vzhledem k B,

NT � (2; 1; 0)T = ( 2+1p
3
; 2�1p

2
; 2+1p

6
)T = (

p
3; 1p

2
;
q

3
2 )
T jsou souøadnice vektoru (2; 1; 0)T vzhledem k B a

NT � (1; 2; 3)T = ( 1+2+3p
3
; 1�2p

2
; 1+2�3�2p

6
)T = (2

p
3;� 1p

2
;�
q

3
2 )
T jsou souøadnice vektoru (1; 2; 3)T vzhle-

dem k B.
(c) V pøedchozí úvaze jsme zjistili, ¾e0@0

0
1

1A =
1p
6
� b1 + 0 � b2 +

r
3

2
� b3;

proto ortogonální projekci vektoru

0@0
0
1

1A do U tvoøí vektor 1p
6
� b1 = 1

3
p
2

0@1
1
1

1A. Obdobnì proto¾e
0@2
1
0

1A =
p
3 � b1 + 1p

2
� b2 +

r
3

2
� b3;

je vektor
p
3 � b1 + 1p

2
� b2 =

0@ 3
2
1
2
1

1A ortogonální projekcí vektoru

0@2
1
0

1A do do U .

1.8. Uva¾ujme standardní skalární souèin na reálném vektorovém prostoru R3, U podprostor R3 a v 2 R3.
Najdìte vektor u 2 U a u? 2 U?, aby v = u+u?,

(a) je-li U = LOf(1; 3;�2)T ; (1; 1;�1)T g a v = (2; 4; 3)T ,

(b) je-li U = LOf(1; 2; 1)T ; (2; 1;�1)T g a v = (1; 2; 4)T ,

(c) je-li U = LOf(1; 2; 1)T ; (2; 1;�1)T g a v = (4; 2; 1)T .

Hledáme takovou lineární kombinaci vektorù a(1; 3;�2)T + b(1; 1;�1)T , aby byl vektor (2; 4; 3)T �
a(1; 3;�2)T � b(1; 1;�1)T kolmý na prostor U . To mù¾eme ekvivalentnì vyjádøit tak, ¾e vektor (2; 4; 3)T �
a(1; 3;�2)T � b(1; 1;�1)T je kolmý na vektor (1; 3;�2)T i (1; 1;�1)T a odtud dostáváme soustavu rovnic

(1; 3;�2) � [(2; 4; 3)T � a(1; 3;�2)T � b(1; 1;�1)T ] = 0;
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(1; 1;�1) � [(2; 4; 3)T � a(1; 3;�2)T � b(1; 1;�1)T ] = 0:

Tuto soustavu upravíme na nehomogenní soustavu lineárních rovnic, sepí¹eme do (Gramovy) matice a
vyøe¹íme: �

14 6
?? 8

6 3
?? 3

�
:

Snadno zjistíme, ¾e a = 1 a b = �1, ortogonální projekce vektoru (2; 4; 3)T na podprostor U je u =
(1; 3;�2)T � (1; 1;�1)T = (0; 2;�1)T a u? = v�u = (2; 4; 3)T � (0; 2;�1)T = (2; 2; 4)T .

(b) I tentokrát standardnì najdeme Gramovu matici

�
6 3

?? 9
3 6

?? 0

�
vyjadøující podmínku, ¾e (1; 2; 4)T�

x(1; 2; 1)T � y:(2; 1;�1)T je kolmé na podprostor U a dopoèítáme x = 2 a y = �1. Ortogonální projekce
vektoru (1; 2; 4)T na podprostor U je tedy u = 2 � (1; 2; 1)T � 1 � (2; 1;�1)T = (0; 3; 3)T a u? = (1; 2; 4)T �
(0; 3; 3)T = (1;�1; 1)T .

(c) V¹imnìme si, ¾e poèítáme-li stejnì jako v (b), dostaneme Gramovu matic se stejnými levými stranami,

tj.

�
6 3

?? 9
3 6

?? 9

�
a dopoèítáme x = 1 a y = 1, proto u = �(1; 2; 1)T + (2; 1;�1)T = (3; 3; 0)T a u? =

(4; 2; 1)T � (3; 3; 0)T = (1;�1; 1)T .

12.3.

1.9. Uva¾ujme standardní skalární souèin � na reálném vektorovém prostoru R3 a nech» V = LOf(1; 1; 0)T ; (1; 3; 2)T g.
(a) Najdìte nìjakou ortonormální bázi prostoru V ,

(b) najdìte ortogonální bázi V obsahující vektor (2; 4; 2)T ,

(c) urèete ortonormální bázi (c1; c2; c3) prostoru R3, pro ni¾ V = LOfc1; c2g.
(d) urèete ortogonální projekci vektoru (2; 2;�1)T do podprostoru V ,

(a) Budeme upravovat napøíklad bázi ((1; 1; 0)T ; (1; 3; 2)T ) Gramovu-Schmidtovu ortogonalizací. Po-
lo¾íme nejprve v1 = 1

k(1;1;0)T k (1; 1; 0)
T = 1p

2
(1; 1; 0)T . Dále hledáme vektor u2 ve tvaru u2 = (1; 3; 2)T+c�v1.

Z podmínky vT1 �v2 = 0 dostáváme, ¾e c = �vT1 �(1; 3; 2)T = � 4p
2
, proto u2 = (�1; 1; 2)T . Nyní vektor u2

normalizujeme a dostaneme v1 = 1
k(�1;1;2)T k (�1; 1; 2)T = 1p

6
(�1; 1; 2)T .

Hledanou ortonormální bází V je tedy posloupnost ( 1p
2
(1; 1; 0)T ; 1p

6
(�1; 1; 2)T ).

(b) Postupujeme obdobnì jako v (a) jen zvolíme bázi V zaèínající vektorem (2; 4; 2)T , napøíklad bázi
((2; 4; 2)T ; (1; 1; 0)T ). Poznamenejme, ¾e kdybychom na¹li postupem (a) ortonormální bázi, jednalo by se
urèitì i o bázi ortogonální. My nyní pou¾ijeme úvahu obdobnou jako v (a), tentokrát ov¹em nebudeme
(proto¾e nemusíme) normalizovat:

Polo¾íme nejprve v1 = (2; 4; 2)T a hledáme vektor v2 ve tvaru v2 = (1; 1; 0)T + c � v1. Z podmínky

v1 �v2 = 0 tentokrát dostáváme, ¾e c = �v
T
1
�(1;1;0)T
v
T
1
�v1 = � 6

24 = � 1
4 , proto v2 = (1; 1; 0)T � 1

4 � (2; 4; 2)T =
1
2 (1; 0;�1)T .

Hledanou ortogonální bází V je tedy posloupnost ((2; 4; 2)T ; 12 (1; 0;�1)T ) nebo posloupnost ((2; 4; 2)T ; (1; 0;�1)T ).
(c) V (a) jsme nalezli ortonormální bázi ( 1p

2
(1; 1; 0)T ; 1p

6
(�1; 1; 2)T ). Pøipomeòme, ¾e ka¾dý vektor

kolmá na bázi podprostoru V je kolmý na jeho v¹echny vektory. Staèí nám tedy najít vektor u, pro

(1; 1; 0)u = 0 a (1; 3; 2)u = 0, tedy hledáme øe¹ení homogenní soustavy rovnic s maticí

�
1 1 0
1 3 2

�
. Snadno

spoèítáme, ¾e takovým øe¹ením je napøíklad vektor (�1; 1;�1)T . Staèí tedy tento vektor normalizovat,
abychom na¹li poslední vektor hledané ortonormální báze. Tedy je-li c1 = 1p

2
(1; 1; 0)T , c2 = 1p

6
(�1; 1; 2)T

c3 =
1p
3
(�1; 1;�1)T , dostáváme ortonormální bázi (c1; c2; c3) po¾adovaných vlastností.

(d) Souøadnice ortogonální projekce vektoru u na podprostor V vzhledem k ortonormální bázi B =
(b1;b2) lze spoèítat jako Fourierovy koe�cienty, tj. oznaèíme-li vu 2 V ortogonální projekci vektoru u na
V a vu = a1b1+ a2b2, pak (a1; a2) = (LOfb1;vg;LOfb2;vg), kde (b;b2) = ( 1p

2
(1; 1; 0)T ; 1p

6
(�1; 1; 2)T ) je

ortonormální báze nalezená v úloze (c). Tedy

(a1; a2) = (
1p
2
(1; 1; 0) � (2; 2;�1)T ; 1p

6
(�1; 1; 2) � (2; 2;�1)T ) = (

4p
2
;� 2p

6
)T ;

6



a proto

vu =
4p
2

1p
2
(1; 1; 0)T � 2p

6

1p
6
(�1; 1; 2)T =

1

3
(7; 5;�2)T :

Na závìr si zkontrolujme, ¾e u�vu le¾í v ortogonálním doplòku V , tedy, ¾e je vektor (2; 2;�1)T� 1
3 (7; 5;�2)T =

1
3 (�1; 1;�1)T kolmý na v¹echny (bazické) vektory prostoru V .

1.10. Buï M = ((1; 1; 0)T ; (0; 1; 1)T ; (1; 1; 1)T ) báze reálného vektorového prostoru R3 se standardním
skalárním souèinem. Najdìte takovou ortonormální bázi B = (v1;v2;v3) prostoru R3, aby LOf(1; 1; 0)T g =
LOfv1g a LOf(1; 1; 0)T ; (0; 1; 1)T g = LOfv1;v2g.

Postupujme opìt Gramovu-Schmidtovu ortogonalizací.

1. v1 =
(1;1;0)T

k(1;1;0)T k = 1p
2
(1; 1; 0)T .

2. v02 = (0; 1; 1)T� 1p
2
(1; 1; 0)(0; 1; 1)T � 1p

2
(1; 1; 0)T = 1

2 (�1; 1; 2)T . Proto kv02 k =
p
6
2 v2 =

1p
6
(�1; 1; 2)T .

3. Pøednì 1p
2
(1; 1; 0)(1; 1; 1)T =

p
2 a 1p

6
(�1; 1; 2)(1; 1; 1)T = 2p

6
, proto v03 = (1; 1; 1)T�p2� 1p

2
(1; 1; 0)T�

2p
6

1p
6
(�1; 1; 2)T = 1

3 (1;�1; 1)T . Tedy kv03 k = 1p
3
a v3 = 1p

3
(1;�1; 1)T .

Na¹li jsme ortonormální bázi ( 1p
2
(1; 1; 0)T ; 1p

6
(�1; 1; 2)T ; 1p

3
(1;�1; 1)T ).

Chceme-li vytvoøit ortonormální bázi z báze ((1; 1; 0)T ; (0; 1; 1)T ; (1; 1; 1)T ) modi�kovaným Gramovým-
Schmidtovým algoritmem, dostáváme:

1. v1 = 1p
2
(1; 1; 0)T , v02 = (0; 1; 1)T a v03 = (1; 1; 1)T .

2. v02 =
1
2 (�1; 1; 2)T , v03 = (1; 1; 1)T �p2 � 1p

2
(1; 1; 0)T = (0; 0; 1)T a normujeme v2 = 1p

6
(�1; 1; 2)T .

3. v03 = (0; 0; 1)T � 2p
6

1p
6
(�1; 1; 2)T = 1

3 (1;�1; 1)T a v3 = 1p
3
(1;�1; 1)T .

Výsledek modi�kovaného algoritmu je stejný jako v pøípadì klasického algoritmu, zmìnili jsme jen uspoøá-
dání úprav.

Pøipomeòme, ¾e QR-rozkladem matice A nad reálným nebo komplexním tìlesem rozumíme rozklad
A = QR, kde QT �Q je jednotková matice a R je regulární horní trojúhelníková matice s kladnými reálnými
hodnotami na diagonále.

1.11. Najdìte QR rozklady matic (a)

0@1 0
1 1
0 1

1A, (b)
0@1 0 1
1 1 1
0 1 1

1A, (c)
0BB@
1 1 0
1 0 1
1 1 0
1 0 2

1CCA.
Uva¾ujme obecnou maticiA = (a1j : : : jam) s lineárnì nezávislými sloupci. Je-li q1; : : : ;qm je posloupnost

ortonormálních vektorù, kterou z posloupnosti a1; : : : ;am vytvoøíme Gramovou-Schmidtovou ortogonalizací
a polo¾íme-liQ = (q1j : : : jqm) aR = (rij), kde rij = qTi �aj , potom jeA = QR právì QR rozklad maticeA.
Navíc poznamenejme, ¾e rii = qTi �ai = kq0ik, tedy matice Q sestává z výsledných ortonormálních vektorù a
matice R obsahuje právì v¹echny údaje, které pøi Gramovì-Schmidtovì ortogonalizaci spoèítáme (tedy nad
diagonálou v¹echny potøebné skalární souèiny a na diagonále v¹echny potøebné normy).

(a) Proto¾e jsou sloupce první matice právì první dva vektory z úlohy 1.10, vyu¾ijeme prvních dvou
krokù Gramovy-Schmidtovy ortogonalizace z 1.10 a sepí¹eme údaje do matic

Q =

0B@
1p
2

� 1p
6

1p
2

1p
6

0 2p
6

1CA a R =

�k(1; 1; 0)T k 1p
2
(1; 1; 0)(0; 1; 1)T

0 k 12 (�1; 1; 2)T k
�
=

 p
2 1p

2

0
p
6
2

!
:

(b) Tentokrát sepí¹eme do matic údaje celé Gramovy-Schmidtovy ortogonalizace z 1.10, první dva sloupce
matic Q a R u¾ známe (u prvních dvou sloupcù R pøidáme nulový poslední øádek). Tedy dostáváme Q =0B@

1p
2

� 1p
6

1p
3

1p
2

1p
6

� 1p
3

0 2p
6

1p
3

1CA a R =

0B@
p
2 1p

2
1p
2
(1; 1; 0)(1; 1; 1)T

0
p
6
2

1p
6
(�1; 1; 2)(1; 1; 1)T

0 0 k 1p
3
(1;�1; 1)T k

1CA =

0B@
p
2 1p

2

p
2

0
p
6
2

2p
6

0 0 1p
3

1CA.
(c) Nyní budeme Gramovou-Schmidtovou ortogonalizací upravovat lineárnì nezávislou posloupnost vek-

torù (1; 1; 1; 1)T , (1; 0; 1; 0)T , (0; 1; 0; 2)T mezivýsledky sepsat do matic Q a R. V¹imnìme si, ¾e rii =
LOfqi aig = kq0ik.
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1. q1 =
(1;1;1;1)T

k(1;1;1;1)T k = ( 12 ;
1
2 ;

1
2 ;

1
2 )
T a r11 = k(1; 1; 1; 1)T k = 2.

2. q02 = (1; 0; 1; 0)T� 1
2 (1; 1; 1; 1)

T �(1; 0; 1; 0)T � 12 (1; 1; 1; 1)T = 1
2 (1;�1; 1;�1)T . Proto r12 = 1

2 (1; 1; 1; 1)
T �

(1; 0; 1; 0)T ) = 1, r22 = k 12 (1;�1; 1;�1)T k = 1 a q2 = ( 12 ;� 1
2 ;

1
2 ;� 1

2 )
T .

3. Koneènì r13 = LOfq1; (0; 1; 0; 2)T g = 3
2 , r23 = LOfq2; (0; 1; 0; 2)T g = � 3

2 , proto q
0
3 = (0; 1; 0; 2)T �

3
2 � ( 12 ; 12 ; 12 ; 12 )T + 3

2 � ( 12 ;� 1
2 ;

1
2 ;� 1

2 )
T = (0;� 1

2 ; 0;
1
2 )
T . Tedy r33 = k(0;� 1

2 ; 0;
1
2 )
T k = 1p

2
a q3 =

(0;� 1p
2
; 0; 1p

2
)T .

Dostáváme QR rozklad

0BB@
1 1 0
1 0 1
1 1 0
1 0 2

1CCA =

0BB@
1
2

1
2 0

1
2 � 1

2 � 1p
2

1
2

1
2 0

1
2 � 1

2
1p
2

1CCA
0@2 1 3

2
0 1 � 3

2
0 0 1p

2

1A :

1.12. Najdìte nìjakou ortonormální bázi podprostoru V = LOf((1; 1;�2; 1)T , (2; 0; 1; 0)T , (0; 1; 0; 1)T g
reálného aritmetického vektorovém prostoru R4 se standardním skalárním souèinem.

Nejprve zvolíme vhodnou bázi prostoru V , kterou budeme ortogonalizovat pomocí Gramovy-Schmidtovy
ortogonalizace. Vektor (2; 0; 1; 0)T je zøejmì kolmý na zbývající vektory, zvolme tedy bázi V , tak aby
byl vektor (2; 0; 1; 0)T na jejím prvním místì. Tedy vyjdeme napøíklad z báze ((2; 0; 1; 0)T ; (0; 1; 0; 1)T ;
(1; 1;�2; 1)T ). Gramovu-Schmidtovu ortogonalizaci tentokrát mírnì modi�kujeme: najdeme nejprve orto-
gonální bázi a tu budeme normalizovat a¾ na závìr.

U¾ jsme v¹imli, ¾e ((2; 0; 1; 0)T � (0; 1; 0; 1)T = 0, tedy máme první dva (zatím jen ortogonální, nikoli
ortonormální) vektory hledané báze: v01 = (2; 0; 1; 0)T , v02 = (0; 1; 0; 1)T . Nyní budeme hledat tøetí bazický
vektor ve tvaru v03 = (1; 1;�2; 1)T � c1 v01�c2 v02. Pøitom má splòovat podmínky, ¾e v0i �v03 = 0 pro i = 1; 2,
z èeho¾ vyu¾itím linearity skalárního souèinu v druhé slo¾ce dostáváme, ¾e

c1 =
(1; 1;�2; 1) � (2; 0; 1; 0)T
(2; 0; 1; 0) � (2; 0; 1; 0)T = 0; c2 =

(1; 1;�2; 1) � (0; 1; 0; 1)T
(0; 1; 0; 1) � (0; 1; 0; 1)T = �1:

V¹imnìme si, ¾e koe�cient je roven 0 díky volbì vektoru v01 kolmého na v¹echny následující vektory, proto
nám staèilo hledat ortogonální bázi podprostoru LOf(1; 1;�2; 1)T ; (0; 1; 0; 1)T g, která musí být kolmá na
vektor (2; 0; 1; 0)T . Tedy v03 = (1; 1;�2; 1)T � (0; 1; 0; 1)T = (1; 0;�2; 0)T je posledním hledaným kol-
mým vektorem. Posloupnost vektorù ((2; 0; 1; 0)T ; (0; 1; 0; 1)T ; (1; 0;�2; 0)T ) tvoøí zøejmì ortogonální bázi

prostoru V . Zbývá nám jednotlivé vektory normalizovat: v1 =
v
0

1

kv0
1
k = 1p

5
(2; 0; 1; 0)T , v2 =

v
0

2

kv0
2
k =

1p
2
(0; 1; 0; 1)T , v3 =

v
0

3

kv0
3
k = 1p

5
(1; 0;�2; 0)T , Ortonormální bází je tedy napøíklad posloupnost vektorù

( 1p
5
(2; 0; 1; 0)T ; 1p

2
(0; 1; 0; 1)T ; 1p

5
(1; 0;�2; 0)T .

1.13. Uva¾ujme standardní skalární souèin � na komplexním vektorovém prostoru C3, tj. u �v = uT v.

(a) Najdìte ortonormální bázi podprostoru U = LOf(1; i; 1� i)T , (i; 2 + i;�1)T g,
(b) najdìte bázi ortogonálního doplòku UT ,

(c) spoèítejte ortogonální projekci vektoru (1; 0;�i)T do podprostoru U .

(a) Vyu¾ijeme Gramovu-Schmidtovu ortogonalizaci provedenou na posloupnost u1 = (1; i; 1� i)T , u2 =
(i; 2 + i;�1)T . Nejprve urèíme v1 = (1;i;1�i)T

k(1;i;1�i)T k = 1
2 (1; i; 1 � i)T . Poté spoèítáme c = v1 �(i; 2 + i;�1)T =

1
2 (1;�i; 1 + i) � (i; 2 + i;�1)T = �2i

2 = �i a dále v02 = u2�cv1 = (i; 2 + i;�1)T + i
2 (1; i; 1 � i)T =

1
2 (3i; 3 + 2i;�1 + i)T , proto v2 = 1p

24
(3i; 3 + 2i;�1 + i)T .

(b) u1 �(1;�1; 0; 0; 1)T = 0, u1 �(1;�1; 0; 0; 1)T = 0 Proto¾e potøebujeme najít nenulový vektor v kolmý
na vektory u1, u2, tj. má platit, ¾e (1; i; 1 � i)T � v = (1;�i; 1 + i)T � v = 0 a (i; 2 + i;�1)T � v = (�i; 2 �
i;�1)T � vT = 0, co¾ snadno zformulujeme maticí�

1 �i 1 + i

�i 2� i �1
�
�
�
i 1 �1 + i

�i 2� i �1
�
�
�
1 �i 1 + i

0 3� i �2 + i

�
:

tedy vidíme, ¾e bází øe¹ení soustavy i bází U? je vektor (�3� 3i; 3 + i; 4 + 2i)T .

8



(c) Staèí, abychom spoèítali souøadnice ortogonální projekce vzhledem k ortonormální bázi U , tedy
hodnoty

a1 = v1 �(1; 0;�i)T =
1

2
(1;�i; 1 + i)

0@ 1
0
�i

1A =
1 + (1 + i) � (�i)

2
=

2� i

2
;

a2 = v2 �(1; 0;�i)T =
1p
24

(�3i; 3� 2i;�1� i)

0@ 1
0
�i

1A =
�3i+ i� 1p

24
=
�1� 2ip

24
:

Tedy ortogonální projekce je vektor

2� i

4
(1; i; 1� i)T +

�1� 2i

24
(3i; 3 + 2i;�1 + i)T =

1

24
(18� 9i; 7 + 4i; 21 + 5i)T :

19.3.

1.14. Uva¾ujme standardní skalární souèin na reálném vektorovém prostoru R4.

(a) najdìte nìjakou ortogonální bázi podprostoru U = LOf(1; 1; 0; 1)T ; (1; 0; 1; 1)T g,
(b) najdìte nìjakou ortogonální bázi ortogonálního doplòku U?,

(c) spoèítejte ortogonální projekci vektoru (�1; 1; 0; 4)T do podprostoruW = LOf(1; 2; 1;�1)T ; (1; 1; 0; 1)T g.
(a), (b) Mù¾eme postupovat nìkolika zpùsoby. Jednak mù¾eme doplnit vektory (1; 1; 0; 1)T ; (1; 0; 1; 1)T

na bázi celého prostoru R4 (napøíklad vektory (1; 0; 0; 0)T a (0; 1; 0; 0)T ) a tuto bázi upravit Gramovou-
Schmidtovou ortogonalizací. První dva vektory ortogonalizované báze budou pøitom tvoøit ortogonální bázi
U , dal¹í dva vektory budou tvoøit ortogonální bázi doplòku U?.

Rovnì¾ nám staèí najít libovolnou bázi U? (napøíklad tým¾ postupem z 1.4) a obì báze ortogonalizovat.
Postupujme druhým zpùsobem: Bázi U? tvoøí napøíklad posloupnost (�1; 1; 1; 0)T , (0; 1; 1;�1)T . Vektor
(0; 1; 1;�1)T mù¾eme upravit jedním krokem Gramovy-Schmidtovy ortogonalizace

(0; 1; 1;�1)T � (�1; 1; 1; 0) � (0; 1; 1;�1)T
3

(�1; 1; 1; 0)T =
1

3
(2; 1; 1;�3)T ;

a proto posloupnost (�1; 1; 1; 0)T ; (2; 1; 1;�3)T tvoøí ortogonální bázi U?. Obdobnì zjistíme, ¾e ((1; 1; 0; 1)T ,
(1;�2; 3; 1)T ) tvoøí ortogonální bázi U .

(c) Potøebujeme nejprve urèit souøadnice x1; x2 ortogonální projekce u = x1 � (1; 2; 1;�1)T + x2 �
(1; 1; 0; 1)T , ani¾ budeme hledat ortogonální bázi W , jak jsme èinili v pøedchozí úloze. Øe¹íme tedy ne-
homogenní soustavu rovnic s maticí:0BBBBBBBBBB@

(1; 2; 1;�1) �

0BB@
1
2
1
�1

1CCA (1; 2; 1;�1) �

0BB@
1
1
0
1

1CCA ?? (1; 2; 1;�1) �

0BB@
�1
1
0
4

1CCA
(1; 1; 0; 1) �

0BB@
1
2
1
�1

1CCA (1; 1; 0; 1) �

0BB@
1
1
0
1

1CCA ?? (1; 1; 0; 1) �

0BB@
�1
1
0
4

1CCA

1CCCCCCCCCCA
=

=

�
7 2

?? �3
2 3

?? 4

�
:

Snadno zjistíme, ¾e x1 = �1 a x2 = 2, proto u = (1; 0;�1; 3)T .
Pro kontrolu je¹tì ovìøme, zda je vektor v�u = (�2; 1; 1; 1)T skuteènì kolmý na podprostor U . Zøejmì

(�2; 1; 1; 1) � (1; 2; 1;�1)T = 0 a (�2; 1; 1; 1) � (1; 1; 0; 1)T = 0.

1.15. Nech» U = LOf 1p
3

0BB@
1
1
0
1

1CCA ; 1p
3

0BB@
0
1
1
�1

1CCAg je podprostor reálného vektorového prostoru R4 se standardním

skalárním souèinem.
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(a) Najdìte ortogonální bázi ortogonálního doplòku U?,

(b) najdìte ortogonální bázi (v1; : : : ;v4) prostoru R4, tak aby U = LOfv1;v2g,

(c) Urèete matice [PU ]
(vi)
(vi)

a [PU? ]
(vi)
(vi)

vzhledem k bázím (vi) ortogonální projekce na podprostory U a

U?, které chápeme jako lineárního operátory na R4,

(d) Urèete matice [PU ]
K4

K4
a [PU? ]K4

K4
vzhledem ke kanonickým bázím K4.

(a) Mù¾eme najít bázi U? a poté pou¾ít Grammovu-Schmidtovu ortogonalizaci, ale jednodu¹¹í nejprve

najít pomocí øe¹ení soustavy rovnic jeden kolmý vektor, napøíklad

0BB@
1
�1
1
0

1CCA a poté vektor

0BB@
�1
0
1
1

1CCA øe¹í soustavu

0@ 1 1 0 1
0 1 1 �1
�1 0 1 1

1A, která na øádcích obsahuje bázi U a døíve nalezený kolmý vektor. Nyní zbývá vektory nor-

malizovat. Ortogonální bázi ortogonálního doplòku U? tvoøí napøíklad posloupnost ( 1p
3

0BB@
1
�1
1
0

1CCA ; 1p
3

0BB@
�1
0
1
1

1CCA).

(b) V¹imneme-li si, ¾e je generující mno¾ina z de�nice U u¾ je ortogonální báze, staèí nám tyto vektory
sepsat spolu s vektory z úlohy (a):

(v1;v2;v3;v4) = (
1p
3

0BB@
1
1
0
1

1CCA ;
1p
3

0BB@
0
1
1
�1

1CCA ;
1p
3

0BB@
1
�1
1
0

1CCA ;
1p
3

0BB@
�1
0
1
1

1CCA)

(c) Proto¾e PU (v1) = v1, PU (v2) = v2 a PU (v3) = PU (v4) = 0, dostáváme pøímo z de�nice ma-

tice lineárního zobrazení, ¾e [PU ]
(vi)
(vi)

=

0BB@
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

1CCA. Matici ortogonální projekce PU? dostaneme buï

analogickou úvahou nebo díky faktu Id = PU +PU? , tedy [PU? ]
(vi)
(vi)

= [Id]
(vi)
(vi)

� [PU? ]
(vi)
(vi)

=

0BB@
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

1CCA.
(d) Vyu¾ijeme výsledek a Tvrzení o matici lineárního zobrazení vzhledem ke zmìnìné bázi

[PU ]
K4

K4
= [Id]

(vi)
K4

� [PU ](vi)(vi)
� [Id]K4

(vi)
:

V¹imnìme si, ¾e je matice [Id]
(vi)
K4

= 1p
3

0BB@
1 0 1 �1
1 1 �1 0
0 1 1 1
1 �1 0 1

1CCA ortogonální, a proto platí, ¾e [Id]K4

(vi)
=

([Id]
(vi)
K4

)�1 = ([Id]
(vi)
K4

)T = 1p
3

0BB@
1 1 0 1
0 1 1 �1
1 �1 1 0
�1 0 1 1

1CCA : Nyní zbývá vynásobit

[PU ]
K4

K4
=

1p
3

0BB@
1 0 1 �1
1 1 �1 0
0 1 1 1
1 �1 0 1

1CCA �

0BB@
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

1CCA � 1p
3

0BB@
1 1 0 1
0 1 1 �1
1 �1 1 0
�1 0 1 1

1CCA =

= 1
3

0BB@
1 1 0 1
1 2 1 0
0 1 1 �1
1 0 �1 2

1CCA

10



1.16. Napi¹te matici ortogonální projekce reálného vektorového prostoru R2 se standardním skalárním

souèinem na pøímku LOf
�
2
1

�
g vzhledem ke kanonickým bázím.

Nejprve spoèítáme ortonormální bázi R2, její¾ první vektor generuje právì pøímku LOf
�
2
1

�
g: B =

( 1p
5

�
2
1

�
; 1p

5

��1
2

�
). Nyní pøímo z de�nice matice homomor�smu dostaneme [']BB =

�
1 0
0 0

�
. Zbývá stan-

dardní cestou urèit matici [']K2

K2
= [Id]BK2

[']BB [Id]
K2

B . Nejprve si v¹imnìme, ¾e báze B je ortonormální, tedy

matice pøechodu [Id]K2

B je ortogonální a je tedy velmi snadné urèit matici k ní inverzní

[Id]K2

B = ([Id]BK2
)�1 = ([Id]BK2

)T =
1p
5

�
2 �1
1 2

�T
=

1p
5

�
2 1
�1 2

�
:

Nyní snadno dopoèítáme:

[']K2

K2
= [Id]BK2

[']BB [Id]
K2

B =
1p
5

�
2 �1
1 2

�
�
�
1 0
0 0

�
� 1p

5

�
2 1
�1 2

�
=

1

5

�
4 2
2 1

�
:

1.17. Metodou nejmen¹ích ètvercù najdìte pøibli¾ná øe¹ení soustavy reálných rovnic Ax = v, jestli¾e

(a) A =

0BB@
1 1
2 1
1 0
�1 1

1CCA a v =

0BB@
�1
1
0
4

1CCA,

(b) A =

0BBBB@
1 2 0
2 1 2
1 �2 1
1 2 2
0 �1 �1

1CCCCA a v =

0BBBB@
1
4
6
2
�1

1CCCCA.
Podle Tvrzení 8.71 z pøedná¹ky máme øe¹it soustavu rovnic A�Ax = A� v:
(a) Poèítáme tedy (jednoznaènì øe¹itelnou) soustavu s maticí

(A�AjA� v) =
�
7 2

?? �3
2 3

?? 4

�
;

její¾ øe¹ení je právì dvojice

�
x

y

�
=

��1
2

�
.

(b) Hledáme tentokrát øe¹ení soustavy rovnic s maticí

(A�AjA� v) =

0@7 4 7
?? 17

4 14 5
?? �1

7 5 10
?? 19

1A :

Zbývá nám dopoèítat, ¾e

0@xy
z

1A =

0@ 2
�1
1

1A.
26.3.

2 Vlastní èísla a vlastní vektory

2.1. Oznaème  ortogonální projekci reálného vektorového prostoru R3 se standardním skalárním souèinem
na rovinu LOf(1; 2; 3)T ; (1; 0; 1)T g.
(a) Najdìte v¹echna vlastní èísla a v¹echny vlastní vektory  ,

(b) rozhodnìte, zda je  diagonalizovatelný,
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(c) urèete v¹echna vlastní èísla a v¹echny vlastní vektory matice [ ]K3

K3
.

(a) Nejprve si v¹imneme, ¾e lineární operátor  není izomor�smem, proto¾e není na, tedy podle Tvr-
zení 9.10 a 9.14 je 0 jeho vlastní èíslo. Vlastní vektory pøíslu¹né vlastnímu èíslu 0 tvoøí právì jádro
Ker = LOf(1; 2; 3)T ; (1; 0; 1)T g? = LOf(1; 2;�1)T g. Proto¾e na rovinì LOf(1; 2; 3)T ; (1; 0; 1)T g pùsobí
 jako identita, jedná se o podprostor v¹ech vlastních vektorù pøíslu¹ných vlastnímu èíslu 1. ®ádné dal¹í
nenulové vlastní èíslo nemù¾e existovat, proto¾e jiné pøímky ne¾ ty, které le¾í v LOf(1; 2; 3)T ; (1; 0; 1)T g
nejsou vzhledem k operátoru  invariantní.

Geometrickými úvahami jsme zjistili, ¾e lineární operátor ortogonální projekce má právì vlastní èísla
0 a 1 a mno¾inu vlastních vektorù tvoøí v¹echny nenulové vektory z mno¾iny LOf(1; 2; 3)T ; (1; 0; 1)T g [
LOf(1; 2;�1)T g.

(b) Nahlédneme, ¾e napøíklad posloupnostM = ((1; 2;�1)T ; (1; 2; 3)T ; (1; 0; 1)T ) tvoøí bázi R3 slo¾enou z
vlastních vektorù lineárního operátoru  , tedy ortogonální projekce je diagonalizovatelný lineární operátor.

Závìrem si v¹imnìme, ¾e [ ]MM =

0@1 0 0
0 1 0
0 0 0

1A.
(c) Vyu¾ijeme-li Tvrzení 9.14, nemusíme nic poèítat, proto¾e vlastní èísla lineárního operátoru  a matice

[ ]K3

K3
jsou shodná, tedy 0 a 1 a souøadnicové vektory vzhledem ke kanonické bázi se rovnì¾ nemìní, proto

LOf(1; 2; 3)T ; (1; 0; 1)T g [ LOf(1; 2;�1)T g tvoøí mno¾inu v¹ech vlastních vektorù matice [ ]K3

K3
.

V následujícím textu budeme pro jednoduchost psát [']B místo [']BB pro jakýkoli lineární operátor ' na
vektorovém prostoru s bází B.

2.2. Mìjme lineární operátor ' na reálném lineárním prostoru R2 s maticí [']K2

K2
=

�
3 2
0 3

�
vzhledem ke

kanonické bázi K2.

(a) Ovìøte, ¾e je ' izomor�smus,

(b) najdìte v¹echna vlastní èísla a v¹echny vlastní vektory ',

(c) najdìte v¹echna vlastní èísla a v¹echny vlastní vektory '�1,

(d) rozhodnìte, zda jsou lineární operátory ' a '�1 diagonalizovatelné,

(a) Staèí si v¹imnout, ¾e je matice [']K2

K2
regulární.

(b) Víme, ¾e � je vlastní èíslo lineárního operátor ', právì kdy¾ je to vlastní èíslo matice [']K2

K2
, co¾

nastává právì tehdy, kdy¾ je parametrická matice

[']K2

K2
� �In =

�
3� � 2
0 3� �

�
singulární. Proto¾e se jedná o horní trojúhelníkovou matici, nemusíme pou¾ívat charakteristický polynom
(tedy v daném pøípadì polynom (3� �)2), abychom zjistili, ¾e má lineární operátor ' jediné vlastní èíslo 3.

Nyní pomocí Vìty 9.15 spoèítáme vlastní vektory matice [']K2

K2
jako nulový prostor

Ker([']K2

K2
� 3In) = Ker

�
0 2
0 0

�
= LOf

�
1
0

�
g:

Podle Tvrzení 9.14 jsme právì na¹li souøadnice vlastních vektorù ' vzhledem ke kanonické bázi, tedy mno¾inu

vlastních vektorù tvoøí právì nenulové vektory podprostoru LOf
�
1
0

�
g.

(c) Poznamenejme, ¾e ani ' a '�1 nemohou mít díky Tvrzení 9.10 a 9.14 vlastní èísla 0, proto¾e se jedná
o izomor�smy. Dále si v¹imnìme, ¾e pro nenulový vektor v a nenulové èíslo � máme '(v) = �v, právì kdy¾
'�1(v) = ��1 v. Pøímo z de�nice vlastního èísla a vlastního vektoru tak dostáváme pozorování, ¾e v je
vlastní vektor lineárního operátoru ' pøíslu¹ný vlastnímu èíslu �, právì kdy¾ je to vlastní vektor lineárního
operátoru '�1 pøíslu¹ný vlastnímu èíslu ��1. Odtud bez dal¹ího poèítání vidíme, ¾e '�1 má jediné vlastní

èíslo 3�1 = 1
3 a mno¾ina vlastních vektorù je stejná jako u ', tedy LOf

�
1
0

�
g.

(d) Zjistili jsme, ¾e pro dané endomor�smy nemáme bázi slo¾enou z vlastních vektorù, tedy podle Tvrzení
9.8 ' ani '�1 není diagonalizovatelný.

2.3. Je-li � lineární operátor na na reálném lineárním prostoru R2 s maticí [']K2

K2
=

�
4 2
0 3

�
vzhledem ke

kanonické bázi K2, spoèítejte v¹echna vlastní èísla a v¹echny jim pøíslu¹né vlastní vektory � a rozhodnìte,
zda je � diagonalizovatelný.
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Postupujeme obdobnì jako v pøedchozí úloze. Nejprve zjistíme, ¾e je matice

[�]K2

K2
� �In =

�
4� � 2
0 3� �

�
singulární právì pro � = 3 a � = 4 (charakteristický polynom má matice i lineární operátor (3� �)(4� �))
a pomocí Vìty 9.15 a Tvrzení 9.14 spoèítáme vlastní vektory matice [']K2

K2
, tedy i vlastní vektory operátoru

� jako jader matic

Ker([�]K2

K2
� 3In) = Ker

�
1 2
0 0

�
= LOf

��2
1

�
g;

Ker([�]K2

K2
� 4In) = Ker

�
0 2
0 6

�
= LOf

�
1
0

�
g:

Zjistili jsme, ¾e LOf
��2

1

�
g [ LOf

�
1
0

�
g jsou v¹echny vlastní vektory �.

Koneènì tentokrát vidíme, ¾e najdeme bázi slo¾enou z vlastních vektorù, konkrétnì napøíklad pro bázi

C = (

�
5
1

�
;

�
1
0

�
) máme diagonální [�]CC =

�
3 0
0 4

�
.

2.4. Uva¾ujme lineární operátor ' na reálném vektorovém prostoru R2 s maticí [']K2
=

�
3 2
2 6

�
vzhledem

ke kanonické bázi K2.

(a) Najdìte v¹echna vlastní èísla a v¹echny jim pøíslu¹né vlastní vektory '.

(b) Rozhodnìte, zda je ' diagonalizovatelný,

(c) Existuje ortonormální bází R2 se standardním skalárním souèinem, vùèi ní¾ má ' diagonální matici?

(a) Máme zjistit, pro která reálná (vlastní) èísla � existuje nenulový (vlastní) vektor v, aby '(v) = �v.
To mù¾eme ekvivalentnì vyjádøit ve tvaru (' � �Id)(v) = 0, a v maticovém zápisu pro libovolnou bázi B
prostoru R2 ve tvaru

([']B � �I2)[v]
T
B = [('� �Id)]B [v]

T
B = [0]TB = (0; 0)T :

Hledáme tedy v¹echna taková � 2 R, pro nì¾ existuje netriviální øe¹ení homogenní soustavy rovnic se
ètvercovou maticí [(' � �Id)]B . To nastává právì tehdy, kdy¾ je matice [']B � �I2 singulární. Spoèítáme
tedy nejprve vlastní èísla matice lineárního operátoru vzhledem k nìjaké pevnì zvolené bázi. Poznamenejme,
¾e pøi tom nezále¾í na volbì báze, ale je dùle¾ité, abychom poèítali s maticí lineárního operátoru, tj. s maticí
daného homomor�smu vzhledem k stejné bázi v de�nièním oboru i oboru hodnot. V na¹em pøípadì budeme
pracovat s maticí [']K2

.
Urèíme charakteristický polynom matice

det([']K2
� �I2) = (3� �)(6� �)� 4 = �2 � 9�+ 14 = (�� 2)(�� 7):

Vlastní èísla matice [']K2
jsou tedy právì koøeny charakteristického polynomu, tedy èísla 2 a 7. Dále budeme

postupnì dosazovat do matice [']K2
� �I2 vypoètená vlastní èísla a budeme hledat vlastní vektory matice

[']K2
, tedy nenulová øe¹ení homogenních soustav rovnic s maticemi, která tvoøí právì souøadnicové vektory

vlastních vektorù lineárního operátoru ':

[']K2
� 2 � I2 =

�
1 2
2 4

�
; [']K2

� 7 � I2 =
��4 2

2 �1
�
:

Snadno zjistíme, ¾e v¹echny nenulové násobky vektoru

��2
1

�
jsou vlastními vektory matice [']K2

pøíslu¹nými

vlastnímu èíslu 2 a v¹echny nenulové násobky vektoru

�
1
2

�
jsou vlastními vektory matice [']K2

pøíslu¹nými

vlastnímu èíslu 7.
Koneènì máme-li spoèítané souøadnice vlastních vektorù [v]K2

vzhledem ke kanonické bázi, okam¾itì
vidíme, ¾e mno¾inu v¹ech vlastních vektorù pøíslu¹ných vlastnímu èíslu 2 tvoøí LOf(�2; 1)T g � f(0; 0)T g a
mno¾inu v¹ech vlastních vektorù pøíslu¹ných vlastnímu èíslu 7 tvoøí LOf(1; 2)T g � f(0; 0)T g.

(b) Uvá¾íme-li, ¾e máme dvì rùzná vlastní èísla lineárního operátoru na prostoru dimenze 2, víme, ¾e
jde o diagonalizovatelný lineární operátor. Proto¾e jsme v (a) na¹li vlastní vektory staèí vzít bázi M =

((�2; 1)T ; (1; 2)T ), abychom dostali matici [']M =

�
2 0
0 7

�
vzhledem k bázi M .
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(c) Nahlédneme, ¾e je báze M ortogonální (brzy uká¾eme, ¾e to není náhoda), tedy normováním do-
staneme ortonormální bázi B = ( 1p

5
(�2; 1)T ; 1p

5
(1; 2)T ) prostoru R2 se standardním skalárním souèinem

sestávající s vlastních vektorù, tedy [']B =

�
2 0
0 7

�
. Na závìr poznamenejme, ¾e bází s po¾adovanými

vlastnostmi existuje právì osm: (� 1p
5

��2
1

�
;� 1p

5

�
1
2

�
) a (� 1p

5

�
1
2

�
;� 1p

5

��2
1

�
).

2.5. Najdìte pro reálnou matici A =

�
3 2
2 6

�
regulární matici R a diagonální matici D splòující D =

R�1AR.

V¹e potøebné jsme spoèítali v pøedchozí úloze, kde A = [']K2
. Staèí si uvìdomit, ¾e bázi M =

(

��2
1

�
;

�
1
2

�
) máme

�
2 0
0 7

�
= [']M = [Id]K2

M [']K3

K3
[Id]MK2

= R�1AR; kde R = [Id]MK2
=

��2 1
1 2

�
.

2.4.

2.6. Najdìte v¹echna vlastní èísla a v¹echny vlastní vektory reálné matice A =

0@2 1 1
1 2 1
1 1 2

1A a rozhodnìte,

zda je (ortogonálnì) diagonalizovatelná.

Nejprve urèíme vlastní èísla. Mohli bychom standardnì spoèítat charakteristický polynom det(A� �I3)
a najít jeho koøeny. V na¹em pøípadì je ov¹em snadné uhádnout vlastní èíslo 1, proto¾e matice A� 1 � In =0@1 1 1
1 1 1
1 1 1

1A je zjevnì singulární. Vyøe¹íme-li homogenní soustavu rovnic s maticí A � 1 � In dostaneme

v¹echny pøíslu¹né vlastní vektory v1, tedy v1 LOf
0@ 1
�1
0

1A ;

0@ 1
1
�2

1Ag. Brzy bude na pøedná¹ce dokázáno, ¾e

vlastní vektory pøíslu¹né rùzným vlastním èíslùm reálné symetrické matice jsou ortogonální vzhledem ke
standardnímu skalárnímu souèinu. To znamená, ¾e dal¹í vlastní vektor musí být kolmý na vektory pøíslu¹né

vlastnímu èíslu 1, tedy musí le¾et v podprostoru LOf
0@ 1
�1
0

1A ;

0@ 1
1
�2

1Ag? = LOf
0@1
1
1

1Ag. Proto
0@1
1
1

1A musí

být vlastní vektor matice A a spoèítáme-li souèin A �
0@1
1
1

1A =

0@4
4
4

1A, dostáváme druhé (a poslední) vlastní

èíslo 4. Zopakujme, ¾e v4 je vlastní vektor pøíslu¹ný vlastnímu èíslu 4, právì kdy¾ v4 2 LOf
0@1
1
1

1Ag, tedy, ¾e
LOf

0@1
1
1

1Ag je mno¾ina v¹ech øe¹ení homogenní soustavy s maticí

0@�2 1 1
1 �2 1
1 1 �2

1A.
Na závìr poznamenejme, ¾e z nalezených vlastních èísel a dimenzí podprostorù vlastních vektorù (tzv.

geometrické násobnosti) mù¾eme zjistit, ¾e charakteristický polynom matice A je det(A � �I3) = �(� �
1)2(�� 4).

2.7. Nech» ' je lineární operátor na vektorové prostoru R3 nad tìlesem reálných èísel s maticí [f ]K2
=0@2 1 1

1 2 1
1 1 2

1A vzhledem ke kanonické bázi K2.

(a) Doka¾te, ¾e je f bijekce,

(b) najdìte v¹echna vlastní èísla a v¹echny vlastní vektory lineárních operátorù f�1 a f3,

(c) existuje-li, najdìte báze B�1 a B3, vùèi nim¾ mají lineární operátory f�1 a f3 diagonální matici.

Proto¾e pracujeme s maticí z pøedchozí úlohy, vìt¹inu potøebných výpoètù u¾ jsme provedli.
(a) f bijekce, právì kdy¾ nemá 0 jako vlastní èíslo, co¾ jsme ukázali v pøíkladu 2.6.
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(b) Je-li v vlastní vektor lineárního operátoru f pøíslu¹ný vlastnímu èíslu �, tedy platí f(v) = �v, pak

�f�1(v) = f�1(�v) = v;

proto je v vlastní vektor f�1 pøíslu¹ný vlastnímu èíslu ��1. Stejnou úvahu mù¾eme naopak provést pro
vlastní èísla a vlastní vektory lineárního operátoru f�1, proto mají operátory f a f�1 stejnou mno¾inu
vlastních vektorù, ji¾ podle 2.6 tvoøí

LOf
0@ 1
�1
0

1A ;

0@ 1
1
�2

1Ag [ LOf
0@1
1
1

1Ag
a vlastní èísla f�1 jsou 1 a 1

4 .
Obdobnou úvahou zjistíme, ¾e f3(v) = �3 v, tedy v¹echny vlastní vektory operátoru f jsou i vlastními

vektory operátoru f3 pøíslu¹nými vlastnímu èíslu �3. Proto¾e vlastní vektory f generují celý prostor R3,
nemohou se ¾ádná nová vlastní èísla ani vlastní vektory f3 objevit, tedy podobnì jako pro inverzní operátor
zji¹»ujeme, ¾e

LOf
0@ 1
�1
0

1A ;

0@ 1
1
�2

1Ag [ LOf
0@1
1
1

1Ag
jsou v¹echny vlastní vektory a 1; 64 v¹echna vlastní èísla operátoru f3.

(c) Mù¾eme zvolit dokonce ortonormální (vzhledem ke standardnímu skalárnímu souèinu) bázi stejnou
pro oba operátory

B = B�1 = B3 = (
1p
2

0@ 1
�1
0

1A ;
1p
6

0@ 1
1
�2

1A ;
1p
3

0@1
1
1

1A)

a dostáváme [f�1]B =

0@1 0 0
0 1 0
0 0 1

4

1A a [f3]B =

0@1 0 0
0 1 0
0 0 64

1A

2.8. Mìjme matici A =

0@4 0 2
4 1 1
2 0 4

1A nad tìlesem Z5.

(a) Najdìte (nad Z5) v¹echna vlastní èísla a v¹echny vlastní vektory matice A,

(b) doka¾te, ¾e je matice A diagonalizovatelná,

(c) najdìte regulární matici P nad Z5, pro ni¾ je P�1AP diagonální.

(d) Spoèítejte A100

(a) Nejprve hledáme nad tìlesem Z5 koøeny polynomu p(�) = det(A � �I3) = 4�3 + 4�2 + 2. Prostým
dosazením, zjistíme, ¾e p(1) = 0 a p(2) = 0, tedy vlastní èísla matice A jsou právì 1 a 2. Dále øe¹íme
homogenní soustavy rovnic s maticí A� 1 � I3 A� 2 � I3:

A� 1 � I3 =
0@3 0 2
4 0 1
2 0 3

1A ; A� 2 � I3 =
0@2 0 2
4 4 1
2 0 2

1A
Zøejmì napøíklad vektory (1; 0; 1)T a (0; 1; 0)T tvoøí bázi podprostoru vlastních vektorù pøíslu¹ných vlast-
nímu èíslu 1 a vektor (1; 3; 4)T tvoøí bázi podprostoru vlastních vektorù pøíslu¹ných vlastnímu èíslu 2.

(b) Uvá¾íme-li, ¾e posloupnost M = ((1; 0; 1)T , (0; 1; 0)T , (1; 3; 4)T ) je báze Z5, vidíme, ¾e je matice A
diagonalizovatelná.

(c) Interpretujeme-li maticiA jako matici lineárního operátoru ' vzhledem ke kanonické bázi a vezmeme-

li matici pøechodu P = [Id]BK3
, pak vidíme, ¾e P�1AP = [Id]K3

B [']K3

K3
[Id]BK3

= [']BB =

0@1 0 0
0 1 0
0 0 2

1A. Tedy
zjistili jsme, ¾e

P = [Id]BK3
=

0@1 0 1
0 1 3
1 0 4

1A :
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(d) Oznaème J = [']BB . V¹imneme-li si, ¾e A100 = PJ100P�1 a ¾e J100 =

0@1100 0 0
0 1100 0
0 0 2100

1A = I3,

proto¾e u¾ 24 = 1, pak vidíme, ¾e

A100 = PJ100P�1 = PI3P
�1 = I3:

2.9. Nech»  je lineární operátor na vektorové prostoru R3 nad tìlesem reálných èísel daný pøedpisem
 ((x; y; z)T ) = (x+ 2y + z; 2x� y + 2z;�2y)T .
(a) Najdìte v¹echna vlastní èísla a v¹echny vlastní vektory lineárního operátoru  ,

(b) existuje-li, najdìte bázi B, vùèi ní¾ má lineární operátor  diagonální matici,

(c) najdìte matici lineárních operátorù  11 a  154 vzhledem ke kanonické bázi,

(d) urèete vlastní èísla a v¹echny vlastní vektory lineárního operátoru  2,

(e) najdìte v¹echny invariantní podprostory lineárního operátoru  ,

(f) najdìte v¹echny invariantní podprostory lineárního operátoru  2.

(a) Nejprve snadno urèíme matici lineárního operátoru [ ]K3
=

0@1 2 1
2 �1 2
0 �2 0

1A vzhledem ke kanonické

bázi K3 a poté najdeme její vlastní èísla. Máme tøi rùzná vlastní èísla 0, 1 a �1. Vyøe¹íme-li soustavy s

maticemi [ ]K3
+1I3 =

0@2 2 1
2 0 2
0 �2 1

1A, [ ]K3
�0I3 =

0@1 2 1
2 �1 2
0 �2 0

1A, [ ]K3
�1I3 =

0@0 2 1
2 �2 2
0 �2 �1

1A, najdeme

právì v¹echny vlastní vektory LOf(1; 0;�1)T g, LOf(3; 1;�2)T g a LOf(�2; 1; 2)T g.
(b) Posloupnost B = ((3; 1;�2)T ; (1; 0;�1)T ; (�2; 1; 2)T ) je tvoøena vlastními vektory pøíslu¹nými rùz-

ným vlastním èíslùm, tudí¾ jde o lineárnì nezávislou posloupnost. Proto je B báze R3 a [ ]B =

0@1 0 0
0 0 0
0 0 �1

1A.
(c) Uvìdomíme-li si, ¾e [ n]B = [ ]nB , urèíme snadno matice  11 a  154 vzhledem k bázi:

[ 11]B = [ ]11B =

0@111 0 0
0 0 0
0 0 (�1)11

1A =

0@1 0 0
0 0 0
0 0 �1

1A = [ ]B ;

[ 154]B = [ ]154B =

0@1154 0 0
0 0 0
0 0 (�1)154

1A =

0@1 0 0
0 0 0
0 0 1

1A = [ 2]B ;

Tedy okam¾itì vidíme, ¾e [ 11]K3
=

0@1 2 1
2 �1 2
0 �2 0

1A a [ 154]K3
=

0@1 2 1
2 �1 2
0 �2 0

1A2

=

0@ 5 �2 5
0 1 0
�4 2 �4

1A.
(d) Uèiníme-li obdobnou úvahu jako v (c), vidíme, ¾e matice [ n]B = [ ]nB , a tedy i lineární operátor  n

má vlastní èísla �n pro vlastní èísla lineárního operátoru  , tedy  2 právì vlastní èísla 0, 1. Je-li navíc v�
vlastní vektor p  (v�) = �v�, pak  n(v�) = �n v�, tedy LOf(3; 1;�2)T g a LOf(�2; 1; 2)T g jsou vlastní
vektory  2 pøíslu¹né vlastnímu èíslu 1 a LOf(1; 0;�1)T g jsou vlastní vektory  8 pøíslu¹né vlastnímu èíslu
0. Uvá¾íme-li, ¾e s vlastními vektory pøíslu¹nými stejnému vlastnímu èíslu jsou vlastními vektory i jejich
lineární kombinace, pak

LOf
0@ 1

0
�1

1Ag [ LOf
0@ 3

1
�2

1A ;

0@�21
2

1Ag
jsou právì v¹echny vlastní vektory lineárního operátoru  2.

(e) Nejprve si uvìdomme, ¾e triviální podprostory f0g a R3 jsou invariantní podprostory pro ka¾dý
lineární operátor. Nalezené vlastní vektory nám pøímo dávají generátory v¹ech invariantních pøímek, tedy
podprostorù dimenze 1. Tedy invariantní podprostory dimenze 1 jsou

LOf
0@ 1

0
�1

1Ag; LOf
0@ 3

1
�2

1Ag; LOf
0@�21

2

1Ag:
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Zbývá popsat invariantní podprostory dimenze 2. Vyu¾ijeme faktu, ¾e ná¹ lineární operátor je diagonali-
zovatelný. Proto¾e charakteristický polynom lineárního operátoru omezeného na invariantní podprostor je
stupnì 2 a musí dìlit charakteristický polynom pùvodního lineárního operátoru podle Tvrzení 9.47, má právì
2 rùzná vlastní èísla (viz také úvaha Pozorování 9.46). Proto¾e je zjevnì ka¾dý vlastní vektor omezeného
operátoru podle Pozorování 9.46 vlastním vektorem pùvodního operátoru, musí být invariantní tedy i stejné
jim pøíslu¹né vlastní vektory. Proto musí být invariantní rovina generována právì odpovídajícími vlastními
vektory. Tedy dvoudimenzionální invariantní podprostory jsou právì:

LOf
0@ 1

0
�1

1A ;

0@ 3
1
�2

1Ag; LOf
0@ 3

1
�2

1A ;

0@�21
2

1Ag; LOf
0@�21

2

1A ;

0@ 1
0
�1

1Ag:
(f) I lineární operátor  2 je podle (d) diagonalizovatelný, proto mù¾eme postupovat stejnì jako v pøed-

chozí úloze. Budeme invariantní podprostory probírat podle dimenze.

dim=0: Zjevnì je v¾dy jediným invariantním podprostorem dimenze 0 právì podprostor f0g.
dim=1: Jednodimenzionální invariantní podprostory jsou v¾dy urèeny vlastním vektorem, tedy tentokrát

máme opìt jeden invariantní podprostor LOf(1; 0;�1)T g daný vlastním èíslem 0 a nespoèetnì mnoho
invariantních pøímek LOfvg pro ka¾dý vektor v 2 LOf(3; 1;�2)T ; (�2; 1; 2)T g.

dim=2: Dvoudimenzionální invariantní podprostory jsou opìt generovány dvojicí vlastních vektorù. Tentokrát
máme tedy invariantní roviny:

LOf
0@ 3

1
�2

1A ;

0@�21
2

1Ag a LOf
0@ 1

0
�1

1A ;vg

pro ka¾dý vektor v 2 LOf(3; 1;�2)T ; (�2; 1; 2)T g.
dim=3: Triviálnì je podprostor R3 v¾dy jediným invariantním podprostorem dimenze 3.

9.4.

2.10. Ovìøte, ¾e podprostor U = LOf(3; 1;�2)T ; (�2; 1; 2)T g invariantním podprostorem lineárního operá-
toru  z úlohy 2.9. Oznaème � lineární operátor na U , který vznikne zú¾ením  na U (tedy �(u) =  (u)).
Najdìte matice:

(a) [�]BB pro bázi B = ((3; 1;�2)T ; (�2; 1; 2)T ),
(b) [�2]BB pro bázi B z (a),

(c) [�]CC pro bázi C = ((1; 2; 0)T ; (�2; 1; 2)T ),
(d) [�2]CC pro bázi C z (c).

®e jde o invariantní podprostor jsme dokázali v 2.9. Obecnì staèí dokázat, ¾e  (ui) 2 U pro jakoukoli
generující mno¾inu u1 : : : ;uk podprostoru U .

(a) Proto¾e jsou B vlastní vektory lineárního operátoru v dostáváme pøímo z de�nice matici [�]BB =�
1 0
0 �1

�
.

(b) Podobnì jako v (a) vyu¾ijeme faktu zji¹tìného v 2.9(d), ¾e B obsahuje právì vlastní vektory lineárního

operátoru �2 pøíslu¹né vlastnímu èíslu 1. Tedy [�2]BB =

�
1 0
0 1

�
.

(c) Tentokrát buï mù¾eme pou¾ít vìtu o tom, jak se zmìní matice homomor�smu, kdy¾ zmìníme báze
nebo lze opìt postupovat pøímo podle de�nice. Proto¾e (1; 2; 0)T = (3; 1;�2)T + (�2; 1; 2)T máme

�(

0@1
2
0

1A) = �(

0@ 3
1
�2

1A) + �(

0@�21
2

1A) =

0@ 3
1
�2

1A�
0@�21

2

1A =

0@1
2
0

1A� 2

0@�21
2

1A ;
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proto [�]C =

�
1 0
�2 �1

�
.

(d) V (b) jsme zjistili, ¾e �2 na U operuje jako identita, tedy nemusíme nic poèítat, abychom vidìli, ¾e

[�2]CC =

�
1 0
0 1

�
pro libovolnou bázi C.

2.11. Najdìte v¹echny invariantní podprostory matice A =

0@4 0 2
4 1 1
2 0 4

1A nad tìlesem Z5. Kolik jich celkem

je?

Vyu¾ijeme vlastních vektorù matice, které jsme na¹i v úloze 2.8 a postupujeme stejnì jako v 2.9:

dim=0: f0g je invariantní podprostor.
dim=1: Pøímky jsou urèeny vlastním vektorem, tedy máme invariantní pøímky

LOf
0@1
3
4

1Ag a LOfvg;

kde v 2 LOf(1; 0; 1)T ; (0; 1; 0)T g.
dim=2: Dvoudimenzionální invariantní podprostory jsou generovány dvojicí vlastních vektorù, tedy dostáváme

invariantní roviny:

LOf
0@1
0
1

1A ;

0@0
1
0

1Ag a LOf
0@1
3
4

1A ;vg

pro ka¾dý vektor v 2 LOf(1; 0; 1)T ; (0; 1; 0)T g
dim=3: Z35 je invariantní podprostor.

Vidíme, ¾e invariantních pøímek i rovin je právì 7 (pøímek v rovinì nad Z5 toti¾ najdeme právì 6 = 52�1
5�1 ),

tedy celkem má matice A právì 16 invariantních podprostorù .

2.12. Uva¾ujme lineární operátor f na reálném vektorovém prostoru R3 s maticí [f ]K3

K3
=

0@1 �2 0
1 �1 0
0 0 1

1A
vzhledem ke kanonické bázi K3. Najdìte v¹echny invariantní podprostory lineárního operátoru f .

Spoèítáme-li charakteristický polynom [f ]K3

K3
� �I3 = (1 � �)(�2 + 1), vidíme, ¾e f má jediné reálné

vlastní èíslo 1 a jemu odpovídající podprostor vlastních vektorù je LOf(0; 0; 1)T g. Jediným invariantním
podprostorem dimenze 1 je tudí¾ podprostor LOf(0; 0; 1)T g.

Pøímo z matice [f ]K3

K3
vidíme, ¾e

f(e1) = e1 + e2 a f(e2) = �2e1 � e2; proto f(e1); f(e2) 2 LOfe1; e2g
a LOfe1; e2g je invariantní podprostor dimenze 2. Triviální podprostory f0g a R3 jsou samozøejmì invari-
antní podprostory. Zbývá nahlédnout, ¾e ¾ádné dal¹í invariantní podprostory f neexistují.

Nyní budeme f chápat jako lineární operátor na komplexním vektorovém prostoru C3 se stejnou maticí.
V takovém pøípadì se charakteristický polynom [f ]K3

K3
� �I3 = (1 � �)(� + i)(� � i) rozkládá na koøenové

èinitele, máme tøi komplexní vlastní èísla 1; i;�i jednodimenzionální invariantní podprostory jsou právì
LOf(0; 0; 1)T g, LOf(2; 1�i; 0)T g, LOf(2; 1+i; 0)T g. Obvyklým zpùsobem nahlédneme, ¾e invariantní roviny
jsou v tomto pøípadì právì

U1 = LOf
0@0
0
1

1A ;

0@ 2
1� i

0

1Ag; U2 = LOf
0@0
0
1

1A ;

0@ 2
1 + i

0

1Ag; U3 = LOf
0@ 2
1� i

0

1A ;

0@ 2
1 + i

0

1Ag:
Proto¾e je ka¾dý invariantní podprostor reálného operátoru f invariantním podprostorem komplexního
operátoru f , staèí abychom si v¹imli, ¾e

U1 \ R3 = LOf
0@0
0
1

1Ag; U2 \ R3 = LOf
0@0
0
1

1Ag; U3 \ R3 = LOf
0@1
0
0

1A ;

0@0
1
0

1Ag:
Tím jsme nahlédli, ¾e LOfe1; e2g je jediný invariantní podprostor reálného operátoru f dimenze 2.
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2.13. Nech» (v1;v2;v3;v4) je báze R4 a uva¾ujme lineární operátor g na reálném vektorovém prostoru R4

daný vztahy g(v1) = v2+v3, g(v2) = �2v2�v3, g(v3) = v1+v2 a g(v4) = 2v2�v4.
(a) Ovìøte, ¾e je V = LOfv1;v2+v3g invariantní podprostor g,
(b) je-li h restrikce g na V , spoèítejte matici [h]MM pro bázi (v1;v2+v3) a spoèítejte vlastní èísla h,

(c) rozhodnìte, zda je � 1+
p
5

2 vlastní èíslo lineárního operátoru g.

(a) Staèí spoèítat g(v1) = v2+v3 2 V a

g(v2+v3) = g(v2) + g(v3) = �2v2�v3+v1+v2 = v1�(v2+v3) 2 V

(b) Údaje potøebné pro sestavení matice [h]MM =

�
0 1
1 �1

�
u¾ jsme spoèítali v (a). Nyní zbývá najít

koøeny charakteristického polynomu det

��� 1
1 �1� �

�
= �2 + � � 1. Vlastní èísla h jsou tedy právì

hodnoty �1�p5
2 .

(c) Podle Pozorování 9.46 je ka¾dé vlastní èíslo lineárního operátoru h vlastním èíslem lineárního ope-

rátoru g. Proto¾e jsme v (b) zjistili, ¾e � 1+
p
5

2 je vlastní èíslo lineárního operátoru h, nemusíme u¾ nic
poèítat.

16.4.

3 Jordanùv kanonický tvar

3.1. Buï M =

�
5 3
�3 �1

�
, N =

�
1 1
�1 3

�
, K =

�
2 0
3 1

�
matice nad tìlesem reálných èísel.

(a) Spoèítejte vlastní èísla a vlastní vektory matic M, N a K,

(b) existuje-li, najdìte Jordanùv kanonický tvar matic M, N a K,

(c) rozhodnìte, které dvojice matic M, N a K, jsou podobné.

(d) najdìte regulární matice P Q nad tìlesem reálných èísel, aby P�1MP a Q�1NQ byly Jordanovy
matice,

(e) najdìte regulární matici S, aby S�1MS = N.

(a) Obvyklým zpùsobem snadno zjistíme, ¾e charakteristický polynom matice M a N je (� � 2)2 a
charakteristický polynom matice K je (�� 2)(�� 1), proto mají maticeM jediné vlastní èíslo 2 algebraické
násobnosti 2, a matice K má právì vlastní èísla 1 a 2 (obì algebraické a tedy i geometrické násobnosti

1). Nyní vyøe¹íme homogenní soustavy rovnic s maticemi M � 2I2 =

�
3 3
�3 �3

�
, N � 2I2 =

��1 1
�1 1

�
,

K � 1I2 =

�
1 0
3 0

�
a K � 2I2 =

�
0 0
3 �2

�
. Tedy mno¾ina vlastních vektorù matice M je LOf(1;�1)T g,

mno¾ina vlastních vektorù matice N je LOf(1; 1)T g a mno¾ina vlastních vektorù matice K je LOf(0; 1)T g[
LOf(2; 3)T g.

(b) Poznamenejme, ¾e se charakteristické polynomy v¹ech tøí matic rozkládají na souèin koøenových
èinitelù, proto podle Vìty 17.8 v¹echny matice mají Jordanùv normální tvar.

Zøejmì má Jordanùv normální tvar matice na diagonále právì hodnoty spektra a nad diagonálou nuly
nebo jednièky. Pøitom rùzná vlastní èísla urèují rùzné Jordanovy buòky, proto je matice K diagonalizova-

telná, a tudí¾ podobná Jordanovì matici

�
2 0
0 1

�
. Matice M i N mohou být podobné pouze Jordanovým

maticím

�
2 0
0 2

�
nebo

�
2 1
0 2

�
, Podobnost s první z nich by ov¹em znamenala, ¾e je matice M èi N diago-

nalizovatelná, zatímco v (a) jsme zjistili, ¾e vlastní vektory ani matice M ani matice N netvoøí bázi, tedy
matice diagonalizovatelné nejsou. Tedy je Jordanùv kanonický tvar matice M i N roven právì Jordanovì

buòce

�
2 1
0 2

�
.
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(c) Víme, ¾e dvì podobné matice mají nutnì stejné charakteristické polynomy, tedy matice K není
podobná matici M ani N. Na druhou stranu, dvì matice se stejným Jordanovým kanonickým tvarem jsou
podobné, tedy M � N.

(d) Oznaème ' lineární operátor na prostoru R2 s maticí [']K2
=M vzhledem ke kanonické bázi. Podobnì

jako u úloh týkajících se diagonalizovatelnosti mù¾eme problém pøevést na otázku nalezení báze B = (v1;v2)

vùèi ní¾ bude mít matice lineárního operátoru ' Jordanùv kanonický tvar, tj [']B =

�
2 1
0 2

�
. To ov¹em

znamená, ¾e '(v1) = 2v1 a '(v2) = v1+2v2. Odtud okam¾itì vidíme, ¾e vektor v1 je právì vlastním
vektorem maticeM, zvolme napøíklad vektor (1;�1) a druhý vektor v2 dostaneme jako øe¹ení nehomogenní

soustavy rovnic (M � 2I2)v= v1 s maticí

�
3 3

?? 1
�3 �3 ?? �1

�
. Vidíme, ¾e soustavu øe¹í napøíklad vektor

( 13 ; 0)
T , na¹li jsme tak hledanou matici P = [Id]BK2

=

�
1 1

3�1 0

�
.

Stejnì postupujeme pro matici Q. Nejprve najdeme vlastní vektor v1 =

�
1
1

�
matice N a poté hledáme

druhý vektor Jordanova øetízku, tedy vektor v2 splòující rovnost '(v2) = v1+2v2. Potøebujeme tedy

vyøe¹it nehomogenní soustavu s maticí

��1 1
??1

�1 1
??1
�
, nalezeným øe¹ením je napøíklad vektor v2 =

�
0
1

�
.

Proto Q = [Id]
(vi)
K2

=

�
1 0
1 1

�
.

(e) Staèí uvá¾it, ¾e jsou obì matice podobné té¾e Jordanovì matici, tedy, ¾e P�1MP = Q�1NQ, a proto

(PQ�1)�1MPQ�1 = N. Obvyklým zpùsobem tedy najdeme souèin S = PQ�1 =

�
1 1

3�1 0

��
1 0
1 1

��1
=�

2
3

1
3�1 0

�
.

3.2. Uva¾ujme nad tìlesem Z5 matice D1 =

0@2 0 0
2 2 0
4 3 2

1A, D2 =

0@2 0 0
0 2 0
4 3 2

1A, D3 =

0@2 0 0
2 1 0
4 3 2

1A.
(a) Existuje-li, najdìte Jordanùv kanonický tvar matic Di pro i = 1; 2; 3.

(b) najdìte regulární matice Pi, aby P
�1
i DiPi pro i = 1; 2; 3 byly Jordanovy,

(c) rozhodnìte pro která a 2 Z5 je matice Fa =

0@2 0 0
a 2 0
4 3 2

1A podobná D1,

(d) rozhodnìte, kolik existuje matic P1, aby P
�1
1 D1P1 byla Jordanova.

(a) Proto¾e je maticeD1 dolní trojúhelníková, okam¾itì dostaneme její charakteristický polynom (2��)3,
tedy díky Dùsledku 9.61 víme, ¾e Jordanùv kanonický tvar matice D existuje. Postupujeme-li stejnì jako

v úloze 3.1, zjistíme, ¾e rank(D1 � 2I3) = rank(

0@0 0 0
2 0 0
4 3 0

1A) = 2, a proto D �
0@2 1 0
0 2 1
0 0 2

1A, tedy ¾e

geometrická násobnost vlastního èísla 2 matice D1 je 1. Proto¾e je geometrická násobnost vlastních èísel

podobných matic stejná, proto musí být matice D1 nutnì podobná Jordanovì buòce

0@2 1 0
0 2 1
0 0 2

1A.
Podobnì zjistíme, ¾e je charakteristický polynom matice D2 opìt (2��)3 a rank matice D2� 2I3 roven

1, proto má vlastní èíslo 2 matice D2 geometrickou násobnost 2. Tudí¾ Jordanùv kanonický tvar matice D2

je nutnì tvaru

0@2 1 0
0 2 0
0 0 2

1A.
Koneènì vlastní èíslo 1 matice D3 má algebraickou i geometrickou násobnost 1 a vlastní èíslo 2 matice

D3 má algebraickou i geometrickou násobnost 2, tedy se jedná o diagonalizovatelnou matici s Jordanovým

kanonickým tvar

0@2 0 0
0 2 0
0 0 1

1A.
(b) Pøi hledání matic Pi opìt vyu¾ijeme postup z 3.1.
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Nejprve najdeme vlastní vektor v1 =

0@0
0
1

1A matice D1 a poté poèítáme postupnì nehomogenní soustavy

rovnic 0@0 0 0
??0

2 0 0
??0

4 3 0
??1
1A) v2 =

0@0
2
0

1A ;

0@0 0 0
??0

2 0 0
??2

4 3 0
??0
1A) v3 =

0@1
2
0

1A
Spoèítali jsme P1 =

0@0 0 1
0 2 2
1 0 0

1A.
Pro matici D2 opìt snadno spoèítáme její charakteristický polynom (2� �)3, dále podprostor vlastních

vektorù je tentokrát dvoudimenzionální LOf
0@0
0
1

1A ;

0@1
2
0

1Ag, proto nejprve vybereme vlastní vektor v1 tak, aby

rovnice (D2�2I3)x = v1 mìla øe¹ení (tj. vektor z prùnikuKer(D2�2I3)\Im(D2�2I3)). Snadno nahlédneme,

¾e tuto podmínku opìt splòuje vlastní vektor v1 =

0@0
0
1

1A, pro nìj¾ dopoèítáme vektor v2 =

0@4
0
0

1A splòující

nehomogenní soustavu

0@0 0 0
??0

0 0 0
??0

4 3 0
??1
1A. Za poslední vektor staèí vzít kterýkoli lineárnì nezávislý vlastní

vektor, napøíklad opìt vektor v3 =

0@1
2
0

1A. Tentokrát jsme na¹li matici P2 =

0@0 4 1
0 0 2
1 0 0

1A (poznamenejme

zde, ¾e by podmínkám vyhovovala i pøedchozí matice P1). Navíc si v¹imnìme pokud vhodnì zmìníme

poøadí sloupcù dostaneme matici fP2 =

0@1 0 4
2 0 0
0 1 0

1A, která také splòuje pùvodní podmínky, av¹ak souèiny

nám dávají rùzné by» podobné Jordanovy matice:

P�1
2 D2P2 =

0@2 1 0
0 2 0
0 0 2

1A a fP2

�1
D2
fP2 =

0@2 0 0
0 2 1
0 0 2

1A :

Koneènì poslední úloha obná¹í pouze nalezení báze slo¾ené z vlastních vektorù a její seøazení do sloupcù ma-

tice P3 (viz napøíklad 2.8). Hledáme tedy báze podprostorù Ker

0@0 0 0
2 4 0
4 3 0

1A a Ker

0@1 0 0
2 0 0
4 3 1

1A a dostaneme

P3 =

0@0 1 0
0 2 1
1 0 2

1A.
(c) Proto¾e má matice dolní trojúhelníková matice Fa opìt charakteristický polynom (2 � �)3, staèí

obdobnì jako v pøípadì (a) urèit, kdy je Jordanùv kanonický tvar matice Fa stejný jako matice D1. Tedy

se ptáme, kdy je hodnost matice Fa � 2I3 =

0@0 0 0
a 0 0
4 3 0

1A rovna dvìma, co¾ nastává právì tehdy, kdy¾

a 2 Z5 n f0g.
(d) V¹imnìme si, ¾e postup, jak sestavit matici P1 nám poskytne v¹echny takové matice, tedy, ¾e je nutnì

první sloupcový vektor vlastním vektorem a dal¹í sloupcový vektor øe¹í nehomogenní soustavu s tou¾ maticí
levých stran a vektorem pravých stran obsa¾eným v pøedchozím sloupci. Tedy se ptáme, kolik vhodných
øe¹ení soustav existuje. Podprostor vlastních vektorù je jednodimenzionální, tedy existují 4 nenulové vlastní
vektory, druhý i tøetí sloupcový vektor potom mù¾eme vybrat pìti zpùsoby (øe¹íme nehomogenní soustavu,
tedy se mezi øe¹eními nulový, respektive lineárnì závislý vektor nevyskytne). To znamená, ¾e existuje právì
4 � 5 � 5 = 100 rùzných matic P1.

3.3. Uva¾ujme matice A =

0@�1 3 2
�1 1 1
�2 3 3

1A a B =

0@ 4 3 1
�3 �2 �1
0 0 1

1A nad tìlesem racionálních èísel.

(a) Existuje-li, najdìte Jordanùv kanonický tvar matic A a B
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(b) rozhodnìte, zda jsou si matice A a B podobné.

(a) U obou matic snadno zjistíme, ¾e

det(A� �I3) = det(B� �I3) = ��3 + 3�2 � 3�+ 1 = (1� �)3:

Obì tedy mají vlastní èíslo 1 násobnosti 3, proto musí být podle Dùsledku 9.61 podobné jedné z následujících
matic v Jordanovì normálním tvaru:

J1 =

0@1 0 0
0 1 0
0 0 1

1A ; J2 =

0@1 1 0
0 1 0
0 0 1

1A ; J3 =

0@1 1 0
0 1 1
0 0 1

1A :

To znamená, ¾e existují regulární matice PA a PB a indexy iA a iB , pro nì¾ JiA = P�1
A APA a JiB =

P�1
B BPB . Dále si v¹imnìme, ¾e pro ka¾dé � platí

P�1
A (A� �E)PA = P�1

A APA � �P�1
A EPA = JiA � �E:

Zvolíme-li za � vlastní èíslo 1, vidíme, ¾e matice A � 1E a JiA � 1E se li¹í jen vynásobením zprava a
zleva regulární maticí, proto musí mít stejnou hodnost. Pøitom snadno nahlédneme, ¾e rank(J1 � I3) =

rank(

0@0 0 0
0 0 0
0 0 0

1A) = 0, rank(J2 � I3) = rank(

0@0 1 0
0 0 0
0 0 0

1A) = 1 a rank(J3 � I3) = rank(

0@0 1 0
0 0 1
0 0 0

1A) = 2,

tedy zbývá spoèítat rank(A� I3) = 2 a rank(B�E) = 1. Matice A nutnì podobná Jordanovì matici J3 a
matice B je podobná Jordanovì matici J2.

(b) Matice J2 a J3 zøejmì nejsou podobné, proto nejsou podobné ani matice A a B.

23.4.

3.4. Mìjme lineární operátor ' na C3 s maticí [']K3

K3
=

0@2 �2 �1
1 3 1
1 2 4

1A vzhledem ke kanonické bázi K3.

(a) Najdìte bázi B, vùèi ní¾ bude mít ' Jordanovu matici,

(b) spoèítejte ['45]BB pro bázi B z (a),

(c) polo¾íme-li A = 1
3 [']

K3

K3
, spoèítejte mocninu A45.

(a) Nejprve spoèítáme charakteristický polynom lineárního operátoru ', jím¾ je (3 � �3). De�nujme-li
f = '� 3Id. Urèíme dále jádro

Ker('� 3Id) = Ker([']K3
� 3I3) =

0@�1 �2 �1
1 0 1
1 2 1

1A = LOf
0@ 1

0
�1

1Ag
Zvolíme si napøíklad vlastní vektor v1 =

0@�20
2

1A a dále poèítáme obvyklým zpùsobem Jordanùv øetízek

0@�1 �2 �1 ?? �2
1 0 1

?? 0
�1 �2 �1 ?? 2

1A) v2 =

0@�11
1

1A ;

0@�1 �2 �1 ?? �1
1 0 1

?? 1
�1 �2 �1 ?? 1

1A) v3 =

0@1
0
0

1A :

Na¹li jsme bázi B = (

0@�20
2

1A ;

0@�11
1

1A ;

0@1
0
0

1A), pro ní¾ [']B =

0@3 1 0
0 3 1
0 0 3

1A.
(b) Jordanova vìta nám mù¾e pomoct pøi poèítání mocnin matic. Nejdøíve pøipomeòme, ¾e mocninu

libovolné Jordanovy buòky dostaneme jako

Jki =

0BBBBB@
�i 1 0 : : : 0
0 �i 1 : : : 0
...

...
. . .

. . .
...

0 0 : : : �i 1
0 0 : : : 0 �i

1CCCCCA

k

=

0BBBBB@
�ki

�
k
1

�
�k�1i

�
k
2

�
�k�2i : : :

�
k

n�1
�
�k�n+1i

0 �ki
�
k
1

�
�k�1i : : :

�
k

n�2
�
�k�n+2i

...
...

. . .
. . .

...
0 0 : : : �ki

�
k
1

�
�k�1i

0 0 : : : 0 �ki

1CCCCCA ;
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kde de�nitoricky polo¾íme
�
k
r

�
�k�ri = 0 pro r > k. To pou¾ijeme na matici

['45]BB = ([']BB)
45 =

0@3 1 0
0 3 1
0 0 3

1A45

=

0@345 45 � 344 990 � 343
0 345 45 � 344
0 0 345

1A :

(c) V (a) jsme fakticky spoèítali regulární matici P = [Id]BK3
, tak, ¾e platí 3A = PJP�1, kde J je

Jordanùv kanonický tvar matice [']K3

K3
. Proto

Ak = P
1

3
JP�1P

1

3
JP�1 : : :P

1

3
JP�1 = P

1

3k
JkP�1:

Popsaným postupem tedy najdeme mocninu A45:

A45 =
1

345

0@�2 �1 1
0 1 0
2 1 0

1A0@345 45 � 344 990 � 343
0 345 45 � 344
0 0 345

1A0@�2 �1 1
0 1 0
2 1 0

1A�1

=

=

0@�2 �1 1
0 1 0
2 1 0

1A0@1 15 110
0 1 15
0 0 1

1A0@0 � 1
2

1
2

0 1 0
1 0 1

1A =

0@�234 �30 �235
15 1 15
235 30 236

1A :

3.5. Mìjme komplexní matice G =

0@ 1 1 2
1 �2 1
�1 �2 �2

1A, H =

0@�2 3 2
�1 0 1
�2 3 2

1A.
(a) Najdìte Jordanùv kanonický tvar matic G a H,

(b) spoèítejte G50,

(c) existuje-li, najdìte �nejmen¹í pøirozené n, pro které Hn = 0.

(a) Opìt nejprve spoèítáme charakteristické polynomy det(G� �E) = �(�+1)3 a det(H� �E) = ��3,
tedy �(G) = f�1;�1;�1g a �(H) = f0; 0; 0g. Nyní stejnì jako v 3.3 vyu¾ijeme pozorování, ¾e pro dvì
podobné matice h(A � �E) = h(B � �E) A a B platí, ¾e h(A � �E) = h(B � �E) pro ka¾dá skalár �,
speciálnì pro vlastní èísla. Proto¾e h(G+E) = 2 a h(H) = 2, dostáváme

G �
0@�1 1 0

0 �1 1
0 0 �1

1A ; H �
0@0 1 0
0 0 1
0 0 0

1A :

(b) Známe-li Jordanùv normální tvar J matice G a spoèítáme-li regulární matici P, pro kterou G =
PJP�1 G50 = PJ50P�1, zbude nám proto urèit J50.

Matici P spoèítáme obvyklým zpùsobem. Nejdøíve hledáme vlastní vektor v1, tj. vyøe¹íme homogenní
soustavu rovnic s maticíG+E a poté øe¹íme nehomogenní soustavy rovnic (G+E)vT2 = vT1 a (G+E)vT3 =
vT2 (A+E)v3=v2, tedy postupnì hledáme øe¹ení soustav s maticemi:0@ 2 1 2

?? 0
1 �1 1

?? 0
�1 �2 �1 ?? 0

1A ;

0@ 2 1 2
?? 1

1 �1 1
?? 0

�1 �2 �1 ?? �1

1A ;

0@ 2 1 2
?? 1

3
1 �1 1

?? 1
3�1 �2 �1 ?? 0

1A :

Spoèítali jsme, ¾e napøíklad v1 = (1; 0;�1), v2 = 1
3 (1; 1; 0) a v3 =

1
9 (2;�1; 0). Tyto vektory sepí¹eme do ma-

tice pøechodu P =

0@ 1 1
3

2
9

0 1
3

�1
9�1 0 0

1A od bázi (v1;v2;v3) ke kanonické bázi a obvyklým zpùsobem urèíme in-

verzní maticiP�1 =

0@0 0 �1
1 2 1
3 �3 3

1A. Dále urèíme podobnì jako v 2.10(c) hodnotu J50 =

0@(�1)50 ��501 � �
50
2

�
0 (�1)50 ��501 �
0 0 (�1)50

1A.
Koneènì zbývá dopoèítat G50 = PJ50P�1 =

=

0@ 1 1
3

2
9

0 1
3

�1
9�1 0 0

1A0@1 �50 1225
0 1 �50
0 0 1

1A0@0 0 �1
1 2 1
3 �3 3

1A =

0@ 3576 �3725 3575
�50 51 �50
�3625 3775 3624

1A :
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(c) Uva¾ujeme stejnì jako v (b), tedy uvìdomíme si, ¾e existuje regulární matice Q, pro kterou Hn =

Q

0@0 1 0
0 0 1
0 0 0

1An

Q�1 staèí nahlédnout, ¾e

0@0 1 0
0 0 1
0 0 0

1A2

6= 0 a

0@0 1 0
0 0 1
0 0 0

1A3

= 0, tedy hledané minimální

n = 3.

3.6. Mìjme reálné matice A1 =

0BB@
1 0 0 0
1 1 0 0
2 0 1 0
4 2 �1 1

1CCA a A2 =

0BB@
1 0 0 0
1 1 0 0
2 0 1 0
4 2 1 1

1CCA. Najdìte jejich Jordanùv kano-

nický tvar a rozhodnìte, zda jsou si podobné.

Okam¾itì ze zadání vidíme, ¾e mají obì matice jediné vlastní èíslo 1 algebraické násobnosti 4 a snadno
spoèítáme, ¾e je jeho geometrická násobnost 2. Proto mají obì matice jednu z následujících Jordanových
matic

J1 =

0BB@
1 1 0 0
0 1 1 0
0 0 1 0
0 0 0 1

1CCA ; J2 =

0BB@
1 1 0 0
0 1 0 0
0 0 1 1
0 0 0 1

1CCA :

To znamená, ¾e existují regulární maticeP1 aP2 a indexy i1 a i2, pro nì¾ Ji1 = P�1
1 A1P1 a Ji2 = P�1

2 A2P2.
V¹imnìme si, ¾e platí

(J2 � I4)2 = 0; zatímco (J1 � I4)2 6= 0:

Proto¾e (Jij � I4)2 = P�1
j (Aj � I4)2Pj , staèí tedy rozhodnout, zda (Aj � I4)2 = 0:

(A1 � I4)2 =

0BB@
0 0 0 0
1 0 0 0
2 0 0 0
4 2 �1 0

1CCA
2

=

0BB@
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

1CCA ;

(A1 � I4)2 =

0BB@
0 0 0 0
1 0 0 0
2 0 0 0
4 2 1 0

1CCA
2

=

0BB@
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
4 0 0 0

1CCA :

Zjistil jsme, ¾e je matice A1 má Jordanùv kanonický tvar J2 a matice A2 má Jordanùv kanonický tvar J1,
co¾ znamená, ¾e matice A1 a A2 nejsou podobné.

3.7. Vyøe¹te diferenèní rovnici xk = f(xk�1) pro poèáteèní vektor x0 = (2; 1)T , kde operátor f : R2 ! R2

je dán vztahem f

�
x

y

�
=

�
x+ 2y
�2x+ 5y

�
Nejprve urèíme matici lineárního operátoru f vzhledem ke kanonické bázi A = [f ]K2

=

�
1 2
�2 5

�
a uvìdomíme si, ¾e xk = Akx0. Dále standardním postupem spoèítáme Jordanùv charakteristický tvar
matice a Jordanùv øetízek. Snadno urèíme charakteristický polynom (� � 3)2 a jádro Ker(A � 3I2) =

LOf
�
1
1

�
g. Vybereme napøíklad vlastní vektor

�
2
2

�
a dopoèítáme napøíklad øe¹ení

�
0
1

�
soustavy s maticí��2 2

??2
�2 2

??2
�
. Vezmeme-li matici pøechodu od báze tvoøené nalezeným øetízkem ke kanonické bázi P =�

2 0
2 1

�
, pak víme, ¾e

Ak = P

�
3 1
0 3

�k
P�1 =

�
2 0
2 1

��
3k k3k�1

0 3k

�k � 1
2 0
�1 1

�
:

Nyní zbývá dopoèítat

xk = Akx0 =

�
2 0
2 1

��
3k k3k�1

0 3k

�k � 1
2 0
�1 1

��
2
1

�
= 3k�1

�
6� 2k
3� 2k

�
:
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3.8. Najdìte vzorec pro n-tý èlen reálné posloupnosti an, jestli¾e

a0 = 1; a1 = 0; a2 = 2; an+3 = 5an+2 � 8an+1 + 4an:

Uvìdomíme-li si, ¾e0@an+3an+2
an+1

1A =

0@5 �8 4
1 0 0
0 1 0

1A0@an+2an+1
an

1A =

0@5 �8 4
1 0 0
0 1 0

1An+10@a2a1
a0

1A ;

mù¾eme postupovat obdobnì jako v pøedchozím pøíkladu.

Nejprve spoèítáme charakteristický polynom �(��2)2(��1)maticeA =

0@5 �8 4
1 0 0
0 1 0

1A a poté obvyklým

zpùsobem spoèítáme vlastní vektory, Jordanùv kanonický tvar a Jordanùv øetízek pro vlastní èíslo 2. Proto¾e

má A Jordanùv kanonický tvar J =

0@2 1 0
0 2 0
0 0 1

1A, obdr¾íme seøazením dvou vektorù Jordanova øetízku a

vlastního vektoru pøíslu¹ného vlastnímu èíslu 1 do sloupcù matice P =

0@4 4 1
2 1 1
1 0 1

1A, pro ní¾ platí A =

PJP�1, a proto Ak = PJkP�1. To znamená, ¾e

an+3 =
�
4 4 1

�0@2 1 0
0 2 0
0 0 1

1An+10@4 4 1
2 1 1
1 0 1

1A�10@2
0
1

1A ;

=
�
4 4 1

�0@2n+1 (n+ 1)2n 0
0 2n+1 0
0 0 1

1A0@�54
6

1A = 2n+3(2n+ 1) + 6;

4 Unitární diagonalizovatelnost

4.1. Najdìte reálnou ortogonální matici U, pro ní¾ je nad R

(a) matice UT

��1 3
3 7

�
U diagonální,

(b) matice UT

0@5 2 2
2 5 2
2 2 5

1AU diagonální.

Nejprve si uvìdomme, ¾e obì matice jsou symetrické, tedy normální, a proto unitárnì diagonalizovatelná.
(a) Snadno si v¹imneme (nebo obvyklým zpùsobem spoèítáme), ¾e �2 je vlastní èíslo algebraické i geo-

metrické násobnosti 1 a jemu pøíslu¹ný normalizovaný vlastní vektor je buï 1p
10
(3;�1)T nebo 1p

10
(�3; 1)T .

Zvolme napøíklad u1 = 1p
10
(3;�1)T . Proto¾e je matice unitárnì diagonalizovatelná, nezbývá ne¾, aby ka-

¾dý vektor kolmý na 1p
10
(3;�1)T byl také vlastním vektorem, zvolme tedy normalizovaný vektor u2 =

1p
10
(1; 3)T . V¹imneme si, ¾e z podmínky

��1 3
3 7

��
1
3

�
=

�
8
24

�
snadno urèíme druhé vlastní èíslo 8. Báze

B je nyní ortonormální a skládá se s vlastních vektorù, proto polo¾íme-li U = [Id]BK3
= 1p

10

��3 1
1 3

�
, je

tato matice pøechodu ortogonální a UTAU = 1p
10

��3 1
1 3

���1 3
3 7

�
1p
10

��3 1
1 3

�
=

��2 0
0 8

�
:

(b) Urèíme vlastní èísla a jim pøíslu¹né vlastní vektory. Jedno vlastní èíslo je zøejmì � = 3 a vy-

øe¹íme homogenní soustavu rovnic s maticí A � 3 � E =

0@2 2 2
2 2 2
2 2 2

1A a dostaneme vlastní vektory v1 2

LOf(�1; 1; 0)T ; (�1; 0; 1)T g n f0g, a proto¾e dal¹í vlastní vektor musí být kolmý na vektory pøíslu¹né vlast-
nímu èíslu 3, tj. le¾í v podprostoru LOf(�1; 1; 0)T ; (�1; 0; 1)T g? = LOf(1; 1; 1)T g, je jím napøíklad vektor
(1; 1; 1)T . Nyní spoèítáme A(1; 1; 1)T = (9; 9; 9)T , odkud dostáváme vlastnímu èíslo � = 9.
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Nyní najdeme ortonormální báze obou podprostorù vlastních vektorù. Pro vlastní èíslo 9 staèí norma-

lizovat, abychom dostali vektor 1p
3

0@1
1
1

1A a pro � = 3 najdeme ortonormální bázi ( 1p
2

0@�11
0

1A ; 1p
6

0@�1�1
2

1A)

podprostoru LOf
0@�11

0

1A ;

0@�10
1

1Ag napøíklad Gramovou-Schmidtovou ortogonalizací. Nyní polo¾me

B = (
1p
3

0@1
1
1

1A ;
1p
2

0@�11
0

1A ;
1p
6

0@�1�1
2

1A):

Proto¾e jeB ortonormální báze, je zøejmì matice pøechoduU = [Id]BK3
ortogonální aUTAU =

0B@
1p
3

1p
3

1p
3�1p

2
1p
2

0
�1p
6

�1p
6

2p
6

1CA
0@5 2 2
2 5 2
2 2 5

1A
0B@

1p
3

�1p
2

�1p
6

1p
3

1p
2

�1p
6

1p
3

0 2p
6

1CA =

0@9 0 0
0 3 0
0 0 3

1A.
4.2. Najdìte ortonormální bázi B reálného vektorového prostoru R3, aby byla matice [f ]BB diagonální,
jestli¾e

(a) [f ]K3

K3
=

0@5 2 2
2 5 2
2 2 5

1A,
(b) [f ]K3

K3
=

0@2 1 2
1 2 2
2 2 5

1A.
(a) Staèí nám vzít ortonormální bázi B z 4.1, o ní¾ víme, ¾e

[f ]BB = ([Id]BK3
)�1[f ]K3

[Id]BK3
= UTAU =

0@4 0 0
0 1 0
0 0 1

1A ;

tedy B = ( 1p
3

0@1
1
1

1A ; 1p
2

0@�11
0

1A ; 1p
6

0@�1�1
2

1A) je hledaná ortonormální báze.

(b) Postupujeme stejnì jako v úloze (a). Nejprve standardním zpùsobem najdeme vlastní èísla matice
[f ]K3

K3
, jimi¾ jsou 1 (algebraické násobnosti 2) a 7 (algebraické násobnosti 1) Pro vlastní èíslo 1 najdeme pod-

prostor vlastních vektorù V1 = LOf(1;�1; 0)T ; (2; 0;�1)T g a pro vlastní èíslo 7 tvoøí podprostor vlastních
vektorù V7 = LOf(1; 1; 2)T g. Zbývá nám napøíklad pomocí Grammovy-Schmidtovy ortogonalizace najít or-
tonormální bázi V1 (tedy napøíklad ( 1p

2
(1;�1; 0)T ; 1p

3
(1; 1;�1))T a normalizovat vektor (1; 1; 2)T . Nyní je

B = ( 1p
2
(1;�1; 0)T ; 1p

3
(1; 1;�1)T ; 1p

6
(1; 1; 2))T takovou ortonormální bází R3, ¾e [f ]BB =

0@1 0 0
0 1 0
0 0 7

1A.

4.3. Jestli¾e A =

0@ 1 1� i �1
1 + i 2 �1� i

�1 �1 + i 1

1A, najdìte komplexní unitární matici U, pro ní¾ je U
T
AU

diagonální.

Snadno spoèítáme, ¾e A
T
= A, a proto je komplexní matice A normální, tedy unitárnì diagonalizova-

telná. Chceme-li najít ortonormální bázi C3 slo¾enou z vlastních vektorù, staèí nám najít ortonormální báze
podprostorù øe¹ení homogenní soustavy rovnic s maticí A� �E pro jednotlivá vlastní èísla �.

Charakteristický polynom matice A je ��3+4�2, proto jsou vlastní èísla matice A právì 0 a 4. Snadno
najdeme ortonormální bázi mno¾iny v¹ech øe¹ení soustavy s maticí A� 4E =

=

0@ 1 1� i �1
1 + i 2 �1� i

�1 �1 + i 1

1A�
0@4 0 0
0 4 0
0 0 4

1A =

0@ �3 1� i �1
1 + i �2 �1� i

�1 �1 + i �3

1A :
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Podprostor v¹ech øe¹ení je jednodimenzionální, jeho bázi tvoøí napøíklad vektor (1; 1 + i;�1)T . Proto¾e je
norma k(1; 1 + i;�1)T k = 2, je vektor 1

2 (1; 1 + i;�1)T hledaným normalizovaným vektorem. Dále snadno

zjistíme, ¾e napøíklad vektory

0@�1 + i

1
0

1A,
0@1
0
1

1A tvoøí bázi dvoudimenzionálního podprostoru v¹ech øe¹ení

soustavy s maticí A. Zbývá tyto vektory ortogonalizovat a normalizovat. To mù¾eme provést napøíklad

Gramovou-Schmidtovou ortogonalizací, tak dostaneme ortonormální bázi 1p
2

0@1
0
1

1A, 1
2
p
2

0@�1 + i

2
1� i

1A. Zjistili
jsme, ¾e

0@4 0 0
0 0 0
0 0 0

1A =

=

0B@
1
2

1
2 � i

2 � 1
2

1p
2

0 1p
2�1�i

2
p
2

1p
2

1�i
2
p
2

1CA
0@ 1 1� i �1
1 + i 2 �1� i

�1 �1 + i 1

1A
0B@

1
2

1p
2

�1+i
2
p
2

1
2 + i

2 0 1p
2

� 1
2

1p
2

1�i
2
p
2

1CA :

4.4. Napi¹te lineární operátor f na reálném vektorovém prostoru Rn se standardním skalárním souèinem
jako lineární kombinaci projekcí na pøímku, jestli¾e

(a) n = 2 a f

�
x

y

�
=

�
3y � x

3x+ 7y

�
,

(b) n = 3 a f

0@xy
z

1A =

0@5x+ 2y + 2z
2x+ 5y + 2z
2x+ 2y + 5z

1A.
Nejprve pøipomeòme obecné pozorování pro lineární operátor f na reálného vektorového prostoru se

standardním skalárním souèinem: Je-li B = (bi) ortonormální báze slo¾ená z vlastních vektorù lineárního
operátoru f , potom

[f ]BB =

0BB@
�1 0 : : : 0
0 �2 : : : 0
� � : : : �
0 0 : : : �n

1CCA =

nX
i=1

�i

0BB@
�1i 0 : : : 0
0 �2i : : : 0
� � : : : �
0 0 : : : �ni

1CCA =

nX
i=1

[�ifi]
B
B ;

kde fi je právì ortogonální projekce na pøímku LOfbig. To znamená, ¾e f =
Pn

i=1 �ifi. Potøebujeme
tedy pouze najít vlastní èísla a ortonormální bázi slo¾enou z vlastních vektorù. Snadno nahlédneme, ¾e (a)

[f ]K2

K2
=

��1 3
3 7

�
a (b) [f ]K3

K3
=

0@5 2 2
2 5 2
2 2 5

1A. Údaje, které potøebujeme k vyøe¹ení úlohy jsme spoèítali u¾

v pøíkladu 4.1, nyní jich tedy vyu¾ijeme:
(a) Ortonormální bázi B slo¾enou z vlastních vektorù lineárního operátoru f tvoøí posloupnost B =

(

 �3p
10
1p
10

!
;

 
1p
10
3p
10

!
) a skládá se s vlastních vektorù. Proto je lineární operátor f1 právì ortogonální projekcí

na pøímku LOf
��3

1

�
g, lineární operátor f2 je ortogonální projekcí na pøímku LOf

�
1
3

�
g a f = �2f1+8f2.

Pøipomeòme, ¾e známe-li matici pøechodu U = [Id]BK3
= 1p

10

��3 1
1 3

�
, je snadné spoèítat matice obou

ortonormálních projekcí vzhledem ke kanonickým bázím:

[f1]
K2

K2
= U

�
1 0
0 0

�
UT =

 �3p
10

1p
10

1p
10

3p
10

!�
1 0
0 0

� �3p
10

1p
10

1p
10

3p
10

!
=

�
9
10

�3
10�3

10
1
10

�
;

[f2]
K2

K2
= U

�
1 0
0 0

�
UT =

 �3p
10

1p
10

1p
10

3p
10

!�
0 0
0 1

� �3p
10

1p
10

1p
10

3p
10

!
=

�
1
10

3
10

3
10

9
10

�
;

dostáváme tak také maticový rozklad��1 3
3 7

�
= �2 �

�
9
10

�3
10�3

10
1
10

�
+ 8 �

�
1
10

3
10

3
10

9
10

�
:
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(b) Tentokrát máme spoèítánu ortonormální bázi slo¾enou z vlastních vektorù B = (u1;u2;u3) =

(

0B@
1p
3
1p
3
1p
3

1CA ;

0@�1p
2
1p
2

0

1A ;

0B@
�1p
6�1p
6
2p
6

1CA): To znamená, ¾e máme ortogonální projekce fi na pøímky LOfuig. Navíc platí

rovnost f = 9f1 + 3f2 + 3f3 a opìt tedy mù¾eme spoèítat matice ortogonálních projekcí vzhledem ke
kanonickým bázím jako [fi]

K2

K2
= ui �uTi :

[f1]
K3

K3
=

0B@
1p
3
1p
3
1p
3

1CA� 1p
3

1p
3

1p
3

�
=

0@ 1
3

1
3

1
3

1
3

1
3

1
3

1
3

1
3

1
3

1A ;

[f2]
K3

K3
=

0@�1p
2
1p
2

0

1A��1p
2

1p
2

0
�
=

0@ 1
2

�1
2 0

�1
2

1
2 0

0 0 0

1A ;

[f3]
K3

K3
=

0B@
�1p
6�1p
6
2p
6

1CA��1p6
�1p
6

2p
6

�
=

0@ 1
6

1
6

�1
3

1
6

1
6

�1
3�1

3
�1
3

2
3

1A :

4.5. Najdìte singulární rozklad reálné matice A =

0@1 1 0 1
2 0 1 1
1 �1 1 0

1A.

Nejprve spoèítáme A
T
A =

0BB@
6 0 3 3
0 2 �1 1
3 �1 2 1
3 1 1 2

1CCA a standardní cestou urèíme vlastní èísla matice �(A
T
A):

f0; 3; 9g. Singulární hodnoty matice A jsou
p
3; 3. Obvyklou cestou najdeme normalizované vlastní vektory

pøíslu¹né vlastním èíslùm 3 a 9:

v3 = (0;
2p
6
;� 1p

6
;
1p
6
)T ;v9 = (

2p
6
; 0;

1p
6
;
1p
6
)T :

D8le spoèítáme, ¾e tuto dvojici mù¾eme doplnit dvojicí vektorù (� 1p
6
; 1p

6
; 2p

6
; 0)T , ( 1p

6
; 1p

6
; 0;� 2p

6
)T vlast-

ních vzhledem k vlastnímu èíslu 0 na ortonormální bázi celého prostoru R4.
Nyní spoèítáme u3 = 1p

3
Av3 = ( 1p

2
; 0;� 1p

2
)T a u9 = 1

3Av9 = ( 1p
6
; 2p

6
; 1p

6
)T . Vektor ( 1p

3
;� 1p

3
; 1p

3
)T

doplòuje dvojici u3;u9 na ortonormální bázi R3. Nyní u¾ mù¾eme napsat singulární rozklad matice A =0@1 1 0 1
2 0 1 1
1 �1 1 0

1A =

=

0B@
1p
2

1p
6

1p
3

0 2p
6

� 1p
3

� 1p
2

1p
6

1p
3

1CA
0@p3 0 0 0

0 3 0 0
0 0 0 0

1A
0BBB@

0 2p
6

� 1p
6

1p
6

2p
6

0 1p
6

1p
6

� 1p
6

1p
6

2p
6

0
1p
6

1p
6

0 � 2p
6

1CCCA :

7.5.

5 Bilineární a kvadratické formy

5.1. Buï A nìjaká ètvercová matice stupnì n nad tìlesem T a de�nujme zobrazení f : Tn � Tn ! T

pøedpisem f(u;v) = u � A � vT a dále pro ka¾dé u 2 Tn dvojici zobrazení fu;u f : Tn ! T podmínkou
fu(v) = f(v;u) a uf(v) = f(u;v). Doka¾te, ¾e fu a uf jsou pro ka¾dé u 2 Tn lineární formy.
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Obì zobrazení fu i uf zobrazují vektorový prostor nad tìlesem T do tìlesa T , tedy staèí ovìøit linearitu.
Vyu¾ijeme k tomu vlastnosti sèítání a násobení matic a dostaneme pro ka¾dé u;v;v1;v2 2 Tn a ka¾dé
t 2 T , ¾e fu(v1 + v2) = (v1 + v2)Au = v1Au + v2Au = fu(v1) + fu(v2) a fu(tv) = tvAu = tfu(v).
Symetricky i uf(v1 + v2) = uA(v1 + v2) =u f(v1) +u f(v2) a uf(tv) = tuAv = tuf(v).

Poznamenejme, ¾e zobrazení, které jsme zavedli v 5.1 je bilineární forma.

5.2. Uva¾ujme zobrazení f : Z25 � Z25 ! Z5 dané pøedpisem (analytickým vyjádøením) f(

�
x1
x2

�
;

�
y1
y2

�
) =

x1y1 + 2x1y2 + 4x2y1 + 3x2y2

(a) Ovìøte, ¾e je f bilineární forma,

(b) najdìte matici f vzhledem ke kanonické bázi,

(c) najdìte matici f vzhledem k bázi B = (

�
3
3

�
;

�
4
1

�
).

(a) Staèí, abychom si v¹imli, ¾e f f(

�
x1
x2

�
;

�
y1
y2

�
) = (x1; x2)

�
1 2
4 3

��
y1
y2

�
, a proto se jedná o bilineární

formu podle pozorování pøedchozího pøíkladu.
(b) Oznaème [f ]K2

matici f vzhledem ke kanonické bázi. Postupujeme-li podle de�nice, tedy uvá¾íme,

¾e obsahuje na i-tém øádku a j-tém sloupci právì hodnotu f(ei; ej) = eiAe
T
j , vidíme, ¾e [f ]K2

=

�
1 2
4 3

�
.

(c) Oznaème [f ]B matici f vzhledem k bázi B. Vyu¾ijeme de�nice a Vìtu 10.6 z pøedná¹ky, která øíká,
¾e

[f ]B = ([Id]BK2
)T �A � [Id]BK2

=

�
3 3
4 1

�
�
�
1 2
4 3

�
�
�
3 4
3 1

�
=

�
0 0
2 3

�

5.3. Buï g bilineární forma na racionálním vektorovém prostoruQ3 s maticí [g]B =

0@1 2 0
0 �1 1
1 0 1

1A vzhledem

k bázi B = (

0@1
1
1

1A ;

0@1
1
0

1A ;

0@1
0
0

1A).

(a) Spoèítejte g((1; 1; 0)T ; (1; 1; 1)T ).

(b) spoèítejte g((1; 2; 1)T ; (0; 2; 2)T ),

(b) najdìte matici g vzhledem k bázi M = (

0@1
0
2

1A ;

0@ 2
�1
0

1A ;

0@1
0
1

1A).

(a) Proto¾e jsou vektory (1; 1; 0)T , (1; 1; 1)T pøímo bazické vektory báze g, údaj odeètem pøímo z matice
g vzhledem k bázi B, tedy g((1; 1; 0)T ; (1; 1; 1)T ) = 0.

(b) Vyu¾ijeme Tvrzení 11.9, které øíká, jak zjistit hodnotu bilineární formy z matice a souøadnicových
vektorù g(u;v) = [u]TB � A � [v]B . Obvyklým zpùsobem urèíme souøadnice [(1; 2; 1)T ]B = (1; 1;�1)T a
[(0; 2; 2)T ]B = (2;�2; 0)T , proto

g(

0@1
2
1

1A ;

0@0
2
2

1A) = (1; 1;�1) �
0@1 2 0
0 �1 1
1 0 1

1A �
0@ 2
�2
0

1A = �2:

(c) Nejprve obvyklým zpùsobem standardní cestou spoèítáme matici pøechodu

[Id]MB = ([Id]BK3
)�1 � [Id]MK3

=

0@1 1 1
1 1 0
1 0 0

1A�1

�
0@1 2 1
0 �1 0
2 0 1

1A =

0@ 2 0 1
�2 �1 �1
1 3 1

1A :

Nyní zbývá vyu¾ít Vìtu 10.6:
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[g]M = ([Id]MB )T � [g]B � [Id]MB =

0@2 �2 1
0 �1 3
1 �1 1

1A �
0@1 2 0
0 �1 1
1 0 1

1A �
0@ 2 0 1
�2 �1 �1
1 3 1

1A :

Snadno dopoèítáme, ¾e [g]M =

0@�7 �9 �4
6 5 4
�2 �3 �1

1A.
5.4. Rozhodnìte, zda je zobrazení h2 : R2 ! R dané pøedpisem h2(

�
x1
x2

�
) = x21 + 4x1y2 + 3x22 kvadratická

forma.

Snadno nahlédneme, ¾e mù¾eme dané zobrazení vyjádøit ve tvaru

h2(

�
x1
x2

�
) = (x1; x2) �

�
1 2
2 3

�
�
�
x1
x2

�
; a proto h2(

�
x1
x2

�
) = h(

�
x1
x2

�
;

�
x1
x2

�
)

pro symetrickou bilineární formu h s maticí [h]K2
=

�
1 2
2 3

�
. Tedy h2(u) = h(u;u) je podle de�nice

kvadratická forma.

5.5. Mìjme kvadratickou formu f2 na Z35 danou analytickým vyjádøením

f2((x1; x2; x3)
T ) = 3x21 + x1x2 + 2x22 + 3x2x3 + 4x23

vzhledem ke kanonické bázi.

(a) Najdìte symetrickou bilineární formu f na Z35, která vytváøí kvadratickou formu f2,

(b) urèete radikál f ,

(c) urèete hodnost a nulitu f .

(a) Stejnì jako v pøedchozí úloze pøímoèaøe (tj. þrozpùlením"koe�cientù u èlenù xiyj pro i 6= j) urèíme

matici hledané symetrické bilineární formy f vzhledem ke kanonické bázi [f ]K3
=

0@3 3 0
3 2 4
0 4 4

1A. Tuto biline-

ární formu mù¾eme popsat i analyticky (vzhledem ke kanonické bázi):

f((x1; x2; x3)
T ; (y1; y2; y3)

T ) = 3x1y1 + 3x1y2 + 3x2y1 + 2x2y2 + 4x2y3 + 4x3y2 + 4x3y3:

(b) Vzhledem k tomu, ¾e radikálem kvadratické formy je pravý (nebo levý) radikál symetrické bilineární
formy f , která vytváøí kvadratickou formu f2, staèí najít øe¹ení homogenní soustavy rovnic s maticí [f ]K3

.
Proto¾e

[f ]K3
=

0@3 3 0
3 2 4
0 4 4

1A �
0@1 1 0
0 4 4
0 0 0

1A
je radikál rad(f) = LOf(1; 4; 1)T g.

(c) Hodnost bilineární formy f je rovna hodnosti matice [f ]K3
, tedy je rovna 2 a nulita je dimenze

radikálu a je tudí¾ rovna 1.

5.6. Nech» je f symetrická bilineární forma na reálném vektorovém prostoru R3 s maticí [f ]K3
=

0@5 2 2
2 5 2
2 2 5

1A
vzhledem ke kanonické bázi. Najdìte bázi B, která je ortonormální vzhledem ke standardnímu skalárnímu
souèinu ! a ortogonální vzhledem k symetrické bilineární formì f .

Staèí nám vzít ortonormální bázi B, o ní¾ víme, ¾e

[f ]B = [Id]TBK3
[f ]K3

[Id]BK3
= UTAU =

0@4 0 0
0 1 0
0 0 1

1A ;

kterou jsme spoèítali v 4.1(b), tedy B = ( 1p
3

0@1
1
1

1A ; 1p
2

0@�11
0

1A ; 1p
6

0@�1�1
2

1A).
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5.7. Najdìte ortogonální bázi symetrické bilineární formy g na vektorovém prostoru R3, která je ortonor-

mální vzhledem ke standardnímu skalárnímu souèinu, jestli¾e [g]K3
=

0@2 1 2
1 2 2
2 2 5

1A.
Nejprve standardním zpùsobem najdeme vlastní èísla matice [g]K3

, jimi¾ jsou 1 a 7. Pro vlastní èíslo 1
najdeme podprostor vlastních vektorù V1 = LOf(1;�1; 0)T ; (2; 0;�1)T g a pro vlastní èíslo 7 tvoøí podprostor
vlastních vektorù V7 = LOf(1; 1; 2)T g. Zbývá nám napøíklad pomocí Grammovy-Schmidtovy ortogonalizace
najít ortonormální bázi V1 (tedy napøíklad ( 1p

2
(1;�1; 0)T ; 1p

3
(1; 1;�1)T ) a normalizovat vektor (1; 1; 2).

Nyní je M = ( 1p
2
(1;�1; 0)T ; 1p

3
(1; 1;�1)T ; 1p

6
(1; 1; 2)T ) ortonormální bází R3, která je zároveò ortogonální

vzhledem ke g. Závìrem poznamenejme, ¾e [g]M =

0@1 0 0
0 1 0
0 0 7

1A.
14.5.

5.8. Buï h symetrická bilineární forma na vektorovém prostoru Z57 daná podmínkou h(ei; ej) = 2 pro
v¹echna i; j = 1; : : : ; n Najdìte nìjakou bázi radikálu a nìjakou ortogonální bázi h.

Z podmínky, jí¾ je zadána bilineární forma h, vidíme, ¾e matice h vzhledem ke kanonické bází sestává ze

samých dvojek, tedy [h]K5
=

0BBBB@
2 2 2 2 2
2 2 2 2 2
2 2 2 2 2
2 2 2 2 2
2 2 2 2 2

1CCCCA. Hledáme-li radikál, staèí jako obvykle vyøe¹it homogenní

soustavu rovnic s maticí [h]K5
. Vidíme, ¾e napøíklad posloupnost

M = ((6; 1; 0; 0; 0)T ; (6; 0; 1; 0; 0)T ; (6; 0; 0; 1; 0)T ; (6; 0; 0; 0; 1)T )

je báze radikálu h. Vzhledem k tomu, ¾e je hodnost dané bilineární formy (tj. hodnost kterékoli její matice)
rovna jedné, staèí nám v tomto pøípadì pro nalezení ortogonální báze najít libovolný doplnìk posloupnostiM
na bázi Z57 (v jednodimenzionálním doplòku toti¾ u¾ není co dále upravovat). Tedy dostáváme h-ortogonální
bázi

N = (

0BBBB@
6
1
0
0
0

1CCCCA ;

0BBBB@
6
0
1
0
0

1CCCCA ;

0BBBB@
6
0
0
1
0

1CCCCA ;

0BBBB@
6
0
0
0
1

1CCCCA ;

0BBBB@
0
0
0
0
1

1CCCCA) pro ní¾ [h]N =

0BBBB@
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 2

1CCCCA :

5.9. (a) Najdìte matice vzhledem ke kanonické bázi a vzhledem k bázi B symetrické bilineární formy fs a
antisymetrické bilineární formy fa, pro které f = fs + fa, kde forma f a báze B jsou z 5.2.

(b) Najdìte matice vzhledem k bázi B symetrické bilineární formy gs a antisymetrické bilineární formy
ga, pro které g = gs + ga, kde forma g a báze B jsou z 5.3.

(a) Z pøedná¹ky víme, ¾e staèí polo¾it fs(u;v) = 1
2 (f(u;v) + f(v;u)) a fa(u;v) = 1

2 (f(u;v)� f(v;u)),
abychom dostali jednoznaènì urèenou symetrickou bilineární formu fs a antisymetrickou bilineární formu
fa, pro ne¾ f = fs + fa. Oznaème [fs]K3

matici fs a [fa]K3
matici fa vzhledem ke kanonické bázi. Díky

izomor�smu, který pro pevnì zvolenou bázi C pøiøadí bilineární formì její matici vzhledem k C, mù¾eme
otázku vyøe¹it pøímo v maticovém zápisu, tj.

[fs]K3
= 2�1 � ([f ]K3

+ [f ]TK3
) = 3 � (

�
1 2
4 3

�
+

�
1 4
2 3

�
) =

�
1 3
3 3

�
;

[fa]K3
= 2�1 � ([f ]K3

� [f ]K3
) = 3 � (

�
1 2
4 3

�
�
�
1 4
2 3

�
) =

�
0 4
1 0

�
:

V¹imnìme si, ¾e místo druhého výpoètu jsme mohli uvá¾it, ¾e [fa]K3
= [f ]K3

� [fs]K3
.

Pøi hledání matic [fs]B a [fa]B pracujeme s maticí [f ]B bilineární formy f vzhledem k bázi B =
((3; 3); (4; 1)):

[fs]B = ([f ]B + [f ]TB) = 3 � (
�
0 0
2 3

�
+

�
0 2
0 3

�
) =

�
0 1
1 3

�
;
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[fa]B = [f ]B � [fs]B =

�
0 0
2 3

�
�
�
0 1
1 3

�
=

�
0 4
1 0

�
:

(b) Opìt oznaèíme [gs]B matici gs a [ga]B matici ga vzhledem k bázi B a postupujeme stejnì jako v
pøíkladu (a):

[gs]B =
1

2
([g]B + [g]TB) =

1

2
(

0@1 2 0
0 �1 1
1 0 1

1A+

0@1 0 1
2 �1 0
0 1 1

1A) =

0@1 1 1
2

1 �1 1
2

1
2

1
2 1

1A ;

[ga]B = [g]B � [gs]B =

0@1 2 0
0 �1 1
1 0 1

1A�
0@1 1 1

2
1 �1 1

2
1
2

1
2 1

1A =

0@ 0 1 � 1
2�1 0 1
2

1
2 � 1

2 0

1A :

V¹imnìme si, ¾e v obou pøípadech je diagonála matice symetrické èásti rovna diagonále matice pùvodní
formy a ¾e diagonála matice antisymetrické èásti je nulová, to znamená, ¾e staèí, abychom poèítali hodnoty
nad (èi pod) diagonálou symetrické matice a hodnoty antisymetrické snadno dopoèítali.

5.10. Buï g bilineární forma daná analytickým vyjádøením

g((x1; x2; x3)
T ; (y1; y2; y3)

T ) = x1y1 + 3x1y2 � x1y3 + x3y1 + 2x2y2 � 2x3y2

vzhledem ke kanonické bázi na racionálním vektorovém prostoru Q3.

(a) Najdìte matici g vzhledem ke kanonické bázi,

(b) najdìte matice symetrické gs a antisymetrické ga èásti g vzhledem ke kanonické bázi,

(c) urèete analytické vyjádøení symetrické gs a antisymetrické ga èásti g vzhledem ke kanonické bázi,

(a) Staèí si uvìdomit, ¾e koe�cient u èlenu xiyj v analytickém vyjádøení vzhledem ke kanonické bázi je
právì hodnota na i-tém øádku a j-tém sloupci matice bilineární formy vzhledem ke kanonické bázi, tedy

[g]K3
=

0@1 3 �1
0 2 0
1 �2 0

1A :

(b) Postupujeme jako v 5.9 s vyu¾itím známé matice [g]K3
, proto [gs]K3

= 1
2 ([g]K3

+[g]TK3
) =

0@1 3
2 0

3
2 2 �1
0 �1 0

1A
a [ga]K3

= [g]K3
� [gs]K3

=

0@ 0 3
2 �1

� 3
2 0 1
1 �1 0

1A :

(c) U¾ijeme úvahu pøipomenutou v (a), abychom z matic nalezených v (b) dostali

gs((x1; x2; x3)
T ; (y1; y2; y3)

T ) = x1y1 +
3

2
x1y2 +

3

2
x2y1 + 2x2y2 � x2y3 � x3y2;

ga((x1; x2; x3)
T ; (y1; y2; y3)

T ) =
3

2
x1y2 � 3

2
x2y1 � x1y3 + x3y1 + x2y3 � x3y2:

5.11. Buï B ètvercová matice stupnì 2 nad tìlesem Z7 a uva¾ujme zobrazení f : Z27�Z27 ! Z7 dané pøedpi-
sem f(u;v) = u �B �vT . Urèete matici B, víte-li, ¾e f((1; 4); (1; 4)) = f((1; 4); (3; 3)) = 1, f((3; 3); (1; 4)) = 2
a f((3; 3); (3; 3)) = 0.

Z pozorování pøíkladu 5.1 víme, ¾e je f bilineární forma. Vezmeme-li bázi M = ((1; 4)T ; (3; 3)T ) vek-
torového prostoru Z27, vidíme, ¾e v zadání pøíkladu máme uvedeny údaje, které mù¾eme sepsat do matice

[f ]M =

�
1 1
2 0

�
f bilineární formy f vzhledem k báziM . Uvá¾íme-li, ¾e je matice B právì maticí f vzhledem

ke kanonické bázi K2, staèí podobnì jako v 5.2(b) vyu¾ít vztahu dokázaného na pøedná¹ce

B = [f ]K3
= [1]TK2M

� [f ]M � [1]K2M :
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Obvyklým zpùsobem potom spoèítáme

[Id]K2

M = ([Id]MK2
)�1 =

�
1 3
4 3

��1
=

�
2 5
2 3

�
;

a proto

B = ([Id]K2

M )T � [f ]M � [Id]K2

M =

�
2 2
5 3

�
�
�
1 1
2 0

�
�
�
2 5
2 3

�
=

�
2 1
4 0

�
:

25.4.

5.12. Nech» g2(x1; x2; x3) = 4x1x2 + 4x1x3 + 3x22 � 6x2x3 + x23 je kvadratická forma.

(a) Najdìte matici symetrické bilineární formy g na R3 vzhledem ke kanonické bázi, která vytváøí kvad-
ratickou formu g2,

(b) urèete hodnost g a rozhodnìte, zda je g regulární

(c) najdìte ortogonální bázi symetrické bilineární formy g.

(a) Opìt bezprostøednì z pøedpisu urèíme matici hledané symetrické bilineární formy g vzhledem ke

kanonické bázi [g]K3
=

0@0 2 2
2 3 �3
2 �3 1

1A. Budeme postupovat metodou Pozorování 10.22 z pøedná¹ky.

(b) Staèí spoèítat hodnost matice rank[g]K3
= 3, tedy matice i forma jsou regulární.

(c) Nejprve zvolíme vektor p1, pro který g2(p1) 6= 0. Z matice B vidíme, ¾e sice g2(e1) = 0, ale pro
druhý vektor kanonické báze je g2(e1) = 3 6= 0. Polo¾íme tedy napøíklad p1 = e2.

Je-li to mo¾né, volíme nyní vektor p2 2 LOfp1g?g , pro který g2(p2) 6= 0, tj. potøebujme nejprve vyøe¹it
homogenní soustavu rovnic s maticí

p1 �B = (0; 1; 0) �
0@0 2 2
2 3 �3
2 �3 1

1A =
�
2 3 �3�

a poté mezi tìmito øe¹eními najít takové, na nìm¾ je hodnota g2 nenulová. Pøipomeòme, ¾e první otázku
umíme zodpovìdìt v¾dy a kdyby poté neexistoval vektor s nenulovou hodnotou g2, mohli bychom u¾ zbylé
vektory ortogonální báze volit mezi nalezenými øe¹eními libovolnì. V na¹em pøípadì vidíme, ¾e napøíklad
p2 = (0; 1; 1)T øe¹í rovnici a g2(p2) = pT2Bp2 = �2 6= 0.

Koneènì tentokrát volíme vektor p3 2 LOfp1;p2g?g , tedy øe¹íme soustavu rovnic s maticí

�
p1
p2

�
�B =

�
0 1 0
0 1 1

�
�
0@0 2 2
2 3 �3
2 �3 1

1A =

�
2 3 �3
4 0 �2

�

Snadno urèíme poslední bazický vektor p3 = (3; 4; 6) a pro nìj dopoèítáme g2(p3) = pT3Bp3 = 60. Na¹li
jsme ortogonální bázi P = ((0; 2; 0)T ; (0; 1; 1)T ; (3; 4; 6)T ) vùèi ní¾ má bilineární forma g matici [g]P =0@3 0 0
0 �2 0
0 0 60

1A.
5.13. Najdìte nìjakou ortogonální bázi symetrické bilineární formy f z 5.5 na vektorovém prostoru Z35.

Postupujme stejnì jako v úloze 5.12. V 5.5 jsme na¹li bázi ((1; 4; 1)T ) radikálu f . Vektor (1; 4; 1)T mù¾eme

doplnit na bázi Z35 napøíklad vektory e1 a e2 kanonické báze. Snadno urèíme matici eA =

�
3 3
3 2

�
bilineární

formy ef , která je restrikcí f na podprostor U = LOfe1; e2g, vzhledem k bázi N = (e1; e2). Dále poèítáme
v souøadnicích vzhledem k N . Nejprve tedy pøímo vidíme, ¾e ef2(e1) = 3 6= 0 a poté vyøe¹íme homogenní
soustavu rovnic s maticí

[e1]
T
N �A = (1; 0) �

�
3 3
3 2

�
=
�
3 3

�
:
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Vidíme, ¾e soustavu øe¹í [p2]B = (4; 1)T , tedy p2 = (4; 1; 0)T a ef2(p2) = (4; 1) �A � (4; 1)T = 4. Na¹li jsme

ortogonální bázi ((1; 4; 1)T ; (1; 0; 0)T ; (4; 1; 0)T ) formy f s maticí vùèi této bázi

0@0 0 0
0 3 0
0 0 4

1A.
5.14. Najdìte nìjakou ortogonální bázi symetrické bilineární formy g na vektorovém prostoru R2 dané

pøedpisem g(

�
x1
x2

�
;

�
y1
y2

�
) = x1y1 � 3x1y2 � 3x2y1 + 2x2y2.

Nejprve obvyklým zpùsobem urèíme matici symetrické bilineární formy g vzhledem ke kanonické bázi

[g]K2
=

�
1 �3
�3 2

�
. Matici [g]K2

budeme tentokrát upravovat posloupností symetrických elementárních

úprav, tedy v ka¾dém kroku provádíme v¾dy stejnou øádkovou a sloupcovou úpravu tak, abychom nakonec
dostali diagonální matici. Øádkové úpravy budeme zachycovat obvyklým zpùsobem (jako pøi hledání inverzní
matice) do matice. �

1 �3 ?? 1 0
�3 2

?? 0 1

�
�s
�
1 0

?? 1 0
0 �7 ?? 3 1

�
:

Budeme-li vzniklou diagonální matici chápat jako matici bilineární formy f vzhledem k nìjaké nové bázi
M , vidíme, ¾e vpravo dostáváme matici transponovanou k matici pøechodu od báze M ke kanonické báze k

, tedy [Id]MK2
=

�
1 3
0 1

�
. Nyní snadno urèíme bázi M = (

�
1
0

�
;

�
3
1

�
), pro ni¾ [g]P =

�
1 0
0 �7

�
, tedy M je

f -ortogonální báze.

21.5.

5.15. Najdìte nìjakou ortogonální bázi symetrické bilineární formy f a matici f vzhledem k ortogonální
bázi, je-li

(a) f bilineární forma na vektorovém prostoru Q2 s maticí [f ]K2
=

�
0 1
1 0

�
vzhledem ke kanonické bázi,

(b) f bilineární forma na vektorovém prostoru Z25 s analytickým vyjádøením f(

�
x1
x2

�
;

�
y1
y2

�
) = 2x1y2 +

2x2y1 + x2y2 vzhledem ke kanonické bázi,

(c) f bilineární forma na vektorovém prostoru Z25 s maticí [f ]B =

�
0 1
1 3

�
vzhledem k báziB = ((1; 2); (2; 3)),

(d) f bilineární forma na vektorovém prostoru R3 s analytickým vyjádøením f((x1; x2; x3)
T ; (y1; y2; y3)

T ) =
x1y2 + x2y1 � x2y3 � x3y2 vzhledem ke kanonické bázi,

(e) f bilineární forma na vektorovém prostoru Z37 s maticí [f ]B =

0@1 6 0
6 3 2
0 2 2

1A vzhledem k bázi B =

((1; 0; 2)T ; (1; 0; 1)T ; (0; 3; 1)T ).

Postupujeme stejnì jako v Pøíkladu 5.14.

(a) Pracujeme-li s maticí

�
0 1
1 0

�
, zjevnì nám pøi hledání ortogonální báze nepomù¾e pøehození dvou

øádkù, jak jsme na to byli zvyklí u Gaussovy eliminace, proto¾e následnou výmìnou dvou sloupcù, vynucenou
symetrickými úpravami, dostáváme pùvodní matici. Místo toho pøièteme druhý øádek k prvnímu a poté
druhý sloupec k prvnímu (uvìdomme si, ¾e tento postup v maticovém zápisu odpovídá úvaze Vìty 12.23) a
následnì u¾ mù¾eme postupovat standardnì:�

0 1
?? 1 0

1 0
?? 0 1

�
�s
�
2 1

?? 1 1
1 0

?? 0 1

�
�s
�
2 0

?? 1 1
0 � 1

2

?? � 1
2

1
2

�
:

Tedy [Id]PK2
=

�
1 � 1

2
1 1

2

�
je matice pøechodu od kanonické báze k ortogonální bázi P , proto P =

(

�
1
1

�
;

��1
2
1
2

�
) a [f ]P =

�
2 0
0 � 1

2

�
.
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(b) Nejprve snadno urèíme matici [f ]K2
=

�
0 2
2 1

�
vzhledem ke kanonické bázi. Tentokrát nám k úpravì

matice symetrická výmìna øádku a sloupce pomù¾e, naopak obdobná úprava jako v pøíkladu (a)

�
0 2
2 1

�
�s�

0 3
3 1

�
je zbyteèná a k nalezení diagonální matice nevede. Poèítáme tedy

�
0 2

?? 1 0
2 1

?? 0 1

�
�s
�
1 2

?? 0 1
2 0

?? 1 0

�
�s
�
1 0

?? 0 1
0 1

?? 1 3

�
:

Tedy v øádcích pravé poloviny poslední matice nacházíme bázi P = (

�
0
1

�
;

�
1
3

�
), pro ní¾ [f ]P = I2.

(c) Postupovali-li bychom stejnì jako v úloze (a) a upravovali-li bychom symetrickými úpravami matici�
0 1

?? 1 0
1 3

?? 0 1

�
na¹li bychom, poté, co bychom v levé èásti matice dostali diagonální matici, v pravé èásti

právì matici transponovanou k matici pøechodu od báze B ke hledané ortogonální bázi P . Uvá¾íme-li, ¾e
([Id]PK2

)T = ([Id]PB)
T � ([Id]BK2

)T , staèí abychom místo jednotkové matice umístili napravo transponovanou
matici pøechodu od od kanonické báze k bázi B a tu obvyklým zpùsobem upravovali:�

0 1
?? 1 2

1 3
?? 2 3

�
�s
�
3 1

?? 2 3
1 0

?? 1 2

�
�s
�
3 0

?? 2 3
0 3

?? 2 1

�
:

Vidíme, ¾e pravé èásti poslední matice máme transponovanou matici pøechodu [Id]PK2
= ([Id]PB)

T � ([Id]BK2
)T ,

proto P = (

�
2
3

�
;

�
2
1

�
). Koneènì [f ]P =

�
3 0
0 3

�
.

(d) Postupujeme stejnì jako v pøípadì (a) a (b), tedy urèíme matici [f ]K3
=

0@0 1 0
1 0 �1
0 �1 0

1A bilineární

formy f vzhledem ke kanonické bázi a pak standardnì symetricky upravujeme, tentokrát se symetrickým
násobením øádkù a sloupcù vyhneme zlomkùm:0@0 1 0

?? 1 0 0
1 0 �1 ?? 0 1 0
0 �1 0

?? 0 0 1

1A �s
0@ 2 1 �1 ?? 1 1 0

1 0 �1 ?? 0 1 0
�1 �1 0

?? 0 0 1

1A �s

�s
0@ 2 2 �2 ?? 1 1 0

2 0 �4 ?? 0 2 0
�2 �4 0

?? 0 0 2

1A �s
0@ 2 0 �2 ?? 1 1 0

0 �2 �2 ?? �1 1 0
�2 �2 0

?? 0 0 2

1A �s

�s
0@2 0 0

?? 1 1 0
0 �2 �2 ?? �1 1 0
0 �2 �2 ?? 1 1 2

1A �s
0@2 0 0

?? 1 1 0
0 �2 0

?? �1 1 0
0 0 0

?? 2 0 2

1A :

Dostáváme ortogonální bázi P = ((1; 1; 0)T ; (�1; 1; 0)T ; (2; 0; 2)T ) a matici bilineární formy [f ]P =

0@2 0 0
0 �2 0
0 0 0

1A
vzhledem k P .

(e) Tentokrát uva¾ujeme stejnì jako v (c), proto upravujeme matici0@1 6 0
?? 1 0 2

6 3 2
?? 1 0 1

0 2 2
?? 0 3 1

1A �s
0@1 0 0

?? 1 0 2
0 2 2

?? 2 0 3
0 2 2

?? 0 3 1

1A �s

�s
0@1 0 0

?? 1 0 2
0 2 0

?? 2 0 3
0 0 0

?? 5 3 5

1A :

Na¹li jsme ortogonální bázi P = ((1; 0; 2)T ; (2; 0; 3)T ; (5; 3; 5)T ), vùèi ní¾ má bilineární forma f matici

[f ]P =

0@1 0 0
0 2 0
0 0 0

1A.
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5.16. Najdìte bázi radikálu symetrické bilineární formy f z pøíkladu 5.15(e).

Podle Vìty 13.8 staèí vzít ty vektory nalezené ortogonální báze, na nich¾ je hodnota f nulová. Proto
bázi radikálu tvoøí právì vektor (5; 3; 5)T .

5.17. Najdìte nìjakou ortogonální bázi kvadratické formy f2 na vektorovém prostoru Z37 s analytickým
vyjádøením f2(x1; x2; x3)

T = 2x21 + x1x3 + x22 + 4x2x3.

Stejnì jako v pøedchozí úloze snadno urèíme matici [f ]K3
=

0@2 0 4
0 1 2
4 2 0

1A symetrické bilineární formy f ,

která vytváøí kvadratickou formu f2, vzhledem ke kanonické bázi a poté postupujeme standardnì:0@2 0 4
??1 0 0

0 1 2
??0 1 0

4 2 0
??0 0 1

1A �s
0@2 0 0

??1 0 0
0 1 2

??0 1 0
0 2 6

??5 0 1

1A �s
0@2 0 0

??1 0 0
0 1 0

??0 1 0
0 0 2

??5 5 1

1A :

V øádcích pravé strany upravené matice vidíme, ¾e ortogonální bázi f tvoøí napøíklad vektory (1; 0; 0)T ; (0; 1; 0)T ; (5; 5; 1)T .

5.18. Nech» h je symetrická bilineární forma na reálném vektorovém prostoru R3 s maticí [h]B =

0@ 1 �1 �1
�1 2 1
�1 1 5

1A
vzhledem k nìjaké bázi B. Rozhodnìte, zda je h skalární souèin na R3.

Polo¾me A = [h]B a oznaème Ai matici, která vznikne z A vynecháním posledních n� i øádkù a sloupcù
a vyu¾ijme Vìty 11.32 z pøedná¹ky, podle nìj¾ staèí zjistit, zda jsou v¹echny hlavní minory matice detA

kladné. Tedy poèítáme detA1 = 1; detA2 = det

�
1 �1
�1 2

�
= 2� 1 = 1 a

detA3 = det

0@ 1 �1 �1
�1 2 1
�1 1 5

1A = 10 + 1 + 1� 2� 5� 1 = 4;

co¾ znamená, ¾e h je skalární souèin.

5.19. Spoèítejte signaturu symetrické bilineární formy h na R3 dané kvadratickou formou h2((x1; x2; x3)) =
x21 + 2x1x2 + 6x1x3 + 3x22 + 6x2x3 + 5x23.

Obvyklým zpùsobem urèíme matici [h]K3
=

0@1 1 3
1 3 3
3 3 5

1A a tuto matici upravíme posloupností symetric-

kých úprav na diagonální matici:0@1 1 3
1 3 3
3 3 5

1A �s
0@1 0 3
0 2 0
3 0 5

1A �s
0@1 0 0
0 2 0
0 0 �4

1A
Proto¾e víme, ¾e existuje ortogonální báze M vùèi ní¾ má symetrická bilineární forma h matici [h]P =0@1 0 0
0 2 0
0 0 �4

1A, staèí podle de�nice pøepoèítat nuly, kladná èísla a záporná èísla na diagonále této matice a

seøadit údaje do signatury (0; 2; 1) symetrické bilineární formy h.

5.20. Rozhodnìte, zda existuje vektor v a zda existuje vektor u, aby pro kvadratickou formu h2 z úlohy
5.19 platilo h2(v) < 0 a h2(u) = 0.

V pøíkladu 5.19 jsem zjistili, ¾e je kvadratická forma h2 inde�nitní, tedy existují vektory v a u, pro které
platí h2(v) < 0 a h2(u) = 0.

5.21. Rozhodnìte, zda existují reálná èísla x1; x2; x3, pro která

2x21 � 4x1x2 � 4x1x3 + 4x22 + 5x23 < 0:
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De�nujeme-li kvadratickou formu g2 = 2x21� 4x1x2� 4x1x3+4x22+5x23, vidíme, ¾e øe¹íme stejnou úlohu
jako 5.20, staèí nám tedy zjistit signaturu g2. Symetrickými úpravami tedy bude upravovat matici [g]K3

vytváøející bilineární formy g

[g]K3
=

0@ 2 �2 �2
�2 4 0
�2 0 5

1A �s
0@2 0 0
0 2 �2
0 �2 3

1A �s
0@2 0 0
0 2 0
0 0 1

1A :

Zjistili jsme, ¾e signatura g2 je (0; 3; 0), tedy g2 je pozitivnì de�nitní, a proto g2(v) � 0 pro v¹echny vektory
v 2 R3. Hledaná reálná èísla tedy neexistují.

5.22. Uva¾ujme kvadratickou formu g2 = x21 � 6x1x2 + 2x22. Urèete signaturu symetrické bilineární formy,
která kvadratickou formu g vytváøí. Existuje-li, najdìte nenulový vektor v 2 R2, pro který

(a) g2(v) > 0,

(b) g2(v) < 0,

(c) g2(v) = 0,

kde g2 je kvadratická forma vytvoøená bilineární formou z pøíkladu 5.14.

Snadno urèíme matici [g]K2
=

�
1 �3
�3 2

�
vytváøející symetrické bilineární formy g vzhledem ke kano-

nické bázi. Zøejmì se jedná o regulární formu a spoèítáme-li subdeterminanty det(1) = 1 a det

�
1 �3
�3 2

�
=

�7 nejedná se podle Tvrzení 10.35 o skalární souèin. Proto¾e je ov¹em hodnota g2(e2) kladná, nemù¾e jít o
negativnì de�nitní bilineární formu, a proto má g signaturu (0; 1; 1).

(a) a Z matice [g]K2
vidíme, ¾e hodnota g2 je kladná napøíklad na obou vektorech kanonické báze, tedy

g2(e1) = 1 a g2(e2) = 2.
(b) Zjistit jsme, ¾e kvadratická forma g2 není pozitivnì semide�nitní a v pøíkladu 5.14 jsme na¹li orto-

gonální bázi M = ((1; 0)T ; (3; 1)T ) a matici [g]M =

�
1 0
0 �7

�
. Proto¾e má matice g vzhledem bázi M jedno

kladné a jedno záporné èíslo, je g inde�nitní. Opìt pøímo z matice vidíme, ¾e g2((3; 1)T ) = �7.
(c) Vyjádøeme si hledaný vektor v pomocí známé ortogonální bázeM , tedy v = a � (1; 0)T + b � (3; 1)T , tj.

fvgM = (a; b). Nyní víme, ¾e g2(v) = fvgM [g2]M [v]TM : = a2 � 7 � b2. Chceme-li, aby g2(v) = 0, dostáváme
rovnici a2�7�b2 = 0, kterou øe¹í napøíklad (a; b) = (

p
7; 1). Na¹li jsme tedy vektor v =

p
7�(1; 0)T+1:(3; 1)T =

(
p
7 + 3; 1)T , pro nìj¾ platí, ¾e g2(v) = 0.

6 A�nní prostory

6.1. Nech» S =

��
2
1

�
;

�
1
1

�
;

�
1
0

��
a R =

��
0
1

�
;

�
3
1

�
;

�
2
2

��
.

(a) Ovìøte, ¾e se jedná o souøadné soustavy a�nního prostoru Z25,

(b) spoèítejte souøadnice bodu b =

�
0
2

�
vzhledem k soustavì souøadnic S,

(c) najdìte bod c, pro který [c]S =

�
4
3

�
vzhledem k soustavì souøadnic S,

(d) pro bod a a�nního prostoru najdìte [a]S , jestli¾e [a]R =

�
2
3

�
.

(a) Staèí ovìøit, ¾e dvojiceM = (

�
1
1

�
;

�
1
0

�
) a dvojice N = (

�
3
1

�
;

�
2
2

�
) tvoøí báze vektorového prostoru

Z25, co¾ zjevnì platí.

(b) Hledáme souøadnice vektoru b �
�
2
1

�
=

�
3
1

�
vzhledem k bázi M , tedy øe¹íme soustavu s maticí�

1 1
??3

1 0
??1
�
. Snadno spoèítáme [b]S = [

�
3
1

�
]M =

�
1
2

�
.
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(c) Postupujeme pøímo podle de�nice. Tedy c =

�
2
1

�
+ 4

�
1
1

�
+ 3

�
1
0

�
=

�
4
0

�
.

(d) Pro výpoèet zmìny souøadnic pou¾ijeme Tvrzení 12.10, které øíká, ¾e

[a]S = [

�
0
1

�
]S + [Id]NM [a]R:

Potøebujme tedy urèit [Id]NM a souøadnice [

�
0
1

�
]S = [

�
0
1

�
�
�
2
1

�
]M . Nejprve proto najdeme matici pøechodu

[Id]NM = [Id]K2

M � [Id]NK2
= ([Id]MK2

)�1 � [Id]NK2
=

�
1 1
1 0

��1�
3 2
1 2

�
=

�
1 2
2 0

�

a poté dopoèítáme [a]S = [

�
0
1

�
]S + [Id]NM [a]R =

�
0
3

�
+

�
1 2
2 0

��
2
3

�
=

�
3
2

�
.

6.2. Uva¾ujme posloupnost bodù B =

0@0@1
0
0

1A ;

0@0
1
0

1A ;

0@2
0
1

1A ;

0@2
1
1

1A1A a�nního prostoru s body i vektory

A = V = Q3.

(a) Ovìøte, ¾e je B barycentrická soustava souøadnic a�nního prostoru A,

(b) spoèítejte barycentrické souøadnice bodu b =

0@1
1
1

1A vzhledem k soustavì B,

(c) najdìte bod c s barycentrickými souøadnicemi ( 14 ;
1
6 ;

1
4 ;

1
3 )
T vzhledem k soustavì B,

(d) spoèítejte barycentrické souøadnice bodu b =

0@1
1
1

1A vzhledem k soustavìB0 =

0@0@2
1
1

1A ;

0@0
1
0

1A ;

0@2
0
1

1A ;

0@1
0
0

1A1A.
(a) Uvìdomme si, ¾e staèí ovìøit, zda je posloupnost

S =

0@0@1
0
0

1A ;

0@0
1
0

1A�
0@1
0
0

1A ;

0@2
0
1

1A�
0@1
0
0

1A ;

0@2
1
1

1A�
0@1
0
0

1A1A =

=

0@0@1
0
0

1A ;

0@�11
0

1A ;

0@1
0
1

1A ;

0@1
1
1

1A1A
souøadnou soustavou. K tomu staèí standardní cestou nahlédnout, ¾e tvoøí poslední 3 vektory posloupnosti
S bázi vektorového prostoru V .

(b) Podle Tvrzení 12.12 nejprve najdeme souøadnice bodu b vzhledem k souøadné soustavì b z bodu (a).
Vyøe¹íme tedy nehomogenní soustavu0@�1 1 1

?? 0
1 0 1

?? 1
0 1 1

?? 1

1A �
0@�1 1 1

?? 0
0 1 2

?? 1
0 1 1

?? 1

1A �
0@�1 1 1

?? 0
0 1 1

?? 1
0 0 1

?? 0

1A :

Zjistili jsme, �2 = �3 = 1 a �4 = 0 a zbývá dopoèítat �1 = 1 �P4
i=2 �i = �1. Bod b tedy dostaneme jako

a�nní kombinaci bodù barycentrické soustavy B se souøadnicemi

0BB@
�1
�2
�3
�4

1CCA =

0BB@
�1
1
1
0

1CCA.
(c) Postupujeme duálnì k úvaze (b). Hledaný bod musí mít souøadnice [c]S = ( 16 ;

1
4 ;

1
3 )
T vzhledem k

souøadné soustavì S, proto

c =

0@1
0
0

1A+
1

6

0@�11
0

1A+
1

4

0@1
0
1

1A+
1

3

0@1
1
1

1A =
1

12

0@17
6
7

1A :
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(d) Proto¾e barycentrická soustava souøadnic B0 a�nního prostoru A vznikla ze soustavy B permutací

bodù, staèí díky Tvrzení 12.12 adekvátnì pøepermutovat souøadnice nalezené v (b). Máme tedy

0BB@
0
1
1
�1

1CCA.
6.3. V a�nním prostoru s body i vektory A = V = Z45 uva¾ujme podprostory

D1 = LOf

0BB@
2
3
2
1

1CCA ;

0BB@
1
0
0
3

1CCA ;

0BB@
2
2
2
4

1CCAg; D2 =

0BB@
1
1
1
1

1CCA+ LOf

0BB@
1
2
2
1

1CCAg;
D3 = fa 2 Aj

�
1 0 0 2
3 0 0 2

�
� a =

�
4
3

�
g:

(a) Najdìte soustavu souøadnic a barycentrickou soustava souøadnic a�nních prostorù D1, D2 a D3.

(b) urèete parametrické vyjádøení podprostorù D1 a D3,

(c) urèete rovnicové vyjádøení podprostorù D1 a D2,

(d) urèete podprostory D2 a D3 jako a�nní kombinace bodù,

(e) spoèítejte vzájemnou polohu podprostorù Di a Dj pro i 6= j,

(f) Existuje-li, najdìte prùnik podprostorù Di \Dj pro i 6= j.

(a) Postupujeme podobnì jako v pøedchozí úloze. Nejprve najdeme jeden bod podprostoru a potom bázi
pøíslu¹ného vektorového prostoru.

Pro D1 si mù¾eme vzít napøíklad jeho bod a =

0BB@
2
3
2
1

1CCA a poté spoèítat vektory v1 =

0BB@
1
0
0
3

1CCA�

0BB@
2
3
2
1

1CCA =

0BB@
4
2
3
2

1CCA
a v2 =

0BB@
2
2
2
4

1CCA�

0BB@
2
3
2
1

1CCA =

0BB@
0
4
0
3

1CCA. Proto¾e jsou vektory v1 a v2 zøejmì lineárnì nezávislé, dostáváme souøadnou

soustavu S1 = (a;v1;v2) =

=

0BB@
0BB@
2
3
2
1

1CCA ;

0BB@
4
2
3
2

1CCA ;

0BB@
0
4
0
3

1CCA
1CCA : proto posloupnost B1 =

0BB@
0BB@
2
3
2
1

1CCA ;

0BB@
1
0
0
3

1CCA ;

0BB@
2
2
2
4

1CCA
1CCA

tvoøí barycentrickou soustava souøadnic a�nního prostoru D1.
Pro prostor D2 není tøeba nic poèítat, abychom dostali

S2 =

0BB@
0BB@
1
1
1
1

1CCA ;

0BB@
1
2
2
1

1CCA
1CCA a B2 =

0BB@
0BB@
1
1
1
1

1CCA ;

0BB@
1
2
2
1

1CCA+

0BB@
1
1
1
1

1CCA
1CCA =

0BB@
0BB@
1
1
1
1

1CCA ;

0BB@
3
2
2
3

1CCA
1CCA

soustavu souøadnic a barycentrickou soustavu souøadnic prostoru D2.

Pro prostor D3 je tøeba najít jedno øe¹ení

0BB@
2
0
0
1

1CCA nehomogenní soustavy a bázi øe¹ení homogenní soustavy

0BB@
0
1
0
0

1CCA ;

0BB@
0
0
1
0

1CCA s maticí

�
1 0 0 2

?? 4
3 0 0 2

?? 3

�
. Nyní máme

S3 =

0BB@
0BB@
2
0
0
1

1CCA ;

0BB@
0
1
0
0

1CCA ;

0BB@
0
0
1
0

1CCA
1CCA a dopoèítáme B3 =

0BB@
0BB@
2
0
0
1

1CCA ;

0BB@
2
1
0
1

1CCA ;

0BB@
2
0
1
1

1CCA
1CCA
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soustavu souøadnic a barycentrickou soustavu podprostoru D3.
Nalezené souøadné soustavy vyu¾ijeme pro zodpovìzení úloh (b), (c) a (d).
(b) Tím, ¾e u¾ jsme pro dané podprostory na¹li soustavu souøadnic, zbývá jen sepsat

D1 =

0BB@
2
3
2
1

1CCA+ LOf

0BB@
4
2
3
2

1CCA ;

0BB@
0
4
0
3

1CCAg; D3 =

0BB@
2
0
0
1

1CCA+ LOf

0BB@
0
1
0
0

1CCA ;

0BB@
0
0
1
0

1CCAg:
(c) Vyu¾ijeme parametrický popis prostoru D1 a najdeme takovou matici A1, ¾e mno¾ina v¹ech øe¹ení

homogenní soustavy s maticí A1 bude rovna LOf

0BB@
4
2
3
2

1CCA ;

0BB@
0
4
0
3

1CCAg, tedy potøebujeme opìt vyøe¹it homogenní

soustavu rovnic s maticí

�
1 3 2 3
0 1 0 2

�
. Bázi øe¹ení tvoøí napøíklad vektory (3; 0; 1; 0)T ; (3; 3; 0; 1)T , které

seøadíme do øádkù hledané matice A1. Nyní zbývá spoèítat b1 = A1(2; 3; 2; 1)
T =

�
3
1

�
. Zjistili jsme, ¾e

bod x le¾í v podprostoru D1 právì tehdy, kdy¾ je x øe¹ením soustavy rovnic�
3 0 1 0
3 3 0 1

�
x =

�
3
1

�
:

Proto¾e máme prostoru D2 dán parametricky, postupujeme stejnì jako u hledání rovnicového popisu D1.
Nejprve najdeme bázi øe¹ení jediné (homogenní) lineární rovnice s maticí

�
1 2 2 1

�
a tu sepí¹eme do

øádkù matice A2 =

0@3 1 0 0
3 0 1 0
4 0 0 1

1A. Nyní dopoèítáme vektor pravých stran

b2 = A2 �

0BB@
1
1
1
1

1CCA =

0@3 1 0 0
3 0 1 0
4 0 0 1

1A �

0BB@
1
1
1
1

1CCA =

0@4
4
0

1A

Zjistili jsme, ¾e D2 tvoøí právì mno¾ina v¹ech øe¹ení soustavy lineárních rovnic s maticí

0@3 1 0 0
?? 4

3 0 1 0
?? 4

4 0 0 1
?? 0

1A.
(d) Tím, ¾e jsme v (a) nalezli barycentrickou soustavu souøadnic, úlohu u¾ jsme vyøe¹ili, staèí toti¾ vzít

její body, tedy:

D2 = LOfB2g = LOf

0BB@
1
1
1
1

1CCA ;

0BB@
2
3
3
2

1CCAg; D3 = LOfB3g = LOf

0BB@
2
0
0
1

1CCA ;

0BB@
2
1
0
1

1CCA ;

0BB@
2
0
1
1

1CCAg:
(e) Nejprve zjistíme, které z prostorù jsou rovnobì¾né. Oznaème Vi vektorový prostor z parametrického

popisu prostoru bodù Di. Okam¾itì vidíme, ¾e V3 6� V1, V3 6� V2 a V1 6� V2. Zbývá zjistit, zda V2 �
V1. Proto¾e je podprostor V1 dvoudimenzionální staèí zjisti, zda generátor V2 le¾í ve V1, co¾ rozhodneme
napøíklad díky pozorování, ¾e má matice0@4 2 3 2

0 4 0 3
1 2 2 1

1A �
0@4 2 3 2
0 4 0 3
0 4 0 3

1A �
0@4 2 3 2
0 4 0 3
0 0 0 0

1A
hodnost 2, a proto V2 � V1. Zjistili jsme, ¾e jsou podprostory D1 a D2 rovnobì¾né a zbývá rozhodnout, zda
mají dvojice a�nních podprostorù D1, D3 a D2, D3 spoleèný bod. Na to mù¾eme pou¾ít napøíklad jejich
rovnicové vyjádøení.

Staèí tedy zjistit, zda existuje pro dvoji D1 a D3 existuje øe¹ení nehomogenní soustavy rovnic, kterou

dostaneme sjednocením rovnic pro tyto podprostory, tedy soustavy s maticí

0BB@
3 0 1 0

?? 3
3 3 0 1

?? 1
1 0 0 2

?? 4
3 0 0 2

?? 1

1CCA Proto¾e
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je matice levých stran zøejmì regulární , daná soustava má øe¹ení, D1 \ D3 6= ; a podprostory jsou tedy
rùznobì¾né.

Stejnì mù¾eme pro D2 a D3 matici

0BBBB@
3 1 0 0

?? 4
3 0 1 0

?? 4
4 0 0 1

?? 0
1 0 0 2

?? 4
3 0 0 2

?? 1

1CCCCA a tentokrát zjistíme, ¾e daná soustava øe¹ení

nemá a podprostory jsou mimobì¾né.
(f) Pro nalezení prùniku D1 \D3 staèí najít v¹echna øe¹ení soustavy0BB@

3 0 1 0
?? 3

3 3 0 1
?? 1

1 0 0 2
?? 4

3 0 0 2
?? 1

1CCA �

0BB@
1 0 0 2

?? 4
0 0 1 4

?? 1
0 3 0 0

?? 4
0 0 0 1

?? 4

1CCA �

0BB@
1 0 0 0

?? 1
0 1 0 0

?? 3
0 0 1 0

?? 0
0 0 0 1

?? 4

1CCA
Na¹li jsme jednobodový prùnik D1 \D3 = f(1; 3; 0; 4)T g.

Koneènì pro nalezení prùniku rovnobì¾ných prostorù D1 a D2 je tøeba zjistit, zda je nìjaký bod jed-
nodimenzionálního podprostoru D2 také bodem dvoudimenzionálního podprostoru D1. V takovém pøípadì
by jejich prùnikem byl celý podprostor D2 a v opaèném pøípadì by podprostory byly disjunktní. Øe¹íme
napøíklad vektorovou rovnici0BB@

2
3
2
1

1CCA+ x

0BB@
4
2
3
2

1CCA+ y

0BB@
0
4
0
3

1CCA =

0BB@
1
1
1
1

1CCA() x

0BB@
4
2
3
2

1CCA+ y

0BB@
0
4
0
3

1CCA =

0BB@
1
1
1
1

1CCA�

0BB@
2
3
2
1

1CCA =

0BB@
4
3
4
0

1CCA :

Z hodnot první a tøetí souøadnice okam¾itì vidíme, ¾e rovnice nemá øe¹ení, tedy podprostory D1 a D2

nemají ¾ádný spoleèný bod.

6.4. V a�nním prostoru s body i vektory A = V = R3 se standardním skalárním souèinem uva¾ujme pøímky

P =

0@3
4
1

1A+ LOf
0@1
2
1

1Ag a Q =

0@ 4
�2
3

1A+ LOf
0@ 4
�1
1

1Ag.
(a) Urèete vzájemnou polohu pøímek P a Q,

(b) urèete úhel pøímek pøímky P a Q,

(c) najdìte pøímku rùznobì¾nou a zároveò kolmou na obì pøímky P a Q,

(d) spoèítejte vzdálenost P a Q.

(a) A�nní pøímky P a Q zøejmì nejsou rovnobì¾né, staèí nám tedy napøíklad zjistit, zda vektor exis-

tuje øe¹ení vektorové rovnice

0@3
4
1

1A + x

0@1
2
1

1A =

0@ 4
�2
3

1A + y

0@ 4
�1
1

1A, co¾ je ekvivalentní podmínce, zda0@�16
�2

1A =

0@3
4
1

1A �
0@ 4
�2
3

1A 2 LOf
0@1
2
1

1A ;

0@ 4
�1
1

1Ag. Nìkterou z obvyklých metod tedy zjistíme, ¾e jsou P a

Q jsou mimobì¾né.

(b) Pøímky svírají úhel ' daný jejich zamìøeními vp =

0@1
2
1

1A a vq =

0@ 4
�1
1

1A: cos' =
jvp �vq j

kvp k�kvq k =

3p
6�p18

= 1
2
p
3
.

(c) Nejprve poèítáme-li vektor kolmý na vektory vp a vq a budeme tak znát zamìøení hledané pøímky.

Snadno zjistíme (buï pomocí vektorového souèinu nebo vyøe¹ením homogenní soustavy s maticí

�
1 2 1
4 �1 1

�
tvoøenou øádkovými vektory vTp a vTq , ¾e hledaným zamìøením je podprostor LOf

0@ 1
1
�3

1Ag. Nyní potøebujeme

vyøe¹it rovnici

(

0@3
4
1

1A+ x

0@1
2
1

1A)� (

0@ 4
�2
3

1A+ y

0@ 4
�1
1

1A) = z

0@ 1
1
�3

1Ag;
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která vede na nehomogenní soustavu0@�1 4 1
?? �1

�2 �1 1
?? 6

�1 1 �3 ?? �2

1A �
0@1 0 0

?? �2
0 1 0

?? �1
0 0 1

?? 1

1A :

Zjistili jsme, ¾e x = �2, y = �1 a z = 1. V¹imnìme si, ¾e podmínka z = 1 øíká, ¾e se jednalo o mimobì¾ky
(zjevnì nejsou rovnobì¾né a to, ¾e se protínají je ekvivalentní podmínce z = 0). Tedy prùseèík hledané

kolmé pøíèky s pøímkou P je právì bod

0@3
4
1

1A � 2

0@1
2
1

1A =

0@ 1
0
�1

1A a prùseèík s pøímkou Q je právì bod0@ 4
�2
3

1A� 1

0@ 4
�1
1

1A =

0@ 0
�1
2

1A. Hledanou kolmou pøíèku mù¾eme napsat ve tvaru

0@ 1
0
�1

1A+ LOf
0@ 1

1
�3

1Ag.
(d) U¾ jsme na¹li prùseèíky P a Q s kolmou pøíèkou, nejkrat¹í vzdálenost pøímek P a Q je pøitom rovna

právì vzdálenosti tìchto dvou prùseèíkù. Navíc z vektorové rovnice úlohy (c) vidíme, ¾e tato vzdálenost je

rovna právì velikosti vektoru z

0@ 1
1
�3

1A. Tedy vzdálenost P a Q je k
0@ 1

1
�3

1A k = p
11.

6.5. Spoèítejte vzdálenost pøímek P = (1; 0; 2; 1; 1)T+LOf(1; 1; 1; 1;�1)T g aQ = (2; 1; 1; 1; 0)T+LOf(1; 1; 1; 1;�1)T g.
Vidíme, ¾e P a Q jsou rovnobì¾ky a potøebujeme najít vzdálenost prùseèíkù nìjaké jejich kolmé pøíèky

s P a Q. Pøitom zamìøení kolmé pøíèky le¾í v podprostoru LOf(1; 1; 1; 1;�1)T ; (1; 1;�1; 0;�1)T g, proto¾e
(1; 1;�1; 0;�1)T = (2; 1; 1; 1; 0)T � (1; 0; 2; 1; 1)T . K nalezení vektoru mù¾eme pou¾ít napøíklad Gramovu-
Schmidtovu ortogonalizaci:

v1 =

0BBBB@
1
1
1
1
�1

1CCCCA ; v2 =

0BBBB@
1
1
�1
0
�1

1CCCCA� c

0BBBB@
1
1
1
1
�1

1CCCCA =

0BBBB@
1
1
�1
0
�1

1CCCCA� 2

5

0BBBB@
1
1
1
1
�1

1CCCCA =
1

5

0BBBB@
3
3
�7
�2
�3

1CCCCA
Nyní zbývá najít prùseèík napøíklad pøíèky (1; 0; 2; 1; 1)T + LOf(3; 3;�7;�2;�3)T g a pøímky Q. Obvyklou
cestou zjistíme, ¾e jím je bod (1; 0; 2; 1; 1)T + 1

5 (3; 3;�7;�2;�3)T . To ov¹em znamená, ¾e je vzdálenost P a
Q rovna k 15 (3; 3;�7;�2;�3)T k = 4p

5
.

6.6. Metricky klasi�kujte kvadriku 2x21 � 4x1x2 + 5x22 + 2x1 + x2 � 5 = 0 v R2 se standardním skalárním
souèinem.

V¹imneme si, ¾e výraz 2x21 � 4x1x2 + 5x22 + 2x1 + x2 � 5 obsahuje kvadratickou formu g2(x1; x2) =
2x21 � 4x1x2 + 5x22 a lineární formu f(x1; x2) = 2x1 + x2, tedy 2x21 � 4x1x2 + 5x22 + 2x1 + x2 � 5 =
g2(x1; x2) + f(x1; x2)

T � 5.
Obvyklým zpùsobem spoèítáme ortogonální bázi g2, která je zároveò ortonormální bází vzhledem ke

standardnímu skalárnímu souèinu. Nejprve najdeme vlastní èísla a poté vlastní vektory matice [g2]K2
=�

2 �2
�2 5

�
, snadno zjistíme vlastní èísla 6 a 1 a jim pøíslu¹né normalizované vlastní vektory v1 = 1p

5

��1
2

�
a v2 = 1p

5

�
2
1

�
. Tedy pro bázi M = (v1;v2) máme [g2]M =

�
6 0
0 1

�
a [Id]K2

M = 1p
5

��1 2
2 1

�
. Nyní

zbývá spoèítat vyjádøit f v souøadnicích

�
y1
y2

�
vzhledem k bázi M . Pøenásobím tedy matici f vzhledem ke

kanonické bázi maticí pøechodu [Id]MK2
a dostaneme

x1 + 2x2 = f(

�
x1
x2

�
) =

�
2 1

��x1
x2

�
=
�
2 1

� 1p
5

��1 2
2 1

��
y1
y2

�
=
p
5y2

Vyjádøíme-li tedy kvadriku v souøadnicích

�
y1
y2

�
vzhledem k bázi M , dostaneme

6y21 + y22 +
p
5y2 � 5 = 6y21 + (y2 +

p
5

2
)2 � 5

4
� 5 = 6(y1 +

p
5

12
)2 + y22 �

25

4
= 0:
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Uvá¾íme-li souøadnou soustavu S = (

�
0
0

�
; 1p

5

��1
2

�
; 1p

5

�
2
1

�
) má v ní hledaná kvadrika K tvar

[K]S = f
�
y1
y2

�
2 R2j 24

25
y21 +

4

25
(y2 +

p
5

2
)2 = 1g

Vidíme, ¾e hledaný útvar je elipsa se støedem [a]S =

�
0

�
p
5
2

�
, a proto a =

��1
� 1

2

�
, a s délkami poloos 5

2
p
6

a 5
2 . V souøadné soustavì R = (

��1
� 1

2

�
; 1p

5

��1
2

�
; 1p

5

�
2
1

�
) má tedy kvadrika tvar

[K]R = f
�
z1
z2

�
2 R2j

 
z1
5

2
p
6

!2

+

�
z2
5
2

�2

= 1g

Dal¹í úlohy

1. Najdìte pro libovolná a 2 Q nad Q rekurentní vzorec pro výpoèet determinant ètvercové matice
Gn = (gij) stupnì n, kde gii = 1, gii+1 = a a gi+1i = b a jinde je gij = 0.

2. Buï � je standardní skalární souèin na reálném vektorovém prostoru R5.

(a) Najdìte nìjakou ortonormální bázi podprostoru V = LOf(1; 3;�2; 1; 1)T , (2; 0; 1; 1; 0)T , (1; 3; 1; 2;�1)T g,
(b) najdìte ortonormální bázi ortogonálního doplòku V ?,

(c) urèete ortogonální projekci vektoru (2; 1;�1; 0; 4)T do podprostoru V a do podprostoru V ?,

(d) je-li U = LOf(2; 1; 0; 1;�1)T , (1; 1; 0;�1; 3)T , (4;�1;�1;�2; 3)T g, najdìte vektory u 2 U a
u? 2 U?, aby (1; 1; 0; 0;�2)T = u+u?,

(e) najdìte ortonormální báze podprostorù U + V , U? + V , U + V ?, U? + V ?, U \ V , U? \ V ,
U \ V ? a U? \ V ?.

3. Mìjme komplexní vektorový prostor C4 se standardním skalárním souèinem.

(a) Najdìte ortonormální bázi podprostoru V = LOf(1; 1� i; 1+ i; 2�3i)T , (i+1;�1; 1+2i; 2� i)T g,
(b) najdìte ortonormální bázi ortogonálního doplòku V ?,

(c) urèete ortogonální projekci vektoru (1 + 3i; 2 � i;�1; 2i)T do podprostoru V a do podprostoru
V ?,

(d) je-li U = LOf(i;�i; 2 + i; 1 � 3i)T , (1; 1; i; 2 + 3i)T g, najdìte vektory u 2 U a u? 2 U?, aby
(1 + i; 1; i; 2� i)T = u+u?,

4. Najdìte v¹echna vlastní èísla a v¹echny jim pøíslu¹né vlastní vektory lineárního operátoru ' na reálném
vektorovém prostoru R4 a a rozhodnìte, zda je ' (unitárnì) diagonalizovatelný jestli¾e

(a) [']K4
=

0BB@
3 4 2 7
0 2 1 1
0 0 2 3
0 0 0 4

1CCA ; (b) [']K4
=

0BB@
3 4 2 7
0 2 0 1
0 0 2 3
0 0 0 4

1CCA ;

(c) [']K4
=

0BB@
3 4 4 4
4 2 4 4
4 4 2 4
4 4 4 4

1CCA ; (d) [']K4
=

0BB@
3 4 0 0
4 2 0 0
0 0 2 4
0 0 4 4

1CCA ;

(e) ' = Id; (f) ' = 0:

5. Najdìte v¹echna vlastní èísla a v¹echny vlastní vektory reálné matice A =

0BB@
0 3 3 3
3 0 3 3
3 3 0 3
3 3 3 0

1CCA, a rozhod-

nìte, zda je matice diagonalizovatelná
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6. Najdìte nad tìlesem Z7v¹echna vlastní èísla a v¹echny vlastní vektory matice A =

0@3 4 4
2 3 1
3 3 2

1A a

existuje-li, najdìte regulární matici P, pro ni¾ je P�1AP diagonální.

7. Mìjme komplexní matice G =

0@3 0 0
2 3 0
4 5 3

1A, H =

0@3 0 0
2 3 0
4 0 3

1A.
(a) Najdìte Jordanùv kanonický tvar matic G a H,

(b) najdìte regulární matici P, pro ni¾ je P�1AP Jordanova,

(c) spoèítejte G5 a H5,

(d) najdìte Jordanùv kanonický tvar matic GH a HG.

8. Je-li g lineární operátor, najdìte ortonormální bázi vektorového prostoru Rn se standardním skalárním
souèinem pro

(a) n = 3 a [g]K3

K3
=

0@1 1 2
1 2 2
2 2 4

1A,
(b) n = 3 a [g]K3

K3
=

0@0 1 1
1 0 1
1 1 1

1A,
(c) n = 8 a g(ei) = ei +

P8
j=1 ej ,

(d) n = 4 a g(ei) =
P8

j=1(i+ j)ej .

9. Doka¾te, ¾e je bilineární forma zobrazení f : R3�R3 ! R de�nované pøedpisem f((x1; x2; x3); (y1; y2; y3)) =
2x1y1 + 3x1y2 � x1y3 � 2x3y2.

10. Najdìte matici f z pøedchozí úlohy vzhledem

(a) ke kanonické bázi,

(b) k bázi B = ((1;�1; 0); (1; 1; 0)(1; 2; 1)),
(c) k bázi C = ((0; 1; 0); (�1; 1;�1)(�1; 2; 0)).

11. Nech» f = fs + fa je rozklad bilineární formy f z pøíkladu 1 na symetrickou a antisymetrickou èást,
tj. fs je symetrická bilineární forma fa je antisymetrická bilineární forma. Najdìte matice fs a fa
vzhledem

(a) ke kanonické bázi,

(b) k bázi B = ((1;�1; 0); (1; 1; 0)(1; 2; 1)),
(c) k bázi C = ((0; 1; 0); (�1; 1;�1)(�1; 2; 0)).

12. Uva¾ujme symetrickou bilineární formu g na reálném vektorovém prostoru R4 s maticí [g]K4
=0BB@

1 1 0 1
1 1 1 0
0 1 0 1
1 0 1 0

1CCA vzhledem ke kanonické bázi K4.

(a) Najdìte ortogonální bázi g,

(b) rozhodnìte, zda je g skalární souèin na R4,

(c) najdìte v¹echny vektory v 2 R4, pro které g2(v) = 0.

13. Buï g2 kvadratická forma na Z43 daná pøedpisem g2(x1; x2; x3; x4) = x1x2 + x1x3 + x1x4 + x2x3 +
x2x4 + x3x4

(a) Najdìte symetrickou bilineární formu g, pro ní¾ g2(v) = g(v;v),

(b) urèete matici g vzhledem k bázi B = ((1; 1; 0; 0); (2; 1; 0; 0)(0; 0; 2; 2); (0; 0; 1; 2)),

(c) urèete matici g vzhledem k kanonické bázi,

(d) spoèítejte bázi radikálu symetrické bilineární formy g,

(e) najdìte ortogonální bázi P symetrické bilineární formy g,

(f) najdìte matici g vzhledem k nalezené bázi P .
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