1 Soustavy linearnich rovnic v analytické geometrii
1.1. Uvazujme v R? pifmku s parametrickym vyjadienim
p={(1,2)+t-(1,1)] t € R}.
(a) UrCete obecné vyjadieni piimky p,
(b) najdéte priiseciky pfimky p s osou x a osou y,
(¢) rozhodnéte, které z bodu (2,3), (3,2) a (—1,1) leZi na p.

(a) Spoc¢itame normalovy vektor (1,—1), ktery je pravé kolmy na smérovy vektor piimky (1,1). To
znamend, Ze rovnice pfimky ma tvar £ —y = ¢ pro vhodné redlné ¢islo ¢. Nyni dosazenim bodu (z,y) = (1,2)
z parametrického zadani dostaneme ¢ = 1 — 2 = —1, tedy obecné vyjadieni pfimky ma tvar

p=A{(z,y) eR*| w—y=—1}.

Poznamenejme, ze vyjadieni je ur¢eno jednoznac¢né az na nasobek celé rovnice nenulovym redlnym cislem.
(b) Staci postupné dosadit za y a x nulu do rovnice obecného vyjadieni. Pro y = 0 dostavame z —0 = —1
a pro ¢ = 0 mame 0 —y = —1, tudiZz hledané pruseciky jsou (—1,0) a (0, 1).
(c) Opét vyuzijeme dosazeni bodd do obecného vyjadieni, abychom zjistili, Ze

2-3=-1, 3-2#-1, —-1-1+#-1,

a proto bod (2,3) na piimce lezi, zatimco body (3,2) a (—1,1) nikoli. O

1.2. Uvazujme v R? p¥fmku ¢ s obecnym vyjadienim ¢ = {(z,y) € R?| = + 2y = 3}.
(a) Urlete parametrické vyjadieni p¥imky ¢,
(b) najdéte priise¢ik piimky ¢ s pfimkou p z predchozi Glohy,

+ 2y = 3

(c) Vyfeste v redlnych ¢islech soustavu rovnic oy = 1

(a) Tentokrit zndme z obecného tvaru normalovy vektor (1,2) a snadno tedy uréime smérovy vektor
(2, —1), ktery je na néj kolmy. Napiiklad dosazenim y = 0 najdeme bod (3,0) pfimky ¢, proto je

qg={(3,0)+t-(2,-1)| t € R}

jedno z moznych parametrickych vyjadreni primky q.

(b), (c) Vidime, ze algebraické vyjadieni tlohy (b) je pravé aloha (c), tedy FeSime soustavu rovnic o
+ 2y =
-y = -1
pomoci druhé tak, abychom jednu z proménnych odstranili, mtizeme si vybrat metodu, kde za proménnou
v jedné rovnici dosadime jeji vyjadieni z druhé rovnice (dosazovaci metoda) nebo metodu, kde vhodny
nasobek jedné rovnice odecteme ode druhé. S ohledem na pozdéjsi avahy, kdy budeme schopni efektivné
pracovat s libovolné kone¢né mnoha proménnymi si zvolme odcitaci metodu a odectéme od prvni rovnice
druhou. Dostaneme rovnici —3y = —4, ktera udava jedinou moznou hodnotu neznamé y = %. Nyni zpétnym

dosazenim hodnoty y = % do prvni rovnice dostavame x + 2 - % = 3, odkud dopoc¢itdime xz = 3 — % = %
Hledanym prusecikem pfimek p a ¢ je bod (%, %)

Poznamenejme, Ze popsany postup milzeme také zapsat maticové (to znamend poziéné bez prepisovani

dvou neznamych . Nejprve nékterym ze znamych zpasobd upravime jednu rovnici

symbold, x a y) pomoci matice soustavy (} _21 ‘ _31> . Maticovy zapis predchozich ivah bude vypadat
nasledovné:
1 2 3 1 2 3 1 2 3 10 %
1 -1 -1 0 -3 —4 0 1 3 01 3)’
kde symbol ~ znamend, Ze soustava napravo i nalevo maji stejnou mnozinu reseni. O
vl (14 T P .+ 2y = 3
1.3. Najdéte v8echna (a) realnd, (b) raciondlni, (¢) komplexni ¥eSeni soustavy rovnic r -y o= -1



Vsechna redlnd reSeni jsme nasli v pfedchozi tloze. Diky geometrickému ndhledu pfitom bylo zjevné, ze
existuje pravé jedno feseni soustavy (%, %).

Nalezené teSeni je zjevné raciondlni, tedy jde o jediné raciondlni feseni Navic aritmeticky postup z
predchozi alohy, ktery nezavisel na tom, zda poc¢itdme v redlném ¢i komplexnim oboru (v8echna zi¢astnéna
¢isla byla dokonce jen raciondlni), zajistuje, ze bod (%, 2) je i jedinym komplexnim fesenim dané soustavy.
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O

1.4. Najdéte v R? obecné i parametrické vyjadieni piimky u obsahujici body (3, —1) a (2, 1).

Nejprve snadno urc¢ime vektor posunuti jednoho bodu do druhého, tedy napiiklad (1,-2) = (3,-1) —
(2,1). Protoze zndme hned dva body piimky mizeme okamzité napsat parametrické vyjadieni v = {(2,1) +
t-(1,-2)| t € R}.

Obecné vyjadreni ziskame stejné jako v tloze 1.1 z parametrického vyjadifeni pomoci normalového vektoru
a dosazeni: u = {(z,y) € R*| 22 +y =5} O

1.5. Uvazujme v R? rovinu r s obecnym vyjadienim
r={(z,y,2) ER} z+y—2z=1}.
(a) Urcete parametrické vyjadieni roviny 7,
(b) rozhodnéte, které z bodu (1,1,1) a (2,2,2) lezi v roviné r.

(a) Postupujeme obdobné jako ve dvoudimenziondlnim prostoru. Potfebujeme nejprve najit jeden bod
roviny r. Pro volbu y = z = 0 dopocitdme z rovnice x +y — 2z = 1 hodnotu x =1 -0+ 0 = 1, tedy bod
(1,0,0) na lezi na roving r. Nyni musime najit dva vektory urcujici rovinu, tedy vektory, které jsou kolmé
na normdlovy vektor (1,1, —1) a nejsou svymi ndsobky. Snadno uréime ze vektory (1,0,1) a (0,1,1) jsou
kolmé na vektor (1,1, —1), tedy, Ze spliuji rovnici  +y — z = 0. Nyni jiz mizeme spoéitané tdaje sepsat
do parametrického vyjadreni roviny

r={(1,0,0)+s-(1,0,1) + ¢ - (0,1,1)| s,t € R}

(b) Stejné jako v 1.1(c) prostym dosazenim do obecného vyjidieni zjistime, ze bod (1,1,1) leZ a bod
(2,2,2) nelezi v roviné r. O

1.6. Uvazujme v R3 rovinu v s parametrickym vyjadienim
v=A{(3,-1,1)+s-(1,1,2) + ¢t (1,0,-1)| s,t € R}.
(a) Urcete obecné vyjadieni roviny v,
(b) najdéte parametrické vyjaddfeni pfimky dané prisecikem roviny v s rovinou r z piedchoziho piikladu.

(a) Opét stadi najit normalovy vektor roviny, tedy vektor (a, b, ¢) kolmy na vektory (1,1,2) a (1,0, —1).
Podminku kolmosti mzeme jednoduse vyjadrit a tudiz i vyfesit v jazyce soustav rovnic:

la + 1 4+ 2¢ = 0O,
la + 0b - 1¢c = O.

ReSenim je je (az na nenulovy redlny nasobek pravé) vektor (1,—3,1). Dosadime-li do vyrazu = — 3y +
bod (3, —1,1), ziskdme konstantu 7 a tedy hledané obecné vyjadieni roviny méa tvar
v={(z,y,2) ER*| z -3y +2="T}.
(b) Podobné jako 1.2(b) fesime soustavu dvou rovnic tentokrat o tfech neznamych:
r + y - z =1
r — 3y + z =7

Zkusime 1lohu tentokrat zapsat pouze maticové a odc¢itaci metodou upravovat:

1 1 -1 |1 1 1 -1 |1 1 1 -1 |1
1 -3 1 |7 0 -4 2 |6 0 -2 1 3/

Druhou rovnici jsme tedy nahradili rovnici —2y + 2z = 3 tak, Ze soustavy maji stejnou mnozinu feseni. Nyni
jednak po volbé y = 0 jednozna¢né dopocitdme soutradnice bodu piimky z =3 az=1—-0+3 =4 a déle
najdeme smérovy vektor, ktery musi byt kolmy na normélové vektory (1,1,—1) a (0,2, —1), jimzZ je vektor
(1,1,2). Nasli jsme parametricky popis ptimky r Nv = {(4,0,3) +t-(1,1,2)| t € R}. O



1.7. Najdéte vSechna redlné reSeni soustavy rovnic

r 4+ y — 2z =5
2z + y - =z = 6.
3r — 3y + 2z =1

Jak lze tuto tlohu geometricky interpretovat?

Reseni. Podobné jako 1.2(b) fesime odéitaci metodou soustavu rovnic tentokrét o tfech nezndmych.
Nejprve odec¢teme dvojnasobek prvni rovnice od druhé a trojnasobek prvni od tieti. Dostaneme tak novou
soustavu se stejnou mnozinou feSeni:

T 4+ y - 2z = 5
-y + 3z = -4
- 6y + 8 = -14
Odecteme-li nyni od tfeti rovnice Sestindsobek druhé, dostaneme rovnici —10z = 10, z niz okamzité vidime,
7e z = 1. Déle postupujeme zpétnym dosazenim nejprve hodnoty z = —1 do druhé (upravené) rovnice
—y+3-(—1) = —4, odkud dostavame y = 1 a kone¢né hodnoty y = 1 a z = —1 dosazené do prvni rovnice

x+1—2-(—1) =5, ndm dédvaji x = 2. Zjistili jsme, Ze soustava méa jediné ¥eSeni (x,y,z) = (2,1, —1).
Geometricky mizeme tlohu chépat jako hledani prisec¢iku t¥i rovin v prostoru danych s obecnym vyja-
dfenim. Timto prisecikem je v nasem piipadé bod (2,1, —1). O

2 Reseni soustav linearnich rovnic

2.1. Najdéte vSechna realna reseni soustavy rovnic:

z + 2y + z =1
—2r + vy + 2z = 2
z 4+ 3y — 2z =0

Nejprve si soustavu zapiseme do rozsifené matice a poté ji pomoci elementarnich Gprav upravujeme do
odstupnovaného tvaru. VSe si budeme zapisovat pomoci maticového zdpisu. Pfipomenme, Ze soustava rovnic
nalevo od symbolu ~ mé stejnou mnozinu feSeni jako soustava rovnic napravo od néj:

1 2 1 1 1 2 1 1
-2 1 2 2| ~10 5 4 4 | ~
1 3 -1 |0 01 -2 -1
1 2 1 1 1 2 1 1
~10 1 -2 1| ~(0 1 -2 -1
0 5 4 4 0 0 14 9

Druhy radek prvni upravené matice, ktery odpovida rovnici 5y +4z = 4, jsme dostali pfictenim dvojnasobku
rovnice z + 2y + z = 1 k rovnici —2z + y + 2z = 2 (tedy pfi¢tenim dvojndsobku fadku (1 2 1|1) k fadku
(—2 1 2 | 2)) a podobné treti fadek vznikl z ptivodniho tietiho fadku odectenim prvniho. V dalsim kroku
jsme jen prehodili fadky (tedy rovnice) a poté jsme odecetli pétindsobek druhého Fadku od tfetiho. Nyni

uz vysledek ziskame zpétnou substituci. Z posledni rovnice 14z = 9 okamzité dostavame z = % a dale
dopocitame
9 2 4 9 3
=—14+2z2=-14-=- az=1-2y—2z=1—-— —=——.
Y : 77 vz ZAREVERY
z —
Vidime, Ze jediné feSeni soustavy je |y | = %
Z —_

14
Uvédomme si, ze mizeme k vysledku dospét i v maticovém zapisu, tj. muzeme levou stranu matice
posloupnosti elementarnich Gprav prevést az na jednotkovou matici: :

1 2 1 1 121 1 100 -
~(0 1 -2 -1l ~(0 1 0 Z]1~10 10 %
00 1 = 001 = 001 =



2.2. Najdéte vSechna redlnd feseni soustavy rovnic:

r + 2y + z =1
—2r + y + 2z 2

Znovu si soustavu zapiSeme do matice a poté ji pomoci pri¢teni vhodného nasobku jedné rovnice k rovnici
druhé upravime stejné jako v predchozi tloze:

1 2 1 |1 1 2 1 |1
(-2 12 ‘2)”(0 5 4 ‘4)’
Vidime, Ze se pivoty (v druhé matici vyznaceny tuéné) nachézi v prvnim a druhém sloupci a volnd proménna
je tedy ta, kterd odpovidajici tfetimu sloupci. Nyni si snadno uvédomime (a na pfednasce byl tento fakt
vysloven v pozorovéani 2.16), ze dosadime-li za z libovolnou hodnotu, pak jednozna¢né dopocitime y a z.
Polozime-li napiiklad z = 0, pak z rovnice 5y + 4 - 0 = 4 dostévame, ze y = % a z rovnice z + 2 - % +0=
1 spocitdme, 7ze x = —%. Nasli jsme tedy jedno feSeni dané soustavy, které muzeme zapsat do trojice
(z,y,2)T = (-2,%,0)7. Dosadime-li za z obecny redlny prvek ¢ mizeme zpétnou substituci dopoéitat y:

4 4

a poté stejnym zptisobem i z:

4 4 3 3
x+2-y—}—z:1$m:1—2-(g—gt)—t:—f—l—gt.

5
Obecné feseni md tedy tvar |y | = | z—3t | = | g | +¢| —5 | a mnozina vSech feSeni soustavy je
z t 0 1

|

pravé {| % | +t|—3]|teR}.
0 1

Na zavér si pfipomenime geometricky vyznam reSeni dané soustavy: kazdou z rovnic chdpeme jako rovinu v
R? (tvofenou viemi trojicemi (x, v, z), kteréd rovnici fe§i) a mnozina feSeni celé soustavy je prinik téchto dvou
rovin. V8imneme-li si navic, Ze roviny zjevné nejsou rovnobézné, musi mnozinu vSech feSeni tvofit piimka,
jejiz jeden bod (—%, %,0) uz jsme nasli a jejiz smér je dan vektorem (3, —4,5), ktery je pravé o netrividlni
TeSeni soustav rovnic se stejnymi levymi a nulovymi pravymi stranami. Z geometrického nahledu tedy vidime,
ze mnozin vSechna feSeni je pfimka, kterou mizeme vyjadfit ve tvaru {(—% + 3t, % —4t,5)1 | teR}. O

SIS
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2.3. Najdéte vSechna redlnd feSeni soustavy rovnic:
Ty, + 3 — xy = 1

ros + x3 + T4 =

- T3 + 2z4 =

r3 + 3$4 =

oL O W

Soustavu si opét miizeme zapsat do matice a poté ji (jedinou elementérni Fadkovou tpravou) upravime
na odstupnovanou matici:

11 0 -1 |1 11 0 -1 |1
01 1 1 |3 01 1 1 |3
00 -1 2 Jol oo -1 2 Jo
00 1 3 |5 00 0 5 |5

Nyni uz snadno jednoznac¢né dopocitame neznamé zpétnou substituci. Z posledniho fadku 5z4 = 5 dosté-
vame, ze r4 = 1, z predposledniho fadku —z3 + 2x4 = 0 vidime, ze —x3 + 2 = 0, tedy x3 = 2. Déle z druhé
rovnice Ts + x3 + x4 = 3 obdrzime zs = 0 a konec¢né z rovnice xy + 2 — x4 = 1 dostaneme z; = 2. Vidime,

7e existuje jediné feseni soustavy (zq, 2,3, 24)7 = (2,0,2,1)T. O
0 11 2

2.4. Najdéte vSechna redlnd feSeni soustavy rovnic s maticia) |1 2 3 |1],
1 1 2 1



11 3 2 |2
b)101116)<11012—1‘1>
21 -1 1 |o}|’ 2 21 0 -1 1 3/
2 2 1 2 |1

Ve vsech piipadech postupujeme standardné posloupnosti elementarnich Gprav:
a)

01 1 |2 112 |1 112 |1
1 23 |1l,~(0o 11 jo),~[o1 1 |0,
112 |1 01 1 |2 000 |2

Vidime, ze ptvodni soustava je ekvivalentni se soustavou pozadujici rovnost 0 = 2, tedy mnozina reSeni je
prazdna.

b)
11 3 2 |2 10 1 1 |1 10 1 1 1
10 1 1 |1 11 3 2 |2 01 2 1 1
2 1 -1 1 |ofl~ 21 =1t 1 ol lo 1 -3 -1 2|~
2 2 1 2 |1 2 2 1 2 |1 02 -1 0 -1
10 1 1 1 10 1 1 1
01 2 1 1 01 2 1 1
“lo 0 -5 -2 3710 0o 5 2 3
0 0 -5 —2 -3 00 0 0 0

ObdrZeli jsme matici hodnosti 3 s ¢tvrtym volnym sloupcem (pivoty jsme opét vyznadili tuéné). Zvolime-li
opét za ¢tvrtou neznamou u parametr libovolnou redlnou hodnotu ¢, dopocitame zpétnou substituci:
3 2 1 1 2 3

= Y = Tt p=2_%24
i YT TE TR YT TR

SN
|

ot

Zjistili jsme, ze { +t

SIS

| t € R} je mnozina vSech feSeni dané soustavy. Protoze Ctvefice

O ow
[

v v

(1,0,1,—1)T rovnéz fesi danou soustavu a vektor (3, 1,2, —5) fesi homogenni variantu nasi soustavy, snadno
1 3
Lt o [IteRry
-1 -5

1101 2 -1 |1 110 1 2 -1 |1

2210 -1 1 |3 0 01 -2 -5 3 1)
Ziskali jsme odstupniovanou matici, v niz jsou bez pivoti 2., 4., 5. a 6. sloupec, tedy volné jsou jim odpovi-
dajici proménné. Oznacime-li si nezndmé postupné zy,...,xg, pak pro libovolnd to,t4,t5,ts € R polozime

miZeme nahlédnout, e mnozinu vSech feeni také mtizeme popsat ve tvaru {

Tog =12, T4 =14, T5 =15, 6 =6
a zpétnou substituci dopocitame
I3 :1+2t4+5t5 _Stﬁ apotéxl = 1—t2—t4—2t5+t6.

Nyni obvyklym zptisobem popiSeme mnozinu vSech feSeni soustavy:

1 -1 -1 -2 1
0 1 0 0 0
1 0 2 5 -3
{ 0 + 15 0 4+t 1 + t5 0 + tg 0 + | to,tq,t5,t6 € R}
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1

2.5. Najdéte vSechna racionalni feseni soustavy rovnic z tlohy 2.2.



Staci si rozmyslet, ze z mnoziny FeSeni ilohy 2.2 musime vybrat ta, kterd jsou ve vSech slozkach racionalni.
Neni tézké nahlédnout, Ze soucin, soucet i rozdil racionalnich ¢isel je opét raciondalni, proto mnozina M =
{(=2 +3t,2 —4t,5t)T| t € Q} jisté obsahuje raciondlni feSeni soustavy. Protoze soucin, soucet a rozdil
nenulového raciondlniho a iracionélniho ¢isla je zjevné iracionélni, obsahuje vektor (—% + 3t,% — 4t,5t)T
pro kazdé iraciondlni ¢ iraciondlni hodnoty, tudiz mnozina M je pravé mnozinou vSech racionalnich feSeni
soustavy. O

2.6. Najdéte v zdvislosti na parametru a € R vSechna redlnd feSeni soustavy rovnic:
r + y + 3z = a
2z — ay + 2z =1

Soustavu si nejprve napiSeme v maticovém tvaru a upravime na odstuphovany tvar:

1 1 3| a 1 1 3 a 1 1 3 a
2 —a 1| 1 0 —a—2 -5 1-2a 0 a+2 5| 2a-1)°
Protoze leva strana posledni rovnice je vzdy nenulova, mé soustava pro vSechna a feSeni. musi jen rozlisit

situaci, kdy a + 2 = 0, tedy a = —2 a situaci, kdy a # —2.
Necht nejprve a = —2. Pak je y volnd proménnd a feSime soustavu s matici:

1 1 3 -2
0 0 5 -5
Polozime tedy y = 0 a dopo¢itdame z = —1 az = -2 -3 (—1) = 1. Pro y = 1 a dopo¢itdme hodnoty

d
homogenni soustavy z = 0 a = —1, tedy mnozina viech feseni je tvaru {(1,0,—1)" +#(-1,1,0)%| t € R}
Nyni necht a # —2. Potom je voln proménng z a feSime soustavu s matici:

1 1 3 a
0 a+2 5| 2a-1

Ve V7 7 —_ P —_ 2 v v V7 e .
Polozime tedy z = 0 a dopocitdme y = 2a“+21 azT =a-— Za‘ﬁrzl = aﬂj‘;. Konecné dopocitdme-li pro z = 1
v % . _ 5 _ _(q_ 5 __ 3a+l v. « Y ox o ss

ilodnoty feSeni homogenni soustavy y = — 25 az = (3 a+2) = —%45 amnozina vSech FeSeni je proto
varu

a2+1 _ 3a+41 >+ 3a+1

2(L+21 a-E{’—2 2a+21 a

a— _ — a—

{ |+t s | [teR}y={ L |+t 5 | t € R}
0 1 0 —a—2

2.7. Vyfteste soustavy s parametry a, b, ¢ € R:

a)110
011

Jaky maji feSeni geometricky tvar? V ¢em se feSeni pro rizné hodnoty parametri 1isi a v ¢em jsou stejna?

a 1 1 a
b),b) 01

0
1
0 01

Reseni. Obé soustavy maji matice v odstupiiovaném tvaru, proto staci zpétnou substituci piimocaie
spocitat

a—b 1
a) parametricky popis feSeni {| b +t|-1]]teR}
0 1
a—b+c
b) bod b—c
c
Vidime, ze v tloze a) je feSenim vZdy piimka, jejiz smér nezdvisi na parametrech a, b a v Gloze b) jde
vzdy o bod, jehoz umisténi zavisi na parametrech a, b, c. O



3 Soustavy rovnic nad obecnymi télesy

1 ¢

3.1. Spocitejte v komplexnim oboru: hodnotu vyrazii ¢ +d, ¢-d, %, &, ¢® pro komplexni &isla ¢ = 1 + 4,

d=2—iarovnici 1 +2i+ (2+3i)z =4 —i.
Scitani komplexnich ¢isel je velmi snadné, redlna a komplexni hodnota se po slozkach sec¢tou:
14+i+2—4=3.
Pfi ndsobeni upravujeme vyrazy s parametrem i a vyuzivame fakt, ze i = —1, tedy
(14+4d)-(2-4)=2—i*+2i—i=3+1.
Pti déleni rozsifime zlomky komplexné sdruzenou hodnotou a dostaneme

1 1 1-7 1 1.
= . = — — —3
14+ 144 1—-72 2 2

1+i 1+ 2+¢_1+§i
2—4i 2—i 244 5 5

Pti mocnéni vyuzijeme goniometricky zapis komplexnich ¢isel a Moivreovu vétu:

a0
1=

50
(1+14)° = (V2(cos % + isin %))50 = 2% (cos Tﬂ + isin

= 2%°(cos(6m + %) + i 8in(6m + g)) = 225((305% +isin g) — 925,
Konetné z rovnice 1+ 2i + (2 + 3i)x = 4 — i dostévéme, Ze (2 + 3i)z = 4 — i — (1 4 2i) = 3 — 3i, a proto

_3-3i _ 3 . S\ 3 15 »
x—2+3i—§(1—2)(2—3l)——ﬁ—ﬁ2. O

3.2. Spocitejte v komplexnim oboru soustavu rovnic

ix + 149y = 2+
(2—-i)z + 3y = 5—4i
Z prvni rovnice si po pfendsobeni hodnotou —i mizeme vyjadiit £ = 1 — 2i + (—1 4 14)y, které dosadime
do druhé rovnice
(2-9[1—-2i4+(-14+1i)y] +3y =5— 4,

tu dale upravime na tvar —5i + (3i — 1)y + 3y = 5 — 44, odkud snadno dopo¢itame (2 + 3i)y = 5+ 14, a proto

Y= 25;"3"1. =1 —i. Nyni sta¢i dosadit vypo¢itané y do rovnice x =1 —2i + (-1 +4+i)(1 —i) =1. O
S¢éitani a ndsobeni v télese Z, = {0,1,...,p — 1} pro prvocislo p budeme vidy zapisovat obvyklymi

symboly + a -.

3.3. Pro pfirozené p ozna¢me Z, = {0,1,...,p — 1} a na Z, zavedme operaci

a+b=(a+bmodp, a-b=(a-bmod p,

kde v zavorce uvazujeme obvyklé operace na celych cislech a mod p znamend zbytek po celo¢iselném déleni
¢islem p. Urcete tabulky operaci + a - na Zs, Z3 a Zs a ukazte, ze zde pro kazdé nenulové a existuje b, pro
néz a-b=1.

+10 1 0 1

Reseni. Tabulky operaci uréime pifimoéarym vypoctem. Pro Zs"méme 0 ‘ o 1, O ‘ 0 0 ,
1|11 0 1[0 1

+/0 1 2 3 4 10 1 2 3 4

+]0 1 2 -0 1 2 0/0 1 2 3 4 0/0 0 0 0 O

pro Zs: o0 1 2 0|0 0 O a pro Zs: 11 2 3 4 0 110 1 2 3 4
1{1 2 0’ 1|0 1 2 212 3 4 0 1 210 2 4 1 3

22 0 1 2|10 2 1 313 4 0 1 2 3/]0 3 1 4 2

414 0 1 2 3 410 4 3 2 1

Na kazdém radku prislu§ném nenulovému prvku a najdeme ve vSech tabulkdch nésobeni hodnotu 1,
nachézi-li se ve sloupci prislusném hodnoté b, pak a-b = 1. O



3.4. Najdéte nad télesem Zs feSeni soustavy rovnic:

T3 + xy = 1
ry + x3 + x4 = 0
Ty + x4 = 1
1 + wxe + wxz3 = 1

Uvédomime si, Ze pocitani v télese obsahujici jen (ve vech télesech pfitomné) prvky 0 a 1 je velmi snadné,
soustavu zapiSeme do matice a s poc¢itanim v Zs ji budeme pfimocare upravovat posloupnosti elementarnich
uprav:

001 1 |1 100 1 |1 100 1 |1
1 011 |0 1011 |0 0010 |1
1t o001 (1] ]oo 11 |t loo 11 [1]|~7
1110 [1 1110 |1 0111 |0
1 00 1 |1 1001 |1 1 00 1 |1
0010 |1 0010 |1 0100 |1
“lo o 11 |1|Tlooo1 |of]T]loo0o 10 |1
01 00 |1 0100 |1 0001 |0

Nejprve jsme prehodili prvni a t¥eti fadek, a poté pricetli (novy) prvni fddek k druhému a ¢tvrtému. Déle
jsme treti fadek pricetli ke ¢tvrtému, pak druhy k tfetimu a nakonec jsme zpiehazeli fadku a dostali jsme
jediné TeSeni soustavy x1 = xo =x3 =1 a x4 =0.

Poznamenejme, ze jsme ke stejnému vysledku mohli dospét i jinou posloupnosti elementarnich tprav,
naptiklad standardnim pouzitim Gaussovy eliminace a zpétné substituce. O

3.5. Spocitejte v télesech:

(a) Zs hodnoty 171,271 a 271 . (24 2),
(b) Zs hodnoty 271,371, 47 a (=2)"1-((2+4) - (4+4)"1) +3,
(c)

(d) Z, pro liché prvocislo p hodnoty 271 a (p—1)~L.

Z7 hodnoty 271, 371, 471, 571 671 a (=2)~1 - (2+4) - (4+4)~!) + 3,

(a) Staci uvdzit definice operaci na Zs (tedy modulo 3). Protoze 1-1=1a2-2 =1, dostdvdme 17! =1
a 27! = 2. Podobné snadno spotteme, 7e

27t (242)=2-1=2.

(b) Uvazujeme stejné jako v (a). Vidime, Ze v Zs mame 2-3 = 1, proto 27! =3 a 37! = 2, a "protoze
4-4 =1, vidime, ze 4~ = 4. Déle

(=2)7 - (2+4) - (@+4) H+3=3"-(1-37)+3=2-2+3=2

(c) Podobné dostavéame nad Zz, ze 271 = 4,371 =547 =2, 571 =3a6"! =6,nebot 2-4=3-5=
6-6=1adale

(=27 (24+4)-d+4)H+3=5"1.6-1"1)+3=3.6+3=0.

(d) Protoze je p liché , vidime, ze % € Z,, a v télese Z, plati, ze 2 - Ett = 1, tudiz 271 = 2£L.

Vime z prednasky, ze v jakémkoli télese je (—1) - (=1) = 1, tedy (—1)~! = (—1). Protoze v télese Z,
mame (p— 1) +1 =0, je p— 1 ¢islo opacné k ¢islu 1. To znamend, Ze —1 = p — 1 a podle pfedchozi tvahy
tedy (p—1)"t=p—1. O

3.6. Najdéte v télese Zs:
(a) @ splhujici rovnici 3z +4 =1,
(b) v8echna z a y spliujici rovnici 4z — 3y + 1 = 2.

(a) Budeme zptisobem, na néjz jsme zvykli napiiklad z télese redlnych ¢&isel upravovat rovnici ekviva-
lentnim Gpravami. Nejprve od obou stran ode¢teme hodnotu 4, coZ v Zs znamend p¥i¢ist hodnotu 1 (vzdyt
—4 = 1) a dostaneme ekvivalentni rovnici 3z = 2. Nyni vydélime trojkou tj. vynasobime ¢islem % =3 1=2
a dostaneme jediné reseni x = 4.



(b) Postupujeme jako v uloze (a). Nejprve odefteme od obou stran 1 a uvédomime si, ze —3 = 2.
Obdrzime rovnici 4x + 2y = 1, kde vezmeme y = s € Zj libovolné a zpétnou substituci za dalsiho vyuziti
ekvivalentnich Gprav dopocitame

dr=1-25=1+3s=>2=4""(1+3s) =4(1+3s) =4+ 2s.

Mnozina v8ech feSeni je pétiprvkova tvaru
4 2 4 1 3 0 2
(o) #+ ()reemr=1(0)-()- () () G

3.7. Najdéte nad télesem Z- vSechna reSeni soustavy rovnic s matici

315 2 |1 315 2 |1
a)[3 2 46 |1], b)|3 2 4 6 |2
2 5 6 0 |1 2 56 0 |5

Opét upravime rozsirené matici soustavy na odstupiiované matici.
a)

31 5 2 |1 31 5 2 |1 31 5 2 |1
3246 |1]~1016 4 [0)J]~f0 1 6 4 |0
2 56 0 |1 0 2 5 1 |5 0 0 0 0 |5
Protoze posledni fadek predstavuje rovnici 0 = 5, kterd neplati pro zadny vektor nezndmgych, je mnozina

vSech TeSeni soustavy prazdnd.

b)
31 5 2 |1 31 5 2 |1 31 5 2 |1
3246 |2]~|016 4 (1]~(0 1 6 4 |1
2 56 0 |5 0 2 5 1 |2 000 0 |0
Tentokrat feseni soustavy existuje a my ho obvyklym zpusobem nalezneme zpétnou substituci pro volbu za

volné proménné 3 =r a 4 = s:
To+6x3+4xs=1=>23=1+23+324 =141+ 3s,
371+ 2o + 523 + 224 = 1 = 21 = 3711 + 629 + 273 + 534) =

=5(14+6(1+r+3s)+2r +5s) = 5(r + 2s) = 5r + 3s

Nasli jsme mnozinu vSech feseni soustavy:
+r-

+s5- | r,s € Zr}.

— O W W

—~
OO = O
O = = Ot

3.8. Najdéte nad télesem Zs vSechna feSeni soustavy rovnic s matici

311 2 4 |1
1 21 2 1 |2
4 3 01 3 |4

Postupujeme stejné jako v predchozich tilohdch. Nejprve rozsifenou matici stejnymi elementarnimi tipra-
vami upravime na odstupiiovanou matici a poté najdeme vSechna reseni zpétnou substituci:

311 2 4 |1 311 2 4 |1 311 2 4 |1
12121 |(2/~|0 0 43 3 (0J]~|0 013 4 |1
4 3 01 3 |4 0013 4 |1 0 00 1 2 |1



Polozime za volné proménné z, = s a 5 = t, kde s,t € a obvyklym zptisobem dopocitdme z4 = 1 + 3t,
3 =3+ 2t ax; =2+ 3s+t. Nyni zbyva shrnout mnozinu vSech dvaceti péti feseni soustavy do mnoziny

2 3 1
0 1 0
{13 +s-|0|+t-]|2]]|s,tes}
1 0 3
0 0 1
O
3.9. Najdéte nad télesem komplexnich ¢isel mnozinu vSech feSeni soustavy s matici
1+14 i 0 i—1
1 1—7 2 i ’
I tentokrat nejprve prevedeme matici na odstupnovany tvar:
141 i 0 i—1 1 1-7 2 )
1 1—-¢ 2 i 141 i 0 i—1
1 1—4 2 ) 1 1—¢ 2 )
0 i—2 —2-—2i 0 0 5 2+ 6 0/
Pro volnou proménnou z =t € C dostavame y = —(2 + i)t a
2 6 2 4
=i—(1—9)y—2z2=1 1—i)(=+=)t—-2t=1 —— 4+ =)t
r=i—(1—d)y—2z=14i+( 2)(5+5z) i+ ( 54—51)
Spocitali jsme, Ze mnozina vSech feSeni soustavy je pravé
i —% + %z i —2 4+ 4i
{10] +¢ —z— i |teC}={|0]+t|—-2-6i)]|teC}.
0 1 0 5
O

3.10. Najdéte v zavislosti na parametru a nad télesem a) Zs, b) Z7 c) Zq; feSeni soustavy rovnic z tlohy
2.6.

Stejné jako v tloze 2.6 prevedeme soustavu do ekvivalentniho odstupiovaného tvaru

1 1 3| a 1 1 3 a
2 —a 1| 1 0 a+2 5| 2a-1
a provedeme obdobnou diskusi.
Necht a = —2. Pak je y volnd proménna a feSime soustavu s matici:

11 3 -2
0 0 5 -5
V pfipadech b) a c), kdy pracujeme s télesem charakteristiky rtizné od péti je postup stejny jako v 2.6, proto

je mnozina viech feSeni opét tvaru {(1,0,—1)T +#(~1,1,0)T| t € T} pro téleso T = Zy, Z1;. V piipadé a),
kdy pracujeme s télesem Zs se ndAm modulo 5 druhy radek soustavy vynuluje:

1 1 3 -2y (1 1 3 3
(005 ‘ —5>_<000 ‘ 0)
Vyse spocitané partikularni feSeni po tipravé modulo 5 zfistava v platnosti (a bude tedy tvaru (1,0,4)7),
snadno lze ovSem také najit kanonické partikuldrni feSeni pro nulové hodnoty obou volnych proménnych
(3,0,0)T. Pii vypoctu feseni homogenni soustavy mame dvé volné proménné z, a 3. Obvyklym postupem
nyni najdeme nad Zs dvé fefeni (4,1,0)” a (2,0,1)” (jedno¢lenné) homogenni soustavy, viechna fegeni jsou
tedy tvaru
(1,0,4) +t-(4,1,007 +5-(2,0,1)T  pro s,t € Zs.
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Zjistili jsme , Ze vSechna TeSeni tvori pro a = —2 mnozina:

1 4 2
a){[0)+t|[1]+s|0]]s,te€Zs},
4 0 1
1 6 1 10
b){(0] +t[1]]tez:}, of[ 0|+t 1]|tezn)
6 0 10 0

V piipadé a # —2, je volnd proménnd z a staci vyuzit vysledky tlohy 2.6:

a?zl 3a+1 azj; 3a+1
a){| 2|+t 0 |[teZs}, {25 |+e| 5 |[te),
0 dat+3 0 6a + 5
a’®+1
o) 3a+1
o) +e| 5 |itemy
0 10a + 9

Zéavérem poznamenejme, Ze symbol 7 je v télese Zj, vyraz, ktery je tieba dopocitat, tedy ze § = cd™'. O

4 Podlitani s maticemi

.. . (1 2 (1 0 -1 (1 2 0 o
4.1. UvaqumematlceA—<3 5),3—(1 9 1>aC—<3 5 1) nad télesem R, Z; a Z;.

(a) Spocitejte soucty B+ C, C + B, BT + CT.
(b) Spocitejte souc¢iny A- B, BT - AT, BT - A, BT .C,CT-Ba5-C-
(c) Spoditejte A- (A —B-CT)+ (C-BT-AT)T — A.

Ve vsech pripadech tlohu vyfeSime nejprve v télese charakteristiky 0, tedy v redlnych cislech a poté,
obdobné jako tomu bylo v Piikladu 2.6 vysledek pouze upravime modulu piislusné prvocislo.
(a) Postupujeme nejprve piimo podle definice souc¢tu matic:

1 0 -1 1 20 141 0+2 —-140 2 2 -1
B+C—<1 2 1>+<35 1>_<1+3 245 1+1>_<47 2)'
Na prednasce bylo ukazano, zZe je s¢itani matic komutativni, nemusime samoziejmé druhy soucet pocitat a

piimo vidime, #e C + B = B + C = (i 3 _21> nad R a

2 2 6
4 0 2

2 2 10

C+B:B+C’:< )nadZ7 a C+B:B+C:<4 . 2) nad Zy;.

Podobné bylo na piednésce ovéeno, ze BT + CT = (B + O)T, tedy nam staéi jen bez dalitho poéitani

2 4
transponovat matici B 4+ C, abychom dostali BT +CT = | 2 7| nad télesem reélnych &sel,
-1 2
2 4 2 4
B"+CT=(2 0) nadZ;, a B'+CT =2 7| nadZp.
6 2 10 2

b) Opét nejprve postupujme bezprostiedné podle definice, tentokrat se jedna o definici ndsobeni matic:
A-B=
12y (10 -1y _(1-142-1 1-04+2-2 —-1-1+2-1\ _(3 4 1
3 5 12 1) \3-1+5-1 3-0+5-2 -3-1+5-1) " \8 10 2)°
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Protoze bylo na prednasce ovéfeno, ze (A - B)T = BT - AT vidime, ze

T 3 8
T o4r_ (3 4 1\ _
BT - AT = (8 10 2) le 120

To nadm ovsem nepomiize pro vypodet BT - A, ktery opét provedeme podle definice:

1 1 1 9 4 7
BT -A=(0 2 -<3 5): 6 10
-1 1 2 3

Pii vypoctu souc¢inu BT - C' ndm pomitize rozklad matice C' na dva bloky C' = (A|S), kde A je matice s
. 0
kterou pracujeme a S = 1

pozorovani, ze sou¢in BT - S pravé vybere z matice BT druhy sloupec:

4 1
G2 -fowe
2 1

). Vypocet ndm usnadni jednak to, Ze jsme jiz spocitali soucin BT - A a dale

1
BT .c=@B"-ABT-S)=1{ 0

|
—_
— N

5-01 _ (5 10 0
5-1) ~\15 25 5)°

Nasli jsme vysledky v télese redlnych ¢isel a nyni je upravime nad obéma kone¢nymi télesy:

3 4 1 4 0 4 0 1
A-B:(l 5 2), BT.A=1|6 3], BT.-c=|6 3 2|,
2 3 2 3 1
46 2 5 3 0
aCT.-B=[0 3 3|a5-C= vie nad té&lesem Z;. Obdobné
1 4 5
1 2 1
3 4 1 4 7 4 7 1
A'B:<s 10 2), BT.A=16 10|, BT.c=[6 10 2],
2 3 2 3 1
4 6 2
CT.-B=|7 10 3] a5-C= 5 100 vSe nad télesem Zq;.
1 92 1 4 3 5

(¢) Vyuzijeme pocetnich pravidel a nejprve upravime:
A-(A-=B-CT)4+(C-BT - ATYT —A=A-A—A-B-CT+ADT .(BH)YT .cT - A=
=A-(A-L)-A-B-CT"+A-B.CT=A-(A-D).

w3 (4 1)

A- (A — 12) = <§-; g) nad Z7, a A (A — Iz) = (Z 140> nad le.

Nyni snadno dopocitame

4.2. Najdéte nad télesem Z; vSechny matice X splhujici rovnost A - X = B, jestlize
4 5 01 5 5 1 2 5
(a)A_<1 3>’B_<0 2)’ (b)A_<2 3>’B_<3 1 1)’

12



(a) Hledana matice X musi byt zfejmé typu 2 x 2 tvaru X = (x,y) pro dva sloupcové vektory, x,y € Z3.
UZitim definice ndsobeni matic snadno nahlédneme, Ze pro X plati, ze spliuje rovnost A - X = B, pravé

A}c_ a Alr —
0 2

Protoze maji obé soustavy touz matici levych stran, mizeme soustavy zapsat do jedné matice s obéma
vektory pravych stran vpravo a levé strany upravime posloupnosti elementarnich aprav na odstupnovanou

matici:
4 5 0 1 1 3 0 2
1 3 0 2 0 0 0 0/)°

Dostali jsme tedy dvé soustavy s rozsifenymi maticemi

1 3 |0 a 1 3 |2
0 0 |0 0 0 |0/
Nyni snadno obvyklym zpfisobem dopoéitdme, ze prvni soustavu fesi pravé vektory c- (4,1)7 pro viechna

¢ € Zz druhou soustavu fesi pravé vektory (2,0)1 +d - (4,1)* pro vsechna d € Z;. Zbyva viechna feseni
soustav sepsat do feSeni maticové rovnice. Tedy X je feSenim maticové rovnice A - X = B, pravé kdyz X

lezi v mnoziné {(x,y)|de,d € Z7 : x =c- (%) Yy = <(2)> d- (?)} =

dc 2+ 4d
:{<C d )|C,d€Z7}.

(b) T tentokrat nejprve snadno zjistime, Ze hledand matice je typu 2 x 3, sestavd ze t¥{ sloupcovych
vektort x,y,z € Z2 tak, ze X = (x,y,z) a plati

= (1) av=(3) a ae=(3)

Stejné jako v (a) budeme hledat feSeni vSech soustav najednou:
(5 (L 25y (50 213y (10 |63 2
01 |4 3 6 01 |4 3 6 01 |4 3 6/

Matici levych stran se ndm postupné podafrilo upravit na jednotkovou matici, z niz okamzité odecteme reseni
jednotlivych neznamych:

o S R O E IS (I P O

e e L (s I . 2
Zjistili jsme, ze existuje pravé jedno reSeni rovnice X = (2 g 6)' O

3 1 1 1 0
a fp: Z — 72 predpisy fa(v) = Av a fg(v) = Bv

4.3. Uvazujme matice A = (1 2) aB= (1 0 1) nad télesem Zs a definujme zobrazeni f4 : Z2 — 72

(a) Rozhodnéte, zda je fa ¢i fp prosté zobrazeni.

(b) Rozhodnéte, zda je fa ¢ fp zobrazeni na.

(c) Najdéte vsechny vektory v € Z2, pro néz je fg(v) = (0,0)T
(d) Najdéte vSechny vektory v € Z2, pro néz je fp(v) = (1,2)7

(a) Pfipomenme, Ze je zobrazeni fa prosté, jestlize fa(u) = fa(v) = u = v. Protoze fa(u) = fa(v),
pravé kdyz fa(u —v) = fa(u) — fa(v) = 0, lze ekvivalentné prostotu zobrazeni f4 vyjadfit podminkou
fa(u) = 0 = u = 0. Tedy ndm stadi zjistit, zda maji soustavy rovnic Ax = (0,0)7 a Bx = (0,0)7
néjaké nenulové feseni. V obou pripadech po jediné ekvivalentni Gpravé vidime, ze nenulové feseni existuji, v
prvnim p¥ipadé napiiklad f4((3,1)%) = (0,0)7 = £4((0,0)T) a v druhém piikladé naptiklad fg((4,1,1)T) =
(0,007 = f5((0,0,0)T), proto zobrazeni f4 ani fg neni podle definice prosté.
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(b) Opét se tloha redukuje na otazku feSeni soustavy rovnic s danou matici. Tentokrat se ptame, zda
pro kazdou pravou stranu existuje feSeni. V prvnim pfipadé vidime, ze nikoli, napfiklad pro pravou stranu
(1,0)” vidime, 7e fegeni soustavy Ax = (1,0)” neexistuje. V druhém piipadé vidime, Ze odstuphovany tvar
matice B nemé zadny nulovy radek, tedy pivoty kazdé soustavy s matici levych stran B lezi v ¢asti matice
odpovidajici levym strandm, proto feseni vzdy existuje. Tedy f4 neni na, zatimco fp je zobrazeni na Z3.

(c) Staci, abychom obvyklym zpiisobem vyfesili homogenni soustavu rovnic s matici

101
B”(o 1 4)'
4

Obvyklym zptisobem zjistime, ze vektor v spliuje fz(v) = (0,0)7, pravé kdyz lezi v mnoziné {t- | 1| |t €
1
Zs}.
(d) Tentokrat standardné fesime soustavu rovnic tvaru Bx = (1,2)7 s maticovym zapisem

1 0 1 1 1 0 1 1
1 1 0 2 0 1 4 1/
Spoéitame jedno partikularni fegeni (1,1,0)7 a vyuzijeme vysledku (c), vidime, Ze v spliwje fz(v) = (0,0)7,

1 4
pravé kdyz lezi v mnoziné {| 1| +¢- (1| |t € Z5}. O
1

4.4. Definujme zobrazeni f4 : Q% — Q? piedpisem f4(v) = Av pro raciondlni matici A = (g Z)

a) Spocitejte jadro matice A,

(
(b) dokazte, Ze je fa bijekce,

)
)
(c) existuje-li, najdéte racionalni matici X, pro niz AX = I,

(d) existuje-li, najdéte matici B, pro niz plati fgo fa = fao fg =1d, tedy fp = f;l, kde je fg definovano
predpisem fg(v) = Bv.

(e) spocitejte soucin X - A.

(a) Jadro matice je pravé mnoZina vSech FeSeni homogenni soustavy rovnic s danou matici, tj. Ker A =
{x € Q%] Ax = 0}. Standardnim postupem v jediném kroku upravime matici A na odstupiiovanou

G3)-6 2)

a vidime, Ze matice levych stran neobsahuje zadny sloupec odpovidajici volné proménné, tudiz jediné reSeni
soustavy je trividlni a Ker A = {0}.

(b) Mame dokézat, ze je zobrazeni dané matici A prosté a na, tedy mame ukdzat, ze pro kazdy vektor
v € Q? existuje pravé jeden vektor x € Q2, pro ktery fa(x) = Ax = v. Opét tedy Fesime soustavy rovnic.
Uvédomime-li si, ze podle Véty 4.33 z prednésky je kazdé feSeni soustavy rovnic s matici A tvaru u + Ker A
pro néjaké partikuldrni feSeni, stac¢i pro ovéfeni prostoty zobrazeni zjistit, zda je jadro Ker A jednoprvkové.
To jsme ov8em uZ spocitali v tiloze (a). Navic jsme v (a) zjistili, Ze odstupfiovany tvar matice A neobsahuje
zadny nulovy radek, tedy pro kazdou pravou stranu v umime soustavu Ax = v vyresit. Tim mame ovéfeno,
7e je zobrazeni f4 prosté i na.

(c) Budeme postupovat stejné jako v tloze 4.2, tj fesime dvé soustavy rovnic se stejnou matici levych

stran
1 0
ax=(g) v = (1)

a hledanou matici (existuji-li obé& feSeni) sestavime ze sloupctit X = (x,y). Obé& soustavy pfitom upravujeme
spolecné v jedné rozsifené matici.

23 |10 -1 -1 1 -1 -1 -1 1 -1
3 4 |01 3 4 |0 1 o 1 |3 -2
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11 -1 1 10 -4 3
0 1 3 -2 0 1 3 =2)°
Postupné jsme odcitali druhy fadek od prvniho, pfi¢itali trojnasobek prvniho fadku ke druhému, vynasobili
—4

prvni fddek hodnotou —1 a odecetli druhy faddek od prvniho, abychom zjistili, ze X = < 3 _32 . V8imnéme

si, ze upravenim levé strany matice na jednotkovou znamend, ze uz nemusime dopocitavat sloupce matice
X, protoze se na levé strané upravené matice hledana matice X objevi.
(d) Vyuzitim definice zobrazeni fa a fp pro kazdy vektor v € Q? dostaneme

faofe(v)=fa(B-v)=A-B-v.

—4

polozime-li tedy B = X = < 3 _9

) , tj. vezmeme matici nalezenou v tiloze (c), obdrzime pro kazdé v € Q?

faofg(v)=A- X v)=(A-X) - v=L -v=v.
Tim jsme dokazali, Ze f4 o fg = Id. ProtoZe je f4 bijekce, vime Ze existuje f;l, proto
fat=fateld=fi"o(faofp)=(fi'ofa)ofp=1do fz = [,
proto i fgo fa =1d.

(e) PHimym vypoctem lze snadno zjistit, ze X - A = I5. Stejny zavér oviem plyne také z pozorovani tlohy
(d), ze fo fa=1d. O

4.5. Uvazujme matici B z tlohy 4.3.
(a) Najdéte vSechny matice X nad Zs, pro niz BX = I,
(b) najdéte vSechny matice Y nad Zs, pro niz YB = I;.

(a) Postupujeme obdobné jako v piedchozi tloze. Nejprve feSime soustavy rovunic se spole¢nou matici

levych stran Bx = <(1)> ,By = (?) :

1 01 1 0 1 01 1 0
1 10 0 1 0 1 4 4 1)°

Zpétnou substituci pro hodnotu treti proménné 0 ziskame dvé partikularni feseni soustav, které umistime

1 0
do sloupcii matice X = [ 4 1 |. Vyuzijeme-li jadro
0 0

4
KerB={t-[1]]|te€Zs}
1

nalezené v tloze 4.3, snadno popiseme mnozinu vSech matic X splhujici BX = I:

1 0 4s 4t 4s+1 4t
{ 4 1|+ S t |S,t€Z5}:{ s+4 t+1 |S,t€Z5}
0 0 s t S t

(b) Tentokrat muzeme bud pomoci transpozice a FeSeni soustav rovnic pfimocaie, byt ponékud tézko-
padné spocditat, Ze pozadované matice Y Zadna neexistuje, nebo lze zopakovat Gvahu tlohy 4.4(d). Kdyby
totiz matice Y existovala, muselo by pro indukované zobrazeni fy platit, Zze fy o fg = Id. Zobrazeni fg
ovSem neni prosté, tedy zadné zobrazeni g spliujici go fg = Id nemize existovat, tedy mnozina vSech matic
Y je prazdna O

4.6. Existuje-li, najdéte matici X spliujici

1 2 1
(a) | -2 =3 1] -X = I3 nad télesem racionalnich éisel,
2 4 3
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(b) @ 3) - X = I, nad télesem Zs,

- X = I, nad télesem Zs.

=)
— = O
— O = =

—

0

(a) Pocitame obdobné jako v tloze 4.4:

1 2 1 |1 0 0 1 21 1 00
-2 -3 1 |01 0)J~|O 1 3 2 1 0|~
2 4 3 |0 01 0 01 -2 0 1
1 20 3 0 -1 1 00 13 -2 5
~10 1 0 8 1 -3]~1(0 1 0 8 1 -3
0 0 1 -2 0 1 0 0 1 -2 0 1
-13 -2 5
Vidime, ze X = 8 1 -3
-2 0 1

(b) Opét upravujeme fadky rozsitené matice nad télesem Zs:

2 2 1 0 2 2 1 0 1 1 3 0 1 0 1 3
3 1 0 1 0 3 1 1 0 1 2 2 0 1 2 2
Postupné jsme 1) pficetli 1. fadek ke 2. (protoZe —3 = 2 v Zs), 2) vynasobili 1. ¥adek ¢islem 3 a 2. fadek
¢islem 2 (protoze 271 = 3 a 37! = 2 v Zs), 3) odecetli 2. fddek od 1. nebo ekvivalentné Fefeno piicetli
4-néasobek 2. fadku k 1. (protoze —4 =1 v Zj).
Nyni vidime, 7ze X = G ;) nad télesem Zs.
(¢) Postupujeme standardné, p¥i¢emz nejprve pficteme vSechny niZe poloZené ¥adky k prvnimu a poté
prvni fadek pricteme k nize polozenym radktm:

01 11 (1 000 1111 |1 111
101 1 |01 00 101 1 (01 0O
1101 |00 10 1101 (00 10
1 110 |00 01 1110 |00 01
11 11 j1 1 11 1000 |01 11
01 00 |1 011 01 00 (1 011
001 0 |1 101 0010 (1 101
0001 |1 110 0 001 (1 110
01 1 1
o 1s . {1 011
Spocitali jsme, 7e X = 110 1 O
1 110

4.7. Rozhodnéte, které z nasledujicich matic jsou regularni. K regularnim maticim najdéte jejich inverzni
matice.

a) B= 12 nad télesem raciondlnich ¢isel,
3 6
(b) C = (; i) nad télesem redlnych ¢isel a nad télesem Zs,

' _2+_ Z 3 i z) nad télesem komplexnich ¢isel.

nad télesem Zr,

O NN
UL O

=
)
I
/N
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(e) GT nad télesem Z;

Pottebujeme nejprve zjistit, zda odstupnovand matice kazdé ze uvedenych ¢tvercovych matic obsahuje ¢i
neobsahuje nulovy fadek. V prvnim pfipad€ jde o singularni a v druhém o regularni matici. Inverzni matice
potom pocitame stejné jako v prikladu 4.6.

. , 1 2 - . , -
(a) Jedinou tpravou dostaneme B ~ <0 0), tudiz matice B neni regularni.

o o . 1 2 . P ‘
(b) Opét jedinou elementarni Gpravou dostaneme, ze C' ~ (0 _5> nad télesem realnych cisel, coz

. . (. . .. , 1 2 .
znamena, ze je matice regularni. Nad télesem Zjs matici upravime modulo 5, tedy C' ~ (0 0) a matice C

je nad Zs singularni. Zbyva najit inverzni matici C' nad R:

12 |10 12 10 10 -5 2
3 1 (01 0 -5 -3 1 0 1 3 -1
.. o -1 2
Dostali jsme, ze C~1 =+ - <3 _1>.
(c) Postupujeme jako v (b) s vyuZitim aritmetiky komplexnich ¢éisel, béhem vypoctu pfitom zjistime, Ze
inverz existuje:
1+¢ 1 10 1+4¢ 1 1 0
2 3—4 (01 0 2 —1+4 1
G E D6
0 1 5 2 01 53
il 2—4i i—1
R M -1 _ 2 4 — 1
Spocitali jsme, ze D™ = % % > =1 <2i—2 9 )
(d) Pocitame tentokrat nad Zr:
124 (1 00 105 |0 01 100 (2 55
326 |01 0)]~[0 25 |01 4)J~10 1 0 |1 3 4
105 |00 1 0 2 6 |1 06 001 |1 6 2
2 55
Dostali jsme Gt = [1 3 4
1 6 2
(e) Tentokrat pouze vyuzijeme piedchozi vysledek a tvrzeni z piednagky, které ika, ze (GT)~! =
2 5 5\ (211
(GHT=11 3 4] =[5 3 6]. O
1 6 2 5 4 2

4.8. Napiste vSechny regularni matice z predchozi tlohy jako soucin elementarnich matic.

Vyuzijeme postup diikkazu Véty 4.66. Staci ndm tedy zaznamenat inverzni elementarni tpravy k tém,
které jsme provadéli pii prevodu matice na inverzni, do elementarnich matic:

Matici C' = (; ?) nad télesem redlnych cisel jsme prevedli na jednotkovou tak, ze jsme nejprve odecetli
trojnasobek prvniho fadku k druhému, poté vydélili druhy radek ¢islem —5 a nakonec odecetli dvojnasobek

druhého radku od prvniho. To znamend, ze

b )6 ) GG =6

proto hledané elementarni matice dostavame pienasobenim rovnosti zleva prislusnymi inverznimi elemen-
tarnimi maticemi, které jsou samoziejmé také elementarni:

(D)6 6 606 N6

V pripadé matice D = <1 ; ! 3 i ) nad télesem komplexnich ¢isel jsme postupné upravovali: 1) (1—1i)-
nasobek prvniho fadku jsme odecetli od druhého, 2) prvniho fadek jsme vyndasobili hodnotou ;7= a druhy
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radek hodnotou .l 3) L —nasobek druhého fadku jsme odecetli od prvniho. Nyni zbyva elementarni matice
opacnych elementarmch uprav sepsat do matic

(32)= 0L ) (0 ) 6 6 F)

4
Podobné pro matici G = 6 | nad télesem Z; staci zaznamenat provedené elementarni Gpravy
5

= )

2
2
0
do inverznich elementdrnich matic G

0 01
0 0
1 0

O W =
O = O

0 1 00 1 00 1 00 1 0 5 1 00
1 0 010 010 01 5 010 0 2 0
0 1 1 01 011 0 01 0 0 1 0 0 1
Kone¢né pro matici transponovanou ke G sta¢i transponovat cely soucin elementarnich matic, tedy G7 =
1 00 1 00 1 00 1 00 1 0 1 1 3 0 0 0 1
0 2 0 0 10 010 011 010 010 0 10
0 01 5 0 1 0 5 1 0 01 0 01 0 0 1 1 00

4.9. Rozhodnéte, pro kterd a z télesa je matice A, reguldrni a pro tato a spocitejte matici A, *.

(a) A, = <§ 8) nad télesem Zr,

(b) 4, = (1 2(1(1_ 1) nad télesem Q,

a 1 0
(¢) Au=[1 0 a] nad télesem Zs.
1 2 a

Budeme obvyklym zptisobem pocitat inverzni matice a pritom zaroven provedeme diskusi, pro ktera a

inverzni matice existuje.
2 a |10 3 0 (01 1 0 |0 5
3 0 |01 2 a |10 0 a |1 4

(a)
- . . . 1 0 5
Vidime, ze A, reguldrni, pravé kdyz a # 0 a tehdy A" = o=l g1

(b) Postupujeme stejné jako v (a):

1 a 1 0 1 a 1 0

a 2a—1 |0 1 0 2a—1-ad? —-a 1
Tentokrat je zfejmé matice A, reguldrni, pravé kdyz 2a — 1 — a? = —(a — 1)% # 1, tedy pravé kdyz a # 1.
Pro a € Q\ {1} pokrac¢ujeme v tpravach:

(]. a 1 0 ) 1 0| (ii?% ﬁ
~ -1 ~ a _
U I ey A U B s S

1-2a a
s 5 -1 _ _1
Zjistili jsme, ze A7" = @17 < a 1

(c) Nejprve si v8imnéme, Ze pro a = 0 je posledni sloupec matice nulovy, tedy matice Ag je singuldrni.
Déle uvazujme jen a € Zs \ {0}:

a 1 0/1 0 O 1 0a |01 0 1 0 a 0 1 o0
1 0 al0O 1 O)~11 2 a 0 0 1|~1(0 2 0 0 4 1|~
1 2 a|0 0 1 a 1 0 1 0 O 0 1 4a? 1 4a O
1 0 a 0 1 0 1 0 O a~t 3a ' 27!
~10 1 0 0 2 3] ~10 1 0 0 2 3 ~
0 0 402 |1 4a+3 2 0 0 4a? 1 4a+3 2



a ' 3071 2¢7!

Nyni snadno dopocitdme, ze A;1 = [ 0 2 3 | proa€ Zs\ {0}. O
4 a+2 3
a? a? a?

4.10. Spocitejte souiny redlnych matic
(a)23‘1_13 1 -1 ) _210_34‘1
11 2 0 -1 2) 1 o 2 3 )

(a) Oznacme A = G i’) aB = (; 8 _11 _21> Rozsifime-li matici A o matici B a budeme-

li vzniklou matici (A|B) upravovat stejné jako v predchozich tlohdch takovymi elementdrnimi tpravami,
abychom vlevo obdrzeli jednotkovou matici, snadno nahlédneme, Ze

(A|B) ~ A™' - (A|B) = (|A7'B),

w

Tedy vpravo dostaneme hledany souc¢in A~ B. Poéitejme:

23 |13 1 -1 11 (2 0 -1 2
11 (2 0 -1 2 23 |1 3 1 -1

1 1 2 0 -1 2 1 0 5 -3 —4 7
0 1 -3 3 3 =5 01 -3 3 3 -5)°
-1
... (2 3 13 1 -1\ (5 -3 -4 7
Spocitali jsme, Ze (1 1> . (2 0 -1 2 ) = (_3 3 3 _5>' =
2 0 3 4
(b) Ozna¢me C = | -1 3| aD= (2 3> Vyuzijeme-li Tvrzeni 4.20 a 4.65, dostaneme (C - D~1)T =
1 2

(D~HT . CT = (D)1 . CT, a proto mizeme postupovat stejnym zpiisobem jako v bodu (a), oviem pro
soucin transponovanych matic v obradceném poradi:

3 2 (2 -1 1 12 8 |8 —4 4 3 2 2 -1 1
4 3 |0 3 2 12 9 |0 9 6 0 1 -8 13 2
(3 0 18 =27 -3\ (1 0 6 -9 -1
0 1 -8 13 2 01 -8 13 2 /)°
6 -9 -1 6 8
Zjistili jsme, Ze (DT)l-CT:< >,apr0toC-D1: -9 13]. O
-8 13 2
-1 2
4.11. Existuje-li, najdéte LU rozklad redlné matice:
9 9 1 1 2 2 1 =2
(a)A:<4 9>, byB=-4 -1 1]}, (¢)C=[-2 2 3|,
2 5 -1 2 7 2
2 000
31 21
(d) D = 1 1 1 3
0 0 0 3

(a) VSimnéme si, Ze stali provést jedinou elementarni tpravu tietiho typu, abychom z matice A dostali

. .. (2 2 . L . ;o . T
odstupiiovanou matici (O 5 |+ coz mizeme zapsat v maticové podobé pomoci nasobeni zleva piislusnou

(03)=(%9G59

1
. C oy , . 1 1 . . f g .
Uvédomime-li si, ze inverzni matice <_2 (1]> = <2 ?) je rovnéz dolni trojihelnikova s jednotkami na

elementarni matici:

-1
diagondle a prendsobime-li vySe uvedenou rovnost zleva matici ( 9 1) , dostédvame

GG R=6) ()-8

19



2 1 0 5
(b) I tentokrat budeme matici B upravovat elementarnimi Gpravami. Pfislusné apravy si budeme pama-
tovat a poté si je prepiSeme v maticovém zapisu jako soucin elementarnich matic:

odkud vidime, ze LU rozklad matice A je A = (1 0) : (2 2).

1 1 2 1 1 2 11 2
B=1-4 -1 1]~103 9]~(03 9 =U.
2 5 -1 0 3 -5 0 0 -14

Pfi upravovéni jsme nepotiebovali pFehazovat fadky (ani ndsobit fddek nenulovym skaldrem), tedy dostali
jsme Lg...L1B = U, kde L; jsou vSechno elementarni transformacni matice odpovidajici pficteni vyse
polozeného radku k rddku nize polozenému:

1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 1 2 1 1 2
0o 1 O0)J-{0 1 O0)-{4 1O0}-{-4 -1 1|=103 9
0 -1 1 -2 0 1 0 01 2 5 -1 0 0 —-14

Matice L; jsou ziejmé dolni trojihelnikové s jednotkami na diagondle a okamzité vidime, ze soucin L =
Lit...L. " rovnéz dolni trojihelnikovd matice s jednotkami na diagonéle. Navic B = LU. Tudiz jsme
nasli LU rozklad matice B. Vidime, zZe soucin matic Li b L,;l obsahuje na pfislusnych pozicich hodnoty
jednotlivych elementarnich matic (tj. i-ty fadek a j-ty sloupec, ¢ > j, obsahuje hodnotu ¢;;, pravé kdyz jsme
béhem Gaussovy eliminace odecitali od i-tého fadku matice B a c;;-ndsobek jejiho j-tého fadku):

1 0 0 1 0 0 10 0 1 00
L=|{-410]={-410]-{0 1 0}J-{0 1 0
2 11 0 01 2 01 011

Nasli jsme tedy (jednozna¢né ur¢eny) LU rozklad

1 1 2 1 00 11 2
-4 -1 1 |=1-410 03 9
2 5 -1 2 11 0 0 —-14

Vsimnéme si, ze vyslednad matice L obsahuje na ¢-tém fadku a j-tém sloupci pravé opacnou hodnotu k
nasobku, jimZ jsme nésobili j-ty faddek pii jeho pFi¢itdni k i-tému sloupci béhem elementarnich aprav (tedy
béhem Gaussovy eliminace). To, Ze se jednéd o obecny zptisob, jak nalézt dolni trojihelnikovou matici LU
rozkladu matice ukazuje diukazu Véty 4.69 z prednasky a na témze misté je ukazano, ze horni trojihelnikova
matice LU rozkladu je pravé odstupnovana matice, kterou ziskame Gaussovou eliminaci.

(c¢) Tentokrat budeme postupovat jako v dikazu Véty 4.69, tedy sta¢i gaussovsky upravovat matici C' a
piislusné (opacné) hodnoty sestavovat do matice L:

2 1 -2 2 1 -2 2 1 -2
—2 2 3|~(03 1]~(0 3 1],
2 7 2 06 4 00 2

kde jsme postupné odecetli 1) —1-nasobek 1. fadku od 2., 2) 1-ndsobek 1. ¥adku od 3. a 3) 2-ndsobek 2.
radku od 3. Tedy dostavame tedy LU rozklad

2 1 -2 1 00 2 1 =2
-2 2 3 |=|-110})-10 3 1
2 7T 2 1 21 0 0 2
(d) Opét upravujeme Gaussovou eliminaci matici D:
2 0 00 2 000 20 0 O
31 2 1 01 2 1 o1 2 1
1 11 3 01 1 3 0 0 -1 2
0 0 0 3 0 0 0 3 00 0 3

Provedené Gpravy zaznamendme do matice L a dostaneme hledany LU rozklad

2.0 00 1000y /20 0 0
31 21| [2 100 (01 2 1
1113‘%110 00 -1 2
000 3 0001/ \oo 0o 3
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4.12. Pomoci LU rozkladu redlné matice A = [ =2 2 3 | spoditejte vSechna feSeni soustavy rovnic

Ax = y pro vektor pravych stran y = (-3,2,—1)T.

Méme-li LU rozklad matice A = LU a uvazujeme-li nehomogenni soustavu rovnic Ax* = yT, potom
miizeme Glohu rozdélit na dva jednodussi tkoly, najit nejprve feseni soustavy Lz' = yT a poté soustavy
Ux"' = 2. V obou piipadech poéitdme s trojihelnikovymi maticemi, takze pfi vypo¢tu uz jen dosazujeme,
aniz musime matice jakkoli dale gaussovsky upravovat.

1 0 0 2 1 =2

LU rozklad matice jsme uz spoc¢itali: A = [ -1 1 0 0 3 1 |].Potom pro pro vektor pravych
1 21 0 0 2
stran y = (—3,2,—1) spocitdme nezndmé z = (z1, 22, z3) pfimou substituci z; = y; = —3, déle —1z; + 20 =

3422 =y2 =2, tedy 2o = —1 a konetné z3 = -1 —-1-(-3) —2- (1) =4.
Nyni po&itadme soustavu UxT = zT a tentokrdt tedy postupujeme zp&tnou substituci: 2z3 = z3, tedy

23 =2, dale oy = =112 3L i

=—laxz = 5

4.13. Existuje-li, najdéte LU rozklad matic:

9 9 2 1 2
(a) A= (1 4> nad télesem Zs, (b) B=[3 1 4| nad télesem Zj,
1 0 3

(¢) B nad télesem Z~,

Postupujeme v 4.11 s pocitanim v télesech Zs a Zr7, tedy gaussovsky upravime matici na matici U a
prislusné hodnoty sepiSeme do matice L:

2 2 2 2 (. 2 2\ (1O 2 2
(a) <1 4> ~ (0 3> a dostavame LU rozklad <1 4> = <3 1) . (0 3>
(b)

2 1 2 2 1 2 2 1 2
31 4] ~10 2 1)]~(0 2 1
10 3 0 2 2 0 0 1
1 00 2 1 2
Spocitali jsme LU rozklad matice B= |4 1 0] |10 2 1] nad télesem Zs.
311 0 0 1
(c)
2 1 2 2 1 2 2 1 2
31 4] ~10 3 1 0 3 1
1 0 3 0 3 2 0 0 1
1 00 2 1 2
Spocitali jsme nad Z; LU rozklad matice B= |5 1 0 0 3 1]. O
4 1 1 0 0 1
1 1 2 2
4.14. Pro redlnou matici A = _21 _11 _02 } ovérte, ze nema LU-rozklad, najdéte permutacni matici
2 2 -1 1

P tak, aby matice PA méla LU rozklad a ten spocitejte.

Budeme matici postupné upravovat Gaussovu eliminaci, tj. budeme kanonickym zplsobem, pouzivat
pouze prehazovani fadka a pri¢itani ndsobku vyse polozeného k nize polozenému faddku. Oba typy uprav
budeme zaznamenévat (pravy sloupec jen ¢isluje fadky):

1 1 2 2 |1 11 2 2 |1 11 2 2 |1
1 -1 -2 1 |2 0 0 0 3 |2 0 -1 -4 -3 |3
2 1 0 1 (8|7 lo -1 -4 =3 (3] l0o 0o -5 -3 |4
2 2 -1 1 |4 0 0 -5 -3 |4 0 0 0 3 |2
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Tedy permutacni matice, kterou potiebujeme zménit ptivodni matici A, odpovida permutaci fadka zachycené

1 0 0 0
. C 0 010 o . . R L
v pravém sloupci, ¢ili P = 000 11 Ptvodnim transformacim typu pfic¢teni vySe polozeného radku
01 00
1 0 0 O
. . , . ; -1 1 0 0 , o TR .
k nize polozenému odpovidala matice L' = 5 0 1 o™ ale musime adekvatné matici P, jako jsme
2 0 01

to udélali i v prubéhu dikazu Véty 5.4, zménit polohu upravovanych radki, takze dostavame LU rozklad
matice PA:

1 0 00 1 1 2 2 1 0 0 0 1 1 2 2
0 010)f-1 -1 =21} |2 10O 0 -1 -4 -3
o000 1)f2 1 o0 1) |2 010 0 0 -5 -3
01 00 2 2 -1 1 -1 0 0 1 o 0 0 3
O
4.15. Existuje-li, najdéte nad télesem Zs3 vSechny matice X splnujici
1 2 1
(a‘) <1 1 0) 'X2127
1 2 1
(b)X-(l 2 0>_13.
(a) Pocitame obdobné jako v Glohéch 4.2 a 4.6:
12 1 (10 12 1 (10 101 |2 2
11 0 (01 0 2 0 |21 01 0 |1 2
242s 242t
Nyni zpétnou substituci snadno zjistime, ze X € { 1 2 | s,t € Zs}.
s t

(b) Nyni bud miZeme zjistit, Ze hledand matice X neexistuje, stejnymi prostiedky jako v pfedchozi tloze,
nebo si vSimneme, ze otazka je ekvivalentni podmince

1 0 0
ee=|0],ea=[1],e3=[0] € fur (Zg)
0 0 1
kde A = (i ? (1)> a zobrazeni fr : Z2 — 73 je ddno piedpisem fr(v) = AT v. Oviem fr(Z2) je prévé

fadkovy vektorovy prostor matice A, tedy ma (nejvyse) devét prvki, zatimco podprostor, ktery by obsahoval
v8echny vektory e;,es,es by musel obsahovat vSechny jejich linedrni kombinace, tedy vSechny vektory
vektorového prostoru Z3, tedy 27 riiznych vektort, coz neni mozné. Pozadovand matice tudiz neexistuje. [

4.16. Najdéte ¢tvercovou matici A nad télesem T fddu n spliwjici podminky A2 = I,, a A # I,,, jestlize

(a) Ctvercové matice ¥adu 1 odpovidaji prvkim téles, tedy se ptame, kdy a®> = 1 a a # 1 nad redlnymi
¢isly. Okamzité vidime, ze podminku spliiuje pouze matice (—1).

(b) V dloze ndm muZe pomoct geometricky nahled. Uvazime-li matici zobrazeni fa, hleddme takové
zobrazeni, kterd jsou sama k sobé inverzni. Ta ovSem snadno najdeme mezi symetriemi, napiiklad osova
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soumérnost podle osy x ¢i y nebo soumérnost podle priiseciku os jsou zobrazeni sama k sobé inverzni. Nyni

sta¢i nahlédnout, ze A, = <(1) _01> je matici soumérnosti podle osy x, A, = <_01 ?) je matici soumeérnosti
-1 . ., . . s w1 Y :
podle osy y a A, = 0 _1> je matici soumérnosti podle po¢dtku soufadnic, a Zze A2 = Af/ =A2=1.

(¢) V tomto p¥ipadé nam sice geometrickd predstava chybi, ale algebraické diivody ukazuji, Ze pfedchozi

priklady matic
1 0\ (10 -1 0\ (4 0 -1 0\ _ (4 0
0 -1/  \0 4)° 0 1/ \0o 1)’ 0 -1/ \0 4)°

i nad télesem Zs spliuji podminku A% = I,. Poznamenejme oviem, Ze existuji i dalsi matice spliwji A2 = I,

v . 2 2
napiiklad matice (1 3>
(d) Tentokrat miZzeme pouZit geometrickou avahu z (b), abychom si uvédomili, Ze osové soumeérnosti s

maticemi

1 0 0 -1 0 O -1 0 O
0 -1 0|, 0o 1 0], 0 -1 0},
0 0 -1 0 0 -1 0 0 1
symetrie podle rovin uréenych dvojici os s maticemi
10 O 1 0 O -1 0 0
01 0], 0 -1 0}, 0o 1 0],
0 0 -1 0 0 1 0 01
-1 0 0
stejné jako stfedova symetrie s matici | 0 —1 0 | nasi podminku splhuji.
0 0 -1
(e) Nad télesem Zs plati, zZe —1 = 1, tedy Gvahu z (b) vyuzit nemiZeme. Pfesto napiiklad matice
01 11
1 011 . . 2 o
H = 110 1]% tlohy 4.7(h) podminku H* = I, spliwje. O
11 10

4.17. Najdéte aspon 4 realné ¢tvercové matice A fadu 3, aby 42 = A a A # L.

Podobné jako v predchozi tloze mize vyuzit geometrického nahledu. Uvézime-li matici zobrazeni fyu,
hleddme geometrickd zobrazeni, kterd se dvoji aplikaci nezméni. Takovou podminku spliuji jisté kolmé
projekce na rovinu ¢i pfimku, matice projekci na rovinu urcenou dvojici os jsou potom tvaru

0 0 0 1 00 100

010}, 0 0 0], 01 0],

0 0 1 0 0 1 0 0 O
zatimco matice projekci na osy jsou

1 00 0 0 O 0 0 O

0 0 0}, 01 0], 0 0 0

0 0 O 0 0 0 0 01

O

4.18. Mé¢jme redlnou matici M = G g) fadu n > 1. Najdéte piiklady (nekoneéné mnoha) matic, které s
M komutuji.

Uvédomime-li si, ze je skalarni nasobeni komutativni, dostaneme tfidu matic ¢y = (S 2 ) pro , které
ziejmé komutuji se viemi maticemi. D8le pfipometime, ze M -dM ' = ¢I, = dM ! - M. Tedy matice dM ~!
pro kazdé d € R komutuje s M, vezmeme-li ¢ = 6d snadno spocitame, ze s M komutuji matice (Ei 200 >
pro kazdé ¢ € R.
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Daéle pro kazdé pfirozené n mdme M- M™ = M =M™ M a M- (M=) = (M=t = (M=) M,

tedy matice M™ i (M~1)" s M komutuji. O
A1 0 ... 0
0 X 1 0
Pripomenme, ze Jordanova butika je matice tvaru J, =
0 0 A1
0 0 0 A
4.19. Je-li J, Jordanova bunka fddu n nad obecnym télesem, dokazte, ze
D T An I
I N O N PSS
B=1: A z !
0 0 D U () Dt

0 0 0 Ak

kde definitoricky polozime (f))\ffr =0pror > k.

Postupujeme indukci. Pro k = 1 tvrzeni ziejmé plati. Predpokladejme, Ze vzorec plati pro k a dokazme
ho pro k + 1. Budeme nasobit JA™ = J, - J§ =

T L 1 R (L P
0x 1 ...0 0 AR (NESL (R ARn2
00 ... x 1] lo o AR (e
0 0 A 0 0 0 AE

MEL(() DN () + DM ((F) + (A
0 plas’ (%) + DAk s (GE) ()N
0 0 . AR+ ((5) + 1)AF
0 0 0 pan

N P o PP e P

0 Aft1 (lerl)Ak o (f:é)/\k—n-i-B

0 0 N AR (’“J{i)/\’“

0 0 0 pLass

kde jsme vyuzili zndmého vztahu (f) + (Tfl) = (kj:l) O

4.20. Spocitejte A™ pro

3 10
(a) n=45a A= [0 3 1] nad télesem R,
0 0 3
1 £ 0
b) n=45aA= {0 1 L] nad télesem R,
3
0 0 1
&8 1 0 0
(c)n=13a A= g g 51; (1) nad télesem Zj3.
0 0 0 8
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(a) Pouzijeme vzorecku odvozeného v tloze 4.19:

31 0\ /3% 45.3% 990.38
A% =0 3 1| =0 38 45.34
00 3 0 0 345
310
(b) Vsimnéme si, 2eA:%- 0 3 1], proto
00 3
L (310 4 | (3% 45.3% 990-3% 1 15 110
AP = — |0 3 1| =0 3% 45.3%|=(0 1 15
3 \o 0 3 3 0 0 345 00 1

(c¢) Uvédomime-li si, ze pro kazdé prvoéislo p a prirozené ¢islo r < p je nad télesem Z, hodnota kombina-
¢niho &sla (7) = #LT)I =0 (mod p) a spocitame-li 8'% = 8 (mod 13) (Mal4 Fermatova véta ndm dokonce
obecné fika, 7ze AP = A (mod p) pro kazdé A € Zq3 \ {0}), dostavame diky 4.19

13

8 1 0 0 8 0 0 0
qps_ |08 1 0] _fo8 o0
00 8 1 00 8 0
000 8 000 8

5 Vektorové prostory a linearni nezavislost

5.1. Rozhodnéte, zda vektor a) (1,1,4)T a b) (4,1,1)T lexd v podprostoru U = LO{(1,4,3)7, (3,1,1)T}
vektorového prostoru Z3 nad télesem Zs.

Ptame se, zda existuji hodnoty z,y € Zs, které fesi vektorovou rovnici = - (1,4,3)7 +4-(3,1,1)7T = v,
tedy chceme zjistit, zda existuje feSeni soustavy 3 rovnic o 2 nezndmych (pro kazdou soufadunici dostavéme
jednu rovnici) s maticemi, které snadno upravime na odstupiiovany tvar.

2)

1 3|1 31 1 1
4 11| ~ 4121~ |0 3
3 1/4 2|1 0 0

OO =W

1
0
0
Vidime, Ze feSeni soustavy existuje a vektor (1,1,

proto (1,1,4)% € U.
b)

4)T je line4rni kombinaci vektord (1,4,3)7, (3,1,1)7,

1 3|4
4 1|11] ~
3 1|1

O O =

311 1 3
4101 ~(0 1
24 0 0

= O =

Tentokrét soustava zjevné feseni nemé, tedy (4,1,1)T ¢ U. O

5.2. Rozhodnéte, zda je podprostorem redlného linedrniho prostoru R® mnozina vektoru:

2

@ {lz+y]|lz,yeR}, b)) {lz+1]]|z,ye R} (c) {|[2¢]]|xeR},
2y 2y x
0 T 0
@ {|-z|lzeR}, (@, () {{z+y||z,yeQ} (g {{0]}
T 2y 0

Ve v8ech tlohdch mame rozhodnout, zda dand mnozina je ¢i neni uzaviena nasobeni realnym skalarem
a na s¢itani. Negativni odpovéd tedy ovéiime tak, Ze najdeme dvojici vektori z mnoziny, jejichz soucet v
mnoziné nelezi nebo vektor z mnoziny, jehoz néjaky skaldrni nédsobek v mnoziné nelezi. Pozitivni odpovéd
miizeme ovérit primocare tak, ze pro dvojici vektorti u a v mnoziny a skalar a ukazeme, ze u+ v a au opét
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v dané mnoziné lezi. My obvykle zvolime radéji rychlejsi argumentaci vyuzivajici fakt, ze linedrni obaly jsou
podprostory, kdy ukazeme, Ze je dand mnozina linedrnim obalem néjakého systému vektort.

x 1 0 1 0
(a) Ano, protoze {[z+y | |z,ye R} ={z |1 ]| +y[1]|2z,yeR}=LO{[1],]1]}.
2y 0 2 0 2
0 0 0 T
(b) Ne, nebot vektor | 1| lezi, zatimco vektor | 2| =2 | 1] nelezi v {| 2+ 1| | z,y € R}, protoze
0 0 0 2y
T 0
jak snadno zjistime rovnice | z4+ 1] = | 2 | nemé zadné feSeni.
2y 0
4 x> 4 2 z2
() Vidime, 7e [ 4| € {[ 2z | | z € R} ovéem kdyby rovnice 3 4| = | 2| = | 2z | méla FeSeni, pak
2 T 2 1 T
by 12 = 22 = 2, coz je spor. To znamen4, ze mnozina neni uzaviena na nasobeni a tudiZz neni podprostorem.
0 0
(d) Ano, nebot {[ —z | | € R} =LO{[ -1} }.
T 1
1 T 1
(e), (f) Ne, protoze 7 [ 0 | nelezi v Q3 ani { | z+y | | z,y € Q}, ackoli | 0 | v obou podmnoZzinéch lezi.
0 2y 0
0
(g) Ano, protoze {| 0 ]} = LO 0.
0

5.3. Rozhodnéte, zda mnozina X generuje vektorovy prostor Z: nad télesem Zs, jestlize X =

1\ /3 1\ /3| /4 1\ /3\ /4
@3], 2/HG 3], 2] (3])h@{[3].12]).[3]}
3/ \4 3/ \4) \2 3/ \4) \1

Ptame se, zda kazdy vektor y vektorového prostoru Z2 lze napsat jako linedrni kombinaci vektorti

(a)

1 3 1 3

{ 3) ,| 2]}, tedy zda mé feSeni soustava |3 2| x = y. Na to mé ov8em matice pfili§ mélo sloupct,
3 4 3 4

tedy dané vektory celé Z2 negeneruji.

1 3 4
(b) Obdobné jako v (a) fe$ime otdzku, zda m4 soustava |3 2 3 | x =y feSeni pro kazdy vektor y.
3 4 2

2

O W w

1 3 4 1 4

Upravime-li matici posloupnosti elementarnich aprav |3 2 3 0 1], vidime, Ze odstupniovany
3 4 2 0 0

tvar matice obsahuje nulovy radek, tudiz existuje vektor pravych stran y, pro ktery soustava nebude mit

feseni. Opét jsme zjistili, Ze dané vektory celé Z3 negeneruji.

1 3 4 1 3 4
(c) Obdobné jako v (b) upravujeme tentokrat matici [3 2 3| ~ [0 3 1], kterd je ziejmé regu-
3 41 0 0 4
1 3 4
larni. Ke kazdému y najdeme feSeni soustavy [ 3 2 3 | x =y, coz znamena, Ze dané posloupnost vektort
3 41
generuje celé Z3. O

5.4. Rozhodnéte, zda je v vektorovém prostoru Z2 nad télesem Z; vektor v linedrni kombinaci vektort

1 2 4 6 0 1 1
mnoziny = s s , jestlize v = (a s , (€ R . V pripade, ze ano,
2 6 1 0 6 0 6

urcete koeficienty této linedrni kombinace.
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1 2 4
5 o, . . 3 15 . fo . ..
Resime tlohu, kterou mizeme pro matici A = 3 o 1| Vieitz sloupcich jsou pravé vektory mnoziny
2 6 1

X, zapsat rovnici Ax = v. Resime tedy ¢tyfi nehomogenni soustavy rovnic se stejnou matici levych stran
A, proto celou tlohu miZeme Fesit pomoci jediné rozsifené matice:

1 2 4|6 0 1 1 1 2 4|6 0 1 1 1 2 4|6 0 1 1
31 56 6 0 6 0 2 0/2 6 4 3 01 0/1 3 25
30 1/2 20 2] 1o 1352 46| o0 346 21
2 6 1/0 6 0 6 0 2 0/2 6 5 4 0 0 0[0 0 1 1

Odtud vidime, Ze alohy (c) a (d) nemaji feSeni, tedy vektor dany vektor nelezi v linearnim obalu. Pro alohy
(a) a (b) zjevné existuje pravé jedno feSeni soustavy, tudiz dané vektory jsou linedrni kombinaci, jejichz

1 0
koeficienty spocitame z dané soustavy zpétnou substituci: (a) | 1|, (b) | 3 O
6 2

5.5. Rozhodnéte, zda je mnozina U podprostorem aritmetického vektorového prostoru Zi nad télesem Zs,
jestlize
(a) U={(0,0,0
(d) U ={(0,0,0
(e) [U| =6, (f) [U] =125, (g) U =19,

(a) Protoze (0,0,0)7+(0,0,0)" = (0,0,0)” a ¢(0,0,0)” = (0,0,0)” pro kazdé t € T, je podle Tvrzeni 5.6
z prednéasky mnozina {(0,0,0)?} podprostorem Zg.

(b) Vidime, ze (1,2,3)T + (1,2,3)T = 2(1,2,3)7 = (2,4,1)T ¢ U, proto podle Tvrzeni 5.6 U neni
podprostorem.

(c) Je-li u = (uy,us,us) nenulovy vektor, potom mnozina LOu} = {au| a € Zs} obsahuje pravé tolik
riznych vektord,kolik prvka obsahuje téleso Zs. Proto ¢tyiprvkovy podprostor (ktery by nutné obsahoval
nenulovy vektor) nad télesem Zs nemuize existovat.

(d) Snadno pomoci Tvrzeni 5.14 z ptednasky nahlédneme, ze U = LO{(1,2,3)”}, tedy se jedni o
podprostor.

(e) Kdyby existoval Sestiprvkovy podprostor nad télesem Zs, pak obsahoval néjaky nenulovy vektor u a
pak jesté jeden vektor v € U\ LO u}. Podle Tvrzeni 5.26 by mnozin {u, v} byla linedrné nezavisld, a proto
by vektor 2u ¢ LOu} U {v}, coZ je spor s pfedpokladem |U| = 6. TudiZ zadny Sestiprvkovy podprostor nad
télesem Zs neexistuje.

(f) Vsimneme-li si, Ze 125 prvkii mé cely aritmeticky prostor Z3, vidime, ze U = Z2 je podprostorem Z3.

(g) Prazdna mnozina sice trividlné spliuje podminku uzavienosti na operace, ale za podprostor ji nepo-
vazujeme. O

)T}, (b) U ={(0,0,0)",(1,2,3)"}, (c) |U] =4,
)

5.6. Dokazte, ze mnozina komplexnich ¢isel C tvori s obvyklym s¢itdnim a nasobenim vektorovy prostor
nad télesem redlnych cisel R.

Je tfeba zcela primocare ovérit platnost axiomatiky vektorového prostoru. Pfitom vime, ze C je se
sc¢itanim a nasobenim téleso, odkud okamzité dostdvdme asociativitu a komutativitu sc¢itani, stejné jako
existenci nulového vektoru (0). Protoze r(c+d) = re+rd pro vSechna komplexni r, ¢, d plati tato rovnost i v
piipadg, Ze zvolime r € R. Stejny argument ukazuje, %e pro kazdé r,s € R a ¢ € C mame (r + s)c = rc+ sc
a (rs)c = r(sc). Konetné ziejmé lc = c. O

5.7. Rozhodnéte, zda je posloupnost vektort X ve vektorovém prostoru V linedrné zavisla ¢i nezavisla,

jestlize

= ((1,0,2,1)7, (2,0,1,1)7, (1,0,1,-1)T) a V = Q*,
(LT, (L,0)T,(3,4)7) a V = Z2,

=((1,1,2)7, (2,0,)T, (2,1, 1)T) a V = Z3,

3—-14,2+3i) aV =C nad télesem R,

(
(
(
(
(3—1,2+43i) a V = C nad télesem C,
(

X
X
X
X =
X
X

2+ x4+ 1,22 4+ 22,2° + 2) a V = R[] nad télesem R.
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(a) Stadi zjistit, zda existuje (a v takovém pripadé pujde o linedrné zavislé vektory) ¢i neexistuje (coz by
znamenalo, Ze dané vektory by byly linedrné nezéavislé) netrividlni feseni vektorové rovnice

z - (170727 1)T +Z2 - (2707 ]-7 ]-)T + 3 - (1707 ]-7 _1)T = (0107070)

Ulohu pfevedeme na otazku, zda existuje jednoznaéné (tedy pouze trividlni) feSeni homogenni soustavy
rovnic s matici A:

1 2 1 1 2 1 1 2 1
A |00 o] o -3 -1 |01 2
121 1 0o -1 -2 0 0 5
1 1 -1 0 O 0 0 0 O
Z upravené soustavy dostdvdme jednoznacné fefeni z; = xo = x3 = 0, tedy vektory (1,0,2,1)7,

(2,0,1,1)7, (1,0,1,—1)T jsou linedrné nezévislé.
1 3
1 0 4
genni soustavu s alespon jednim volnym sloupcem. Proto existuje netrividlni feSeni homogenni soustavy s
takovou matici a posloupnost vektort je linedrné zavisla.
(c) Podobné jako v (a) se ptame, zda existuje netrividlni feSeni homogenni soustavy rovnic s matici
1 2 2 1 2 2 1 2 2
1 0 1).Protoze [1 O 1]~ |0 1 2], vidime, ze existuje netrividlni feSeni homogenni soustavy
2 11 2 11 0 0 O
s touto matici, a proto je posloupnost vektori linearné zavisla.
(d) Dokazujeme podle definice a pfedpoklddame, ze 0 = a(3 — i) + b(2 + 3i) = (3a + 2b) + (—a + 3b)i.
Potom z redlné i imaginarni ¢asti dostavame jednu linearni rovnici nad R:
3a + 2b =0 3 2
—-a + 3b =0 -1 3
pouze trividlni feSeni. Tim jsme ovSem dokézali, ze je dvojice 3 — i, 2 + 3¢ nad R linedrné nezavisla, tedy
jde o bazi C nad R.
(e) Uvazujeme posloupnost 3 — ,2 + 3i jako vektory nad C, pak vidime, ze

(b) Tentokrat nemusime nic poéitat, protoze matice ( >, do niz sepiSeme vektory urcuje homo-

a feSime homogenni soustavu s matici , kterd je zjevné regularni, proto ma

2-{—32"(3_2-):(34_22')-(3—@.)7

2430 =
+t3=5 10 T 10

coz znamena, ze je posloupnost X linearné zavisla.
(f) Podobné jako v (d) uvazujme redlnou linearni kombinaci polozenou rovnu nulovému polynomu:

0= (2> +2+Da+ (2> +22)b+ (2* +2)c =2%(a+ b +¢c) + 2(a +2b) + (a+ 2¢) = 0.

Protoze polynom je nulovy, jsou-li jeho koeficienty nulové, dostavame soustavu rovnic

a + b 4+ ¢ =0
a + 2b = 0.
a + 2¢ = 0
1 11
Snadno zjistime, ze matice této homogenni soustavy [ 1 2 0] je singularni, tedy existuje jeji netrivialni
1 0 2
feSeni a posloupnost X je proto linedrné zavisla. O

5.8. Najdéte néjakou bazi podprostoru U aritmetického vektorového prostoru T nad nad télesem T, jestlize
(a) U ={(0,0,0,0)T} pro libovolné téleso T,
(b) U = T* pro libovolné té&leso T,

)
)
(¢) U=L0{(1,0,2,1)7,(2,0,1,1)7,(1,0,1,-1)T} pro T = Q,
)
)
)

2,1,1,1

( )7 ( ) (
(d) U=L0{(2,1,1,1)7,(4,2,1,3)7,(3,4,3,0)T, (1,3,4,2)T} pro T = Zs,
(e) U =L0{(2,0,3,4)7,(3,3,1,2)7,(3,1,1,2)T} pro T = Zs,
(f) U =L0{(1,1,3,6)T,(5,5,1,0)7,(3,3,2,6)"} pro T = Zs.
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(a) Protoze podprostor {(0,0,0,0)”} generuje prazdna posloupnost, je pravé prazdna posloupnost §) baze
U.

(b) Snadno nahlédneme, Ze bazi celého aritmetického vektorového prostoru 7 tvoif naptiklad kanonicka,
baze, tedy posloupnost sloupcovych vektorii obsazenych ve sloupcich jednotkové matice.

(¢) Protoze mnozina X = {(1,0,2,1)7,(2,0,1,1)7,(1,0,1,—1)7} podle definice generuje U a v ptredcho-
zim prikladu jsme dokazali, Ze jde o linedrné nezavislou mnozinu aritmetickych vektortd, tvori mnozina X
bazi U.

(d) Seradime si vektory generujici podprostor U do ¥adkd matice, jiz upravime na odstuphovanou, a
vyuzijeme tvrzeni z prednésky, kterd nam rikaji, Ze nenulové fadky matice tvoii linedrné nezévislou generujici
mnozinu vektori:

— O N
W B N =
= QO =
N O W
W k= N =
I N Y
L = =
O W =N
oo O~
OO O W
— O W
= O NN
SO O =
SO O W
OO W
O O NN

Zjistili jsme, 7e posloupnost ((1,3,4,2)7,(0,0,3,2)7) je baze podprostoru U. Zavérem poznamenejme, Ze
U =ImA.

(e) Stejné jako v (d) si podprostor U vyjadiime jako fadkovy vektorovy prostor jisté matice B, kterou
upravime na odstupiovany tvar:

2 0 3 4 2 0 3 4 2 0 3 4
B=13 31 2)]~10 3 4 1]~{0 3 4 1
31 1 2 01 4 1 0 01 4

Tedy napiiklad posloupnost ((2,0,3,4)7,(0,3,4,1)7,(0,0,1,4)T) tvoii bazi podprostoru U = ImB.
(f) Opét upravujme matici do jejiz fadku jsme sepsali generujici vektory podprostoru U:

11 3 6 11 3 6 11 3 6

5 5 1 0]~|0 00 5]~(0 0 0 5

33 2 6 0 0 0 2 00 0O
Vidime, 7e bazi U tvoif napiiklad posloupnost ((1,1,3,6)7,(0,0,0,5)7). O
5.9. Spocitejte dimenzi podprostora z predchozi dlohy.

Podle definice stac¢i spocitat poc¢ty vektora baze, kterou jsme nasli v predchozim piikladu:

a) dimU =0,

(a)

(b) dimU =4,
)

(

(¢) dimU = 3,
d) dimU =2,
(e) dimU = 3,
(f) dimU = 2.

5.10. Najdéte néjakou béazi podprostort vektorového prostoru redlnych polynomt R[z] nad télesem R:
) U = {p e Rls] | degp <3},
(b) Uy =LO {2? +z + 1,2 + 22,2% + 2},

) Us =LO{x + 1,2 —2,2% —x + 3,2% + 1}.

(a) Snadno nahlédneme, Ze podprostor vSech polynomil stupné nejvySe tii generuje mnozina B =

, . 3 ; s 3 PR . .

{1,z,2% z3}. Navic podminka Y ;_,a;z" = 0 ¥ik4, ze polynom Y ;_, a;z’ ma viechny koeficienty nulové,
tedy ag = --- = ag = 0, tedy mnozina B je linearné nezavisla, a tudiz baze U, .
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(b) Pfipomeiime, Ze na minulém cviceni jsme spocitali, ze je mnozina {22 +x +1, 2> + 2z, 2% +2} linedrné
zavisla,protoze pro linearni kombinaci poloZenou rovnu nulovému polynomu:

0= (2> +2+Da+ (2> +22)b+ (2* +2)c =2%(a+ b +c) + 2(a +2b) + (a + 2¢) = 0.
111
dostavame homogenni soustavu linedrnich rovnic s matici [ 1 2 0| a nezndmymi a,b, c. Konkrétné
1 0 2

2 4+2=2.- (2" +z+1) - (2* + 22).

To znamend, ze LO {z? +z+1,2% + 22,22 +2} = LO {22 + 2z +1, 2% 4+ 22}. Nyni uz snadno stejnou tivahou
zjistime, Ze je mnoZina {z? + x + 1,22 + 2z} linedrné nezdvisl, tedy se jednd o bazi daného podprostoru
Us.

(c) V8imnéme si, Ze podprostor Us je ¢asti podprostoru Uy, a proto miizeme kazdy polynom jednozna¢né
napsat jako linedrni kombinaci polynomt B = (1,z,z% 2°). Pro kazdy z polynomi Z?:o a;x’ si zapisme
do tadku matice aritmeticky vektor (ag,...,a,)? (takovému vektoru budeme brzy fikat vektor soufadnic
vzhledem k bézi B) a hledejme bézi fddkového vektorového prostoru této matice:

1 1 00 1 1 00 1000
2 1 0 0 0 3 00 010 0
3 -1 10| 7o -4 10[7]0010
1 0 10 0 -1 10 00 0 0

Odtud vidime, 7e kazdy z ptivodnich polynomt dostaneme linedrni kombinaci polynomii {1,z,z?} a Ze
linedrni obaly LO{x + 1, — 2,2% — x + 3,2% + 1} = LO {1, z,2?}, tedy mnozina {1, x, 2%} baze Us. O

5.11. Najdéte néjakou bazi a urcete dimenzi C jako vektorového prostoru nad télesem R.

Protoze C = {a+0bi| a,b € R}, okamzité vidime, 7e posloupnost 1,4 generuje C nad R. Pfedpokladame-li,
7ze a-1+b-i =0 pro néjaka redlna a,b € R, pak nutné a = b = 0, ¢imz jsme ovérili, ze 1,7 je baze C nad R,
tedy dimg(C) = 2. O

5.12. Rozhodnéte, zda dvojice komplexnich ¢isel 3 —i, 2+ 3i tvori bazi vektorového prostoru C nad télesem
R.

Diky tomu, Ze jsme v pfedchozim piikladu spocitali, ze dimg (C) = 2, stadi zjistit, zda je dvojice 3 — 1,
2+ 3¢ linedrné nezavisla nebo generujici, zbyvajici vlastnost je totiz podle disledkem kazdé z nich. Ukazeme
napiiklad, Ze jde o linedrné nezavislou mnozinu. Jestlize 0 = a(3 — ) + b(2 + 3i) = (3a + 2b) + (—a + 3b)i,
tedy z redlné i imagindrni ¢asti dostavadme jednu rovnici:

3a + 2b =0

« , . 2 o
a Tesime homogenni soustavu s matici ( , kterd ma zjevné hodnost 2, tedy

—a + 3b =0 -1 3
pouze trividlni feSeni.
Tim jsme dokazali, ze je dvojice 3 — i, 2 + 3i linedrné nezavisla, tedy jde o bazi C nad R. O

5.13. Vyberte z posloupnosti X = ((2,1,1,1)7, (4,2,1,3)T, (3,4,3,0)T, (1,3,4,2)7), resp. Y = ((2,0,3,4)7,
(1,3,1,2)7,(1,0,1,2)7) baze podprostorit U = LO X, resp. V = LO Y aritmetického vektorového prostoru
Z3.

Nejprve si v8imnéme, %e uz jsme v Piikladu 5.8(d),(e) béze U i V hledali. Neslo oviem o baze vybrané.
Vyuzijme tedy spocitanych dimenzi a hledame dvouprvkovou linedrné nezavislou mnozinu v U, tedy dvojici
vektort, které nejsou svymi nésobky, coz ziejmé splituje naptiklad dvojice vektort (2,1,1,1)7,(3,4,3,0)"
nebo (3,4,3,0)7, (1,3,4,2)7 a tifprvkovou generujici mnozinu U, jiZ je ziejmé celé Y. O

5.14. Vyberte z posloupnosti
X =((2,4,0,1,4)7,(4,3,0,2,3)",(1,2,3,4,0)7,(3,1,1,1,2)",(4,3,4,0,2))

bézi podprostoru U = LO X vektorového prostoru Z2 nad télesem Zs.

Pottebujeme si uvédomit, které vektory z daného seznamu jsou linedrni kombinaci predchozich. Serfadime
si tedy vektory do posloupnosti a budeme zjistovat, které vektory jsou linearni kombinaci predchozich ¢lent
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posloupnosti. Nejprve si tedy sefradime vektory do fadk matice, ¢imz méme danu posloupnost vektord, a tu
budeme upravovat Gaussovou eliminaci dokud neziskame odstupnhovanou matici. Jedna se tedy o posloupnost
elementarnich Gprav, kdy k niZe polozenym fadkdam pfic¢itame vyse polozené radky, pripadné nelze-li néjakym
fadkem upravit nize polozené fadky, pak takovy vektor) vyménime z niZe poloZzenym vektorem prehazujeme
nasob tvar. Pritom si fadky ptivodni matice oznac¢ime fimskymi ¢islicemi a budeme zaznamenévat vSechna
prehazovani fadkd a staéi zjistit, kterym rfadkdm piavodni matice odpovidaji nenulové fadky Gaussovy
matice.

Poznamenejme, ze je podstatné, abychom nemeénili poradi téch vektort, pomoci nichz jsme upravovali
vSechny nasledujici, tj. téch rddkt matice, které uz jsme pouzili k eliminaci néasledujicich. Takovy fadek
uz totiz odpovida vektoru, ktery je linedrné nezavisly na ptredchozich a jeho pripadnéd zdména za néktery
z nasledujicich vektor pro néj samoziejmé podminku linedrni nezavislosti na predchozich fadcich nemusi
zachovat. V daném ptipadé nejprve pricteme vhodné nasobky prvniho fadku k ostatnim a poté prehodime
druhy a treti fadek, jimz stejnym zpusobem vynulujeme paty a Sesty radek:

2 4 01 4 1 2 4 01 4 ] 2 4 01 4 ]
4 3 0 2 3 1 00 0 0O 1 00 3 1 3| qdu
1 2 3 4 0| w|~]00 31 3| @wi|~[0O0O0O0O0 0
31 1 1 2 v 001 2 1| 4w 0 0 0 0 0] 4w
4 3 4 0 2 v 0 0 4 3 4 v 00 0 0O v

Ukazalo se, ze fadek ii je nasobkem fadku i a fddky iv a v jsou linedrni kombinaci fadkd i a iii. Naopak
fadek iii neni linedrni kombinaci fadku i. Hledanou bazi tvoii napfiklad prvni a treti vektor posloupnosti

2 1
4 2
X, tedy posloupnost (| 0],]3])- O
1 4
4 0

5.15. Dopliite linedrné nezévislou mnozinu B = {(2,4,0,1,4)7,(1,2,1,0,3)7} na bézi aritmetického vekto-
rového prostoru Z2.

Ptipomenme, Ze se fadkovy vektorovy prostor matice nezméni, upravime-li ji posloupnosti elementarnich
radkovych Gprav. Seradime-li vektory mnoziny B do fadkG matice, kterou upravime na odstuphovanou

matici, vidime, ze
o2 40 1 A\ (2 40 1 4\
LOB_Im(<1 2 1 0 3>) _Im(<0 01 2 1>)

Nyni snadno doplnime matici na odstupnovanou ¢tvercovou matici, jejiz vSechny fadky jsou nenulové, na-
piiklad vektory standardni baze (i-ty pfiddme, pravé kdyz i-ty sloupec matice neni bazovy) a pfitom si
vSimneme, ze:

2 4 0 1 4 2 4 0 1 4 2 4 0 1 4
01 000 0 01 21 1 210 3
0 01 2 1f{~f0 1 00 O0O|~|0 1 00 O0f=4
000 10 000 1O 000 10
000 01 000 01 000 01
Z¥ejmé mé fddkovy prostor matice A dimenzi 5, proto je roven Z2. Tedy mnozina {(0, 1,0,0,0)%, (0,0,0,1,0)%,

(0,0,0,0,1)T} dopliiuje mnozinu B na bézi Z2. O

5.16. Ovéite, ze B = ((1,4,3)7, (3,1,1)T) je baze podprostoru U = LO{(1,4,3)7, (3,1,1)*} vektorového
prostoru Z2 nad télesem Zs a najdéte soutadnice vektoru (1,1,4)7 vzhledem k béazi B.

Okamzité z definice vidime, ze posloupnost B je linedrné nezavisla, tedy jde o bazi U. Nyni hledame
hodnoty =,y € Zs, které fesi vektorovou rovnici z - (1,4,3)T +y-(3,1,1)T = (1,1,4)7, kterou jsme fesili uz
v minulé Gloze. Zbyva tedy zpétnou substituci dopocitat (jednoznatné) FeSeni:

1 3|1 1 3|1
4 1(1]~1(0 1|3
3 1|4 0 00
3

Spoditali jsme, ze soufadnice (1,1,4)” vzhledem k bazi B jsou <z> = <2) O
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1 2 1

5.17. Rozhodnéte, zda je posloupnost vektortt M = (| 0|, | 1], | 1]) baze vektorového prostoru Q3 nad
2 1 1

télesem Q.

Podle pozorovani 5.61 z prednasky staci ovérit, zda je posloupnost linedrné nezavisla ¢i zda generuje cely

1 0 2
prostor Q° a to nastavd pravé tehdy, kdyz je matice A = [2 1 1] regularni. Budeme tedy matici A
1 11
upravovat:
1 0 2 1 0 2 1 0 2
21 1] ~10 1 -3]~]0 1 -3
1 11 01 -1 0 0 2
Zjistili jsme, ze M je bazi Q3. O

5.18. Najdéte soutadnice vektoru v vzhledem k bazi M z predchoziho prikladu, jestlize

0 2 4
(a) v=10 (by v=1|1 (c) v=11
0 1 3
a 1 2 1
Hledame aritmeticky vektor [vlpy = [ 0 |, abyv=a |0 ]| +b[1] +c | 1], tedy budeme poéitat Feseni
c 2 1 1
nehomogenni soustavy rovnic:
0 0
(a) Prov=[0] zfejmé [v]py = | O
0 0

0
(b) Tentokrét je vektor v jednim z bézovych vektort baze M, proto bez pocitani vidime, Ze [v]y = (1
0
1 2 1 4
(¢) Nyni obvyklym zptsobem spocitdme jednozna¢né feSeni nehomogenni soustavy s matici {0 1 1 |1
2 1 1 3
1
Zjistili jsme, 7e [v]pr = | 2 |. O
-1

5.19. Ovéite, Ze je posloupnost polynomt P = (z? +x — 1,2% + 2z + 2,22? — x + 1) béze podprostoru
U= {p e Rjz] | degp < 2} vektorového prostoru redlnych polynomt R[z] nad télesem R a spoditejte
soufadnice polynomu 4z vzhledem k bazi P.

a
Opét hleddme aritmeticky vektor [4z]p = [ b |, ktery spliuje rovnici
c

a(z® +x— 1) + b(z? + 22 + 2)c(22> —z + 1) = 4=,

1 1 2 0
ktery vede na nehomogenni soustavu rovnicsmatici | 1 2 —1 |4 |, jejiz sloupce tvori praveé souradnice
-1 2 1 0

polynomt vzhledem k bazi (2%, z,1) podprostoru U). Zarovei si v§imnéme, 7e béhem jejiho feSeni zjistime,
zda jsou polynomy P linearné nezavislé. To nastane pravé tehdy, bude-li matice levych stran regularni:

1 1 2 0 1 1 2 0 1 1 2 0 1 0 0 1
1 2 -1 (4|~|0 1 -3 [(4]~]0 4 0 |4]~[0 1 O 1
-1 2 1 0 0 3 3 0 0 1 1 |0 0 01 -1
1
Zjistili jsme, Ze posloupnost P tvoii bézi U a ze 4z]p = | 1 |. O
-1
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5.20. Najdéte néjakou bézi podprostoru U = LO{(3,1,4,2)7,(2,3,5,1)7,(1,5,6,1)7} aritmetického vek-
torového prostoru Z2 a doplite ji bazi celého prostoru Zs.

31 4 2
I tentokrat muzeme vyuzit Dusledku 5.23 o fadkovém vektorovém prostoru matice M = [ 2 3 5 1],
1 5 6 1

pro niz plati, ze U = ImM7. Nejprve standardni cestou upravime matici M na matici odstupiiovanou:
31 4 2 31 4 2 31 4 2
23 5 1]~{0 00 2)]~10 0 0 1]=N.
1 5 6 1 0 0 0 3 0 0 0O

Vidime, Ze baze ImnM” = ImNT = U je tvofena napiiklad nenulovymi fddkovymi vektory odstupiiované
matice N. Tedy {(3,1,4,2)7,(0,0,0,1)T} je bdze U. Nyni uz postupujeme stejné jako v piedchozi tloze,
doplnime nenulové fadky matice N pomoci vektorti standardni baze, abychom dostali odstupnovanou re-

31 4 2 0 0 3 0
(. .. 10 1 0 O . 1 0 _ 1 0 -
gularni matici 001 0l Tudiz posloupnost ol 1 dopliiuje posloupnost 4l o] 2 bazi
0 0 01 0 0 2 1
celého Z31. O

1 3 3 1
5.21. Uvazujme dvé posloupnosti vektora M = ([ 2],[2))aN=({0],|3]) v vektorovém prostoru
4 1 3 3

Z32 nad télesem Zs.
(a) Ovéite, ze je posloupnost M béze podprostoru LO M,
(b) dokazte, ze N C LO M,

(c) spocitejte souradnice vektori posloupnosti N vzhledem k bazi M,

)
)
(d) ovéite, ze N tvoii bazi podprostoru LO M.
(
(

a) Stadi si v8imnout, Ze jeden z vektord neni nasobkem druhého.
) Ptame se, zda jsou vektory z posloupnosti N linedrni kombinaci vektort z posloupnosti M, to

1 3| 3 1 3] 1
znamena, ze se ptame, zda existuje feSeni soustav rovnic s maticemi |2 2| 0] a |2 2| 3. Tuto
4 1] 3 4 1| 3
1 3] 3 1
tlohu mazeme pomoci Frobeniovy véty preformulovat na otdzku, zda jsou hodnosti matic | 2 2| 0 3
4 1| 3 3
1 3
a |2 2] stejné, tedy podle (a) rovnd dvéma. To zjistime ovSem standardné Gaussovou eliminaci
4 1
1 3] 31 1 3] 31 1 3] 3 1
2 2 0 3] ~10 1] 4 1)~|0 1] 4 1],
4 1| 3 3 0 4/ 1 4 0 0] 0 O

protoze je hodnost matice 2, plati, ze ze N C LO M.
(¢) Nyni méme najit feSeni soustav s maticemi uvedenymi v bodé (b). Obé pfitom upravujeme stejné,
proto pocitdme obvyklym zptsobem s vyuZitim aprav v (b):

1 3] 31 1 3] 31 10
2 2 0 3|]~10 1 4 1] ~10 1
4 1| 3 3 0 0] 0O 0 0
Stejné jako v 5.18 jsme zjistili, ze [| 0 | s = all3|]lm= (1)
3 3
(a)

(d) Stejnou tvahou jako v bodu (a) nahlédneme, Ze je posloupnost N linedrné nezévisla, proto jde podle
(c¢) o bazi podprostoru LOM. O
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5.22. Ovéite, ze (3 — 51,1 — 2i) tvoii bazi vektorového prostoru komplexnich ¢isel C nad télesem realnych
C¢isel R.

Protoze K = (1,i) je zfejmé baze C nad R, stali pfejit k soufadnicovym vektorim [3 — 5i]x = <_35>

all—2)g = <_12> a u nich obvyklym zpiisobem nahlédnout, ze jde o bazi aritmetického vektorového

D Sy . 1 -
prostoru ]RQ, t). vSimnout s1, Ze je matice ( ) regularni. O]

-5 -2
5.23. Najdéte matice prechodu:

(a) [Id]%, a [1d]5?, kde B = (<%> , <§)) a K, je kanonické béze v vektorovém prostoru R? nad télesem

(b) [1d}3; a [Id]%, kde N a M jsou béaze z tlohy 5.21,
M 1 0 . 2 1\, . ‘ 2 .
’ - ’ - ) 3.
(c) [Id]3, kde N = ( 1 1 k bazi M = ( 1 1 ) jsou béaze Z3 nad télesem Z

(d) [1d]% a [Id]¥, kde K = (1,4) a L = (3 — 5i,1 — 2i) jsou baze C nad télesem R.

(a) Postupujeme-li podle definice, vidime, Ze soufadnice vektord vzhledem ke kanonické bazi jsou ty-
téz vektory a protoze matice [Id]ﬁ2 obsahuje ve sloupcich pravé souradnice vektord baze B vzhledem ke

kanonické bézi, stai do sloupeit prepsat bazi B. Tudiz [1d]E, = @ ;)

Provedeme-li stejnou tivahu jako na prednésce, potfebujeme najednou vyfesit dvé soustavy rovnic s
11

matici levych stran [Id]Z, = (2 5

) a s vektory pravych stran z baze K». Tedy postupujeme stejné jako

pri hledani inverzni matice.

1 1 1 0 11 1 0 10 3 -1
2 31 01 0 1] -2 1 0 1] -2 1

Spocitali jsme, ze [Id]}> = ([Id]%)~! = <_32 _11>

(b) Protoze jsme v 5.21(c) nasli soufadnice vektort baze N vzhledem k bazi M, staci je sepsat do sloupct,
abychom dostali [Id]}; = 31 i’ .

Obdobnou avahou jako v tloze (a) tentokrat oviem v soufadnicich zjistime a obvyklym zptisobem spoci-

-1
1 3 4 3
‘ 5 M _ Ny—1 _ _

tame, ze [Id]y = (Id]3;) ' = <4 1) = <4 4>.

(¢) Postupujeme-li podle definice , potfebujeme vyfesit maticovou rovnici [Id]}2 - X = [Id]¥, kde X je
pravé hledané matice piechodu [Id]¥ Stac¢i ndm tedy zndmym zpiisobem spoéitat

= )= (2 1) (5 )= (0 )
3

(d) V tloze 5.22 jsme uréili soufadnice vektort béze L vzhledem ke K, proto [Id]% = <_ 5 _12> Nyni

zbyvéa podobné jako v (a) a (b) nahlédnout a dopocitat, ze [Id]¥ = ([Id]L) ! = (_25 _13> O

1 2
5.24. Urcete nad télesy R a Zs hodnost matice A = |2 1 a matice AT a dimenze prostori ImA,
1 4

w = W

ImA7, Ker A, Ker AT.

Podle tvrzeni z prednasky a definice plati, Ze rankA = dimImA = dimImA7 a tvrzeni o hodnosti a
nulité matice typu n x m ik, ze dim Ker A = m —rank(4), Ker A7 = n —rank(A). Upravujme tedy matici
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posloupnosti elementarnich Gprav nejprve nad télesem R:

1 2 3 1 2 3 1 2 3
21 1] ~(0 -3 -5]~101 O
1 4 3 0 2 0 0 0 -5

Zjistili jsme, Ze nad télesem R plati, Ze rank(A) = 3, a proto
rank(A) = rank(A7) = dimImA = dim ImA” = 3.

Potom
dimKer A = 3 —rank(4) =3 — 3 =0,dim Ker A7 = 3 — rank(A”T) =3 -3 =0.

Podobné ur¢ime hodnost A nad télesem Zs:

1 2 3 1 2 3
21 1)]~]10 10
1 4 3 0 0 0

Tedy nad télesem Zs je rank(A4) = rank(A?) = dimImA = dimImAT = 2 a Ker 4 = Ker AT = 3 —
rank(4) =3-2=1. O

5.25. Najdéte nad télesem Zs béze prostorit ImA, ImA”, Ker A, Ker AT pro matici A z pfedchozi tilohy.

7 odstupnovaného tvaru matice

1 2 3 1 2 3
21 1] ~(0 10
1 4 3 0 0 0
1 0 2
Okamzité vidime, ze | 2 |, | 1 | je baze ImA” a snadno spo¢itdme bazické feseni | 0 | homogenni soustavy
3 0 1

s matici A, tj. bazi Ker A. Pro nalezeni baze Ker AT fadkové upravime A7

1 2 1 1 21
2 1 4] ~(0 2 2
31 3 0 0 0
1 1 0
Zpétnou substituci najdeme bézi [ 4 | prostoru Ker AT, Zaroven vidime, Ze baze ImA je napiiklad | 2 |, | 2
1 1 2
(nebo kterdkoli jina dvojice linedrné nezavislych vektori tohoto prostoru). O

5.26. Je-li podprostor U = LO{(2,4,0,1,4)7,(1,2,1,0,3)"} vektorového prostoru Z2 nad télesem Zs,
najdéte bazi néjakého takového podprostoru V, aby U+ V =72 a UNV = {0}.

Uvézime, ze jsme tlohu fakticky vyie§ili v Ptikladu 5.15 Nejprve polozme V = L0O{(0,1,0,0,0)%,
(0,0,0,1,0)7,(0,0,0,0,1)T} (tedy V je podprostor generovany témi vektory, jimiz jsme (2,4,0,1,4)7,(1,2,1,0,3)7
doplnili na bazi). Potom zfejmé UVV = Z2. Bud ddle w € UNV, tedy existuji takové prvky a,b,c,z,y € Zs
, Ze

w=2-(24,014"+y-(1,2,1,0,3)" =a-(0,1,0,0,0)* +b-(0,0,0,1,0)" +¢-(0,0,0,0,1)7,
proto

a-(0,1,0,0,0) +b-(0,0,0,1,0) +c-(0,0,0,0,1) — z - (2,4,0,1,4) —y - (1,2,1,0,3) = 0

Protoze je vSech pét vektort linearné nezavislych, dostdvame piimo z definice linearni nezavislosti, ze a =
b=c=x =y =0, tedy w = 0. Dokazali jsme, ze bazi hledaného podprostoru V je tedy naptiklad
posloupnost vektort ((0,1,0,0,0), (0,0,0,1,0), (0,0,0,0,1)). O

5.27. Rozhodnéte, zda lze nad télesem raciondlnich ¢isel prevést posloupnosti elementarnich fadkovych

, . oo (1 23 (10 -1 (1 0 -1
aprav matici A na matici B, jestlize A = (1 1 1> a(a) B= (1 9 1 ) (b) B = <1 3 5 >
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(a) Protoze jde o matice stejného typu, mame rozhodnout, zda fddkové vektorové prostory obou matic
splyvaji, tedy zda A = IB. Vytvorime-li matici C' jako matici obsahujici postupné vSechny fadky matice
A i matice B, sta¢i ndm zjistit, zda rank(A) = rank(B) = rank(C'). Okamzité pfitom vidime, 7e rank(A4) =
rank(B) = 2. Zbyva standardnim zpiisobem urcit hodnost matice C:

1 2 3 1 0 -1 1 0 -1
11 1 01 2 01 2
10 =17 10o2 4|10 o0 1
1 2 1 0 2 2 00 0

Zjistili jsme, Ze rank(C') = 3, tedy SA # SB a matici A nelze prevést posloupnosti elementérnich fadkovych
Uprav na matici B.

(b) Postupujeme-li obdobné jako v (a), zjistime, %e h(A) = h(B) =2 a
1 2 3 1 0 -1 1 0 -1
O = 1 1 1 01 2 01 2
11 0 -1 0 2 4 00 o0}’
1 3 5 0 3 6 0 0 O

tedy i h(C) = 2. Matici A proto lze pfevést posloupnosti elementarnich fadkovych uprav na matici B.
Vsimnéme si, Ze jsme také mohli postupovat p¥imo, t.j. uvédomit si, Ze oba faddkové vektory (1,0, —1) a
(1,3,5) matice B dostaneme jako linedrni kombinaci fddkovych vektorii matice A. O

5.28. Rozhodnéte, zda lze nad télesem raciondlnich ¢isel prevést posloupnosti elementarnich fadkovych

, oo (123 .o (1.0 -1
uprav mat1c1A—<1 1 1> namat1c1B—<1 3 5).

3 3 2 6 4
5.29. Najdéte redukovany odstupniovany tvar matice M = |5 5 0 2 1| nad télesem Z;.
2 2 5 3 4

Nejprve obvyklym zptisobem matici M upravime na odstupfiovanou matici a poté upravime odstupino-
vanou matici tak, aby bazové sloupce byly pravé vektory standardni baze:

113 2 6 113 2 6 1106 3
M~|0 0 6 6 6/]~[0 0 11 1)]~]0 0 1 1 1
0 0 6 6 6 000 0O 000 00O
110 6 3
Spocitali jsme, Ze je matice [0 0 1 1 1] redukovanym odstupfiovanym tvare matice M O
000 0O

5.30. Urcete dimenzi priniku podprostortt U a V racionalniho vektorového prostoru @3, je-li

1 1 1 -1
u=10{|2].{0]} v=rvo|1}.,([-1]}.
1 2 0 1
11 1 -1
Snadno zjistime, Zze dimU = rank(|{2 0]) = 2, dmV =rank(|{1 -1|) =2 a dim(U + V) =
1 2 0 1
111 -1
rank([2 0 1 —1]) =3, protojediky Vété o dimenzi sou¢tu a priniku podprostorti (5.98) dim(UNV) =
1 2 0 1
dimU+dimV —dim(U+ V) = 1. O
1 0 0 1 0 0
. 1 2 0 2 1 0 .
5.31. Jestlize U = LO { b }aV =LO{ NI } podprostory vektorového
1 1 2 1 1 2

prostoru Z3 nad télesem Zs, spocitejte dimenze a najdéte béze podprostort U, V , U +V, UNV.
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Nejprve snadno zjistime, Ze posloupnost B = ( ) je linedrné nezdvisla, tudiz baze U a

—
N O
N = OO

podobné je posloupnost C' = ( ) linedrné nezdvislé, a proto baze V. Protoze 3 < dim U +

=N N =
=N = O
NN = OO

V < 4, staci si v§imnout, ze vektor e; = + lezi v U+ V. To znamené, ze U+ 'V obsahuje

— o oo
N = OO
[CRCR=-N=

¢tyfprvkovou linedrné nezéavislou posloupnost B U (e4), a proto dim U + V = 4. Nyni zbyva pouzit Vétu
5.98, abychom zjistili, ze

dim(UNV)=dimU+dimV —-dim(U+V)=3+3-4=2.

Pfi pocitani dimenzi jsme zjistili, Zze je B baze U, déle C je baze V a napiiklad kanonicka baze je bazi
U-+V =173

Zbyva najit bazi U N V. Hleddme tedy vSechny vektory, které lezi zaroven v U i ve V, coz si opét
vyjadiime rovnici:

1 0 0 1 0 0
U TP 2 IS 2 I -3 I 8 I ¢
T 1 T2 1 T3 1= Y1 D) Y2 D) Y3 9 |-
1 1 2 1 1 2
kterou opét upravime na
1 0 0 2 0 0 0
oo 12 e 19 e 2 o (2] 2 (0] 2 |0
Tl TR T T TR T ] T o
1 1 2 2 2 1 0
Znovu pocitame vSechna feSeni homogenni soustavy s matici:
100 2 00 100 2 00
D= 1 2 01 2 0 02 0 2 2 0
1111111 01 1 2 11
11 2 2 2 1 01 2 0 2 1
100 2 00 100 2 00
0202 20 0202 20
001 101 0O 01 10 1]
00 2 2 11 00001 2

Nyni obvyklym zptisobem spoéitame najit bazi podprostoru Ker D, naptiklad bazi (1,2,2,1,0,0)7, (0,2,2,0,1,1)7.
Zjistili jsme, ze:

1 1 0 0 1 0 0
2 1 2 0 2 1 0
Sl=1- 2 |l +2 =2 5] +o |4 +0 |5
1 1 1 2 1 1 2
a
0 1 0 0 1 0 0
1 1 2 0 2 1 0
o T B N e R B B YR O NS 5 O B
0 1 1 2 1 1 2
Tudiz vektory (1,2,2,1)7 a (0,1,1,0)7 lezi v podprostoru UNV. Kone¢né si uvédomime, Ze libovolné fegeni

soustavy lze napsat ve tvaru

a - (172727 l,O,O)T +as - (07252a07 17 l)T = ((11,20,1 + 2(12,2@1 + 20,2,0,1,0,2,0,2)T,
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kde a1, ay € Zs, proto lze kazdy vektor z priniku vyjadrit:
ar - (1, 1,1, D)7 + (2a1 + 2as) - (0,2,1,1)T + (2a; + 2a5) - (0,0,1,2)T =
=aa - (1727 27 1)T +as - (07 ]-7 170)T'

1 0
Tim jsme zjistili, ze kazdy vektor z podprostoru U NV lze napsat ve tvaru aj - ; + as - } , tedy
1 0
1 0
posloupnost ( ; , } ) podprostor U NV generuje. Zjevné se jednd o posloupnost linedrné nezavislou,
1 0

tedy jde o bazi priniku. Neni pfitom tézké si uvédomit, ze vysledné vektory budou jisté linedrné nezavislé,
jestlize jsme hledali jejich soutadnice vzhledem k bazim prostort U a V.

Zavérem si jeSté vSimnéme, ze jsme soustavu nemuseli dopocitavat, nebot nam stacilo najit souradnice
béze FeSeni odpovidajici proménnym y; (tj. posledni 3 soufadnice) nebo z; (tj. prvni 3 soufadnice). O

5.32. Najdéte nenulovy redlny polynom stupné (nejvyse) 2, jehoZ kofenem je komplexni ¢islo 3 — i.

Staci kdy?z uvazime, Ze jsou vektory (3 —i)° =1, (3—i)! =3 —i a (3 —14)? = 8 — 6i nad t&lesem R nutné
linedrné zavislé, tedy existuje trojice (ag,a1,as) € R?\ {(0,0,0)}, pro niz ag + a1 (3 — i) + az(8 — 6i) = 0.
Obdobnou tivahou jako v predchozim piikladu zjistime, Ze potiebujeme vyfesit homogenni soustavu s matici

1 I I ” . . .
<0 _31 _86> . Snadno zjistime, Ze feSenim je napiiklad trojice (ag, a1, as) = (10, —6, 1), proto je komplexni
¢islo 3 — i kofenem polynomu z? — 6z + 10. O

5.33. Najdéte vSechny redlné polynom stupné nejvyse 2, jejichz kofenem je komplexni ¢islo 3 — .

V predchozi Gloze jsme si uvédomili, ze kazdy takovy polynom odpovidd feSeni homogenni soustavy
linedrnich rovnic s matici typu (2,3) hodnosti 2. ProtoZe je mnozina vSech feSeni podprostor dimenze 1, jsou
hledané realné polynomy tvaru rz? — 6rz + 10r pro libovolné redlné r € R. O

5.34. Dokazte, Ze je mnozina Q[v/2] = {a + b3/2 + cV/4| a,b,c € Q} podprostor racionalniho vektorového
prostoru R a navic, ze a - f € Q[v/2] pro kazdé o, B € Q[V/2].

Staci pro libovolné d, a1, as, by, bs, c1,c3 € (Q nahlédnout, Ze
(a1 + b1\3[2+ C1\3/41) + (a2 + b2\3[2+ 02\3/41) = (a1 +a2) + (b1 + bg)\:;/i"r (01 + Cg)\a/i € Q[\a/i]
a dale, ze
d(ar +b1V2 + 1 V4) = day + dby V2 + dey VA € Q[V/2)]
a konecné, ze (ay + b1V/2 + c1V4) - (ay + ba¥/2 + e V/4) =

= (a1a2 + 2b102 + 201b2) + ((11b2 + b1a2 + 20102)\3/54- ((L102 + cras + b1b2)\3/41 c Q[%]

5.35. Najdéte nenulovy racionélni polynom stupné (nejvyse) 3, jehoZ kofenem je redlné ¢islo 1 — 2.

Uvazujeme stejné jako v tloze 5.32. Opét si viimneme, ze dimg(Q[V/2]) < 3, proto jsou vektory (1 —
V20 =1, (1-V2)' =1-¥2, (1 -¥2)2=1-272+V4a (1 - /2)% = -1 - 32+ 374 nad télesem Q

linearné zavislé. Najdeme tedy opét netrividlni feseni vektorové rovnice
ap +ay(1 = V2) + ay(1 = 2V/2 + V4) + as(—1 — 3V/2 + 3V/4) =0,
kterd vede na homogenni soustavy linedrnich rovnic s matici

1 1 1 -1
0 -1 -2 -3
0 0 1 3

Vidime, Ze feSenim je &tvefice (ag,a1,as,as) = (1,3, —3,1), tudiz je &slo 1 — /2 kofenem polynomu z°® —

322 + 32 + 1. O
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6 Linearni zobrazeni

4 1 2

6.1. Necht f : Z2 — 72 je zobrazeni dané piedpisem f(v) = <1 5 3

> -v. Rozhodnéte, zda jde o linearni
zobrazeni.

Na prednasce jsme si uvédomili, ze diky Tvrzenim 4.18 a 4.20 zobrazeni dané nasobenim sloupcového
vektoru (tedy matice typu (n,1)) matici spliuje axiomy linedrniho zobrazeni, tedy

Alu+v)=Au+ Av a A(r-u)=r-A(un)
pro kazdé u,v € Z3 ar € Zs. O

Oznacujme K,, kanonickou bazi libovolného aritmetického vektorového prostoru 7" nad télesem 7" a jeji
i-ty vektor e;.

6.2. Najdéte matici linedrniho zobrazeni f z ptfedchozi tlohy vzhledem

(a) ke kanonickym bézim K3 a K,

1\ /1\ /1
(b) kbézi B=(|1],[1],[0])aK,,
1/ \o/ \o

(©) kbéziBaC:((g) , (g)

(a) Podle definice nejprve potiebujeme zjistit souradnice vektort f(e;) vzhledem ke kanonické bézi

prostoru ZZ:
el = 1(1)le = (7).

el = 1(3) 1 = (3)
el = 1(3) 1 = (3)-

Nyni zbyva soutadnicové vektory usporadat do sloupcti matice linedrniho zobrazeni vzhledem ke kanonickym
e, (41 2)
bazim [f]} = <1 9 3> = A.

(b) Opét postupujeme podle definice a dostdvame soutadnice
1
4 1 2 2

[£(

[£(

OO = O = =
OO = O ==

.. oy . 2 0 4
v B _
Zjistili jsme, ze [f]Kz - <1 3 1>'
(c) Tentokrat vyuzijeme Tvrzeni 6.15 miizeme vyjadiit hledanou matici [f]2 jakou soucin matic: [f]58 =

[d])&® - [£1%, = ([1d]%,)~" - [f]Z,. Piimo z definice ur¢ime matici prechodu [Id)§, = (3 g) - Obvyklym

-1
zptisobem nyni pocitame soucin [f]Z = (2 3) . (2 0 4) :

3 0 131
2 3 |2 04y (30 |13 1) (L0 |212
30 (131703 (330 01 |110)
Spoditali jsme, ze [f]g:G 1 g) D
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6.3. Pro linearni zobrazeni f z predchozich dvou prikladi najdéte bazi podprostori Ker f a Im f a souradnice
baze Ker f vzhledem k bazi B z predchozi ulohy.

Pfipomenme, ze Ker f = {v| f(v) = 0} = {v| Av = 0}. Tedy Ker f je pravé mnozina vSech FeSeni

2 2
homogenni soustavy s matici A, tj. Ker f = Ker A. Snadno spocitame, ze Ker f = LO{[ 0 ] }, tudiz | 0 | je
1 1

béaze Ker f.

Vezmeme-li libovolnou generujici mnozinu G vektorového prostoru ZZ (napiiklad kanonickou bazi), po-
tom f(G) tvoii generujici mnozinu podprostoru Imf = f(Z3$). Vidime, ze f((1,0,0)T) = (4,17, £((0,1,0)T) =
(1,2)" a £((0,0,1)T) = (2,3)7, tj. obrazy vektorti kanonické baze tvoii pravé sloupce matice A. To znamena,
7ze Imf =ImA = LO{ (?) , (;) , <§>} = Z2. Dimenze Imf je jak vime také podle Véty o dimenzi jadra a
obrazu 5.94 rovna 3 — dim Ker A = 2 a bazi Imf je tudiZ libovolnd béze Z2, napiiklad kanonickd baze.

Pro nalezeni soufadnic baze Ker f vzhledem k B miizeme bud obvyklym zpiisobem spocitat soufadnice

2
nalezeného vektoru | 0 |, coz znamend vyfeSit nehomogenni soustavu rovnic, nebo mizeme vyuzit Tvrzeni
1
iy s 1s - , L . B 2 0 4
6.25, podle néjz staci najit bézi homogenni soustavy rovnic s jiz nalezenou matici [f], = 13 1) To

je zjevné velmi snadné a vidime, Ze soutadnicovym vektorem baze Ker f vzhledem k B je naptiklad vektor
3
2. O
1

6.4. Necht g : R?> — R? je zobrazeni uréené predpisem
Ty + 279
T
g(<x‘)) = | 4z1 — 2
2 2.’1,'2
Dokazte, Ze se jedna o linearni zobrazeni.

Snadno zjistime, Ze 1ze predpis definujici zobrazeni g vyjadrit jako souc¢in matice a aritmetického vektoru:

1 2
g( ($1>) =14 -1 <$1> Proto jde o linearni zobrazeni. O
= 0 2 )\

6.5. Najdéte matici vzhledem ke kanonickym béazim linedrntho zobrazeni g z predchoziho prikladu.

Postupujeme stejné jako v Prikladu 6.2. Staci tedy dosadit vektory kanonické baze do g a seradime je

1 2
do sloupcii matice [g]gz =14 -1]. O
0 2
1 3 1 1 6
6.6. Méjme A = (<4> ; <1)) bézi prostoru Z2a B= (| 1|, 0], |0]) bézi prostoru Z3. Najdéte matici
2 3 b)

linedrnfho zobrazeni h : Z2 — Z3 vzhledem k bazim A a B, zndme-li matici h vzhledem ke kanonickym

1
bazim [h]52 = | 4
2

SO W

Dvoji aplikaci tvrzeni z prednasky mtzeme vyjadrit hledanou matici [h]g jakou souc¢in matic:
(5 = )5 - Mk, = Md]5° - B2 - 1]k, = ([1d]Z,) " - (A2 - [1d)k,.

Snadno ur¢ime pfimo podle definice matice prechodu od kanonické baze k bézi A resp. B, tj. do sloupecku
sepiSeme béazi A resp. B:

1 1 6

1 3
nag, = (3 5). nag = (100
2 3 5
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Dokonceni tlohy je uz jen rutinnim pocitdnim s maticemi:

116_11313 116\ "' /66
ha=1(1 0 0 -40-<41>:100 4 5
2 35 2 6 2 35 55

Nyni soucin matic dopocitame standardnim postupem:

116 1
1 0
0

)

1] ~

6

2
1 0 O 4 1 0 O 4
~10 1 6 2 01 0 0
0 0 1 5 0 0 1 5
4 5
Zjistili jsme, 7e [h]g = [0 0]. O
5 6
1 1 1 1 1
6.7. Bud A= ({1],{0],|1]) baze prostoru ZgaB:(<2>,<1>)béze prostoru Z3. Najdéte matici
1 1 0

linedrniho zobrazen{ ¢ : Z3 — Z3 vzhledem ke kanonickym bézim, m4-li vzhledem k bdzim A a B matici

1 10
2 1 1)

Postupujeme stejné jako v predchozi tloze s vyuzitim tvrzeni o matici slozeného linearntho zobrazeni:

—1

kot ()6 190

a nékterym ze znamych zpisobt dopoditame [w]ﬁg = (8 i 3) O

6.8. Uvazujme prvni derivaci ()’ na vektorovém prostoru redlnych polynomit Rz]y = {3°_, a;z’| a; € R}
0 .1 .2 I

stupné menstho nez 4 a ozna¢me K = (2°, 2%, 2% 2®) bdzi R[z];. Z matematické analyzy vime, 7e je ()
linearni zobrazeni.

(a) Najdéte matici [()']&

(b

)
(c)
(

urcete jadro Ker()' a Im()’,
je-li néjakd B baze R[z]4, najdéte nejmensi n pro které ([()']5)" = 0.

J
a) Stadi derivovat jednotlivé polynomy béze K a uréit soufadnice derivaci vzhledem k této bazi:

o O O
o W o o

1 0
()]s (8 , =%k = [ ¢ | 1@k = 20k = | )| @)1k = Bk =
0 0

0100
0020
0000

(b) Odpovéd dostaneme bud elementarni tvahou na ptidé matematické analyzy, kterd iika, Ze nulovou
derivaci maji pravé konstantni funkce, tedy Ker()’ = LOz°}, a obrazem polynomi stupné mensiho nez 4
jsou pravé polynomy stupné mensiho nez 3, tedy Im()’ = LOx°, z!, 22}, nebo tyZ vysledek miizeme vy¢ist v
soufadnicich vzhledem ke K z matice [()']%¥ pomoci Tvrzeni 6.25.

(c) Uvédomime-li si, 7e slozenim n derivaci dostaneme derivaci n-tého stupné, tj. (())* = ()™ a
piipomeneme-li si, ze (R[z],){" = 0, pravé kdyz n > 4, pak staci jen opakované vyuzit Tvrzeni 6.15,
abychom zjistili, ze

(018" = (OB = (0™]E) =0 & n > 4.
To oviem znamend, 7e nejmensf n pro které ([()']5)" = 0 je n = 4. O
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6.9. Najdéte matici linedrniho zobrazeni ¢ vektorového prostoru R? vzhledem ke kanonickym bazim, vite-li,

o go((;)) = (3) W(®) - @

Protoze B = ((1,2)7,(2,1)T) tvoii bazi R?, zaru¢uje ndm Tvrzeni 7.4, 7e dand podminka uréuje linearni

zobrazeni f jednoznacné, a bezprostfedné z definice dostaneme matici [cp]ﬁz = (8 g) Dale postupujeme

obvyklym zptisobem:
[olk: = [e)R, - [15* = [Plpr. - (IdF,) ™" =

(6D -6)F )6

O

DN =

2 3 4
6.10. Jelli [1 1 5 | matice linearniho zobrazeni f : Z% — Z2 vzhledem k bézim M = ((1,1,0,0)%,
1 2 6
1

(0,1,1,0)7,(0,0,1,1)7,(1,0,0,0)T) prostoru Z2 a N = ((3,1,4)7,(3,3,0)T,(2,1,6)T) prostoru Z. Urcete
dimenze jadra Ker f a obrazu Imf.

~—

2 31 4
Nejprve standardni cestou ur¢ime hodnost matice [f]¥ = [ 1 1 2 5| a zjistime, 7e h([f]lmn) = 2.

1 2 6 6
Nyni vyuzijeme Tvrzeni 5.94, které iiké, ze dim(Imf) = h([flmun) = 2 a ze dim(Imf) + dim(Ker f) =
dim(Z%) = 4. Proto dim(Ker f) = 4 — dim(Imf) = 2. O

7 Permutace a determinanty

7.1. Zapiste v cyklickém zapisu a redukovaném cyklického zapisu permutace p = (; i i’ é g g) ,q =

1 2 3 4 5 6
1 3 6 4 2 5
p a q zapsat?

) € Sg. Kolika riznymi zpisoby lze v redukovaném a neredukovaném tvaru permutaci

Postupné vycerpdme vSechny prvky z mnoziny {1,2,3,4,5,6}, abychom zapsali cykly permutaci p =
(13)(246)(5) a ¢ = (1)(2365)(4). V redukovaném cyklickém zapisu vynechame vSechny jednocykly, tedy
pevné body daného zobrazeni, a proto p = (13)(246) a ¢ = (2365).

Zapis kazdého cyklu konkrétni permutace je urcen svou prvni hodnotou, tedy n-cyklus lze zapsat n zpi-
soby. Protoze miizeme cykly v cyklickém zapisu jesté vzajemné libovolné permutovat, vidime, Ze permutaci
p lze v redukovaném cyklickém zapisu zapsat pravé 2 -3 - 2! = 12 zpisoby a v neredukovaném cyklickém
zapisu ji lze zapsat pravé 2 -3 -1 - 3! = 36 zpisoby. Stejnou tvahou dostaneme, Ze permutaci ¢ mizeme v
redukovaném cyklickém zapisu zapsat pravé 4 zptsoby a v neredukovaném cyklickém zapisu préaveé 4-3! = 24
zpusoby. O

7.2. Méjme permutace p = (1298)(36)(574) a ¢ = (34875) z mnoziny Sy v redukovaném cyklickém zéapisu.
Urcete jejich maticovy zépis.

Z cyklického zapisu permutace p vidime, ze p(1) = 2, p(2) =9, p(9) = 8, p(8) = 1, p(3) = 6, p(6) = 3,
p(5) =7, p(7) =4 a p(4) = 5. Nyni snadno tyto daje zaznamendme do matice

Snadno rozsifime redukovany cyklicky zdpis permutace ¢ na neredukovany zapis ¢ = (34875)(1)(2)(6)(9) a
obdobnym zpiisobem jako u permutace p najdeme matici

(1 23 4567809
9=\1 2 48 36 5 7 9)°
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7.3. Necht p = (135)(4798)(26) a ¢ = (18)(247693) jsou dvé permutace z Sg. Spocitejte permutace p o g,
-1, 1
qop,p ~aq .

Nejprve piimo pouzitim definice snadno zjistime hodnoty (skldddme zprava doleva):
poq = (1495)(27)(368), qop = (129)(3587)(46).
Daéle snadno nahlédneme, ze inverzni permutaci je pravé ,zrcadlovy obraz” permutace, tedy

p! = (62)(8974)(531), ¢ ' = (18)(239674).

7.4. Urcete znaménka permutaci p a q z predchozi tlohy.

Staci, abychom spocitali pocet cykld sudé délky v cyklickém zapisu kazdé z permutaci, je-li jich sudy
pocet, je znaménko 1, v opa¢ném p¥ipadé je znaménko —1. V obou pfipadech vidime, ze p = (135)(4798)(26)
iq=(18)(247693)(5) obsahuji 2 cykly sudy délky, proto sgn p = sgn ¢ = 1. O

7.5. Urlete znaménka permutaci p = (17)(36)(2458), p~1, ¢ = (245)(3687), r = (13)(2675),pogor,qg ' o
roplogqé€ Ss.
Nejprve opét spocitame cykly sudé délky, abychom zjistili, ze
sgn p = sgn ((17)(36)(2458)) = (-1)*7% = —1,
sgn q = sgn ((1)(245)(3687)) = (—1)%7? = —1,
sgn r = sgn ((13)(2675)(4)(8)) = (-1)¥* = 1.

V predchozi Gloze jsme si mohli v§imnout, Ze inverzni permutace mé stejné cyklid jako permutace ptivodni,
proto sgn p~! = sgn p = —1. Koneénd tvrzeni z prednagky ndm iikd, e znaménko slozeni permutaci se
rovnd soucinu znamének, proto

sgn (pogor) =sgn p-sgn g-sgnr=(-1)-(-1)-1=1

Spojenim poslednich dvou pozorovani dostavame:

1

sgn (qi or0p710q):sgnq-sgnr-sgnp-sgnq:sgnr-sgnp:—1.

7.6. Napiste permutace p = (13475) a ¢ = (19)(267)(3548) z Sy jako souin transpozic.

Pripomenme, Ze transpozice je permutace, ktera vyménuje pravé dva prvky, tj. mizeme ji v redukovaném
cyklickém zépisu zapsat ve tvaru (ab). Snadno spocitame, ze

(13475) = (15) o (17) o (14) o (13) = (13) o (34) o (47) o (75).

P#imo z definice cyklického zdpisu vidime, Ze (19)(267)(3548) = (19) o (267) o (3548), tedy nejprve tlohu
vyfesime pro kazdy z cykla (19), (267) a (3548) a poté nalezené transpozice slozime, tedy

(19)(267)(3548) = (19) o (267) o (3548) =
= (19) 0 (27) 0 (26) o (38) o (34) 0 (35) = (19) o (26) o (67) o (35) o (54) o (48).

7.7. Spocitejte nad télesy Q, R, Zs a Z determinant matice A = (i’ é)

Postupujeme piimo podle definice. Rozmyslime si, ze Sy = {Id, (12)}. a proto det(4) =3-2—-1-1=15
nad télesy @, R. Obvykla tivaha o pocitani v télesech Z, ndm umozni vyuzit vysledku spocitaného v télese
redlnych (¢i racionalnich) ¢isel, ktery nakonec staci upravit modulo p. To znamena, ze det(A) = (5)mod 5 = 0
nad télesem Zz a det(A) = (5)mod 7 = 5 nad télesem Z;.
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7.8. Spocitejte nad télesy Q, R, Z5 a Z; determinant matice B =

N s =

2 1
0 3
3 1

I tentokrat budeme fakticky postupovat podle definice. Sudym permutacim Id, (123) a (132) z S3 od-
povidaji po fadé souiny 1-0-1,2-3-2a 1-4-3 (vzdy bereme nejprve hodnotu z prvniho fadku, poté z
druhého a nakonec z tfetiho) a lichym permutacim (12), (13) a (23) odpovidaji souéiny 2-4-1,1-0-2 a
1-3-3, proto

121
det(B)=det([4 0 3])=1-0-1+2-3-24+1-4.3—(2-4-14+1-0-2+1-3-3).
2 3 1

Tedy det(B) = 7 nad télesy Q, R a det(B) = 2 nad télesem Zs a det(B) = 0 nad télesem Z. O

7.9. Rozhodnéte, zda je nad télesy Q, Zs a Zr regularni matice:

12 1 2 2 3
A=(2 1 0|,B=(1 3 2], A -Ba 4%,
1 4 4 11 3

Diky tvrzeni z prednasky staci zjistit, zda jsou determinanty jednotlivych matic nenulové. Spocitejme
nejprve determinanty matic A a B:

121 1 2 1 -
detA=det[2 1 0| =det{ 2 1 0 :det<_3 _4>:—5
14 4 -3 —4 0

nad @, det A = 0 nad Zs a det A = 2 nad Zz, coz znamenad, ze je A regularni nad @ a Z7 a A je singularni
nad Zs. Podobné

2 2 3 2 0 3 9 3
detB=det|[1 3 2| =det|1 2 2 :2-det<1 3>:6
1 1 3 1 0 3

nad @, det B =1 nad Zs a det B = 6 nad Zr, tedy B jr regularni nad vSemi télesy @), Zs a Z,. Pouzijeme-li
Vétu 7.26, kterd 1ika, ze det(A - B) = det(A) - det(B), pak vidime, Ze det(A - B) # 0 pravé kdyz det A # 0
a det B # 0. Tudiz matice A - B je reguldrni nad @ a Z; a neni regularni nad Zs. Kone¢né indukénim
roz&ifenim véty z prednasky dostaneme, Ze det(A°°®) = det(A4)>5°, a proto je matice A% reguldrni prave
nad télesy Q a Zr O

7.10. Urcete nad télesy Q, R, Zs a Z7 determinanty matic

3 4 4 21 0 00 11

0 2 40 3 0 2 4 0 3

Ci=]10 0 4 3 2 a Cy=(0 0 4 3 2

0 00 11 3 4 4 21

00 0 0 2 00 0 0 2
Determinant matice Cy = (¢;;) mizeme opét spocitat podle definice, uvédomime-li si, ze pro kazdou
neidentickou permutaci o € S5 bude existovat aspon jedno j, pro néz j > o(j), a proto cje;) = 0 a
Clo(1) " Cs0(5) = 0. Tedy determinant Gaussovy ¢tvercové matice C; je pravé soucin hodnot na hlavni

diagonéle, tj. det(C1) =3-2-4-1-2 = 48 nad télesy @ a R, det(C;) = (48)mod 5 = 3 nad télesem Z; a
det(C1) = (48)mod 7 = 6 nad télesem Zr.

Nyni si v8§imnéme, Ze matici Cy dostaneme z matice C; vyménou 1. a 4. fadku. Proto podle tvrzeni z
prednasky je det(Cz) = —det(C1), tudiz det(C2) = —48 nad télesy @, R, det(Cz) = (—48)mod 5 = 2 nad

télesem Zs a det(Cy) = (—48)mod 7 = 1 nad télesem Zs. O
10 2 1
oy . . . 11 0 3
7.11. Spocitejte nad télesy Q, R, Z5 a Z; determinant matice D = 02 1 2
1 2 3 4
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Pripomenme, Ze tvrzeni z prednasky nam fikaji, jak se zméni determinant matice, provedeme-li nékte-
rou z fadkovych aprav. V predchozi dloze jsme si navic uvédomili, Ze je velmi snadné urcit determinant
Gaussovy matice jako soucin hodnot na hlavni diagondle. Budeme-li tedy standardnimi prostfedky pomoci
elementarnich tprav fadka prevadét matici D na jeji Gaussovu matici, budeme v kazdém kroku znat, jak
jsme ptvodni determinant zménili. Tedy upravujme a pocitejme:

1 0 2 1 1 0 2 1
1 1 0 3 01 =2 2
det(D) = det( 02 1 2 ) = det( 02 1 92 ) =
1 2 3 4 0 2 1 3
1 0 2 1 1 0 2 1
01 -2 2 01 -2 2
= det( 00 5 -2 ) = det( 00 5 -2 )=1-1-5-1=5.
00 5 -1 00 0 1
Tedy zjistili jsme, Zze det(D) = 5 nad télesy Q, R, det(D) = 0 nad télesem Zs a det(D) = 5 nad télesem
Zr. O
1 0 2 1
o . . . 0 030
7.12. Spocitejte nad télesy Q, R, Zs a Z7 determinant matice G = 1 4 1 2
2 2 40

Tentokrat k vypoctu pouzijeme tvrzeni z prednésky a budeme determinant rozvijet podle 2. fadku:

0 2 1 121
det(G) = (=1)*** - 0 - det( Y+ (=1)*2-0-det(|1 1 )+
2 4

1 0 1 1 0 2
H(=1)2F3 3 det([1 4 2))+(=1)* -0 det([1 4 1
2 2 0 2 2 4
1 0 1
=—3-det([1 4 2|)=-3-1-1-2—-1-4.2-1-2-2)=30.
2 2 0
Tedy jako obvykle det(G) = 30 nad Q a R, det(G) = 0 nad Zs5 a det(G) = 2 nad Z;. O

Poznamenejme, Ze jsme determinanty ani dalsi ¢leny rozvoje, které prislusi nulovému prvku z radku,
podle néjz determinant rozvijime, viibec nemuseli psat. Navic si uvédomme, ze tato metoda je vhodné pravé
v ptipadé, kdy néktery z fadkt nebo sloupci, vyuzijeme-li pozorovani obsahuje ,,hodné” nul.

1 3 -3 1 1
3 2 7 5 -9
7.13. Spocitejte determinant matice H = [2 1 —1 2 0 | nad télesem raciondlnich Cisel.
1 2 2 1 -1
2 -1 3 2 7

V matici H sice zddny fadek ani sloupec neobsahuje vétsi pocet nul, ovSem prvni a ¢tvrty sloupec se
lisi jen na jedné pozici. Vime, ze odecteme-li od jednoho z téchto sloupcti druhy, nezméni se podle tvrzeni z
prednasky hodnota determinantu. Po této Gpravé uz ovSem mizeme pouzit metodu rozvoje podle sloupce:

1 3 -3 1 1 0 3 -3 1 1
3 2 7 5 -9 -2 2 7 5 -9
det(H)=det(|2 1 -1 2 0 |)=det(|0 1 -1 2 0=
1 2 2 1 -1 0 2 2 1 -1
2 -1 3 2 7 o -1 3 2 7
3 =3 1 1
1 -1 2 0
-1 3 2 7



Nyni odec¢teme od prvniho fadku upravené matice trojndsobek druhého radku. Na prvnim fadku ztistanou
dva nenulové prvky, podle nichZ determinant rozvedeme a snadno dopocitame:

3 -3 1 1 0 0 -5 1
1 -1 2 0 1 -1 2 0
det(H) = 2 - det( 9 9 1 -1 ) =2 - det( 9 9 1 -—1 )=
-1 3 2 7 -1 3 2 7
1 -1 0 1 -1 2
=2.(=5)-det([ 2 2 =-1])—-2-1-det([ 2 2 1])=
-1 3 7 -1 3 2
=-10-(14—1+3+14)—2- (4+1+12+4+4—3) = —344.
O
1 1 0 a -1 -1
7.14. Rozhodnéte pro kterd redlnd a jsou redlné matice P(a) = (e 1 a],Q(a)=|a—-1 1 1 |,
1 a O a+1 1 0
P(a)-Q(a) a P(a)®" - Q(a)*™* regularni.
1 1 0
Nejprve spoc¢itdme determinanty det(P(a)) =det [a 1 a| =a—a? a
1 a O
a -1 -1 2¢—1 0 0
det(Q(a))=det la—1 1 1 J=det{a—-1 1 1]=1-2a.
a+1 1 0 a+1 1 0

Véta 7.22 z prednasky 1ikd, ze je matice regularni, praveé kdyz je jeji determinant nenulovy. Determinanty
matic P(a) a Q(a) uz jsme spocitali, zbyva ndm s vyuZitim Véty 7.26 spocitat det(P(a)-Q(a)) = det(P(a))-
det(Q(a)) = a(l —a)(1 — 2a). Vidime, Ze je matice P(a) regularni, pravé kdyz a € R\ {0, 1}, matice Q(a)
je reguldrni, pravé kdyz a € R\ {%} a soudin P(a) - Q(a) je reguldrni, pravé kdyz a € R\ {0, %, 1}.

Konec¢né indukéni aplikaci Véty 7.26 dostavame, ze

det(P(a)®7 - Q(a)®*™) = det(P(a))®" - det(Q(a))*™ = a®7(1 — a)*®7(1 — 2a)3™.
Protoze polynom a*7(1 — a)?*"(1 — 2a)*™* v proménné a nem4 jiné kofeny nez 0, 1, 1, vidime, Ze je matice
P(a)®7 - Q(a)*™ regularni opét pravé tehdy, kdyz a € R\ {0, ,1}. O

2z r+3 2x+1
7.15. Rozhodnéte pro kterd z € Zs je matice | x +4 3z + 2 3 nad télesem Zjs singularni.

z+1 T 4z
2z z+3 2x+1
Opét spocitdme determinant matice A(z) = |z +4 3z +2 3 , nejprve pfi¢teme treti sloupec
z+1 T 4x
k druhému a pak rozvedeme podle tretiho radku:
2z z+3 2x+1 2z 3z+4 2z2+1
det |x+4 3x+2 3 =det |z +4 3z 3 =
z+1 T 4x z+1 0 4x

=(x+1) -z’ +x+2) +4z- (32> +4x+4) =2 + 22 + 4z + 2.

Stejné jako v predchozi tiloze potiebujeme najit x € Zs, pro néz je hodnota det(A(x)) = 2° + 2> +42+2 = 0,
coz snadno zjistime dosazovanim jednotlivych prvkad télesa Zs:

det(A(0)) =2, det(A(1)) =13 + 1> +4-14+2=3, det(A(2)) =2° +2? +4-24+2=2

det(A(3)) =3 +3>+4-3+2=0, det(A4)=4>+4>+4-4+2=3.

Zjistili jsme, Ze je matice A(z) singuldrni, pravé kdyz je z = 3. O
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7.16. Vyfeste nad redlnymi ¢isly soustavu rovnic Ax” = (1,0,0)7 s realnym parametrem a, kde A =
204+1 a 2a
a 1 a+1
2a 0 2a

Pro pocitani pouzijeme Cramerovo pravidlo, tedy Véty 7.28 z pirednasky. Nejdfive urcéime det A =
2a - (a + 1). To znamend, %e Cramerovo pravidlo miZeme vyuZzit pro parametr a € R\ {0, -1}, t.j. je-
li matice A regularni. Déle uré¢ime determinant matic A;, které vzniknou z matice A nahrazenim i-tého

1 a 2a
sloupce sloupcem pravych stran vektorem, tedy (1,0,0)7: detA; = det [0 1 a+1] = 2a, det Ay =
0 0 2a
204+1 1 2a 20+1 a 1
det a 0 a+1] =2aadet A3 = det a 1 0] =—2a.
2a 0 2a 2a 0 0
Nyni pomoci Véty 7.28 spoc¢itame hodnotu i-té neznamé jako z; = (det A)~! - det A;. Tedy x; = x5 =
% = a%i-l ary = ﬁ = —%_H. Konec¢né standardnim postupem zjistime, ze soustava pro a = —1
nem4 fegeni a pro a = 0 lezi viechna fegeni v mnoziné (1,0,0)” + LO{(0,1,-1)T}. O

Dalsi tlohy

1. Rozhodnéte, zda je posloupnost vektort (1,3,2,1)7, (3,0,1,1)7, (1,4,2,4)7 linedrné zavisl4 ve vek-
torovém prostorech R*, C*, Z} a Z3.

2. Uréete bézi a dimenzi podprostoru LO{(1,3,2,1)T, (3,0,1,1)%, (1,4,2,4)T} vektorovych prostorti R*,
C4, 7t a Z4.

3. Najdéte viechny podmnoziny mnoziny X = {(1,2,1,1,1)7,(3,1,3,3,3)7, (2,4,2,2,2)T, (1,0,1,3,2)"},
které tvoii bazi podprostoru U = LOX vektorovych prostortt Q°, Z3, Z5.

4. Kolik existuje bazi podprostoru LO{(1,1,2,0)T, (4,1,3,1)%, (1,3,2,1)T} vektorovych prostort Z; a
747

5. Urete dimenze podprostortt U, V, U + V a U NV vektorovych prostorti Z2 nad télesem Zjs a
Z# nad télesem Zr, jestlize U = LO{(1,2,1,3)7,(1,2,4,1)7, (3,4,1,0)TLO a V = LO{(4,1,2,3)T,
0,3,3,1)7, (1,2,1,3)T}.

6. Uvazujme v vektorovém prostoru Z3 nad télesem Zs posloupnosti vektorti

1 3 1 3 1 1
Blz( 2 ) 2 ) 1 )732:( 2 ’ 1 ) 2 )7
4 1 2 1 2 4
2 3 1 2 4 1
BSZ( 3 ) 1 ) 2 )7B4:( 0 ) 1 3 0)
4 2 1 3 3 1

a ozna¢me By kanonickou bézi vektorového prostoru Zg nad télesem Zs.
(a) Oveite, ze je B; pro kazdé i = 1,2,3,4 baze Z3,

(b) najdéte matice prechodu [Id]g; pro vSechna i,j € {0,1,2,3,4},

(c) najdéte pro kazdé i € {0,1,2,3,4} baze C a D, aby

3 2 2
dZ =8 = {2 3 2
2 2 3
2 01
7. Urcete nad télesy R, Zs a Z7 hodnost matice A= |2 1 0], matice A+ AaA-A.
3 31

8. Najdéte nad télesy R, Zs a Z7 vSechna feSeni homogenni soustavy rovnic s matici A z predchozi tlohy.
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. Najdéte nad télesy @), Zs a Z7 vSechna feSeni nehomogenni soustavy rovnic s matici <; 8 ; i % ‘ 3) .

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

Je-li podprostor U = LO{(2,4,0,1,4)T,(1,2,1,0,3)7} vektorového prostoru Z2 nad télesem Zs, na-
jdéte bazi néjakého takového podprostoru V, aby U+ V =Z2 a UNV = {0}.

Uvazujme podprostor W = LO{(1,6,2,4,5)*} vektorového prostoru Z3 nad télesem Z;. Najdéte baze
néjakych takovych podprostori U a V, aby dim(U)T =dim(V)T =3, U+V =2Z2aUNV =W.

Kolika zpiisoby lze linedrné nezévislou posloupnost ((1,2,2,1)7, (2,1,1,0)7) doplnit na bézi (chapanou
jako posloupnost, tj. zalezi na poradi prvki) vektorového prostoru Z3?

Bud k < n pfirozend Cisla, p prvocislo a U podprostor dimenze k vektorového prostoru Z; nad télesem

Zy. Urcete kolik existuje podprostori V prostoru Z;, pro néz plati, ze U + 'V = Z3 aU+V ={0}.
Dokazte, Ze lze nad télesem Q prevést posloupnosti elementdrnich Fadkovych tprav matici A =
1 2 3 tici B = 1 0 -1
1 1 1 na marticCl = 1 3 5

Uvazujme matice A a B z predchoziho piikladu. Najdéte né&jakou posloupnosti elementarnich fadko-
vych tprav, pomoci nichZ lze pfevést matici A na matici B.

Necht f : Z* — Z2 je zobrazen{ uréené predpisem g((zy, 72, 23,74)) = (221 +322+623+74, 671 +525 +
2x3 + 3x4,3x1 + 322 + 323 + 5x4). Spolitejte dimenze a baze jadra Ker f a obrazu Imf, rozhodnéte,

2
zda | 3| € Imf a najdéte matice [f]5?, [f1Z,, [f]&* a [f]&, jestlize K5 a Ky jsou kanonické béze a
6
4 3 1 2
3 6 3 2 0 0 4
B = ( ) ) ) )7 C = ( 1 k) 6 ) 3 )
5 4 0 0 1 4 0
6 0 0 0
21 2 0 1 1 0 2
Spocitejte determinant matic A = } ; (1) ; , B = % 1 ; ; ,A7' A-Ba A-B " nad
21 1 0 2 1 0 1

télesy R, C, Zs, Zs a Zr.

Najdéte pro libovolnd a € @ nad @ rekurentni vzorec pro vypocet determinant ¢tvercové matice
G = (gij) stupné n, kde g;; = 1, gii11 = a a gi11; = b a jinde je g;; = 0.

1 21
Rozhodnéte, zda jsou nad télesy Q, Zs, Zs a Z7 reguldrni matice A= |2 1 0],B =
2 1 2

= O
=
—_ O =
O =

a B3.
Najdéte nad télesy Q, Zs, Z5 a Z adjungované matice k maticim z predchozi tlohy.

a 2+4+a 1
Rozhodnéte, pro kterd a € Z; je nad Z7 matice | 3a + 2 1 a regulérni.
2¢> a+6 2+a

Najdéte pro vSechna a € Zr, pro néz je to mozné, inverzni matici k matici z predchozi alohy.

~1 1
Spoditejte ((; ;)) . (g Z) . (g i) . G 3))_1 nad télesy R, Zs a Z.
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