
13.10.

1. Aritmetika ide�al�u a prvoide�aly

1.1. Obory hlavn��ch ide�al�u.

1.1. M�ejme R = (R;+;�; �; 0; 1) obecn�y obor hlavn��ch ide�al�u a a; b 2 R.
(a) Ur�cete (a)(b), (a) + (b), (a) \ (b).
(b) Jak vypadaj�� prvoide�aly a maxim�aln�� ide�aly oboru R?
(c) Uka�zte, �ze faktor R podle nenulov�eho prvoide�alu je nutn�e t�eleso.

(a) Z p�redn�a�sky v��me, �ze (a)(b) = (ab). Ozna�cme d = GCD(a; b), n = lcm(a; b).
Proto�ze d=a; b=n, dost�av�ame, �ze (a)+(b) � (d) a (n) � (a)\(b). Naopak, vezmeme-
li c, pro kter�e (c) = (a) + (b) a m 2 (a) \ (b), pak d=c a a; b=m, proto c=a; b=m,
tedy (d) � (a) + (b) a (m) � (a) \ (b). T��m jsme ov�e�rili rovnosti (d) = (a) + (b)
(n) = (a) \ (b).

(b) a (c) Z popisu hlavn��ch prvoide�al�u plyne, �ze jsou vedle nulov�eho ide�alu prvo-
ide�aly pr�av�e ide�aly generovan�e ireducibiln��m prvkem. Vezmeme-li ireducibiln�� prvek
p a n�ejak�y prvek r =2 (p), pak (p) + (r) = GCD(r; p) = R, proto existuj�� prvky a; b,
pro n�e�z 1 = GCD(r; p) = ar + bp. To znamen�a, �ze je faktor R=(p) t�eleso a tud���z je
(p) maxim�aln�� ide�al. Zjistili jsme, �ze maxim�aln�� ide�aly jsou pr�av�e ide�aly generovan�e
ireducibiln��m prvkem. �

1.2. V oboru cel�ych �c��sel Z = (Z;+;�; �; 0; 1) uva�zujme ide�aly I = (168) a J =
(288).

(a) Ur�cete I + J , IJ , I \ J , I2 + J .
(b) Jak vypadaj�� maxim�aln�� ide�aly oboru cel�ych �c��sel?
(c) Napi�ste v�sechny prvoide�aly, kter�e obsahuj�� ide�aly, I, J , IJ , I \ J a J2.

(a) V��me, �ze v�sechny ide�aly Z jsou hlavn��, proto gener�ator I + J mus�� b�yt
spole�cn�ym d�elitelem prvk�u 168 a 288, tedy a d��ky Eukleidov�e algoritmu v��me
(proto�ze GCD(168; 288) = 168x + 288y 2 (168; 288)), �ze se bude jednat pr�av�e o
nejv�et�s��ho spole�cn�eho d�elitele. Obdobnou �uvahou nahl�edneme, �ze I \ J generuje
pr�av�e nejmen�s�� spole�cn�y n�asobek �c��sel 168 a 288. Pro n�asoben�� hlavn��ch ide�al�u
obecn�e v��me, �ze (m)(n) = (mn). Proto�ze GCD(168; 288) = 24 a lcm(168; 288) =
168�288

= 24 = 2016, dost�av�ame

I + J = (24); I \ J = (2016); IJ = (168 � 288) = (48384):

Kone�cn�e podle p�redchoz��ch pozorov�an�� n�am pro ur�cen�� I2+J sta�c�� spo�c��tat nejv�et�s��
spole�cn�y d�elitel GCD(1682; 288), tedy I2 + J = (GCD(1682; 288)) = (288) = J .

(b) Z p�redn�a�sky v��me, �ze v oboru hlavn��ch ide�al�u jsou prvoide�aly krom�e nuly
pr�av�e ide�aly generovan�e prvo�cinitelem a �ze ka�zd�y maxim�aln�� ide�al je prvoide�alem.
Nulov�y ide�al zjevn�e nen�� maxim�aln�� a zb�yv�a si uv�edomit, �ze ostatn�� prvoide�aly u�z
maxim�aln�� jsou. Je-li p prvo�c��slo a uv�a�z��me ide�al (i), pro kter�y (p) � (i), pak i=p.
Proto�ze je p prvo�c��slo, je bud' (i) = (1) = Z nebo (i) = (p), co�z jsme m�eli dok�azat.

Maxim�aln�� ide�aly jsou tedy pr�av�e ide�aly generovan�e prvo�c��slem.
(c) Sta�c�� vyu�z��t vztahu d�elitelnosti a inkluze ide�al�u, tj. (a) � (p) , p=a, a

naj��t prvo�c��sla obsa�zen�a v prvo�c��seln�em rozkladu gener�ator�u dan�ych ide�al�u. Proto�ze
168 = 23 � 3 � 7 a 288 = 25 � 32 dost�av�ame, �ze

- I, IJ a I \ J jsou obsa�zen�e pr�av�e v prvoide�alech (2), (3) a (7),
1
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- J a J2 jsou obsa�zen�e pr�av�e v prvoide�alech (2) a (3).

�

1.3. V oboru polynom�u s racion�aln��mi koe�cienty (Q[x];+;�; �; 0; 1) uva�zujme
ide�aly I = (x3 + x2 + 2x+ 2) a J = (x3 � 2x2 + 2x� 4).

(a) Ur�cete I + J , IJ , I \ J , I2 + J3.
(b) Kter�e faktory modulo ide�al z bodu a) jsou obory?
(c) Napi�ste v�sechny prvoide�aly, kter�e obsahuj�� ide�aly, I, J , IJ , I \ J a J2.

Nejprve (v tomto p�r��pad�e) snadno zjist��me ireducibiln�� rozklady polynom�u

x3 + x2 + 2x+ 2 = (x2 + 2)(x+ 1); x3 � 2x2 + 2x� 4 = (x2 + 2)(x� 2):

Proto�ze je (Q[x];+;�; �; 0; 1) stejn�e jako okruh cel�ych �c��sel oborem hlavn��ch ide�al�u,
postupujeme obdobn�e jako v p�redchoz�� �uloze.

(a) Ze stejn�ych d�uvod�u jsou sou�cty ide�al�u generov�any nejv�et�s��m spole�cn�ym
d�elitelem a jejich pr�uniky nejmen�s��m spole�cn�ym n�asobkem:

I + J = (GCD(x3 + x2 + 2x+ 2; x3 � 2x2 + 2x� 4)) = (x2 + 2);

I \ J = (lcm(x3 + x2 + 2x+ 2; x3 � 2x2 + 2x� 4)) = ((x3 + x2 + 2x+ 2)(x� 2))

IJ = ((x3 + x2 + 2x+ 2)(x3 � 2x2 + 2x� 4)):

I2 + J3 = (GCD((x3 + x2 + 2x+ 2)2; (x3 � 2x2 + 2x� 4)3)) = (x2 + 2)2:

(b) V��me, �ze pouze faktory modulo ide�al generovan�y ireducibiln��m polynomem,
co�z nast�av�a pouze pro modulo ide�al I + J .

(c) Ze vztahu (a) � (p) , p=a plyne, �ze pou�zijeme ireducibiln�� faktory gene-
ruj��c��ch polynom�u:

- I, IJ jsou obsa�zen�e pr�av�e v prvoide�alech (x2 + 2) a (x+ 1),
- J a J2 jsou obsa�zen�e pr�av�e v prvoide�alech (x2 + 2) a (x� 2),
- IJ a I \ J jsou obsa�zen�e pr�av�e v prvoide�alech (x2 + 2), (x+ 1) a (x� 2).

�

1.2. Noetherovsk�e okruhy.

1.4. Uva�zujme obor polynom�u s celo�c��seln�ymi koe�cienty Z[x] = (Z[x];+;�; �; 0; 1)
a jeho ide�al I = (2) + (x).

(a) Najd�ete GCD(2; x) a rozhodn�ete, zda je I hlavn�� ide�al.
(b) Ov�e�rte, �ze Z[x] je noetherovsk�y a nen�� obor hlavn��ch ide�al�u.
(c) Je I prvoide�al?

(a) Uk�a�zeme, �ze I nen�� hlavn��.
P�redpokl�adejme, �ze tomu tak nen�� je, tedy �ze existuje jeho gener�ator a, co�z

znamen�a, �ze I = (a). Proto�ze 2Z[x] � (a), vid��me, �ze a=2, tj. a 2 f1;�1; 2;�2g.
Podobn�e (x) � (a), a proto a=x a a 2 f1;�1; x;�xg. Tedy a je nutn�e invertibiln��
prvek, tud���z I = (a) = Z[x]. Proto�ze z�rejm�e 1 62 I, dost�av�ame spor, tedy ide�al I
nem�u�ze b�yt hlavn��.

U�z jsme zjistili, �ze spole�cn�� d�elitel�e prvk�u 2 a x jsou jen 1 a �1 oba prvky jsou
tedy podle de�nice nejv�et�s�� spole�cn�� d�elitel�e 2 a x.

(b) Proto�ze je okruh cel�ych �c��sel obor hlavn��ch ide�al�u, tedy noetherovsk�y okruh,
je Z[x] noetherovsk�y podle Hilbertovy v�ety o b�azi.

(c) Sta�c�� si v�simnout, �ze Z[x]=I �= Z2, co�z je t�eleso. Podle tvrzen�� z p�redn�a�sky
je I maxim�aln�� a tedy prvoide�al. �
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1.5. Rozhodn�ete, zda jsou n�asleduj��c�� ide�aly okruhu (Z[x];+;�; �; 0; 1) hlavn�� a zda
se jedn�a o prvoide�aly:

(a) fPi pix
i 2 Z[x]j Pi pi = 0g (tzv. fundament�aln�� ide�al),

(b) fp 2 Z[x]j p( 12 ) = 0g,
(c) (x2 � 1) + (x2 + 3x+ 2).

(a) V�simn�eme si, �ze x�1 2 Ja = fPi pix
i 2 Z[x]j Pi pi = 0g, tedy m�ame inkluzi

(x� 1) � J1. Zvol��me-li p 2 Ja, m�u�zeme p vyd�elit se zbytkem polynomem x� 1, tj.
existuj�� polynomy q; z 2 Z[x], pro kter�e p = q �(x�1)+z a deg(z) < deg(x�1) = 1.
Vid��me, �ze z = p� q � (x� 1) 2 J1, proto�ze z m�a nejv�y�se jeden nenulov�y koe�cient
(u x0) a ten mus�� b�yt podle de�nice J1 nulov�y, dost�av�ame, �ze p 2 (x� 1).

Proto�ze je polynom x� 1 ireducibiln��, je (x� 1) prvoide�al.
(b) Rovn�e�z tentokr�at snadno najdeme polynom nejni�z�s��ho mo�zn�eho nez�aporn�eho

stupn�e, kter�y le�z�� v mno�zin�e Jb = fp 2 Z[x]j p( 12 ) = 0g, konkr�etn�e 2x � 1 2 Jb.
Poznamenejme, �ze d�ukaz faktu, �ze je Jb ide�al je zcela p�r��mo�car�y. Vid��me tedy, �ze
(2x � 1)Z[x] � Jb a uk�a�zeme obr�acenou inkluzi. Zvolme proto p 2 Ja. Tentokr�at
ov�sem nem�u�zeme vyd�elit se zbytkem bezprost�redn�e v okruhu (Z[x];+;�; 0; �; 1),
proto�ze vedouc�� koe�cient polynomu 2x � 1 nen�� v Z invertibiln��, ov�sem m�u�zeme
vyd�elit se zbytkem v okruhu (Q[x];+;�; 0; �; 1).

To znamen�a, �ze existuj�� polynomy q; z 2 Q[x], pro kter�e p = q � (2x � 1) + z a
deg(z) < deg(x�1) = 1. Dosad��me-li x = 1

2 , vid��me, �ze z = 0, a proto p = q�(2x�1).
Nyn�� uv�a�z��me, �ze q =

P
i qix

i 2 Z[x], tj. �ze qi 2 Z pro v�sechna i. Doka�zme to
indukc��. Nejprve ozna�cme p =

P
i pix

i a v�simn�eme si, �ze q0 = p0 a pi = qi � 2qi�1
pro ka�zd�e i > 0. To jednak znamen�a, �ze q0 2 Z a p�redpokl�ad�ame-li, �ze qi�1 2 Z,
pak qi = pi + 2qi�1 2 Z. T��m jsme ov�e�rili, �ze Jb = (2x� 1)Z[x] je hlavn�� ide�al.

(c) Pt�ame se, zda existuje polynom p 2 J2 = (x2�1)+(x2+3x+2), kter�y generuje
J2, tedy, zda existuj�� polynomy a; b 2 Z[x], �ze p = (x2 � 1) � a+ (x2 + 3x+ 2) � b a
J2 = (p). P�redpokl�adejme, �ze je tato podm��nka spln�ena. Proto�ze p = (x+1)[(x�1)�
a+(x+2)�b], vid��me, �ze Jc = (p), pr�av�e kdy�z ((x�1)�a+(x+2)�b) = (x�1)+(x+2).
D�ale m�u�zeme argumentovat stejn�e jako v p�redchoz�� �uloze: q = (x�1) �a+(x+2) � b
mus�� b�yt spole�cn�ym d�elitelem polynom�u x � 1 a x + 2, a 1 a �1 jsou jedin�ymi
spole�cn�ymi d�eliteli. Proto�ze ov�sem q(1) = 3 � b(1) je �c��slo d�eliteln�e trojkou. To
znamen�a Z[x] 6= (x � 1) + (x + 2), hledan�e q, a tud���z ani p neexistuje, proto ide�al
Jc nen�� hlavn��. �

1.6. Doka�zte pro ka�zd�e n, �ze je ide�al I = (xn�1; xn�2y; xn�3y2; : : : ; xyn�2; yn�1)
okruhu T [x; y] je generov�an nejm�en�e n gener�atory.

Vezm�eme si ide�al J = (xn; xn�1y; xn�2y2; : : : ; xyn�1; yn) a uv�a�z��me, �ze ide�al
I=J faktorov�eho okruhu T [x; y]=J m�a strukturu vektorov�eho prostoru nad t�elesem
T [x; y]=(x; y) �= T . Proto�ze nen�� t�e�zk�e ov�e�rit, �ze b�azi tohoto vektorov�eho prostoru
tvo�r�� mno�zina fxn�1 + J; xn�2y + J; : : : ; yn�1 + Jg, jedn�a se o vektorov�y prostor
dimenze n. Kdyby byla v ide�alu I p�r��tomna generuj��c�� mno�zina G o nejv�y�se n
prvc��ch, pak by mno�zina fg+J; g 2 Gg generovala cel�y vektorov�y prostor T [x; y]=J ,
co�z by bylo ve sporu s hodnotou jeho dimenze. �

1.7. Necht' R = fPi pix
i 2 Q[x]j p0 2 Zg � Q[x].
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(a) Doka�zte, �ze je R = (R;+;�; �; 0; 1) podokruh okruhu polynom�u s racion�al-
n��mi koe�cienty a �ze jde o obor integrity,

(b) rozhodn�ete, zda je R noetherovsk�y.

(a) Proto�ze sou�cet, rozd��l i sou�cin polynom�u s celo�c��seln�ym absolutn��m �clenem
m�a tut�e�z vlastnost a 0; 1 2 R, je R podokruh okruhu (Q[x];+;�; 0; �; 1).

Proto�ze je Q[x] obor , je ka�zd�y jeho podokruh op�et obor.
(b) Uv�edomme si, �ze 2�nx 2 R, (2�nx) � (2�(n+1)x), proto�ze 2�nx = 2 �

2�(n+1)x, a (2�nx) 6= (2�(n+1)x), proto�ze 2�(n+1)x =2 (2�nx), �c��m�z jsme na�sli
nekone�cnou posloupnost vlastn��ch d�elitel�u : : : 2�(n+1)x=2�nx : : : x=2�1x a m�ame
tak rostouc�� posloupnost ide�al�u

(2�1x) � (2�2x) � � � � � (2�nx) � (2�n�1x) � : : : :

Proto�ze jsme na�sli rostouc�� posloupnost ide�al�u, R nen�� noetherovsk�y. V�simn�eme si
nav��c, �ze ide�al I =

S
n2N 2�nxR nen�� kone�cn�e generovan�y. �

27.10.

2. Lokalizace a faktorizace

2.1. Lokalizace.

2.1. M�ejme multiplikativn�� mno�zinu S komutativn��ho okruhu R = (R;+;�; 0; �; 1).
Na R� S de�nujme relaci � vztahem

(r; s) � (p; t), 9u 2 S : u � (r � t� p � s) = 0

Ov�e�rte, �ze

(a) � je ekvivalence na R� S
(b) RS�1 = (R � S= �;+;�; �; 0; 1) je komutativn�� okruh s operacemi zave-

den�ymi stejn�e jako pro lokalizace v oborech,
(c) zobrazen�� � : R ! R � S= � dan�e p�redpisem �(r) = r

1 je homomor�smus
(op�et zna�c��me r

1 = [(r; s)]�),
(d) Ker(�) = fr 2 Rj 9u 2 S : ru = 0g.
(a) re
exivita a symetrie � plyne okam�zit�e z de�nice relace.
Necht' (r0; s0) � (r1; s1) � (r2; s2). Pak existuj�� u1; u2 2 S, pro kter�a

u0(r0s1 � r1s0) = 0 a u1(r1s2 � r2s1) = 0:

P�ren�asoben��m dost�av�ame:

s2u1u0(r0s1 � r1s0) = 0 a s0u0u1(r1s2 � r2s1) = 0

Nyn�� sta�c�� rovnice se�c��st

s1u1u0(r0s2 � r2s0) = s2u1u0(r0s1 � r1s0) + s0u0u1(r1s2 � r2s1) = 0

a uv�a�zit, �ze s1u1u0 2 S.
(b) Postupujeme obdobn�e jako v d�ukazu konstrukce pod��lov�eho t�elesa pomoc��

obvykl�e ekvivalence kr�acen��, tj. postupn�e p�r��mo�ca�re ov�e�r��me platnost v�sech axiom�u
komutativn��ho okruhu.

(c) Sta�c�� nahl�ednout, �ze �(r + s) = r+s
1 = r

1 +
s
1 , �(rs) =

r
1 � s1 a �(1) = 1.

(d) Vid��me, �ze r 2 Ker(�), r
1 = 0

1 , (r; 1) � (0; 1), 9u 2 S : ru = 0. �
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2.2. Necht' p je prvo�c��slo, tedy (p) prvoide�al oboru (Z;+;�; �; 0; 1) a uva�zujme
multiplikativn�� mno�zinu S = Z n (p). Ov�e�rte, �ze nenulov�e ide�aly lokalizace ZS�1

jsou pr�av�e tvaru (pi) a �ze je svaz v�sech ide�al�u line�arn�e uspo�r�ad�an inkluz��.

P�ripome�nme, �ze ZS�1 je stejn�e jako Z obor hlavn��ch ide�al�u a gener�ator ne-
nulov�eho ide�alu oboru ZS�1 lze vz��t kladn�y z oboru k 2 Z. Nyn�� sta�c�� uv�a�zit
prvo�c��seln�y rozklad k, p�resn�eji �re�ceno valoaci prvo�c��sla p v k. Vezmeme-li tedy ta-
kov�e nez�aporn�e cel�e j, �ze k = pj � v, kde GCD(p; v) = 1. Potom v 2 S, proto
(pj) = (k).

Nyn�� je z�rejm�e, �ze (pj+1) � (pj) nav��c pj =2 (pj+1), tedy (pj+1) 6= (pj). �

2.3. Jak vypadaj�� lokalizace v prvoide�alu oboru hlavn��ch ide�al�u?

Uv�a�z��me-li nulov�y ide�al, pak je lokalizac�� pr�av�e pod��lov�e t�eleso tohoto oboru.
Nenulov�y prvoide�al, je podobn�e jako v p�redchoz�� �uloze generov�an n�ejak�ym prvo�ci-

nitelem p. To op�et znamen�a,�ze ka�zd�y nenulov�y prvek lokalizace lze jednozna�cn�e
zapsat ve tvaru pi � u pro invertibiln�� u. Tedy ide�aly jsou op�et line�arn�e uspo�r�ad�any
a nenulov�e jsou generov�any prvkem pi pro vhodn�e nez�aporn�e i. �

2.4. Uva�zme v oboru (Z[x];+;�; 0; �; 1) mno�zinu S = fxij i 2 N [ f0gg. Doka�zte,
�ze je S multiplikativn�� a popi�ste obor Z[x]S�1

Z�rejm�e xi � xj = xi+j 2 S a 1 = x0.
Pot�rebujeme invertovat pr�av�e polynomy xi, proto

Z[x]S�1 �= Z[x; x�1] = f
bX

i=a

cix
ij a � b 2 Zg:

�

2.5. Popi�ste lokalizace RS�1 pro

(a) R = (Z� Z;+;�; 0; �; 1) a S = f(a; b)j b 6= 0g,
(b) R = (Z� Z;+;�; 0; �; 1) a S = f(0; b)j b 6= 0g [ f(1; 1)g,
(c) R = (Q[x; y]=(xy);+;�; 0; �; 1) a S = fxij i 2 Ng.

(a) V�simn�eme si, �ze multiplikativn�� mno�zina S je dopl�nkem prvoide�alu Z� f0g.
D�ale poznamenejme, �ze (a; 0) � (0; 1) = 0, proto v�sechny prvky tvaru (a; 0) splynou
s nulou. Nyn�� u�z je snadn�e dopo�c��tat, �ze hledan�a lokalizace je izomorfn�� t�elesu
racion�aln��ch �c��sel.

(b) I tentokr�at lokalizace vynuluje v�sechny prvky tvaru (a; 0) a tud���z je hledan�a
lokalizace i tentokr�at izomorfn�� t�elesu racion�aln��ch �c��sel.

(c) Tentokr�at ztrat��me monom y, proto podobn�e jako v �uloze 2.4 dost�av�ame, �ze

RS�1 �= Q[x; x�1] = fPb
i=a cix

ij a � b 2 Qg. �

2.2. �C��nsk�a v�eta o zbytc��ch. Uva�zujme pro po dvou nesoud�eln�a ni zobrazen��

f : ZQ
i
ni !

Y
i

Zni

p�redpisem f(k) = (kmod n1; kmod n2; : : : ).
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2.6. Pro f : Z45 ! Z5�Z9 (tj.f(a) = (a mod 5; a mod 9)) spo�c��tejte (jednozna�cn�e
ur�cen�e) a 2 Z45, pro kter�e f(a) = (2; 4).

Vyu�zijeme �uvahu d�ukazu �C��nsk�e v�ety o zbytc��ch. Zap���seme ji ov�sem pomoc��
kongruenc��, tedy hled�ame a 2 Z45, pro

a � 2(mod 5); a � 4(mod 9)

To znamen�a, �ze a = 2 + 5s a

2 + 5s � 4(mod 9) ) 5s � 2(mod 9) ) s � 2 � 5s � 2 � 2 � 4(mod 9):

Proto s = 4 a a = 2 + 5 � 4 = 22. �

2.7. Pro f : Z720 ! Z5 � Z9 � Z16 najd�ete b 2 Z720, pro kter�e f(b) = (2; 4; 5).

Nyn�� vyu�zijeme indukce, abychom nav�azali na �uvahu p�redchoz�� �ulohy. Tedy v��me,
�ze a � 22(mod 45), proto a = 22 + 45t a a � 5(mod 16), tud���z

22+45t � 5(mod 16)) �3t � �1(mod 16)) t � 5�(�3)t � 5�(�1) � 11(mod 16):

Vid��me, �ze t = 11 a a = 22 + 45 � 11 = 517 �

2.8. Najd�ete v�sechna �re�sen�� rovnice x2 + 1 = 0 v okruz��ch a) Z45 a b) Z65.

a) Kdyby existovalo �re�sen�� rovnice x2+1 = 0 v Z45, muselo by existovat i okruhu
Z9, to znamen�a, �ze bychom m�eli prvek x 2 Z9, pro kter�y x2 = �1, a proto x4 = 1.
Tud���z by x byl prvek �r�adu 4 multiplikativn�� grupy Z�9. Proto�ze je Z

�
9 �r�adu 6, podle

Lagrangeovy v�ety �z�adn�y prvek �r�adu �cty�ri nem�u�ze obsahovat a x2 + 1 v Z9 ani Z45
nem�a �z�adn�e �re�sen��.

b) Tentokr�at vyu�zijeme k �re�sen�� �C��nskou v�etu o zbytc��ch. Nejprve vy�re�s��me rov-
nici x2 + 1 v t�elesech Z5 a Z13, tedy

x � 2(mod 5) nebo x � �2 � 3(mod 5);

x � 5(mod 13) nebo x � �5 � 8(mod 13);

D�ale postupujeme obdobn�e jako v p�redchoz��ch p�r��kladech. Nejprve polo�z��me x =
�5 + 13s a dosad��me:

�5 + 13s � 3s � �2(mod 5) ) s � 2 � 3s � �4(mod 5):

Dosazen��m za s = 1; 4 dost�av�ame pr�av�e �cty�ri �re�sen�� rovnice x2 + 1 v okruhu Z65:
8; 18; 47; 57. �

10.11.

3. Radik�aly

3.1. Odmocniny a radik�aly v okruz��ch hlavn��ch ide�al�u.

3.1. Ur�cete v oboru cel�ych �c��sel (Z;+;�; 0; �; 1)
(a)
p
(0), J(Z),

(b)
p
(25),

p
(125),

p
(50),

p
(100),

p
(
Q

i p
ri
i ) pro r�uzn�a prvo�c��sla fpig,

(c) J(Z=(100)),
(d) kdy je (Z=(n))=J(Z=(n)) t�eleso.
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(a) Proto�ze je (0) prvoide�al, nutn�e
p
(0) = (0). Vezmeme-li pro libovoln�e nenu-

lov�e cel�e n prvo�c��slo p, kter�e ned�el�� n, pak n nele�z�� v maxim�aln��m ide�alu (p), proto
n nele�z�� v J(Z). T��m jsme dok�azali, �ze J(Z) = (0) (odtud samoz�rejm�e tak�e plyne,

�ze
p
(0) = (0)).

(b) Sta�c�� si v�simnout, �ze V ar((25)) = V ar((125)) = f(5)g, protop
(25) =

p
(125) = (5):

Podobn�e V ar((50)) = V ar((100)) = f(5); (2)g, tud���zp
(50) =

p
(100) = (5)(2) = (10):

Z t�eho�z d�uvodu
p
(
Q

i p
ri
i ) =

T
i(pi) =

Q
i(pi) = (

Q
i pi).

(c) Proto�ze maxim�aln�� ide�aly spl�yvaj�� s nenulov�ymi prvoide�aly, m�ame

J(Z=(100)) =
p
(100)=(100) = (10)=(100):

(d) Zopakujeme-li �uvahu (c) pro obecn�e �c��slo (n) s pou�zit��m �uvahy (b), vid��me, �ze

Z=J(Z=(n)) t�eleso, pr�av�e kdy�z je
p
(n) maxim�aln�� ide�al, co�z nast�av�a pr�av�e tehdy,

kdy�z je n mocninou prvo�c��sla. �

3.2. Uva�zujme okruh (Zn;+;�; 0; �; 1), kde n =
Q

i�k p
ri
i je pro prvo�c��seln�y rozklad

pro pi jsou r�uzn�a prvo�c��sla

(a) Popi�ste v�sechny prvoide�aly, nilradik�al a Jacobson�uv radik�al okruhu pro
libovoln�e kladn�e,

(b) spo�c��tejte nilradik�al a Jacobson�uv radik�al pro n = 162,

(c) rozhodn�ete, kdy
p
(0) = 0.

Ur�cete nilradik�al a Jacobson�uv radik�al okruhu pro libovoln�e kladn�e n a speci�aln�e
pro n = 162.

(a) Sta�c�� pro faktorov�y okruh Z=(n) �= Zn vyu�z��t 3.1. Dost�av�ame tak, �ze pro
prvo�c��seln�y rozklad n =

Q
i p

ri
i , kde pi jsou r�uzn�a prvo�c��sla je V ar(0) = f(pi)j i � kg

a oba radik�aly jsou tvaru (
Q

i pi).
(b) Proto�ze 162 = 2 � 34, v okruhu (Z162;+;�; �; 0; 1) m�ame jedin�e maxim�aln��

ide�aly i prvoide�aly (2) a (3), proto J(Z162) =
p
(0) = (2) \ (3) = (2)(3) = (6).

(c) Tvrd��me, �ze
p
(0) = 0, pr�av�e kdy�z je n bez �ctverc�u, tj. ri = 1 pro v�sechna

i � k. V (a) jsme zjistili, �ze
p
(0) = (

Q
i pi), co�z se rovn�a nulov�emu ide�alu, pr�av�e

kdy�z ri = 1 pro v�sechna i � k. �

3.3. V oboru polynom�u nad komplexn��mi �c��sly (C[x];+;�; �; 0; 1)
(a) spo�c��tejte

p
(0), J(C[x]),

p
(x� 3)5(x� 1)4(x3 + 2),

p
(x6 � x4 � x2 + 1),

(b) doka�zte, �ze
p
(p) = ( p

GCD(p;p0) ), kde p 2 C[x].
(a) Obdobn�a argumentace jako v p�redchoz�� �uloze dokazuje, �zep
(0) = J(C[x]) = 0,p
(x� 3)5(x� 1)4(x3 + 2) = ((x� 3)(x� 1)(x3 + 2)) ap
(x6 � x4 � x2 + 1) =

p
(x2 � 1)2(x2 + 1) = (x2 � 1)(x2 + 1).

(b) Sta�c�� si uv�edomit, �ze polynom p
GCD(p;p0) ve sv�em ireducibiln��m rozkladu

obsahuje v�sechny ko�renov�e �cinitele polynomu p ve stupni jedna, zbytek argumentace
u�z je shodn�y s argumentac�� 3.1(b). �
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3.2. Radik�aly v lokalizac��ch.

3.4. Spo�c��tejte nilradik�al a Jacobson�uv radik�al lokalizace Z(Zn(p))�1 oboru cel�ych
�c��sel (Z;+;�; �; 0; 1) v prvoide�alu (p) dan�eho prvo�c��slem p.

Lokalizace obsahuje jedin�y maxim�aln�� ide�al (p), tud���z je J(R) = (p). Proto�ze je

v ka�zd�em oboru (0) prvoide�al, op�et nutn�e dost�av�ame, �ze
p
(0) = (0). Vid��me tedy,

�ze v tomto p�r��pad�e
p
(0) 6= J(R). �

3.5. Spo�c��tejte nilradik�al a Jacobson�uv radik�al kvazilok�aln��ho komutativn��ho oboru
R s jedin�ym maxim�aln��m ide�alem M . Kdy oba radik�aly spl�yvaj��?

Ze stejn�eho d�uvodu jako v p�redchoz�� �uloze je J(R) = M . Nav��c
p
(0) = (0),

nebot' uva�zujeme obor. Odtud plyne, �ze J(R) =
p
(0), pr�av�e kdy�z je R t�eleso. �

3.6. Najd�ete v�sechny prvoide�aly, nilradik�al a Jacobson�uv radik�al lokalizace R :=
ZS�1 oboru cel�ych �c��sel (Z;+;�; 0; �; 1) v multiplikativn�� mno�zin�e S := Z n ((2) [
(3) [ (5)) .

Podobn�e jako v �uloh�ach 2.2 a 3.4 zjist��me, �ze obecn�y ide�al okruhu R je tvaru
(2i3j5k) pro i; j; k nez�aporn�a cel�a, a proto V ar(0) = f(0); (2); (3); (5)g. Potom
z�rejm�e

p
(0) = (0) a J(R) = (2) \ (3) \ (5) = (2)(3)(5) = (30). �

3.3. Radik�aly v obecn�ych okruz��ch.

3.7. Pro komutativn�� okruhy R a S a ide�aly I a j okruhu R doka�zte, �ze

(a)
p
I \ J =

p
I \pJ ,

(b) nilradik�al okruhu R�S je pr�av�e kart�ezsk�y sou�cin nilradik�al�u obou okruh�u,
(c) J(R� S) = J(R)� J(S).

(a) Postupujme podle de�nice

a 2
p
I \ J , 9n : an 2 I \ J , 9n : an 2 I; an 2 J , a 2

p
I \

p
J:

(b) Ozna�cme KR a KS p�r��slu�sn�e nilradik�aly a dok�a�zeme op�et jen s vyu�zit��m
de�nice, �ze je KR �KS nilradik�al sou�cinu okruh�u:

(a1; a2) 2
p
0, 9n(a1; a2)n = (0; 0), 9n : an1 = 0; an2 = 0, (a1; a2) 2 KR �KS

(c) Vyu�zijeme charakterizace Jacobsonova ide�alu a stejn�eho postupu jako v
p�r��padu (b)

(a1; a2) 2 J(R� S), 8(r1; r2) 2 R� S : (1; 1)� (a1; a2) � (r1; r2) 2 (R� S)� ,
, 8r1 2 R;8rs 2 S : 1� a1r1 2 R�; 1� a2r2 2 S� , (a1; a2) 2 J(R)� J(S)

�

3.8. Spo�c��tejte nilradik�al a Jacobson�uv radik�al obor�u polynom�u (Z[x];+;�; �; 0; 1)
a (T [X];+;�; �; 0; 1), kde T je t�eleso a X (libovoln�e velk�a) mno�zina nezn�am�ych.

V obou p�r��padech se jedn�a o obory, tedy nilradik�aly jsou nulov�e. Nav��c m�u�zeme
pro v�ypo�cet Jacobsonova radik�alu obou okruh�u s �usp�echem pou�z��t charakteriza�cn��
Pozn�amku 4.6, podle n���z p�r��slu�snost prvku a do Jacobsonova radik�alu implikuje, �ze
1�ar je pro ka�zd�y prvek r okruhu invertibiln��. To ov�sem v obou p�r��padech znamen�a,
�ze nutn�e a = 0 a proto jsou Jacobsonovy radik�aly obou okruh�u nulov�e. �
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1.12.

4. Kone�cn�e generovan�e moduly

4.1. Nerozlo�ziteln�e rozklady modul�u nad Z.

4.1. Rozhodn�ete, zda je faktorov�y Z-modul Z3=N cyklick�y, jestli�ze

(a) N = (5)� (7)� (12),
(b) N = (10)� (11)� (12),
(c) N = (a)� (b)� (c) pro a, b, c po dvou nesoud�eln�a
(d) N = (0)� (1)� (a) pro a 6= 0.

Pot�e, co vyu�zijeme pozorov�an�� z p�redn�a�sky, �ze

Z3=((a)� (b)� (c)) �= Z=(a)� Z=(b)� Z(c) �= Zjaj � Zjbj � Zjcj
sta�c�� vyu�z��t �C��nskou v�etu o zbytc��ch, proto�ze Zjaj �Zjbj �Zjcj je cyklick�y Z-modul
(tedy cyklick�a grupa), pr�av�e kdy�z je izomorfn�� Zabc, tedy pr�av�e kdy�z jsou prvky
a; b; c po dvou nesoud�eln�e. Proto

(a) pro N = (5)� (7)� (12) je modul Z3=N cyklick�y,
(b) pro N = (10)� (11)� (12) nen�� modul Z3=N cyklick�y,
(c) pro N = (a) � (b) � (c), kde a, b, c po dvou nesoud�eln�a je modul Z3=N

cyklick�y.
V p�r��pad�e (d) vid��me, �ze Z3=N �= Z � Z=(a) �= Z � Zjaj, co�z pro nenulov�e a

nem�u�ze b�yt cyklick�y modul. �

O modulu (nebo podmodulu) M �rekneme, �ze je direktn�e nerozlo�ziteln�y, jestli�ze
A�B =M implikuje , �ze A = 0 nebo B = 0.

4.2. Najd�ete rozklad Z-modul�u M na direktn�� sumu nerozlo�ziteln�ych podmodul�u
jestli�ze

(a) M = Z8 � Z6,
(b) M = Z10 � Z12 � Z15,
(c) M = Z20 � Z15 � Z,
(d) M = Z(n)=(

Lr
i=1

Lki
j=1(p

nij
i )) pro r�uzn�a prvo�c��sla p1; : : : ; pr, p�rirozen�a

�c��sla nij � nij+1 a n =
Pr

i=1 ki.

(a) Sta�c�� pomoc�� �C��nsk�e v�ety o zbytc��ch ur�cit

M = Z8 � Z6 �= Z8 � Z3 � Z2 �= Z2 � Z24:
(b) Postupujeme stejn�e jako v (b):

M = Z10 � Z12 � Z15 �= Z2 � Z4 � Z23 � Z25:
(c) Nejprve stejn�e jako v (a) a (b) spo�c��t�ame kone�cn�ych cyklick�ych grup:

Z20 � Z15 �= Z4 � Z5 � Z3 � Z5 �= Z4 � Z3 � Z25:
Nyn�� dost�av�ame M �= Z� Z4 � Z3 � Z25.

(d) Polo�zme k := maxfkig a sk��+1 :=
Qn

i=1 p
ni�
i , kde nede�novan�a ni� maj��

hodnotu 0. Nyn�� n�am �C��nsk�a v�eta o zbytc��ch zaru�cuje, �ze M �=Li Z=(si).

V�ypo�cty u�z jsme uskute�cnili v p�redchoz�� �uloze pomoc�� �C��nsk�e v�ety o zbytc��ch:

Z8 � Z6 �= Z8 � Z3 � Z2; Z10 � Z12 � Z15 �= Z2 � Z4 � Z23 � Z25;
Z20 � Z15 � Z �= Z=(5)� Z=(60)� Z=(0); Z2=(Za) �= Z=(2)� Z=(0):
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(d) Vyu�zijeme-li op�et pozorov�an��, �ze M �= Lr
i=1

Lki
j=1 Z=(p

nij
i ) a zjevn�y fakt,

�ze Z=(p
nij
i ) m�a line�arn�e uspo�r�adan�e podmoduly a tedy jde direktn�e nerozlo�ziteln�y

modul, je modul
Lr

i=1

Lki
j=1 Z=(p

nij
i ) p�r��mo ireducibiln�� rozkladem moduluM . �

4.2. Nerozlo�ziteln�e rozklady modul�u nad okruhem polynom�u. M�ame-li '
line�arn�� oper�ator na vektorov�em prostoru V nad t�elesem T zavedeme na V strukturu
T [x]-modulu p�redpisem (

P
i aix

i)v =
P

i ai'
i(v)

P
i aix

i 2 T [x] a v 2 V .

4.3. Uva�zujme line�arn�� oper�ator ' na C2 s matic�� vzhledem ke kanonick�e b�azi

X =

�
3 1
4 3

�
.

(a) Najd�ete v�sechny podmoduly C2 jako modulu nad okruhem C[x],
(b) rozhodn�ete, zda je C[x]-modul C2 cyklick�y a najd�ete minim�aln�� mno�zinu

jeho gener�ator�u.

(a) Nejprve poznamenejme, �ze ur�cit�e f(0; 0)T g a C2 jsou (trivi�aln��) podmoduly
C[x]-modulu C2. D�ale si v�simn�eme, �ze ka�zd�y P podmodul C[x]-modulu je jeho
C-podprostor, zb�yv�a tedy prozkoumat, kter�e komplexn�� p�r��mky v C2 jsou C[x]-
podmoduly. Proto�ze pro podmodul P plat��, �ze xP = '(P ) = XP � P , vid��me, �ze
podmodulem budou pr�av�e p�r��mky invariantn�� vzhledem k ', tedy p�r��mky genero-
van�e vlastn��m vektorem.

Snadno spo�c��t�ame, �ze line�arn�� oper�ator m�a pr�av�e dv�e vlastn�� �c��sla 1 a 5 (nap�r��klad
jako ko�reny charakteristick�eho polynomu det(X��I2)). Nyn�� najdeme vlastn�� vek-
tory, t.j. �re�sen�� homogenn��ch soustav line�arn��ch rovnic s matic�� X� �I2 :

� = 1 :

�
2 1
4 2

�
; � = 5 :

��2 1
4 �2

�
;

Spo�c��t�ame, �ze hledan�e invariantn�� p�r��mky tvo�r�� U1 = h(1;�2)T i a U2 = h(1; 2)T i,
co�z znamen�a, �ze f(0; 0)T g, C2, U1 a U2 jsou pr�av�e v�sechny podmoduly C[x]-modul
C2.

(b) V�simn�eme si, �ze pro ka�zd�y vektor v 2 C2 je zobrazen��  : C[x] ! C2

dan�e vztahem  (p) = pv homomor�smus, a proto podle 1. v�ety o izomor�smu
je C[x]= ker �= C[x]v. Aplikujeme-li to na vlastn�� vektory, �ze C[x]=(x � 1) �=
C[x](1;�2)T = U1 a C[x]=(x � 5) �= C[x](1; 2)T = U2. Vyu�zijeme-li nyn�� �C��nskou
v�etu o zbytc��ch, dostaneme

C2 = U1 � U2 �= C[x]=(x� 1)� C[x]=(x� 5) �= R[x]=((x� 1)(x� 5));

nebot' ide�aly (x� 1) a (x� 5) jsou komaxim�aln��. Zjistili jsme, �ze modul C[x]-modul
C2 je cyklick�y. Jeho gener�atorem je ka�zd�y (nenulov�y) vektor, kter�y nen�� vlastn��,
nap�r��klad vektor (1; 0)T . �

4.4. Necht' je V kone�cn�e dimenzion�aln�� vektorov�y prostor nad t�elesem T a ' line�arn��
oper�ator na V . Uva�zujme V jako T [x]-modul ur�cen�y oper�atorem '. Doka�zte, �ze

(a) podmoduly V jsou pr�av�e invariantn�� podprostory ',
(b) existuje nenulov�y polynom p, kter�y anihiluje V , tj. pV = 0.

(a) Je-li U invariantn�� podprostor, pak pro ka�zd�e u 2 U m�ame '(u) 2 U , proto
i
P

i ai'
i(u) 2 U . tedy U je uzav�ren na n�asoben�� polynomem. Proto�ze jde o pod-

prostor je uzav�ren i na s�c��t�an��, tud���z jde o T [x]-podmodul.
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Naopak T [x]-podmodul U je ur�cit�e T -podprostorem a plat��, �ze '(U) = xU � U ,
tedy jde o invariantn�� podprostor.

(b) Sta�c�� vz��t b�azi v1; : : : ; vn vektorov�eho prostoru V a v�simnout si, �ze Prvn��
v�eta o izomor�smu aplikovan�a na p�rirozen�y modulov�y homomor�smus T [x] ! V
dan�y vztahem p! pvi, indukuje izomor�smus T [x]vi �= T [x]=fp j pvi = 0g. Proto�ze
je T [x] nekone�cn�e dimenzion�aln�� jako vektorov�y prostor nad T , zat��mco T [x]vi je
kone�cn�e dimenzion�aln��, mus�� b�yt hlavn�� ide�al fp j pvi = 0g netrivi�aln��, tedy mus��
existovat pi 6= 0, pro kter�e pivi 6= 0. Nyn�� zb�yv�a vz��t polynom p :=

Q
i pi. �

4.5. Uva�zujme line�arn�� oper�ator ' na R4 s matic�� vzhledem ke kanonick�e b�azi

A =

0
BB@
2 3 2 1
0 2 2 1
0 0 1 �1
0 0 0 1

1
CCA.

(a) Najd�ete ireducibiln�� rozklad R4 jako modulu nad okruhem R[x],
(b) rozhodn�ete, zda je R[x]-modul R4 cyklick�y,
(c) doka�zte, �ze charakteristick�y polynom ' anihiluje R[x]-modul R4.

(a) Okam�zit�e vid��me, �ze line�arn�� oper�ator m�a dv�e vlastn�� �c��sla 1 a 2, ob�e al-
gebraick�e n�asobnosti 2 a geometrick�e n�asobnosti 1. Najdeme nyn�� vlastn�� vektory
a vektory ur�cuj��c�� invariantn�� podprostor odpov��daj��c�� p�r��slu�sn�e Jordanov�e bu�nce.
Tedy �re�s��me nejprve homogenn�� a pot�e nehomogenn�� soustavu:

� = 1 :

0
BB@
1 3 2 1
0 1 2 1
0 0 0 �1
0 0 0 0

1
CCA �

0
BB@

4
�2
1
0

1
CCA =

0
BB@
0
0
0
0

1
CCA ;

0
BB@
1 3 2 1
0 1 2 1
0 0 0 �1
0 0 0 0

1
CCA �

0
BB@

8
�1
0
�1

1
CCA =

0
BB@

4
�2
1
0

1
CCA ;

� = 2 :

0
BB@
0 3 2 1
0 0 2 1
0 0 �1 �1
0 0 0 �1

1
CCA �

0
BB@
3
0
0
0

1
CCA =

0
BB@
0
0
0
0

1
CCA ;

0
BB@
0 3 2 1
0 0 2 1
0 0 �1 �1
0 0 0 �1

1
CCA �

0
BB@
0
1
0
0

1
CCA =

0
BB@
3
0
0
0

1
CCA ;

Polo�zme u1 =

0
BB@

4
�2
1
0

1
CCA ; u2 =

0
BB@

8
�1
0
�1

1
CCA, v1 =

0
BB@
3
0
0
0

1
CCA a v2 =

0
BB@
0
1
0
0

1
CCA. Pak jsou podprostory

U = hu1; u2i a V = hv1; v2i invariantn��, tedy jde o R[x] moduly, nav��c R4 =
U � V . Kone�cn�e (' � id)2U = 0 a (' � 2id)2V = 0 (tj. U = �x�1 je takzvan�a
torzn�� komponenta p�r��slu�sn�a ireducibiln��mu polynomu x � 1 a V = �x�2 je torzn��
komponenta p�r��slu�sn�a ireducibiln��mu polynomu x� 2).

(b) Proto�ze u1 = (x� 1)u2 a v1 = (x� 2)v2, je R[x]u2 = U a R[x]v2 = V . V�y�ska
obou prvk�u je pr�av�e 2, vyu�zijeme-li s t��mto faktem je�st�e �C��nskou v�etu o zbytc��ch
dost�av�ame

R4 = R[x]u2 � R[x]v2 �= R[x]=(x� 1)2 � R[x]=(x� 2)2 �= R[x]=((x� 1)2(x� 2)2):

(c) To, �ze charakteristick�y polynom ', tedy polynom (x� 1)2(x� 2)2 anihiluje
R4 plyne z p�redchoz��ho pozorov�an��. �
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15.12.

5. Voln�e a beztorzn�� moduly

5.1. Homomor�smy voln�ych modul�u. Je-li A 2 Zm�n budeme v n�asleduj��c��m
zna�cit 'A : Zn ! Zm zobrazen�� dan�e p�redpisem 'A(v) = Av.

5.1. Necht' A 2 Zm�n bud' ' : Zn ! Zm homomor�smus Z-modul�u Zn a Zm.
Doka�zte, �ze

(a) 'A je modulov�y homomor�smus,
(b) existuje matice B 2 Zm�n, pro ni�z 'B = ',
(c) 'A = 'B, pr�av�e kdy�z A = B.

Plat�� obdobn�a tvrzen�� i pro voln�e moduly kone�cn�eho ranku, homomor�smy a matice
nad obecn�ym komutativn��m okruhem?

(a) Na celo�c��seln�e matice m�u�zeme pohl���zet jako na racion�aln�� matice, proto fun-
guje stejn�y argument jako v line�arn�� algeb�re, tj. distributivita n�asoben�� matic vzhle-
dem ke s�c��t�an�� a komutativita pro n�asoben�� skal�arem.

(b) Stejn�e jako v line�arn�� algeb�re sta�c�� vz��t matici slo�zenou z obraz�u vektor�u
kanonick�e b�aze jako sloupcov�ych vektor�u, tedy B = ('(e1); : : : ; '(en))

(c) Sta�c�� uv�a�zit, �ze je homomor�smus na voln�em modulu jednozna�cn�e ur�cen
hodnotami na libovoln�e b�azi. Tyto hodnoty jsou ov�sem determinov�any �udaji v
matici A, resp. B.

Kone�cn�e, uv�a�z��me-li, �ze se maticov�e n�asoben�� chov�a nad obecn�ym komutativn��m
okruhem obdobn�e jako nad t�elesem (tedy p�redev�s��m plat�� distributivita n�asoben��
matic vzhledem ke s�c��t�an�� a komutativita pro n�asoben�� skal�arem), pak vid��me, �ze
p�redchoz�� tvrzen�� i v t�eto situaci z�ust�avaj�� v platnosti. �

5.2. Necht' A =

�
1 3
2 5

�
.

(a) Rozhodn�ete, zda je 'A modulov�y izomor�smus,
(b) existuje-li najd�ete matici B 2 Zm�n, pro kterou 'B = '�1

A

(c) ov�e�rte, �ze je f
�
1
2

�
;

�
3
5

�
g voln�a b�aze Z2,

(d) ur�cete, kter�e z mno�zin

X = f
�
1
2

�
;

�
3
4

�
g; Y = f

�
4
5

�
;

�
3
4

�
g; 'A(X); 'A(X)

jsou voln�e b�aze Z2.

(a) Najdeme-li inverzn�� zobrazen�� k 'A, p�ujde o izomor�smus. V p�redchoz��
�uloze jsme si uv�edomili, �ze p�r��padn�y inverz by musel b�yt tvaru 'B pro vhodnou
�ctvercovou matici B a muselo by tud���z platit, �ze AB = BA = I2. 'A je tedy
invertibiln�� zobrazen��, pr�av�e kdy�z existuje inverz matice B, jeho�z v�sechny hodnoty
jsou celo�c��seln�e, a to (d��ky vlastnosti adjungovan�ych matici) nast�av�a pr�av�e kdy�z je
detA 2 Z� = f1;�1g.

Proto�ze det

�
1 3
2 5

�
= 5� 6 = �1, je 'A modulov�y izomor�smus.

(b) U�z jsme si uv�edomili, �ze B = A�1 =
��5 3

2 �1
�
.
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(c) Proto�ze je izomorfn�� obraz voln�e b�aze op�et voln�a b�aze, je f
�
1
2

�
;

�
3
5

�
g =

'(fe1; e2g) voln�a b�aze Z2.
(d) Proto�ze obraz voln�e b�aze (nap�r��klad kanonick�e) na volnou b�azi lze v�zdy

roz�s���rit na izomor�smus, sta�c�� naopak uv�a�zit homomor�smus '(e1) =

�
1
2

�
, '(e2) =�

3
4

�
, tedy homomor�smus 'C ur�cen�y matic�� C =

�
1 3
2 4

�
. Proto�ze detC = �2 =2

f1;�1g, nejedn�a se o izomor�smus, tedy mno�ziny X ani 'A(X) netvo�r�� voln�e b�aze
Z2.

Naopak matice D =

�
4 3
5 4

�
m�a determinant 1, proto jsou mno�ziny Y i 'A(Y )

voln�e b�aze Z2 �

5.3. Uva�zujme matice A =

0
@1 3 2
1 1 1
2 4 3

1
A s B =

0
@1 3 2
1 1 0
3 0 0

1
A nad okruhem Z.

(a) Rozhodn�ete, jsou 'A; 'B : Z3 ! Z3 prost�e a zda jsou na,
(b) rozhodn�ete, zda jsou 'A(Z

3) a 'B(Z
3) voln�e a ur�cete jejich rank.

(a) Snadno spo�c��t�ame, �ze je nad t�elesem racion�aln��ch �c��sel hodnost matice A
rovna dv�ema a �ze je matice B regul�arn��. Nav��c determinant detB = 3, proto ani
jedno ze zobrazen�� 'A ani 'B nen�� na. Zobrazen�� 'A nav��c nen�� ani prost�e proto�ze
vhodn�ym p�ren�asoben��m nenulov�eho racion�aln��ho vektoru z j�adra matice dostaneme
nenulov�y celo�c��seln�y vektor z j�adra homomor�smu 'A. Kone�cn�e 'B je prost�e.

(b) Proto�ze je 'B prost�e, dost�av�ame izomor�smus 'B : Z3 ! 'B(Z
3), tedy

'B(Z
3) je stejn�e jako Z3 voln�y modul ranku 3. Zb�yv�a nahl�ednout, �ze

0
@11
2

1
A = 2

0
@21
3

1
A�

0
@31
4

1
A ; proto 'A(Z

3) = Z

0
@21
3

1
A+ Z

0
@31
4

1
A :

Z line�arn�� nez�avislosti zbyl�ych dvou gener�ator�u vid��me, �ze 'A(Z
3) je voln�y modul

ranku 2. �

5.4. Uva�zme voln�y modul F kone�cn�eho ranku n nad oborem R.

(a) Je-li F = Rn a ' : F ! F , doka�zte, �ze ' je modulov�y izomor�smus, pr�av�e
kdy�z existuje takov�a matice A 2 Rn�n, �ze detA 2 R� a ' = 'A.

(b) Doka�zte je grupa automor�sm�u na F (tj. izomor�sm�u F do F ) izomorfn��
grup�e �ctvercov�ych matic nad oborem R s invertibiln��m determinantem.

(a) Proto�ze je R obor, m�u�zeme ho ch�apat jako podokruh jeho pod��lov�eho t�elesa
Q a vyu�z��vat v�sechny line�arn�e algebraick�e pojmy zaveden�e pro t�eleso Q. Samotn�a
my�slenka d�ukazu je uvedena v p�redchoz�� �uloze.

(b) Sta�c�� se omezit na voln�y modul Rn a vyu�z��t bodu (a). Tedy hledan�ym izo-
mor�smem je zobrazen��, kter�e izomor�smu 'A p�ri�rad�� matici A. Podle (a) jde o
bijekci a tvrzen�� matic��ch slo�zen�eho homomor�smu z line�arn�� algebry (kter�e jsme
nad t�elesem Q opr�avn�eni pou�z��t) �r��k�a, �ze 'A � 'B = 'AB. �
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5.2. Podmoduly a faktory voln�ych modul�u.

5.5. Ve voln�em Z-modulu Z2 s prvky a =

�
4
6

�
a b =

�
4
3

�
, c =

�
3
3

�
ur�cete:

(a) obsahy prvk�u a, b, c,
(b) voln�e b�aze f1; f2 a g1; g2 tak, aby a = sf1 a b = rg1 pro (s) = c(a),

(r) = c(b)
(c) strukturu modul�u Z2=(Za), Z2=(Zb), Z2=(Za+ Zb) a Z2=(Za+ Zc),
(d) torzn�� �c�ast modulu Z2=(Za+ Zb) .

(a) Vyu�zijeme-li kanonickou volnou b�azi dostaneme c(a) = (GCD(4; 6)) = (2),
c(b) = (GCD(4; 3)) = (1) = Z a c(c) = (GCD(3; 3)) = (3).

(b) Polo�z��me (a�z na znam�enko nutn�e) f1 =

�
2
3

�
, pak sta�c�� vz��t Bezoutovy koe-

�cienty, kter�e n�am daj�� nejv�et�s�� spole�cn�y d�elitel 1 = �1 � 2 + 1 � 3 a pomoc�� nich

zkonstruovat vektor f2 =

�
1
1

�
, aby byl determinant matice (f1f2) invertibiln��.

Podobn�e zvol��me g1 =

�
4
3

�
a op�et g2 =

�
1
1

�
.

(c) Nalezen�e voln�e b�aze z �ulohy (b) ukazuj��, �ze Z2=(Za) �= Z2�Z a Z2=(Zb) �= Z.
Proto�ze je obsah prvku b nejv�et�s�� mezi v�semi obsahy, sta�c��, abychom na�sli pr�unik
(Za+ Zb) \ Zg2, tj. hled�ame celo�c��seln�a �re�sen�� rovnice

4x+ 4y = 6x+ 3y ) y = 2x) (Za+ Zb) \ Zg2 = Z(

�
4
6

�
+ 2

�
4
3

�
) = Z

�
12
12

�

Spo�c��tali jsme, �ze Za+ Zb = Zg1 � Zg212 = Z

�
4
3

�
� Z
�
12
12

�
, proto

Z2=(Za+ Zb) = (Zg1 � Zg2)=(Zg1 � Zg212) �= Z=(12) �= Z12

Proto�ze jsou obsahy obou prvk�u vlastn�� ide�aly, v��me, �ze nejv�et�s�� mo�zn�y obsah
prvku je roven c(a)+c(c) = (2)+(3) = Z. Snadno prvek s t��mto obsahem, nap�r��klad

d = a�c =
�
1
3

�
. Nyn�� vid��me, �ze dvojice d, c tvo�r�� volnou b�azi podmodulu Za+Zc a

�ze �ze dvojice d, e2

�
0
1

�
tvo�r�� volnou b�azi cel�eho modulu Z2. Op�et zb�yv�a naj��t pr�unik

(Zd+Zc)\Ze2, tj. hled�ame celo�c��seln�a �re�sen�� soustavy rovnic x+3y = 0; 3x+3y = z,
proto

x = �3y;�9y + 3y = z ) z = �6y ) (Zd+ Zc) \ Ze2 = Z

�
0
6

�

(d) Z�rejm�e jde o torzn�� modul, tedy torzn�� �c�ast je cel�y modul Z2=(Za+Zb). �

5.6. Najd�ete posloupnost s1=s2= : : : aby pro Z-modul platilo M �= L
i Z=(si),

jestli�ze

(a) M = Z8 � Z6,
(b) M = Z10 � Z12 � Z15,
(c) M = Z20 � Z15 � Z,
(d) M = Z2=(Za) pro a z p�redchoz�� �ulohy,
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(a) Sta�c�� pomoc�� �C��nsk�e v�ety o zbytc��ch ur�cit

M = Z8 � Z6 �= Z8 � Z3 � Z2 �= Z2 � Z24 �= Z=(2)� Z=(24):
(b) Postupujeme stejn�e jako v (b):

M = Z10 � Z12 � Z15 �= Z2 � Z4 � Z23 � Z25 �= Z30 � Z60 �= Z=(30)� Z=(60):
(c) Nejprve stejn�e jako v (a) a (b) spo�c��t�ame dekompozici torzn�� �c�asti:

Z20 � Z15 �= �Z4 � Z3 � Z25 �= Z5 � Z60 �= Z=(5)� Z=(60):
Proto�ze Z �= Z=(0), dost�av�ame M �= Z=(5)� Z=(60)� Z=(0).

(d) U�z jsme spo�c��tali, �ze Z2=(Za) �= Z2 � Z, tedy M �= Z=(2)� Z=(0). �

5.1.

6. Galoisovy grupy, stopa a norma

6.1. Galoisovy grupy.

6.1. Uva�zujme roz�s���ren�� R � C, ur�cete [C : R]S a popi�ste strukturu Galoisovy
grupy roz�s���ren�� R � C. Jedn�a se o Galoisovo roz�s���ren��?

V��me, �ze C = R[i] a minim�aln�� polynom mi = x2 + 1. Proto�ze je t�eleso R
charakteristiky 0, je perfektn�� a tud���z [C : R]S = [C : R] = degmi = 2.

Proto�ze ka�zd�y R-homomor�smus t�elesa C je ur�cen permutac�� ko�ren�u polynomu
mi = x2+1, je Gal(CjR) = fid; idg, kde id(a+bi) = a�bi pro a; b 2 R. Roz�s���ren�� je
z�rejm�e Galoisovo, jednak vid��me, �ze se C je rozkladov�e nadt�eleso polynomu x2 + 1
nebo m�u�zeme argumentovat t��m, �ze jGal(CjR)j = [C : R]S . �

6.2. Ur�cete stupe�n separability a popi�ste strukturu Galoisovy grupy roz�s���ren�� Q �
Q[
p
3]. Jedn�a se o Galoisovo roz�s���ren��?

Proto�ze minim�aln�� polynom prvku
p
3 nad Q je x2�3 a t�eleso Q je op�et perfektn��,

m�ame [Q[
p
3] : Q]S = [Q[

p
3] : Q] = deg x2 � 3 = 2. D�ale vid��me, �ze zobrazen��

'(a + b
p
3) = a � b

p
3, kde a; b 2 Q, je Q-automor�smus t�elesa Q[

p
3], proto

Gal(Q[
p
3]jQ) = fid; 'g je op�et dvou prvkov�a (cyklick�a) grupa. Roz�s���ren�� je op�et

Galoisovo, nebot' jde o rozkladov�e nadt�eleso polynomu x2 � 3. �

6.3. Ur�cete stupe�n separability a popi�ste strukturu Galoisovy grupy roz�s���ren�� Q �
Q[ 3
p
3]. Jedn�a se o Galoisovo roz�s���ren��?

I tentokr�at je stupe�n separability rove�n stupni roz�s���ren�� a x3 � 3 je minim�aln��
polynom prvku

p
3, proto [Q[ 3

p
3] : Q]S = [Q[ 3

p
3] : Q] = deg x3 � 3 = 3. Ov�sem

AutQ(Q[
3
p
3]) = fidg, nebot' zb�yvaj��c�� dva prvky mno�ziny HomQ((Q[

3
p
3];Q) nutn�e

zobrazuj�� prvek 3
p
3 na ryze komplexn�� ko�ren polynomu x3 � 3. To znamen�a, �ze

roz�s���ren�� Q � Q[ 3
p
3] nen�� Galoisovo. �

6.4. Ur�cete stupe�n separability a popi�ste strukturu Galoisovy grupy roz�s���ren�� kone�c-
n�ych t�eles Fq � Fqn . Jde o Galoisovo roz�s���ren��?

I tentokr�at pracujeme s perfektn��m t�elesem, proto [Fqn : Fq]S = [Fqn : Fq] = n.
D�ale snadno ov�e�r��me, �ze Frobeni�uv endomor�smus fq : Fqn ! Fqn dan�y vztahem
fq(a) = aq je Fq-automor�smus t�elesa Fqn , a proto fqi = f iq jsou pro i = 0; : : : ; n�1
r�uzn�e Fq-automor�smus t�elesa Fqn . Proto�ze nav��c jGal(Fqn jFq)j � [Fqn : Fq]S = n,
dost�av�ame, �ze proto Gal(Fqn jFq) = fid; fq; fq2 ; : : : ; fqn�1g je n-prvkov�a cyklick�a
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grupa. Proto�ze Fqn je rozkladov�e nadt�eleso polynomu xq
n�x, je roz�s���ren�� Fq � Fqn

Galoisovo. �

6.2. Stopa a norma.

6.5. Pro roz�s���ren�� R � C a prvek � = a+bi, kde a; b 2 R, spo�c��tejte charakteristick�y
polynom c� prvku �, d�ale normu NCjR(�) a stopu TrCjR(�).

Z dok�azan�e v�ety plyne, �ze c� = (x � a � bi)(x � a + bi) = x2 � 2ax + a2 + b2.
Nyn�� z charakteristick�eho polynomu dost�av�am, �ze NCjR(�) = a2 + b2 = j�j2 a
TrCjR(�) = 2a = 2Re� �

6.6. Pro roz�s���ren�� Q � Q[
p
3] a prvek � := a + b

p
3, kde a; b 2 Q, spo�c��tejte

charakteristick�y polynom c� prvku �, normu NQ[
p
3]jQ(�) a stopu TrQ[

p
3]jQ(�).

Podobn�e jako v p�redchoz�� �uloze spo�c��t�ame c� = (x � a � b
p
3)(x � a + b

p
3) =

x2 � 2ax+ a2 � 3b2, proto NCjR(�) = a2 � 3b2 a TrCjR(�) = 2a. �


