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1. ARITMETIKA IDEALU A PRVOIDEALY

1.1. Obory hlavnich idealu.

1.1. Méjme R = (R,+,—,,0,1) obecny obor hlavnich ideéla a a,b € R.
(a) Urcete (a)(b), (a) + (b), (a) N ().
(b) Jak vypadaji prvoidedly a maximélni idedly oboru R?
(¢) Ukazte, ze faktor R podle nenulového prvoidedlu je nutné téleso.

(a) Z prednasky vime, ze (a)(b) = (ab). Ozna¢me d = GCD(a,b), n = lcm(a, b).
Protoze d/a,b/n, dostdvéame, ze (a) +(b) C (d) a (n) C (a)N(b). Naopak, vezmeme-
li ¢, pro které (¢) = (a) + (b) a m € (a) N (b), pak d/c a a,b/m, proto c¢/a,b/m,
tedy (d) C (a) + (b) a (m) C (a) N (b). Tim jsme ovéfili rovnosti (d) = (a) + (b)
(n) = (a) N (b).

(b) a (c) Z popisu hlavnich prvoideéla plyne, Ze jsou vedle nulového ideédlu prvo-
idedly pravée idedly generované ireducibilnim prvkem. Vezmeme-li ireducibilni prvek
p a ngjaky prvek r ¢ (p), pak (p) + (r) = GCD(r,p) = R, proto existuji prvky a, b,
pro néz 1 = GCD(r,p) = ar + bp. To znamen3, ze je faktor R/(p) téleso a tudiz je
(p) maximalni idedl. Zjistili jsme, ze maximalni idedly jsou pravé idedly generované
ireducibilnim prvkem. O

1.2. V oboru celych ¢isel Z = (Z,+,—,-,0,1) uvazujme idedly I = (168) a J =
(288).

(a) Uréete I +J,IJ, INJ, I? +J.

(b) Jak vypadaji maximélni ideély oboru celych ¢isel?

(c) Napiste vSechny prvoidealy, které obsahuji idealy, I, J, IJ, INJ a J>.

(a) Vime, ze vSechny idedly Z jsou hlavni, proto generdtor I 4+ J musi byt
spoleénym délitelem prvku 168 a 288, tedy a diky Eukleidové algoritmu vime
(protoze GCD(168,288) = 168z + 288y € (168,288)), ze se bude jednat pravé o
nejvétstho spoleéného délitele. Obdobnou 1ivahou nahlédneme, ze I N J generuje
pravé nejmensi spoleény nasobek ¢isel 168 a 288. Pro nasobeni hlavnich idedla
obecné vime, ze (m)(n) = (mn). Protoze GCD(168,288) = 24 a lcm(168,288) =
M% = 2016, dostdvame

I+J=(24), INJ=(2016), I.J = (168 - 288) = (48384).

Kone¢né podle pfedchozich pozorovani ndm pro uréeni I% + J staéf spocitat nejvetsi
spolecny délitel GCD(1682,288), tedy I? + J = (GCD(1682,288)) = (288) = J.

(b) Z prednasky vime, ze v oboru hlavnich idedld jsou prvoidedly kromé nuly
praveé idedly generované prvocinitelem a ze kazdy maximadlni idedl je prvoidedlem.
Nulovy idedl zjevné neni maximalni a zbyva si uvédomit, ze ostatni prvoidedly uz
maximélni jsou. Je-li p prvoéislo a uvazime ideél (i), pro ktery (p) C (i), pak i/p.
Protoze je p prvocislo, je bud (i) = (1) = Z nebo (i) = (p), coz jsme méli dokdzat.

Maximalni idedly jsou tedy pravé idedly generované prvocislem.

(c) Sta¢i vyuzit vztahu délitelnosti a inkluze idedld, tj. (a) C (p) & p/a, a
najit prvocisla obsazend v prvociselném rozkladu generdtoru danych idedlu. Protoze
168 =23 .3.7 a 288 = 2° . 32 dostavame, ze

- I, IJ a InNJ jsou obsazené pravé v prvoidedlech (2), (3) a (7),
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- J a J? jsou obsazené pravé v prvoidedlech (2) a (3).
]

1.3. V oboru polynomu s raciondlnimi koeficienty (Q[z],+,—,-,0,1) uvazujme
idedly I = (2 + 22 + 22+ 2) a J = (2 — 222 + 22 — 4).

(a) Uréete I +J, IJ, INJ, I? + J3.

(b) Které faktory modulo idedl z bodu a) jsou obory?

(c) Napiste vSechny prvoidealy, které obsahuji idealy, I, .J, I.J, IN.J a J>.

Nejprve (v tomto pifpadé) snadno zjistime ireducibilni rozklady polynomu
P4t 2 +2=(224+2)(z+1), 2°-222 +22 -4 = (2 +2)(z - 2).

Protoze je (Q[z],+, —, -, 0, 1) stejné jako okruh celych ¢isel oborem hlavnich idedlq,
postupujeme obdobné jako v predchozi uloze.
(a) Ze stejnych divodu jsou soucty idedlu generovany nejvétsim spolecnym
délitelem a jejich pruniky nejmensim spoletnym nésobkem:
I+ J=(GCD(2® + 2% + 22 + 2,2° — 22% + 22 — 4)) = (2 + 2),
INJ = (lem(z® + 2% + 2z + 2,2% — 227 + 22 — 4)) = ((2° + 2% + 22 + 2)(z — 2))
IJ = (2 4+ 2% + 22 + 2)(2® — 227 + 22 — 4)).
I? + J? = (GCD((2® 4+ 2% + 22 + 2)%, (2® — 22 4+ 22 — 4)%)) = (2? + 2)°.
(b) Vime, ze pouze faktory modulo idedl generovany ireducibilnim polynomem,
coz nastava pouze pro modulo idedl I + J.
(c) Ze vztahu (a) C (p) & p/a plyne, ze pouzijeme ireducibilni faktory gene-
rujicich polynomu:
- I, I.] jsou obsazené pravé v prvoidedlech (22 +2) a (z + 1),
- J a J? jsou obsazené pravé v prvoidedlech (z2 + 2) a (z — 2),
- IJ a INJ jsou obsazené pravé v prvoidedlech (z2 +2), (z + 1) a (z — 2).
O

1.2. Noetherovské okruhy.

1.4. Uvazujme obor polynomu s celo¢iselnymi koeficienty Z[z] = (Z[z],+, —, -, 0,1)
a jeho idedl I = (2) + (z).

(a) Najdete GCD(2,z) a rozhodnéte, zda je I hlavni ide4l.

(b) Ovéite, ze Z[z] je noetherovsky a neni obor hlavnich idedlu.

(c) Je I prvoideél?

(a) Ukdzeme, ze I neni hlavni.

Predpokladejme, ze tomu tak neni je, tedy zZe existuje jeho generator a, coz
znamend, 7e I = (a). Protoze 2Z[x] C (a), vidime, 7e a/2, tj. a € {1,-1,2,—-2}.
Podobné (z) C (a), a proto a/z a a € {1,—1,z,—z}. Tedy a je nutné invertibiln{
prvek, tudiz I = (a) = Z[z]. Protoze ziejmé 1 ¢ I, dostdvame spor, tedy idedl I
nemuze byt hlavni.

Uz jsme zjistili, ze spole¢ni délitelé prvki 2 a x jsou jen 1 a —1 oba prvky jsou
tedy podle definice nejvétsi spolecni délitelé 2 a x.

(b) Protoze je okruh celych ¢isel obor hlavnich idealt, tedy noetherovsky okruh,
je Z[z] noetherovsky podle Hilbertovy véty o bézi.

(c) Staci si véimnout, ze Z[z]/I = Z,, coz je téleso. Podle tvrzeni z pfednasky
je I maximalni a tedy prvoideal. O
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1.5. Rozhodnéte, zda jsou nasledujici idealy okruhu (Z[z], +, —,-,0, 1) hlavni a zda
se jednd o prvoidedly:

(a) {3, pix® € Z[z]| >, pi = 0} (tzv. fundamentdlni ideal),

(b) {p € Z[z]| p(3) = 0},

(¢) (2?2 = 1)+ (2 + 3z + 2).

(a) Vsimnéme si, ze z—1 € J, = {3, piz’ € Z[z]| Y, p; = 0}, tedy mame inkluzi
(z —1) C Jy. Zvolime-li p € J,, muzeme p vydeélit se zbytkem polynomem z — 1, tj.
existuji polynomy ¢, z € Z[z], pro které p = q-(z—1) +z a deg(z) < deg(z—1) = 1.
Vidime, 7ze z =p — q- (x — 1) € Jy, protoZe z md nejvyse jeden nenulovy koeficient
(u zY) a ten musi byt podle definice J; nulovy, dostavame, ze p € (z — 1).

Protoze je polynom z — 1 ireducibilni, je (z — 1) prvoidedl.
stupné, ktery lezl v mnoziné J, = {p € Z[z]| p(3) = 0}, konkrétné 2z — 1 € Jp.
Poznamenejme, Ze dukaz faktu, ze je J; idedl je zcela piimocary. Vidime tedy, Ze
(2x — 1)Z[z] C Jp a ukdzeme obracenou inkluzi. Zvolme proto p € J,. Tentokrat
oviem nemuzeme vydélit se zbytkem bezprostiedné v okruhu (Z[z],+,—,0,-,1),
protoze vedouci koeficient polynomu 2x — 1 neni v Z invertibilni, oviem muzeme
vydélit se zbytkem v okruhu (Qlz],+, —,0,+,1).

To znamend, 7e existuji polynomy ¢,z € Q[z], pro které p=¢q- 2z —1) +z a
deg(z) < deg(z—1) = 1. Dosadime-li z = }, vidime, ze z = 0, a proto p = ¢-(2z—1).
Nyni uvdzime, ze ¢ = Y., q;z' € Z[z], tj. Ze ¢; € Z pro viechna i. Dokazme to
indukci. Nejprve oznacme p = lelarl a vSimnéme si, ze go = po A P; = ¢ — 2¢; 1
pro kazdé ¢ > 0. To jednak znamend, 7Ze ¢y € Z a pfedpokldddme-li, ze q;_1 € Z,
pak ¢; = p; + 2¢;_1 € Z. Tim jsme ovéiili, ze J, = (22 — 1)Z[z] je hlavni idedl.

(c) Ptéme se, zda existuje polynom p € Jo = (z2—1)+(22+3z+2), ktery generuje
Jo, tedy, zda existuji polynomy a,b € Z[z],7e p= (2> —1)-a+ (22 +3x+2)-ba
Jo = (p). Piedpoklddejme, Ze je tato podminka splnéna. Protoze p = (z+1)[(z—1)-
a+(z+2)-b], vidime, ze J. = (p), pravé kdyz ((z—1)-a+(x+2)-b) = (z—1)+(z+2).
Déle muzeme argumentovat stejné jako v predchozi dloze: ¢ = (x —1)-a+ (z+2)-b
musi byt spoletnym délitelem polynomu z — 1 a x + 2, a 1 a —1 jsou jedinymi
spolecnymi déliteli. Protoze ovsem ¢(1) = 3 - b(1) je ¢islo délitelné trojkou. To
znamend Z[z] # (z — 1) + (z + 2), hledané ¢, a tudiz ani p neexistuje, proto ideal
J. neni hlavni. O

1.6. Dokazte pro kazdé n, 7e je idedl I = (z"~ 1, 2" 2y, 2" 3y2, ..., oy 2,y 1)
okruhu T'[z,y] je generovan nejméné n generatory.

Vezméme si idedl J = (z7, 2" ty, 2" 2y?,..., 2y 1, y") a uvdzime, 7e idedl

I/J faktorového okruhu T'[z,y]/J ma strukturu vektorového prostoru nad télesem
T[z,y]/(z,y) = T. Protoze neni tézké ovéfit, ze bazi tohoto vektorového prostoru
tvoif mnozina {z"' + J, 2" 2y + J,...,y""! + J}, jednd se o vektorovy prostor
dimenze n. Kdyby byla v idedlu I piitomna generujici mnozina G o nejvyse n
prvcich, pak by mnozina {g+.J, g € G} generovala cely vektorovy prostor T'[z,y]/ ],
coz by bylo ve sporu s hodnotou jeho dimenze. O

1.7. Nechf R = {}_, p;iz’ € Q[z]| po € Z} C Qlz].



(a) Dokazte, ze je R = (R, +,—,-,0,1) podokruh okruhu polynomu s racional-
nimi koeficienty a ze jde o obor integrity,
(b) rozhodnéte, zda je R noetherovsky.

(a) Protoze soucet, rozdil i soucin polynomu s celo¢iselnym absolutnim ¢lenem
mé tutéz vlastnost a 0,1 € R, je R podokruh okruhu (Q[z], +,—,0,-,1).

Protoze je Q[z] obor , je kazdy jeho podokruh opét obor.

(b) Uvédomme si, ze 2~ "z € R, (27"z) C (2-"+tVz), protoze 2 "z = 2 -
2=ty a (27mx) £ (2-(+tVz2), protoze 2~ (V2 ¢ (27"z), ¢imz jsme nasli
nekonecnou posloupnost vlastnich déliteli ...2= ("D /2="¢ . 2/27 'z a mame
tak rostouci posloupnost idedlu

@2 'zyc@2z)c---c M) Cc (2" 2) ...,

Protoze jsme nasli rostouci posloupnost idedlti, R neni noetherovsky. Vsimnéme si
navic, ze idedl I = {J,,cn 27 "2 R nenf konecné generovany. ]
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2. LOKALIZACE A FAKTORIZACE
2.1. Lokalizace.

2.1. Méjme multiplikativni mnozinu S komutativniho okruhu R = (R, 4, —,0,-,1).
Na R x S definujme relaci ~ vztahem

(r,s)~pt)eIueS:u-(r-t—p-s)=0
Ovérte, ze
(a) ~ je ekvivalence na R x S
(b) RSt = (Rx S/ ~,+,—,-,0,1) je komutativni okruh s operacemi zave-
denymi stejné jako pro lokalizace v oborech,
(c) zobrazeni v : R — R x S/ ~ dané piedpisem v(r) = | je homomorfismus
(opét znacime | = [(7,5)]~),
(d) Ker(v) ={re R|Jue S:ru=0}.
(a) reflexivita a symetrie ~ plyne okamzité z definice relace.
Necht (rg, s0) ~ (r1,81) ~ (ra, s2). Pak existuji us,us € S, pro ktera

Uo(T‘081 — 7‘180) =0 a Uy (7‘182 — 7‘281) =0.
Piendsobenim dostdvame:
Sty ug(ros1 —T180) =0 a  Spugui(r1ss —resy) =0
Nyni sta¢i rovnice secist
s1u1g(ros2 — T280) = Sauguo(rosy — r180) + Sououy (1182 — 1281) =0

a uvazit, ze sjujug € S.

(b) Postupujeme obdobné jako v dukazu konstrukce podilového télesa pomoci
obvyklé ekvivalence krdceni, tj. postupné piimocare ovéiime platnost vech axiomu
komutativniho okruhu.

(c) Staci nahlédnout, ze v(r+s) =2 =2+ 2 p(rs) =% -2 av(l) =1.

(d)Vldlme,zereKer()@){:% (r,1) ~(0,1) & Ju e S:ru=0. O
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2.2. Necht p je prvoéislo, tedy (p) prvoidedl oboru (Z,+,—,-,0,1) a uvazujme
multiplikativni mnozinu S = Z \ (p). Ovéite, ze nenulové idedly lokalizace ZS™*
jsou pravé tvaru (p') a ze je svaz véech idealii linedrné uspotradan inkluzi.

Piipomeiime, ze ZS~! je stejné jako Z obor hlavnich idedlii a generdtor ne-
nulového idedlu oboru ZS~! lze vzit kladny z oboru k € Z. Nyni staci uvazit
prvociselny rozklad k, presnéji feceno valoaci prvocisla p v k. Vezmeme-li tedy ta-
kové nezdporné celé j, 7e k = p’ - v, kde GCD(p,v) = 1. Potom v € S, proto
') = (k). , , o . .

Nyni je ziejmé, ze (p? 1) C (p?) navic p/ ¢ (p’*1), tedy (p’™1) # (p%). O

2.3. Jak vypadaji lokalizace v prvoidedlu oboru hlavnich idedla?

Uvéazime-li nulovy idedl, pak je lokalizaci pravé podilové téleso tohoto oboru.

Nenulovy prvoidedl, je podobné jako v piedchozi iloze generovan néjakym prvoci-
nitelem p. To opét znamend,ze kazdy nenulovy prvek lokalizace lze jednoznacné
zapsat ve tvaru p - u pro invertibiln{ u. Tedy ideély jsou opét linedrné usporddany
a nenulové jsou generovany prvkem p’ pro vhodné nezdporné i. O

2.4. Uvazme v oboru (Z[z], +,—,0,-,1) mnozinu S = {zf| i € NU {0}}. Dokazte,
ze je S multiplikativni a popiste obor Z[z]S !

Ziejmé z' -z =2t € S al =20,
Potiebujeme invertovat pravé polynomy z*, proto

b
Z[z)S™t = Z[x, 7] = {Z ciz'la<beZ}

2.5. Popiste lokalizace RS~! pro
(a) R=(Zx%,+,—-,0,-,1) a S ={(a,b)| b+# 0},
() R= (Zx 7+, —0.-1) a § = {(0.0)] b0} U{(1,1)},
(¢) R =(Q[z,y]/(zy),+,—,0,-,1) a S = {z?| i € N}.

(a) Vsimnéme si, ze multiplikativni mnozina S je dopliikem prvoidedlu Z x {0}.
Dale poznamenejme, Ze (a,0) - (0,1) = 0, proto viechny prvky tvaru (a,0) splynou
s nulou. Nyni uz je snadné dopocitat, ze hledand lokalizace je izomorfni télesu
raciondlnich cisel.

(b) I tentokrat lokalizace vynuluje v8echny prvky tvaru (a,0) a tudiz je hledana
lokalizace i tentokrat izomorfni télesu raciondlnich ¢isel.

(c) Tentokrdt ztratime monom y, proto podobné jako v tloze 2.4 dostdvame, ze

RS = Qlz,a ' ={X) ez’ a<beQ}. O

2.2. Cinska véta o zbytcich. Uvazujme pro po dvou nesoudélnd n; zobrazeni
FrZq,n =[] Zn
i

predpisem f(k) = (kmod ny, kmod na,...).



6
2.6. Pro f : Zys — Zs X Zg (tj-f(a) = (a mod 5,a mod 9)) spocitejte (jednoznactné
urcené) a € Zys, pro které f(a) = (2,4).

Vyuzijeme tivahu ditkazu Cinské véty o zbytcich. ZapiSeme ji ovsem pomoci
kongruenci, tedy hleddme a € Z,5, pro

a =2(mod 5), a=4(mod9)
To znamend, ze a =2+ 5s a
2+5s=4(mod9) = 5s=2(mod9) = s=2-55=2-2=4(mod?9).
Protos=4aa=2+5-4=22. O

2.7. Pro f 2 Loy = Ly X Lg X Zing najdéte be Z720, pro které f(b) = (2,4, 5)

Nyni vyuzijeme indukce, abychom navazali na uvahu piedchozi tilohy. Tedy vime,
7e a = 22(mod 45), proto a = 22 4+ 45t a a = 5(mod 16), tudiz
22+45t = 5(mod 16) = —3t = —1(mod 16) = ¢t = 5-(—=3)t = 5-(—1) = 11(mod 16).
Vidime, ze t =11 a a = 22 + 45 - 11 = 517 O

2.8. Najdéte vSechna feseni rovnice 2 + 1 = 0 v okruzich a) Zys a b) Zgs.

a) Kdyby existovalo fesenf rovnice 22+ 1 = 0 v Z5, muselo by existovat i okruhu
Zg, to znamend, ze bychom méli prvek x € Zg, pro ktery 2> = —1, a proto z* = 1.
Tudiz by z byl prvek fddu 4 multiplikativni grupy Zg. Protoze je Z§ fddu 6, podle
Lagrangeovy véty zadny prvek fadu étyfi nemiize obsahovat a 22 + 1 v Zg ani Zgs
nema zadné feseni.

b) Tentokrat vyuzijeme k feseni Cinskou vétu o zbytcich. Nejprve vyfesime rov-
nici 2 + 1 v télesech Zs a Z;3, tedy

z = 2(mod 5) nebo z=-2=3(mod 5),
x = 5(mod 13) nebo x = -5 = 8(mod 13),

Dale postupujeme obdobné jako v ptredchozich piikladech. Nejprve polozime z =
+5 + 13s a dosadime:

45+ 135 = 3s = £2(mod 5) = s=2-3s = +4(mod 5).
Dosazenim za s = 1,4 dostdvame pravé étyfi fesenf rovnice 2 + 1 v okruhu Zgs:
8,18,47,57. O

10.11.

3. RADIKALY
3.1. Odmocniny a radikdly v okruzich hlavnich ideala.

3.1. Urcete v oboru celych ¢isel (Z,+, —,0,-,1)

(a) V(0), J(2),

(b) \/( 5), \/(125) \/( 0), \/(100), \/(Hzpf) pro ruzna prvocisla {p;},
(c) J(Z/(100)),

(d) kdy je (Z/(n))/J(Z/(n)) téleso.
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(a) Protoze je (0) prvoidedl, nutné 1/(0) = (0). Vezmeme-li pro libovolné nenu-
lové celé n prvocislo p, které nedéli n, pak n nelezi v maximélnim ideédlu (p), proto
n nelezi v J(Z). Tim jsme dokazali, ze J(Z) = (0) (odtud samoziejmé také plyne,

e \/0) =

(b) Staci si véimnout, ze Var((25)) = Var((125)) = {(5)}, proto

(25) = /(125) = (5).

Podobné Var((50)) = Var((100)) = {(5), (2)}, tudiz

v/ (50) = 1/(100) = (10).
Z téhoz duvodu +/ H pf‘ ﬂ D) = Hz(pz) = (Hzpz)

(c) Protoze maximalni idealy splyvaji s nenulovymi prvoideély, mame

J(Z/(100)) = 4/(100)/(100) = (10)/(100).
(d) Zopakujeme-li ivahu (c) pro obecné ¢&islo (n) s pouzitim dvahy (b), vidime, ze
Z]J(Z/(n)) teéleso, pravé kdyz je y/(n) maximéln{ idedl, coz nastdvd prave tehdy,
kdyz je n mocninou prvocisla. O

3.2. Uvazujme okruh (Z,,+,—,0,-,1), kden =[], p;’ je pro prvociselny rozklad
pro p; jsou ruznd prvocisla B

(a) Popiste vsechny prvoidedly, nilradikdl a Jacobsonuv radikdl okruhu pro

libovolné kladné,

(b) spocitejte nilradikal a Jacobsonuv radikél pro n = 162,

(c) rozhodnéte, kdy /(0) = 0.
Urcete nilradikal a Jacobsonuv radikal okruhu pro libovolné kladné n a specidlné
pro n = 162.

(a) Staci pro faktorovy okruh Z/(n) =2 Z, vyuzit 3.1. Dostavame tak, Ze pro
prvociselny rozklad n = [, p;*, kde p; jsou ruznd prvocisla je Var(0) = {(p;)| i < k}
a oba radikély jsou tvaru (], ps)-

(b) Protoze 162 = 2 - 3%, v okruhu (Zyg2,+,—,,0,1) mdme jediné maximaln{
idedly i prvoidedly (2) a (3), proto J(Z1g2) = 4/(0) = (2) N (3) = (2)(3) = (6).

(¢) Tvrdime, ze \/(T = 0, prave kdyz je n bez Ctvercu, tj. r; = 1 pro vSechna
i < k. V (a) jsme zjistili, ze \ﬁ (I'1; p:), coz se rovna nulovému ideédlu, prave
kdyz r; = 1 pro vSechna i < k. O

3.3. V oboru polynomﬁ nad komplexm’mi ¢isly (Clz], +, —,+,0,1)

(a) spocitejte /(0 J \/ (z —3)%(x — D)*(23 +2), /(26 — 2% — 22 + 1),
(b) dokazte, ze \/ GCD G7)» kde p € Clz].

(a) Obdobnd argumentace jako v predchoz{ dloze dokazuje, zZe

(0) = J(C[z]) =0,
V=3P -1 a? +2) = ((z - 3)(z - 1)(@* +2)) a
V@b —zt =22 + 1) = /(22 - 1)2(22 + 1) = (22 — 1)(2® + 1).
(b) Staé¢i si uvédomit, ze polynom ﬁ(p’p,) ve svém ireducibilnim rozkladu
obsahuje v§echny kofenové ¢initele polynomu p ve stupni jedna, zbytek argumentace
uz je shodny s argumentaci 3.1(b). O
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3.2. Radikaly v lokalizacich.
3.4. Spocitejte nilradikél a Jacobsontiv radikal lokalizace Z(Z\ (p)) ! oboru celych
¢isel (Z,+,—,-,0,1) v prvoideélu (p) daného prvocislem p.

Lokalizace obsahuje jediny maximalni idedl (p), tudiz je J(R) = (p). Protoze je
v kazdém oboru (0) prvoidedl, opét nutné dostavame, ze 1/(0) = (0). Vidime tedy,
ze v tomto piipade 1/(0) # J(R). O

3.5. Spocitejte nilradikal a Jacobsonuv radikal kvazilokalniho komutativniho oboru
R s jedinym maximdalnim idedlem M. Kdy oba radikaly splyvaji?

Ze stejného duvodu jako v predchozi dloze je J(R) = M. Navic 1/(0) = (0),
nebot uvazujeme obor. Odtud plyne, ze J(R) = 1/(0), prdvé kdyz je R téleso. O

3.6. Najdéte vSechny prvoidedly, nilradikal a Jacobsonuv radikal lokalizace R :=
ZS~! oboru celych éisel (Z, +,—,0,-,1) v multiplikativni mnoziné S := Z \ ((2) U
B)U(5) .

Podobné jako v tlohach 2.2 a 3.4 zjistime, ze obecny idedl okruhu R je tvaru
(21395%) pro i, j, k nezdpornd celd, a proto Var(0) = {(0),(2),(3),(5)}. Potom
ziejmé /(0) = (0) a J(R) = (2) N (3) N (5) = (2)(3)(5) = (30). O

3.3. Radikaly v obecnych okruzich.

3.7. Pro komutativni okruhy R a S a ideédly I a j okruhu R dokazte, ze
(a) VINJ =VINVJ,
(

b) nilradikél okruhu R x S je praveé kartézsky soucin nilradikélu obou okruhu,
c) J(RxS)=J(R) x J(S).

(a) Postupujme podle definice
aeVIinJen:a"elnJeIn:a"el,a" € J & aeVInNV.

(b) Ozna¢me Kp a Kg piislusné nilradikily a dokdzeme opét jen s vyuzitim
definice, Ze je Kr x Kg nilradikdl souc¢inu okruhu:
(a1,a2) € VO < In(ay,a2)” = (0,0) © In:a? =0,a? =0 (a1,a2) € K x Kg
(c) Vyuzijeme charakterizace Jacobsonova idedlu a stejného postupu jako v
pifpadu (b)
(al,ag) S J(R X S) <:)>V(T1,1"2) eERxS: (1,1) — (al,ag) . (7‘1,7‘2) S (R X S)* <
& Vry € RVrs € S:1—ayry € R*,1 —asrs € S* & (ay,a2) € J(R) x J(S)
O

3.8. Spocitejte nilradikél a Jacobsonuv radikal oboru polynomu (Z[z], +, —,-,0,1)
a (TX],+,—,-,0,1), kde T je téleso a X (libovolné velkd) mnozina nezndmych.

V obou piipadech se jedné o obory, tedy nilradikdly jsou nulové. Navic muzeme
pro vypocet Jacobsonova radikdlu obou okruhu s tispéchem pouzit charakteriza¢ni
Poznamku 4.6, podle niz ptislu§nost prvku a do Jacobsonova radikélu implikuje, ze
1—ar je pro kazdy prvek r okruhu invertibilni. To ovSéem v obou piipadech znamena,
ze nutné a = 0 a proto jsou Jacobsonovy radikédly obou okruhi nulové. O



4. KONECNE GENEROVANE MODULY
4.1. Nerozlozitelné rozklady moduli nad 7.

4.1. Rozhodnéte, zda je faktorovy Z-modul Z*/N cyklicky, jestlize
(a) N=(5 & (7)(12),
(b) N =(10) & (11) & (12),
(¢) N =(a)@® (b) @ (c) pro a, b, ¢ po dvou nesoudélna
(d) N=(0)® (1) ® (a) proa #0.

Poté, co vyuzijeme pozorovani z prednasky, ze
Z*[((a) ® (b) ® (c)) = Z/(a) ® L/ (b) @ L(c) 2= Loy X Ljp| X L)

staci vyuzit Cinskou vétu o zbytcich, protoze Lyq) X Lyp| X L) je cyklicky Z-modul
(tedy cyklickd grupa), pravé kdyz je izomorfni Z,y., tedy pravé kdyz jsou prvky
a, b, c po dvou nesoudélné. Proto

(a) pro N = (5) @ (7) @ (12) je modul Z?/N cyklicky,

(b) pro N = (10) & (11) & (12) nenf modul Z*/N cyklicky,

(c) pro N = (a) ® (b) ® (c), kde a, b, ¢ po dvou nesoudélnd je modul Z3/N
cyklicky.

V piipadé (d) vidime, ze Z*/N = Z & Z/(a) = Z X Z,), coz pro nenulové a
nemuze byt cyklicky modul. O

O modulu (nebo podmodulu) M fekneme, zZe je direktné nerozlozitelny, jestlize
A ® B = M implikuje , ze A =0 nebo B = 0.
4.2, Najdeéte rozklad Z-moduli M na direktni sumu nerozlozitelnych podmodula
jestlize

( ) M = Zg X Zg,

(b) M = Z1g X Z12 X Zss,
(C) M = ZQO X Z15 X Z
(d) M

d /(@l 1 @] L(Pi)) pro riznéd prvocisla py,...,p, prirozend
cisla n;j Z Nijp1an=y . k.

(a) Staci pomoci Cinské véty o zbytcich urcit
M =7g X Tig = Zg X Uiz X Ly = iy X ling.
(b) Postupujeme stejné jako v (b):
M = Tng X Do X Toys = Ty X Ty X 73 X 72
(c) Nejprve stejné jako v (a) a (b) spoéitdme konecnych cyklickych grup:
Tino X Ty =2 Ty X T X Ty X s = Tog X Loz x 72.

Nyn{ dostdvame M = 7 x Zy x Zz x Z3.
(d) Polozme k := max{k;} a sp—yt+1 := [[;, i, kde nedefinovand n;, maji
hodnotu 0. Nyni ndm Cinskd véta o zbytcich zarucuje, ze M = @, Z/(s;).
Vypocty uz jsme uskutecnili v predchozi tloze pomoci Cinské véty o zbytcich:
Zg X Tg =2 1g & L3 & 7o, Z10XZ12XZ15EZQG§Z4@Z§@Z§,

Lo x Tns x L=TL[(5) @ Z/(60) © Z/(0),  Z*/(Za) = Z/(2) & Z/(0).
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(d) Vyuzijeme-li opét pozorovani, ze M = @;_, @le Z/(p;") a zjevny fakt,
7e 7./(p;”) m4 linedrné uspoiddané podmoduly a tedy jde direktné nerozlozitelny
modul, je modul @;_, @le Z/(p;?) pifmo ireducibilnf rozkladem modulu M. O

4.2. Nerozlozitelné rozklady moduli nad okruhem polynomu. Mame-li ¢
linedrni operator na vektorovém prostoru V nad télesem 7' zavedeme na V' strukturu
T[z]-modulu piedpisem (3, a;z*)v =), a;¢*(v) >, a2' € T[x] av € V.

4.3. Uvazujme linedrni operdtor ¢ na C? s matici vzhledem ke kanonické bazi

3 1
x-( 1)
(a) Najdéte vsechny podmoduly C? jako modulu nad okruhem Clx],

(b) rozhodnéte, zda je C[z]-modul C? cyklicky a najdéte minimdln{ mnozinu
jeho generatort.

(a) Nejprve poznamenejme, ze urcité {(0,0)7} a C? jsou (trividlni) podmoduly
Clz]-modulu C?. Déle si vS§imnéme, ze kazdy P podmodul C[z]-modulu je jeho
C-podprostor, zbyva tedy prozkoumat, které komplexni pifmky v C? jsou C[z]-
podmoduly. Protoze pro podmodul P plati, ze zP = ¢(P) = XP C P, vidime, ze
podmodulem budou pravé piimky invariantni vzhledem k ¢, tedy piimky genero-
vané vlastnim vektorem.

Snadno spocitdame, ze linedrn{ operator ma praveé dveé vlastni ¢isla 1 a 5 (napifklad
jako koteny charakteristického polynomu det(X — AIy)). Nyni najdeme vlastni vek-
tory, t.j. feSeni homogennich soustav linedrnich rovnic s matici X — AL :

2 1 -2 1
D) s ()

Spotitdme, ze hledané invariantni piimky tvoii U; = ((1,-2)T) a Uy = ((1,2)T),
coz znamend, ze {(0,0)7'}, C?, Uy a Uy jsou pravé vsechny podmoduly C[z]-modul
C2.

(b) Vsimnéme si, 7e pro kazdy vektor v € C? je zobrazeni 1 : Clz] — C2?
dané vztahem v (p) = pv homomorfismus, a proto podle 1. véty o izomorfismu
je Clz]/kery = Clz]v. Aplikujeme-li to na vlastni vektory, ze Clz]/(z — 1) =
Clz](1,-2)T = U a Clz]/(z — 5) = C[z](1,2)T = Us. Vyuzijeme-li nyni Cinskou
vétu o zbytcich, dostaneme

C*=Us & Uy = Clz]/(z — 1) & C[a]/(z — 5) = Rlz]/((z - 1)(= - 5)),

nebot ideély (z — 1) a (z —5) jsou komaximélni. Zjistili jsme, ze modul C[z]-modul
C? je cyklicky. Jeho generdtorem je kazdy (nenulovy) vektor, ktery neni vlastni,
napiiklad vektor (1,0)7. O

4.4. Necht je V konetné dimenzionaln{ vektorovy prostor nad télesem 7' a o linedrn{
operator na V. Uvazujme V jako T'[z]-modul uréeny operdtorem . Dokazte, ze

(a) podmoduly V jsou pravé invariantni podprostory ¢,
(b) existuje nenulovy polynom p, ktery anihiluje V, tj. pV = 0.

(a) Je-li U invariantni podprostor, pak pro kazdé u € U méme ¢(u) € U, proto
i>;a;0"(u) € U. tedy U je uzavien na nasobeni polynomem. Protoze jde o pod-
prostor je uzavien i na s¢itani, tudiz jde o T[z]-podmodul.
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Naopak T'[z]-podmodul U je uré¢ité T-podprostorem a plati, ze p(U) = 2U C U,
tedy jde o invariantni podprostor.

(b) Staci vzit bézi vy,...,v, vektorového prostoru V a vsimnout si, ze Prvnf
véta o izomorfismu aplikovana na pfirozeny modulovy homomorfismus T[z] — V
dany vztahem p — pv;, indukuje izomorfismus T[z]v; = T[z]/{p | pv; = 0}. Protoze
je T'[x] nekonecné dimenziondln{ jako vektorovy prostor nad T, zatimco T'[z]v; je
koneéné dimenzionélni, musi byt hlavni idedl {p | pv; = 0} netrividlni, tedy musf
existovat p; # 0, pro které p;v; # 0. Nyni zbyva vzit polynom p := [], p;. O

4.5. Uvazujme linedrni operdtor ¢ na R* s matici vzhledem ke kanonické bazi

2 3 2 1
0 2 2 1
A= 0 01 -1
0 0 0 1

(a) Najdéte ireducibilni rozklad R* jako modulu nad okruhem R[z],
(b) rozhodnéte, zda je R[z]-modul R* cyklicky,
(¢) dokazte, ze charakteristicky polynom ¢ anihiluje R[z]-modul R*.

(a) Okamzité vidime, Ze linedrni operdtor méd dvé vlastni &isla 1 a 2, obé al-
gebraické nasobnosti 2 a geometrické nasobnosti 1. Najdeme nyni vlastni vektory
a vektory urcujici invariantni podprostor odpovidajici piislusné Jordanové bunce.
Tedy tfesime nejprve homogenni a poté nehomogenni soustavu:

13 2 1 4 0 1 3 2 1 8 4
P 01 2 1| [-2|_10 01 2 1| [-1]_]-2
a 0 0 0 -1 1/ (0] [0 0 0 -1 o] |1/
0 00 O 0 0 0 00 O -1 0
0 3 2 1 3 0 0 3 2 1 0 3
\ =2 0 0 2 1 (08 I () 0 0 2 1 1 [0
- 0 0 -1 -1 o] (of” 0o 0 -1 -1 o] (o}
00 0 -1 0 0 00 0 -1 0 0
4 8 3 0
. -2 -1 0 1 .
Polozme u;, = 1 we= o =10l =10] Pak jsou podprostory
0 -1 0 0
U = (ui,us) a V = (v,v2) invariantni, tedy jde o R[z] moduly, navic R* =

U@ V. Konetné (¢ —id)?U = 0 a (p — 2id)?>V = 0 (tj. U = 7,1 je takzvana
torzni komponenta prislugnd ireducibilnimu polynomu z — 1 a V' = 7,_5 je torzni
komponenta prislusnd ireducibilnimu polynomu z — 2).

(b) Protoze u; = (x —1)us a vy = (2 —2)vs, je R[z]us = U a R[z]u, = V. Vyska
obou prvka je pravé 2, vyuzijeme-li s timto faktem jesté Cinskou vétu o zbytcich
dostavame

R* = Rlz]us & Rlz]vs = R2]/(z - 1)* ® R[z2]/(z — 2)* = R[z]/((z — 1)*(z - 2)°).

(c) To, ze charakteristicky polynom ¢, tedy polynom (z — 1)?(x — 2)? anihiluje
R* plyne z piedchoziho pozorovani. O
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15.12.

5. VOLNE A BEZTORZNI MODULY

5.1. Homomorfismy volnych moduli. Je-li A € Z™*" budeme v nasledujicim
znacit pa : Z"™ — Z™ zobrazen{ dané predpisem ¢a (v) = Av.

5.1. Nechf A € Z™*" bud ¢ : Z" — Z™ homomorfismus Z-moduli Z" a Z™.
Dokazte, ze

(a) ¢a je modulovy homomorfismus,

(b) existuje matice B € Z™*™, pro niz g = ¢,

(c) va = ¢B, pravé kdyz A = B.
Plati obdobné tvrzeni i pro volné moduly kone¢ného ranku, homomorfismy a matice
nad obecnym komutativnim okruhem?

(a) Na celociselné matice muzeme pohlizet jako na racionédlni matice, proto fun-
guje stejny argument jako v linedrni algebte, tj. distributivita nasobeni matic vzhle-
dem ke s¢itani a komutativita pro nasobeni skaldrem.

(b) Stejné jako v linedrni algebie stac¢i vzit matici slozenou z obrazu vektoru
kanonické béze jako sloupcovych vektoru, tedy B = (p(e1), ..., p(e,))

(c) Stacéi uvazit, ze je homomorfismus na volném modulu jednoznaéné uréen
hodnotami na libovolné bazi. Tyto hodnoty jsou ovsem determinovany tdaji v
matici A, resp. B.

Kone¢né, uvazime-li, ze se maticové nasobeni chovd nad obecnym komutativnim
okruhem obdobné jako nad télesem (tedy predevsim plati distributivita nasobenf
matic vzhledem ke séitan{ a komutativita pro ndsobeni skaldrem), pak vidime, ze

predchozi tvrzeni i v této situaci zustavaji v platnosti. O
A (13
5.2. Necht A = <2 5]

existuje-li najdéte matici B € Z™*", pro kterou pp = ¢,"
ovéite, ze je {(;) ) <§>} volna béze 72,

urcete, které z mnozin

x=1(3). (D v=1(3). () eat0. eac

jsou volné baze Z2.

(a) Najdeme-li inverzni zobrazeni k ¢4, pujde o izomorfismus. V pfedchozi
uloze jsme si uvédomili, ze pripadny inverz by musel byt tvaru ¢ pro vhodnou
¢tvercovou matici B a muselo by tudiz platit, ze AB = BA = I,. pa je tedy
invertibilni zobrazeni, pravé kdyz existuje inverz matice B, jehoz vSechny hodnoty
jsou celoéiselné, a to (diky vlastnosti adjungovanych matici) nastava prave kdyz je
det A e 72* = {1,-1}.

L 1 3
Protoze det <2 5

(b) Uz jsme si uvédomili, ze B = A~! = <_5 3 >

) =5—-6= -1, je po modulovy izomorfismus.

2 -1
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(c) Protoze je izomorfni obraz volné baze opét volna bdze, je {(;) , <§>} =

¢({e1,e2}) volna baze 7.
(d) Protoze obraz volné baze (napfiiklad kanonické) na volnou bazi lze vzdy

roe . . o 1
rozsitit na izomorfismus, sta¢i naopak uvéazit homomorfismus ¢(e;) = (2> , p(e2) =

3 1 3

4 2 4

{1, -1}, nejednd se o izomorfismus, tedy mnoziny X ani pa (X) netvoif volné béze
72,

. 4 3

Naopak matice D = (5 4

volné baze 72 O

, tedy homomorfismus ¢¢ urceny matici C = . Protoze det C = -2 ¢

> md determinant 1, proto jsou mnoziny Y i pa (V)

nad okruhem Z.

W = N

1 3
sB=1[1 1
30

S O N

1 3
5.3. Uvazujme matice A= |1 1
2 4

(a) Rozhodnéte, jsou @a, B : Z3 — Z3 prosté a zda jsou na,
(b) rozhodnéte, zda jsou pa (Z3) a pp(Z?) volné a uréete jejich rank.

(a) Snadno spocitdme, ze je nad télesem raciondlnich ¢isel hodnost matice A
rovna dvéma a ze je matice B regularni. Navic determinant det B = 3, proto ani
jedno ze zobrazeni ¢ ani ¢p neni na. Zobrazeni ¢ s navic nenf ani prosté protoze
vhodnym pfenasobenim nenulového racionalniho vektoru z jadra matice dostaneme
nenulovy celoéiselny vektor z jadra homomorfismu pa . Konecné ¢p je prosté.

(b) Protoze je ¢ prosté, dostdvdme izomorfismus g : Z3 — pp(Z3), tedy
oB(Z3) je stejné jako Z3* volny modul ranku 3. Zbyva nahlédnout, 7e

1 2 3 2 3
1|=2(1] (1], proto pa(Z)=Z 1] +Z |1
2 3 4 3 4

Z linearni nezdvislosti zbylych dvou generdtort vidime, ze pa (Z?) je volny modul
ranku 2. O

5.4. Uvazme volny modul F kone¢ného ranku n nad oborem R.

(a) Je-li F=R"™a ¢ : F — F, dokazte, Ze ¢ je modulovy izomorfismus, pravé
kdyz existuje takovd matice A € R*"*", ze det A € R* a ¢ = pa.

(b) Dokazte je grupa automorfismu na F (tj. izomorfismti F do F ) izomorfn{
grupé ¢tvercovych matic nad oborem R s invertibilnim determinantem.

(a) Protoze je R obor, muzeme ho chdpat jako podokruh jeho podilového télesa
Q a vyuzivat vSechny linearné algebraické pojmy zavedené pro téleso Q. Samotnd
myslenka dukazu je uvedena v predchozi tdloze.

(b) Staci se omezit na volny modul R" a vyuzit bodu (a). Tedy hledanym izo-
morfismem je zobrazeni, které izomorfismu @a pfifadi matici A. Podle (a) jde o
bijekci a tvrzeni{ maticich slozeného homomorfismu z linedrni algebry (které jsme
nad télesem Q oprdavnéni pouzit) ikd, Ze pa © YB = PYAB- O
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5.2. Podmoduly a faktory volnych modula.

5.5. Ve volném Z-modulu Z? s prvky a = <é> ab= <§>, c= <g> urcete:
(a) obsahy prvku a, b, c,
(b) volné baze fi,f> a g1,92 tak, aby a = sf; a b = rg; pro (s) = c(a),

(r) = c(b)
(¢) strukturu modula Z2/(Za), Z* /(Zb), Z2 | (Za + Zb) a Z*/(Za + Zc),
(d) torzni ¢dst modulu Z?/(Za + Zb) .

(a) Vyuzijeme-li kanonickou volnou bézi dostaneme c¢(a) = (GCD(4,6)) = (2),
c(b) = (GCD(4,3)) = (1) = Z a ¢(c) = (GCD(3,3)) = (3).

(b) Polozime (az na znaménko nutné) f; = g , pak stac¢i vzit Bezoutovy koe-
ficienty, které ndm daji nejvétsi spoleény délitel 1 = —1 -2+ 1 -3 a pomoci nich

zkonstruovat vektor fo = , aby byl determinant matice (f f5) invertibilni.

1

1
. , 4 . 1

Podobné zvolime ¢g; = 3 a opét go = 1)

(c) Nalezené volné baze z tlohy (b) ukazuji, ze Z?/(Za) = Zs Z a 72 | (Zb) = Z.
Protoze je obsah prvku b nejvétsi mezi véemi obsahy, staci, abychom nagli prunik
(Za + Zb) N Zgs, tj. hleddme celociselnd feseni rovnice

4x+4y:6x+3y:>y:2x:>(Za-i—Zb)ﬂZgg:Z((é) +2<§>)=ZG§>

Spocitali jsme, ze Za + Zb = Zg, © Zg212 = 7 (g) &Y/ (g), proto
L*[(Za + Lb) = (Zg1 @ Lga) [ (Lgr ® Lg>12) = L/(12) = Ly,

Protoze jsou obsahy obou prvku vlastni idealy, vime, Ze nejvétsi mozny obsah
prvku je roven ¢(a)+c(c) = (2)+(3) = Z. Snadno prvek s timto obsahem, napiiklad

1 PR y . o (.
d=a—c= 3 Nyni vidime, ze dvojice d, ¢ tvoii volnou bazi podmodulu Za+Zc a
ze ze dvojice d, e <(1)> tvoif volnou bézi celého modulu Z2. Opét zbyva najit prinik

(Zd+Zc)NZes, tj. hledame celotiselnd feseni soustavy rovnic z+3y = 0, 3z+3y = z,
proto

x:—3y,—9y+3y:z:>z:—6y:>(Zd-{-Zc)ﬂZeg:Z(g)

(d) Ztejmé jde o torznf modul, tedy torznf ¢dst je cely modul Z?/(Za + Zb). O

5.6. Najdéte posloupnost s1/ss/... aby pro Z-modul platilo M = @.7Z/(s;),
jestlize
(a) M= Zg X ZG)
(b) M = Zyo X L1z X Zys,
(C) M = Z20 X Z15 X Z,
(d) M = 7?/(Za) pro a z predchozi tlohy,
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(a) Staci pomoci Cinské véty o zbytcich urcit
M =78 X 7g 27g X g X Ty = Ty X Ting 27/(2) B 7Z](24).
(b) Postupujeme stejné jako v (b):
M = Zg X Zyg X Tys = Ty X Ty x Lz X 72 = Lzg X Lgo = Z/(30) © Z/(60).
(c) Nejprve stejné jako v (a) a (b) spocitdme dekompozici torznf ¢asti:
Tino X Tns =2 xTy X Ty X T3 = Ly X Lgo = 7./ (5) @ Z/(60).

Protoze Z = 7,/(0), dostdvdme M = 7Z/(5) & Z/(60) & Z/(0).
(d) Uz jsme spocitali, ze Z>/(Za) = Zs & Z, tedy M =2 Z/(2) & Z/(0). O

5.1.

6. GALOISOVY GRUPY, STOPA A NORMA
6.1. Galoisovy grupy.

6.1. Uvazujme rozsifeni R < C, urtete [C : R]g a popiste strukturu Galoisovy
grupy rozsiteni R < C. Jednd se o Galoisovo rozsifeni?

Vime, ze C = R[i] a minimaln{ polynom m; = z? + 1. Protoze je téleso R
charakteristiky 0, je perfektni a tudiz [C : R]s = [C : R] = degm; = 2.

Protoze kazdy R-homomorfismus télesa C je uréen permutaci kofenti polynomu
m; = 22 +1, je Gal(C|R) = {id, id}, kde id(a+bi) = a—bi pro a,b € R. Rozsiieni je
ziejmé Galoisovo, jednak vidime, ze se C je rozkladové nadtéleso polynomu z2 + 1
nebo muzeme argumentovat tim, ze |Gal(C|R)| = [C : R]s. O

6.2. Urcete stuperni separability a popiste strukturu Galoisovy grupy rozsiteni Q <
Q[v/3]. Jedna se o Galoisovo rozsifeni?

Protoze minimalni polynom prvku v/3 nad Q je 22 —3 a téleso Q je opét perfektni,
mame [Q[v3] : Qls = [Q[V3] : Q] = degz® — 3 = 2. Déle vidime, Ze zobrazen{
ola 4+ b/3) = a — b3, kde a,b € Q, je Q-automorfismus télesa Q[v/3], proto
Gal(Q[v3]|Q) = {id, ¢} je opét dvou prvkové (cyklickd) grupa. Rozsifeni je opét
Galoisovo, nebot jde o rozkladové nadtéleso polynomu 2 — 3. O

6.3. Urcete stupen separability a popiste strukturu Galoisovy grupy rozsiteni Q <
Q[V/3]. Jedna se o Galoisovo rozéiieni?

I tentokrit je stupeil separability roveii stupni rozsiieni a 2> — 3 je minim4aln{
polynom prvku v/3, proto [Q[¥/3] : Q]s = [Q[v/3] : Q] = degz® — 3 = 3. Oviem
Autg(Q[V/3]) = {id}, nebot zbyvajici dva prvky mnoziny Homg((Q[v/3], Q) nutné
zobrazuji prvek /3 na ryze komplexni kofen polynomu z® — 3. To znamend, 7e
rozsfieni Q < Q[/3] neni Galoisovo. O

6.4. Urcete stupen separability a popiste strukturu Galoisovy grupy rozsiteni konec-
nych téles F;, < Fy». Jde o Galoisovo rozsifeni?

I tentokrat pracujeme s perfektnim télesem, proto [Fyn : Fyls = [Fgn : Fy] = n.
Déle snadno ovéfime, ze Frobeniuv endomorfismus f, : Fj» — Fy» dany vztahem
fq(a) = a? je Fj-automorfismus télesa Fyn, a proto f,: = f; jsouproi=0,...,n—1
ruzné F,-automorfismus télesa Fyn. Protoze navic |Gal(Fy» |Fy)| < [Fgn : Fyls = n,
dostavame, ze proto Gal(Fg|F,) = {id, fy, fe2,..., fyn-1} je n-prvkova cyklicka
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grupa. Protoze Fy» je rozkladové nadtéleso polynomu 27" —z, je rozsiteni F, <Fyn
Galoisovo. O
6.2. Stopa a norma.

6.5. Prorozsiteni R < C a prvek a = a+bi, kde a, b € R, spocitejte charakteristicky
polynom c, prvku «, ddle normu N¢r(a) a stopu Trep(a).

Z dokézané véty plyne, 7e cq, = (v — a — bi)(z — a + bi) = 2% — 2ax + a® + b2.
Nyn{ z charakteristického polynomu dostdvam, ze Nggr(a) = a? + v = |a? a
Trer(a) = 2a = 2Rea O

6.6. Pro rozsifeni Q < Q[v3] a prvek a = a + bV/3, kde a,b € Q, spocitejte
charakteristicky polynom ¢, prvku «, normu NQ[\/g”Q(a) a stopu Tr@[\/g”(@(a).

Podobné jako v pfedchozi tloze spocitdme c, = (z —a — bV/3)(z — a + bV/3) =
x? — 2ax + a® — 3b?, proto Ner(a) = a® — 3b? a Trgr(a) = 2a. O



