1. SKALARNI SOUCIN

1.1. Uvazujme standardni skaldrni souéin - na redlném linedrnim prostoru R? a

oo (1 (2 9
nechtu_<3>,v—<1>€]R.

(a) Spocitejte hodnoty |[u], || V]|, u-v a urcete dhel, ktery sviraji vektory u
av,

b) najdéte véechny vektory prostoru R2, které jsou kolmé na u,

¢) najdéte vsechny vektory prostoru R?, které jsou kolmé na v,

d) najdéte vsechny vektory prostoru R? kolmé zaroveii na u i na v.

N~

(a) Pfipomerime, Ze je standardni skaldrni sou¢in - na redlném aritmetickém

vektorovém prostoru R™ definovdn maticovym ndsobenim u-v := u? -v a norma

je pro kazdy skaldrni soucin dand podminkou || u|| := y/u-u. Proto

Jull=V12+3 =V10, [|v]=vV2+12=V5 uv=1-243-1=5

Oznacime-li ¢ dhel svirany vektory u a v, vime, ze

u-v 5 1

Talllvi ~ Viovs V2’

cosp =

tudiz ¢ = 7.
(b) Hleddme mnozinu vsech vektori x € R? spliujicich podminku u-x = 0,
tedy mnozinu vsech feSeni homogenni soustavy rovnic s matici (1,3). Snadno na-

jdeme jednoprvkovou bazi <_13> tohoto podprostoru, tedy hledanou podmnozinou

. . -3 . . . PSR
je praveé podprostor (< >) Zavérem poznamenejme, 7e se jednd pravé o piimku

1

1 (s g g
3> prochdzeji pocatkem, kterd ma pravé (ndmi Fesenou)

s normdlovym vektorem (

rovnici 1 + 3z = 0.
(c) Stejné jako v (b) hleddme parametricky popis podprostoru vsech fesen{ ho-

mogenni soustavy rovnic s matici (2,1). Kterym je pravé piimka << 9 )) s bazi

-1
(2)

(d) Tentokrat se ptame, které vektory x € R? spliiuji podminku u-x = 0 a
zaroven v-x = 0, coz maticové zapsano znamend, ze hleddme feSeni homogenni

soustavy rovnic s matici <1 g) Hledana mnozina, jak jsme mohli zjistit i geome-

trickou tvahou obsahuje pouze nulovy vektor. O

1.2. Uvazujme standardni skaldrni souéin - na redlném linedrnim prostoru R® a

-1 1
nechfu=|1],v=|[2] € R3
2 1

(a) Spocitejte ||u]l, || v || a dhel, ktery sviraji vektory u a v,
(b) najdéte bazi podprostoru viech vektorti prostoru R?, které jsou kolmé na
u7



(c) najdéte bazi podprostoru viech vektort prostoru R?, které jsou kolmé na
v,

(d) najdéte bdzi podprostoru viech vektorii prostoru R?® kolmé zaroveii na u i
na v.

(a) Stejné jako v predchozi dloze postupujeme podle definice:
lull =vVIFT+4=V6, [vll=vITdt1=6

Oznatime-li opét ¢ dhel svirany vektory u a v, pak
u-v -1+2+2 1

cosp = = =-
[allllivll V6v6 2’
tudiz ¢ = %.
(b) Opét hleddme mnozinu vsech Fe§eni homogenni soustavy rovnic, tentokrat
1 2
s matici u” = (—1,1,2). Obvyklym postupem uré¢ime bazi (| 1], |0 |) tohoto
0 1
podprostoru.
-2 -1
(c) Stejnym postupem jako v ¢asti (b) najdeme béazi ([ 1 |,[ 0 ]) roviny s
0 1
norméalovym vektorem v rovnicovym popisem z; + 2z + 3 = 0.
(d) Tentokrat fesime homogenni soustavu rovnic s matici
-1 1 2 -1 1 2
1 21 0o 3 3)°
1
Snadno najdeme jednoprvkovou bazi | —1 |. O
1

1.3. Uvazujme standardni skaldrni soucin - na realném linedrnim prostoru R* a

1 1
|1 |1 4
necht u = q41v=1y € R*.
1 1

(a) Spocitejte ||u]l, || v || a dhel, ktery sviraji vektory u a v,

(b) najdéte bazi podprostoru viech vektort prostoru R?, které jsou kolmé na
uav,

(¢) najdéte vechny vektory x = (a,b,0,0)7, které s vektorem sviraji tihel e

(d) existuje-li, najdéte bazi podprostoru R* obsahujici vektor u, v niz jsou
kazdé dva ruzné vektory vzdjemné kolmé.

(a) Opét jen vypocteme z definice:
u-v
lall=vll=v1+14+1+1=2, cosp=F—m— =
(RNl

kde ¢ znaci thel svirany vektory u a v, proto opét ¢ = %.
(b) Resfme soustavu rovnic s matici

11 1 1 1 1 11
11 -1 1 00 2 0)°

1

2
2.2 2



-1 -1
proto hledanou bézi tvoii napiiklad posloupnost ( é o )-
0 1

(c) Nejprve poznamenejme, ze (a,b)” # (0,0)7 a ze hleddme vektory x =
(a,b,0,0)T spliiujici podminku

xX-u a+b 1~ 1

Ixlllull ~ 2va®+02 V23 2

coze je po prendsobeni ekvivalentni podmince a + b = Va? + b2. Umocnime-li a
odeéteme-li od obou stran a? + b? dostavame opét ekvivalentni podminku

2ab =0 a zaroven a+ b > 0.

To je splnéno, pravé kdyz a = 0,b > 0 nebo a > 0,b = 0, tedy hledany vektory lezi
pravé v mnoziné

a 0
0 4 b 4
{0 |a€R}U{0 |beR"}
0 0
-1 -1
proto hledanou bézi je napiiklad posloupnost ( o | 8 ).
0 1

(d) Postupujeme obdobné jako v tloze (b), jen tvahu pouzivdme induktivné a
v kazdém kroku najdeme jen jeden nenulovy kolmy vektor. Nejprve zvolime vektor
napifklad (0,0,1,1)7, ktery je kolmy na vektor u a poté hleddme vektor kolmy na
oba tyto vektory, tedy feSeni soustavy s matici

11 -1 1

0o 1 1)°
jim7 je napiiklad vektor (—1,1,0,0)”. Nyni zbyva najit vektor kolmy na viechny
tii vektor, tj. fesent

1 1 -1 1 11 -1 1
00 1 1]~{0 2 -1 1],
-1'1 0 O 00 1 1
1 1 0 -1 1
PR oy 1 s s ‘- 1 0 1 1
jimz je napiiklad e Nasli jsme bazi ( bl bo ) O
-1 1 1 0 -1

1.4. Najdéte bazi ortogonélniho dopliku podprostoru
U={(12,1,1,1)7(0,-1,1,1,2)")
redlného vektorového prostoru R® se standardnim skalarnim soucinem.
Piipomenme, ze

Ut ={veR|ul v=0WuecU}={veR|ul -v=0vue B},



kde B je néjaka baze U. Snadno uvazime, ze potiebujeme najit praveé reseni homo-

2 1 1 1 ol o oy
0 -1 1 1 2) Tedy bézi U- tvori naptiklad

vektory (—3,1,1,0,0)7, (-3,1,0,1,0)7, (-5,2,0,0,1)T. O

genni soustavy rovnic s matici <

1
2

redlného linedrniho prostoru R? piifadi hodnotu u-v = u” ATA v.

1.5. Je'lli A = ( _11>, definujme zobrazeni -, které dvojici vektori u a v z

(a) Dokazte, ze je - skaldrni souéin,

(b) spocitejte ||e||, ||ez|] a e1 - e2 pro vektory kanonické béze a urcete cos ¢ pro
thel ¢ svirany vektory e; a e,

(c) najdéte bazi podprostoru viech vektort prostoru R?, které jsou kolmé na
e; vzhledem ke skalarnimu soucinu -.

(a) Podminka linearity v obou slozkdch plyne okamzité z linearity nasobeni ma-
tici a podminka symetrie plyne ze symetrie ¢tvercové matice stupné jedna. Zbyva si
v§imnout, 7e je matice A reguldrni, a proto A u # 0 pro véechny nenulové vektory
u. Protoze je hodnota standardniho skaldrniho soucinu vektoru A u se sebou rovna
pravé hodnoté u” AT A u, je ta nutné nenulové (a tedy matice AT A pozitivne
definitni).

(b) Spocitame-li B = ATA = (i’ ;), zbyvé piimocaie urcit

llei]] = v/e1 -er = \/eTBe; = V5
llea]| = ez ez = \/elBey = V2

€] - €y 1 1

ledlllezl ~ V5-v2 V10

(c) Hleddme mnozinu vsech vektoru x € R? spliujicich podminku

e| ey = elTBeg =1, cosp=

e x=elBx=0,
to znamena, ze pocitdme homogenni soustavy rovnic s matici (5, 1). Snadno najdeme

jednoprvkovou bazi <_51> . O
5.5.

1.6. Je'lli A = (? _12>, definujme zobrazeni -, které dvojici vektoru u a v z

komplexniho linedrniho prostoru C? piifadi hodnotu u-v = u* A*Av.

(a) Dokazte, ze je - skaldrni souéin,

s 0 0 1
(o) spociteie el feall 1 () o ea-exa () (L),

(c) najdéte bazi podprostoru viech vektori prostoru C?, které jsou kolmé na
e; vzhledem ke skalarnimu soucinu -,

(d) najdéte ortogondlni bazi C? vzhledem ke skaldrnimu souéinu -,

(e) najdéte ortonormalni bazi C2 vzhledem ke skaldrnimu sou¢inu -,
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(a) Uvazujeme obdobneé jako v predchozi iloze. Linearity v druhé slozce plyne z
linearity ndsobeni matici, maticovym vypoctem zjistime, ze

(u-v)* = A*AV)" =v*A*Au=v-u
protoze je matice A reguldrni, a tudiz je Au # 0 pro vSechny nenulové vektory

u. Protoze se hodnota u - u rovnd pravé standardnimu skaldrnimu soucinu vektoru
A u se sebou samym, mdme u-u € RT.

(b) Opét nejprve urcime B = A*A = <—12i 251) Ztejmé hodnoty ||e;|| = 1,

es|| =5 a e; - ea = 24 uréime piimo z matice B a snadno piimocaie spoéitdme
p 1Y

0 .
1(3) 1= Wil el = el =5

() ()0 -0 (% 5) () - = ()=
(c) Tentokrat hleddme mnozinu véech vektort x € C2 spliiujicich podminku
e;-x=e/Bx=0,
to znamend, ze po¢itdme homogenn{ soustavy rovnic s matici (1 2i), pro kterou
tvoii bazi napiiklad vektor <_12 Z) .
(d) Ortogondlni bazi jsme nasli v piedchozim bodé, nebot jsme zjistili, Ze po-
sloupnost (<(1)>, <_12i>) je ortogondlni, tudiz linedrné nezdvisla i generujici.

(e) Nyni staci, abychom nalezenou ortogonalni bazi normalizovali. Uz jsme spoci-
tali, ze ||e1|| = 1, zbyva spocitat

() (3= 0 (% 2 (F)=0 v(F)=

tedy baze nalezend v bodé (d) uz byla ortonormalni. O
1 1 1
7 7 7

1.7. Necht by = | 5 | ,b2 = —\% bz = | =% | jsou vektory v redlném
1 2
V3 0 ~

aritmetickém vektorovém prostoru R? se standardnim skaldrnim souéinem.
(a) Ovéite, ze B = (by, bs, bs) je ortonormdlni baze R3,
(b) spoéitejte soufadnice vektora (0,0,1)%, (2,1,0)" a (1,2,3)7 vzhledem k
ortonormalni bazi B,
(¢) urcete ortogonalni projekee vektort (0,0,1)7, (2,1,0)” do podprostoru U =
(b1, bs).

(a) Podle definice spo¢itame

1
1 V3 1., 1
—(1,1,1) | ] =3 (—=)2=1, —
VAR ICH B U
V3



(=)

1 1

1 A 1 1 1 V2 1.
— (L, = |=2-——=-——==0, —=(1,-1,0)- [ -% | =2-(—=)* =1,

1 1
1 A 1 6 1 2
—(1,-1,0 7 | =0, —=(1,1,-2 7 | =2 P+ (=P =1,
Z A U e W R A

V6 V6

tedy zjistili jsme, ze B je ortonormdlni, a proto linedrné nezavisla posloupnost.
Protoze jde o tfiprvkovou linedrné nezavislou posloupnost ve vektorovém prostoru
dimenze 3, musi jit o bazi. Setadime-li vektory by, by, by do matice N, mohli jsme
otazku zformulovat maticové, konkrétné jsme méli zjistit (a zjistili), zda N7-N = I.

(b) Pripomenme, Ze pro kazdou ortonormdln{ bazi B = (by, bs, bs) tvori soufad-
nice vektoru v € R? vzhledem k b4zi B jednozna¢né uréeny aritmeticky vektor
(z1,29,23)T € R3, pro ktery plati v = Z?Zl x;b;. Vyuzijeme-li ortonormality bazi,
vidime, ze

3 3
T _nT § : — E : T —
bj -V—bj . .Z'zb, = x,-bj b, =Ty,
i=1 i=1

tedy soutradnicev jsou pravé Fourierovy koeficienty. Konkrétné dostavame, ze
N7T.(0,0,1)" = (1- %, 1-0,1- \’/—%)T = %(ﬁ,o, —2)7 jsou soufadnice vektoru
(0,0,1)" vzhledem k B,
NT . (2,1,0)" = (%,%,%)T = (ﬁ,%,\/g)T jsou soufadnice vektoru
(2,1,0)T vzhledem k B a

NT . (1;2,3)T = (1-4—\;;3, %; H_f/_g?"Q)T = (2\/3, —%, —\/g)T jsou soutfadnice
vektoru (1,2,3)7 vzhledem k B.

(c) V predchozi uvaze jsme zjistili, ze

0 1 3
(1) = \/6-b1+0-b2+\/g-b3,

0 1
proto ortogondlni projekci vektoru (1) do U tvoii vektor % -by = R,IW }
Obdobné protoze

2

1 3
1| =v3-bj+—-b +\/7~b,
: 1+ 5 b 5 b3

3
3 2

je vektor v/3-by + % ‘b = % ortogonalni projekci vektoru | 1| dodo U. O
1 0

1.8. Uvazujme standardni skaldrni sou¢in na redlném vektorovém prostoru R?, U
podprostor R? a v € R3. Najdéte vektor u € U a ut € U+, aby v =u+ut,

(a) je-li U = ((1,3,-2)T,(1,1,-1)T) av = (2,4,3)7,

(b) jeli U = ((1,2,1)7,(2,1, 1)) av = (1,2,4)7,

(c) jeli U =((1,2,)7,(2,1,-1)7) av = (4,2,1)7.
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Hleddme takovou linedrni kombinaci vektort a(1,3, —2)7 + (1,1, —=1)7, aby byl
vektor (2,4,3)T —a(1,3,—-2)7 —b(1,1,—1)T kolmy na prostor U. To miizeme ekvi-
valentné vyjadiit tak, ze vektor (2,4,3)" —a(1,3,-2)7 —b(1,1,-1)7 je kolmy na
vektor (1,3,-2)7 i (1,1,—1)7 a odtud dostdvame soustavu rovnic

(1,3,-2) - [(2,4,3)T —a(1,3,-2)T —b(1,1,-1)"] =0,
(1,1,-1) - [(2,4,3)T —a(1,3,-2)T —b(1,1,-1)T] = 0.

Tuto soustavu upravime na nehomogenni soustavu linedrnich rovnic, sepiSeme do
(Gramovy) matice a vyTresime:

14 6 8

6 3 3)°

Snadno zjistime, ze @ = 1 a b = —1, ortogonalni projekce vektoru (2,4,3)” na
podprostor U je u = (1,3,-2)7 — (1,1,-1)T = (0,2,-1)7 a ut = v—u =
(2,4,3)T —(0,2,-1)7 = (2,2,4)7.

(b) I tentokrat standardné najdeme Gramovu matici (

3 9 el
3 6 0) vyjadiujici
podminku, ze (1,2,4)7 — 2(1,2,1)7 — 4.(2,1,—1)7 je kolmé na podprostor U a
dopoéitdme x = 2 a y = —1. Ortogonalni projekce vektoru (1,2,4)” na podprostor
Ujetedy u=2(1,2,1)T—1-(2,1,-1)T = (0,3,3)T au’ = (1,2,4)7 —(0,3,3)T =
(1,-1,1)7.

(c) Vsimnéme si, Ze pocitame-li stejné jako v (b), dostaneme Gramovu matic se
6 3 9
3 6 9
(L,2,D)7 +(2,1,-1)T =(3,3,0)T aut = (4,2, 1) - (3,3,00" = (1,-1,1)T. O

stejnymi levymi stranami, tj. ( ) adopocitdimez = lay = 1, protou =

12.3.

1.9. Uvazujme standardni skaldrni souéin - na redlném vektorovém prostoru R? a
necht V = ((1,1,0)7,(1,3,2)7).

(a) Najdéte néjakou ortonormalni bazi prostoru V,

(b) najdéte ortogondlni bazi V' obsahujici vektor (2,4,2)7,

(c) uréete ortonorméalni bézi (cy, cs,c3) prostoru R?, pro niz V = (¢, cs).

(d) uréete ortogonalni projekci vektoru (2,2, —1)7 do podprostoru V,

(a) Budeme upravovat napiiklad bézi ((1,1,0)7, (1, 3,2)) Gramovu-Schmidtovu
L <. . _ 1 T _ 1 T D4

ortogonalizaci. Polozime nejprve v; = W(l’ 1,00 = ﬁ(l, 1,0)*. Daéle hle-
ddme vektor us ve tvaru uy = (1,3,2)7 +¢-v;. Z podminky vI - vy = 0 dostdvame,
7e c=—vi-(1,3,2)7 = —%, proto us = (—1,1,2)7. Nyni vektor u, normalizu-
jeme a dostaneme vy = m(—l, 1,2)" = iﬁ(—l, 1,2)7.

Hledanou ortonormélni bézi V' je tedy posloupnost (%(1, 1,0)T, %(—1, 1,2)7).

(b) Postupujeme obdobné jako v (a) jen zvolime bédzi V' zacinajici vektorem
(2,4,2)T, napiiklad bazi ((2,4,2)7,(1,1,0)7). Poznamenejme, 7e kdybychom nasli
postupem (a) ortonormdlni bazi, jednalo by se urCité i o bazi ortogonalni. My
nyni pouzijeme dvahu obdobnou jako v (a), tentokrat ovSéem nebudeme (protoze
nemusime) normalizovat:



Polozime nejprve vi = (2,4,2)” a hleddme vektor v, ve tvaru vy = (1,

vi. Z podminky v; - vy = 0 tentokrat dostavame, ze ¢ = —& —:

v1 Vi
proto vy = (1,1,0)7 — 1. (2,4,2)7 = (1,0, -1)".

Hledanou ortogonalni bézi V je tedy posloupnost ((2,4,2)7
posloupnost ((2,4,2)7,(1,0,—1)7).

(c) V (a) jsme nalezli ortonormaln{ bézi (%(1, 1,0)7T, f( 1,1,2)T). Pripomen-
me, ze kazdy vektor kolmd na bazi podprostoru V je kolmy na jeho viechny vek-
tory. Sta¢i ndm tedy najit vektor u, pro (1,1,0)u = 0 a (1,3,2)u = 0, tedy
1 1 0
1 3 2
7e takovym fesenim je napiiklad vektor (—1,1, —1)7. Staéf tedy tento vektor nor-
malizovat, abychom nasli posledni vektor hledané ortonormalni baze. Tedy je-li
c; = %(I,I,O)T, co = %(—I,I,Q)T c3 = %(—1,1,—1)T, dostadvame orto-
normélni bazi (c1, o, c3) pozadovanych vlastnosti.

(d) Soutadnice ortogonélni projekce vektoru u na podprostor V' vzhledem k orto-
normélni bzi B = (by, by) lze spocitat jako Fourierovy koeficienty, tj. oznac¢ime-li
vu € V ortogondlni projekci vektoru u na V a v, = a1by + asbs, pak (ay,as) =
({b1, V), (b2, v)), kde (b bs) = (%(1,1,0) 7\[( 1,1,2)T) je ortonormélni béze
nalezend v iloze (c). Tedy

1,0)"+

1
)

k\@

(1,0,—1)T) nebo

1
2

hleddme feseni homogenn{ soustavy rovnic s matici . Snadno spocitame,

(L (2217 L (29 1)y = (2 2
(a17a2)_(\/§(17170) (272) 1) 7\/6( 171>2) (2727 ]-) )_(\/57 \/6) )
a proto
_ 41 r_ 21 T_Los o7
Vu—\/i\/i(]-;]-ao) \/6\/6( 17172) _3(7757 2) :

Na zavér si zkontrolujme, ze u — vy lezi v ortogonalnim dopliiku V, tedy, ze je vek-
tor (2,2,-1)T — %(7,5, -2)T = %(—1, 1, -1)T kolmy na viechny (bazické) vektory
prostoru V. ]

1.10. Bud M = ((1,1,0)", (0,1, )", (1,1,1)7) baze redlného vektorového pro-
storu R se standardnim skaldrnim sou¢inem. Najdéte takovou ortonormdlni bazi
B = (vi,vs,v3) prostoru R®, aby ((1,1,0)7) = (v;) a {((1,1,0)7,(0,1,)T) =
<V1,V2).

Postupujme opét Gramovu-Schmidtovu ortogonalizaci.
L vi = B Eg 07 5(1,1,0)7.
(0,

2. vh = 1 ) ﬁ(1,1,0)(0,1,1)T . %(1,1,0)T = 1(-1,1,2)*. Proto
vl =48 v = Z=(-1,1,2)7

3. Predné %( 1,0)(1,1,1)7 = V2 a (1,1 2)(1 1,17 f, proto vj =
_f \f(lalao) _77( 1 1 2) (15_171) TedYHVSH
%aw: 2(1,-1,1)7.
Nasli jsme ortonormalni bazi (%(1,1,0) ’f( 1,1,2)1, ﬁ(l,—l,l)T).
Chceme-li vytvofit ortonormalni bazi z baze ((1,1,0)T, (0,1,1)T, (1,1,1)T) mo-
difikovanym Gramovym-Schmidtovym algoritmem, dostavame:
l.vy = %(1, L0, vl =(0,1,)T avi =(1,1,1)T.



2. vl =1(-1,1,2)7, v = (1,1, )7 = v2- 1(1,1,0)" = (0,0,1)7 a normu-

jeme vy = %(—1, 1,2)T.

3. vl =(0,0,1)7 ff( 1,1,2)T =1(1,-1,1)T avy = %(1,—1,1)?
Vysledek modifikovaného algoritmu je stejny jako v piipadé klasického algoritmu,
zménili jsme jen uspotradani tprav. O

Piipomeiime, ze QR-rozkladem matice A nad realnym nebo komplexnim télesem
rozumime rozklad A = QR, kde Q” - Q je jednotkova matice a R je regularni horni
trojuhelnikovd matice s kladnymi redlnymi hodnotami na diagonale.

10 1 0 1
1.11. Najdéte QR rozklady matic (a) [1 1], () [1 1 1], (¢
0 1 0 1 1

—
O = O
N O = O

Uvazujme obecnou matici A = (ay|...|a,,) s linedrné nezivislymi sloupci. Je-li
di, - - -, je posloupnost ortonormélnich vektoru, kterou z posloupnosti ay, . .., a,,
vytvofime Gramovou-Schmidtovou ortogonalizaci a polozime-li Q = (qi1]. .. |qm) a
R = (ry), kde r;; = q! - a;, potom je A = QR pravé QR rozklad matice A.
Navic poznamenejme, 7e r; = q7 - a; = ||q}||, tedy matice Q sestéva z vyslednych
ortonormélnich vektori a matice R obsahuje pravé vSechny tdaje, které pii Gra-
moveé-Schmidtové ortogonalizaci spocitame (tedy nad diagondlou vSechny potiebné
skaldrni souéiny a na diagondle véechny potrebné normy).

(a) Protoze jsou sloupce prvn{ matice pravé prvni dva vektory z idlohy 1.10,
vyuzijeme prvnich dvou kroki Gramovy-Schmidtovy ortogonalizace z 1.10 a sepi-
Seme tdaje do matic

1 1
-2 ) . RZ(II(LLO)TII 75(1,1,0)(0,1,1)7 >: V2 5
Y 0 13(=1,1,2)7]| 0 ¥

NG

(b) Tentokrat sepiSeme do matic ddaje celé Gramovy-Schmidtovy ortogonali-
zace z 1.10, prvni dva sloupce matic Q a R uZ zndme (u prvnich dvou sloupcu

R piiddme nulovy poslednf fddek). Tedy dostévame Q = | 5 ? —1% a
0 %
V2 & 5(1,1,00, 1,07 V2 5 V2
R=|0 ¥ (- 1,1,2)(1,17:1)T =lo £ %
0 0 [&0,-1,17 00

(¢) Nyni budeme Gramovou-Schmidtovou ortogonalizaci upravovat linedrné neza-
vislou posloupnost vektort (1,1,1,1)7, (1,0,1,0)7, (0,1,0,2)” mezivysledky sepsat

do matic Q a R. Viimnéme si, ze r; = (q; a;) = ||q}]|.
1,1,1,1)T
Loar = ey = (G5 5 D ar = (L1, 1)) =2.
2. g =(1,0,1,007-1(1,1,1,1)7(1,0,1,0)7-1(1,1,1,1)7 = 2(1,-1,1,-1)7.
Proto ris = %(1,1,1 DT (1,0,1,007) =1, rop = ||§( -1,1,-D)7||=1a
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3. Konetné r13 = (qi, (0,1,0,2)7) = 2, ro3 = (q2,(0,1,0,2)") = =3, proto
dh = (0,1,0.27 =3 (13 LD+ 3 (5 -1 L -DT = (0,-1,0,1)".
Tedy T3z = ||(07 _%707 %)T“ = % aqz = (07 _%707 %)T
1
N AW
Dostavame QR rozklad | | 1 (| =11  *|[0 ! =3 O
i A 1 00 -
1 0 2 3 Ty U V2

1.12. Najdéte néjakou ortonormdlni bazi podprostoru V = {(((1,1,-2,1)7, (2,0,1,0)7,
(0,1,0,1)T) redlného aritmetického vektorovém prostoru R* se standardnim skaldrnim
soucinem.

Nejprve zvolime vhodnou béazi prostoru V', kterou budeme ortogonalizovat po-
moci Gramovy-Schmidtovy ortogonalizace. Vektor (2,0,1,0)% je ziejmé kolmy na
zbyvajici vektory, zvolme tedy bazi V, tak aby byl vektor (2,0,1,0)” na jejim
prvnim misté. Tedy vyjdeme napiiklad z baze ((2,0,1,0)7,(0,1,0,1)7, (1,1, -2,1)T).
Gramovu-Schmidtovu ortogonalizaci tentokrat mirné modifikujeme: najdeme nej-
prve ortogondlni bazi a tu budeme normalizovat az na zaveér.

Uz jsme véimli, ze ((2,0,1,0)7 - (0,1,0,1) = 0, tedy mame prvni dva (zatim
jen ortogonalni, nikoli ortonormélni) vektory hledané baze: v} = (2,0,1,0)7, v} =
(0,1,0,1)7. Nynf budeme hledat tiet{ bazicky vektor ve tvaru v = (1,1,-2,1)7 —
¢1 Vi —c2 v, Pritom md spliiovat podminky, ze v}-vi = 0 pro i = 1,2, z ¢ehoz
vyuzitim linearity skaldrniho soucinu v druhé slozce dostavame, ze
(4L,1,-21-2,0107 o (1,1,-21-(0,1,0)7
(2,0,1,0)-(2,0,1,0)7 — ° 2T 7(0,1,0,1)-(0,L,0,)7
Vsimnéme si, 7e koeficient je roven 0 diky volbé vektoru vj kolmého na viechny
nésledujici vektory, proto nam stagilo hledat ortogonalni bazi podprostoru ((1,1, —2,1)7
(0,1,0,1)T), kterd musi byt kolm4 na vektor (2,0,1,0)7. Tedy v; = (1,1, -2,1)T —
(0,1,0,1)T = (1,0,-2,0)” je poslednim hledanym kolmym vektorem. Posloupnost
vektori ((2,0,1,0)7,(0,1,0,1)T, (1,0, -2,0)T) tvoii ziejmé ortogonalni bazi pro-

Cc1 =

storu V. Zbyva nam jednotlivé vektory normalizovat: vi = ﬁ = %(2, 0,1,0)7,
1

vy = H:"ﬁ = %(0,1,0, T, vy = HZEH = %(1,0,—2,0)% Ortonormalni bézi je

tedy napiiklad posloupnost vektora (%5(2, 0,1,0)7, %(0, 1,0,1)7, %(1, 0,—-2,0)T.

O

1.13. Uvazujme standardni skaldrni soucin - na komplexnim vektorovém prostoru
C3 tj.u-v=1a"v.
(a) Najdéte ortonormalni bézi podprostoru U = {((1,i,1 —4)7, (i,2 +i,-1)T),
(b) najdéte béazi ortogonélniho doplitku U7,
(c) spocitejte ortogonalni projekci vektoru (1,0, —i)” do podprostoru U.
(a) Vyuzijeme Gramovu-Schmidtovu ortogonalizaci provedenou na posloupnost
v i
u; = (1,i,1—i)%, uy = (i,2+4,—1)7. Nejprve uréime vy = W = %(1‘,1, 1—
i)7. Poté spocitdme ¢ = vy +(i, 244, 1) = L(1, =i, 144)- (i, 2+i, —1)T = =2 = —
adale v, =y —cvy = (1,244, 1)+ £(1,i,1—8)T = 1(3i,3+2i, ~1+4)7, proto

2
o ﬁ(si,:& +2i,—-1+4)T.
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(b) u; (1,-1,0,0,1)" = 0, u; -(1,-1,0,0,1)T = 0 Protoze potiebujeme najit
nenulovy vektor v kolmy na vektory ui, us, tj. ma platit, ze (1,i,1 — i) -v =
(1,-i,1+i)7 - v=0a (i,2+4,-1)"-v=(-i,2—1i,-1)T - vl =0, coz snadno
zformulujeme matici

1 - 1+ i 1 -1+ 1 — 141
- 2—7 -1 - 2—1 -1 0 3—i —-241i/)"
tedy vidime, Ze bazi feseni soustavy i bazi U+ je vektor (—3 — 3i,3 +i,4 + 2i)7.

(c) Staci, abychom spocitali soufadnice ortogonalni projekce vzhledem k orto-
normdlni bazi U, tedy hodnoty

1 . . )
1 1+(1 (= 2 -
ar =Vvi '(1707 _i)T = 5(17 —1,1 +i) 0 = +( +Z) ( Z) = Za

—i

1
ag:vQ-(l,O,—z’)T:ﬁ(—i’)i,?’—%,—l—i) 0| = NIRRT
—i

Tedy ortogondlni projekce je vektor
2—1 —1-2

1.4 1_-T

1
(3,34 2i,—1+4)7T = 5 (18— 90,7 +4i,21 + 5i)T .

O

19.3.

1.14. Uvazujme standardni skaldrni sou¢in na redlném vektorovém prostoru R*.

(a) najdéte néjakou ortogondlni bézi podprostoru U = ((1,1,0,1)7,(1,0,1,1)T),

(b) najdéte néjakou ortogonalni bazi ortogonalniho dopliku U,

(c) spocitejte ortogonélni projekci vektoru (—1,1,0,4) do podprostoru W =
((1,2,1, —l)T, (1,1,0, I)T).

(a), (b) Muzeme postupovat nékolika zpusoby. Jednak muzeme doplnit vektory
(1,1,0,1)7,(1,0,1,1)7 na bézi celého prostoru R* (napiiklad vektory (1,0,0,0)7 a
(0,1,0,0)T) a tuto bazi upravit Gramovou-Schmidtovou ortogonalizaci. Prvni dva
vektory ortogonalizované baze budou pfitom tvofit ortogondlni bazi U, dalsi dva
vektory budou tvofit ortogondlni bézi doplitku U+.

Rovnéz ndm staéf najit libovolnou bézi U+ (napifklad tymz postupem z 1.4) a
obé béze ortogonalizovat. Postupujme druhym zptisobem: Bazi U~ tvoii napiiklad
posloupnost (—1,1,1,0)7, (0,1,1,—=1)T. Vektor (0,1, 1, —1)7 mizeme upravit jednim
krokem Gramovy-Schmidtovy ortogonalizace
(-1,1,1,0) - (0,1,1,=1)T

3
a proto posloupnost (—1,1,1,0)7,(2,1,1, =3)7 tvoif ortogonalni bazi U. Obdobné
zjistime, ze ((1,1,0,1)7, (1,-2,3,1)7) tvoii ortogonalni bazi U.

(c) Potfebujeme nejprve uréit soufadnice z1,xs ortogonalni projekce u = z; -

(1,2,1,-1)7 + 25 - (1,1,0,1), aniz budeme hledat ortogonélni bézi W, jak jsme

1
(07 17 17 _1)T - (_17 17 170)T = 5(2a 17 17 _3)T7
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¢inili v predchozi dloze. Resime tedy nehomogenni soustavu rovnic s matici:

1 1 -1
2 1 1
(172717_1)' 1 (172717_]-)' 0 | (172717_1)' 0
-1 1 'y
1 1 -1 o
2 1 1
(171707 1) ’ 1 (171707 ]-) ’ 0 | (171707 ]-) 0
-1 1 4
(7 2 -3
—\2 3 4 )
Snadno zjistime, 7e z; = —1 a x5 = 2, proto u = (1,0, -1,3)7.

Pro kontrolu jesté ovéime, zda je vektor v —u = (=2,1,1,1)7 skuteéné kolmy
na podprostor U. Zfejmé (—2,1,1,1)-(1,2,1,-1)T =0a (-2,1,1,1)-(1,1,0, )T =
0. O

1 0
1.15. Nechf U = (% (1) ,% % } je podprostor realného vektorového pro-
1 -1

storu R* se standardnim skaldrnim soucinem.

(a) Najdéte ortogonalni béazi ortogonalniho dopliku U,

(b) najdéte ortogonalni bazi (vy,...,v4) prostoru R*, tak aby U = (v, vs),

(c) Urcete matice [Py](y') a [Py ](y/) vzhledem k bézim (v;) ortogondlni pro-
jekce na podprostory U a U=, které chdpeme jako linearniho operatory na
R?,

(d) Uréete matice [Py]j* a [Py.]j! vzhledem ke kanonickym bézim K.

(a) Mizeme najit bazi UL a poté pouzit Grammovu-Schmidtovu ortogonalizaci,

ale jednodussi nejprve najit pomoci feSeni soustavy rovnic jeden kolmy vektor,
1 -1

1 0 1 1 0 1
napiiklad 1 ]2 poté vektor 1 fesi soustavu | 0 1 1 —1], kterd na
0 1 -1 0 1 1

fadcich obsahuje bazi U a diive nalezeny kolmy vektor. Nyni zbyva vektory nor-
malizovat. Ortogonalni bazi ortogonélniho doplitku U+ tvoif napiiklad posloupnost

1 -1
(L -1 1 0 )
V3 1 |1’v3| 1 ’
0 1

(b) Vsimneme-li si, Ze je generujici mnozina z definice U uz je ortogondlni béze,
stac¢i ndm tyto vektory sepsat spolu s vektory z tlohy (a):

1 0 1 -1
( ) (1 1 1 1 1 |-1 1 0 )
Vi,V2,V3,V =\ [~ [~ s T e
1,V2, V3, V4 \/3 0 \/3 1 \/3 1 \/3 1
1 -1 0 1
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(c) Protoze Py(vy) = vi, Py(va) = ve a Py(vy) = Py(vy) = 0, dostdvame
10 00
. . e P ~v) |0 1 0 0 -
piimo z definice matice linearniho zobrazeni, ze [PU](W) =10 0 0 o . Matici
0 00O
ortogondln{ projekce P dostaneme bud analogickou tivahou nebo diky faktu Id =
0 00 O
Py + Pys, tedy [Pyo](v) = 1]y — [Py)(y) = 8 8 (1) 8
0 0 01
(d) Vyuzijeme vysledek a Tvrzeni o matici linedrniho zobrazeni vzhledem ke

zménéné bazi

Polis = 1Y - [Pol'y) - [La)ie,.

1 0 1 -1
Vsimnéme si, ze je matice [Id](vi) L ortogonalni, a proto
’ J Ky 3 0 1 1 1 g ) p
1 -1 0 1
1 1 0 1
s~ Vi)y— Vi 0 ]- ]- _]- ’ sz
platf, ze [Id]f!) = ([d];) =t = (1F)7T = & 1 11 o |- Nymizbyvé
-1 0 1 1
vynasobit
1 0 1 -1 1 0 0 O 1 1 0 1
= L1 1 -1 0o1roo0|] 1[0 1 1 -1|_
v 310 1 1 1 0000 »B[1 -1 1 0]
1 -1 0 1 0 0 0 O -1 0 1 1
11 0 1
1 2 1 0
=1
31011 -1 =
10 -1 2

1.16. Napiste matici ortogonalni projekce realného vektorového prostoru R? se

standardnim skaldrnim sou¢inem na piimku ( (?) ) vzhledem ke kanonickym bazim.

Nejprve spocitame ortonorméalni bazi R?, jejiz prvni vektor generuje pravé piimku
2 2 -1 . .
<< )) B = (L <1> 1 ( 9 )) Nyni pfimo z definice matice homomorfismu do-

1 v " VB
1 0 s , o . e Ko __ B B Ko
0 0/ Zbyvé standardni cestou uréit matici [¢] 2 = [Id]g, []5[I1d]5

Nejprve si v§imnéme, ze baze B je ortonormdlni, tedy matice prechodu [Id] 5 je
ortogondlni a je tedy velmi snadné urcit matici k ni inverzni

. » 1 /2 -1\"_ 1 /(2 1
e = gy =g = (3 5) == (5 h)-

staneme [p]5 =
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Nyni snadno dopocitame:
1 /2 —1\ (1 0\ 1 (2 1\ 1/4 2
Ko _ B B Ky _  ~ ; L I
s =g = o (3 5 (0 o) s (5 2) =50 1)
O

1.17. Metodou nejmensich ¢étvercu najdéte priblizna feSeni soustavy redlnych rov-
nic A x = v, jestlize

1 1 -1
(a) A= ? (1) av= (1) ,
-1 1 4
1 2 0 1
2 1 2 4
by A=1]1 -2 1 |lav=] 6
1 2 2 2
0o -1 -1 -1

Podle Tvrzeni 8.71 z pfedndsky mame fesit soustavu rovnic A*Ax = A* v:
(a) Pocitame tedy (jednoznacné Fesitelnou) soustavu s matici

el (T 2| -3
(AAMvw(Qg\ 2

s s g s .. T -1
jejiz feseni je pravé dvojice (y) = ( 9 >

(b) Hleddme tentokrat feseni soustavy rovunic s matict

7T 4 7 17

(A*AJA*v)= |4 14 5 -1

7 5 10 19
T 2
Zbyva nam dopocitat, ze |y | = | —1
z 1

26.5.

2. VLASTN{ CISLA A VLASTN{ VEKTORY

2.1. Oznaéme 1) ortogondlni projekci redlného vektorového prostoru R® se stan-
dardnim skaldrnfm sou¢inem na rovinu ((1,2,3)%, (1,0,1)7).

(a) Najdete vsechna vlastni ¢isla a vsechny vlastni vektory 1,

(b) rozhodnéte, zda je ¢ diagonalizovatelny,

(c) urcete vSechna vlastni ¢isla a vechny vlastni vektory matice [w]gg

(a) Nejprve si v§imneme, Ze linedrn{ operator ¢ nenf izomorfismem, protoze nenf
na, tedy podle Tvrzeni 9.10 a 9.14 je 0 jeho vlastni ¢islo. Vlastni vektory piislugné
vlastnimu &islu 0 tvoif pravé jadro Keryy = ((1,2,3)T,(1,0,1)T)L = ((1,2,-1)T).
Protoze na roviné {(1,2,3)%, (1,0, 1)”) ptisobi 1 jako identita, jedn4 se o podprostor
véech vlastnich vektortl prislusnych vlastnimu éislu 1. Zadné dalsi nenulové vlastni
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¢fslo nemiize existovat, protoze jiné pifmky nez ty, které lezi v ((1,2,3)7, (1,0, 1)7)
nejsou vzhledem k operatoru ¢ invariantni.

Geometrickymi dvahami jsme zjistili, ze linedrni operator ortogonalni projekce
mé pravé vlastni ¢isla 0 a 1 a mnozinu vlastnich vektoru tvoii vSechny nenulové
vektory z mnoziny ((1,2,3)7,(1,0,1)T) U ((1,2,-1)T).

(b) Nahlédneme, ze napiiklad posloupnost M = ((1,2, -1)7,(1,2,3)7, (1,0,1)T)
tvoi{ bazi R? slozenou z vlastnich vektort linedrniho operatoru 1, tedy ortogonalni
projekce je diagonalizovatelny linedrni operdtor. Zavérem si viimnéme, ze [¢]3 =

1 00

010

0 0 O

(c) Vyuzijeme-li Tvrzen{ 9.14, nemusime nic pocitat, protoze vlastuf ¢isla linedrniho
operatoru v a matice [@b]gz jsou shodnd, tedy 0 a 1 a soufadnicové vektory vzhle-
dem ke kanonické bazi se rovnéz neméni, proto ((1,2,3)7, (1,0, )Ty u ((1,2,-1)T)
tvoi{ mnozinu viech vlastnich vektora matice [w]ﬁz O

V nésledujicim textu budeme pro jednoduchost psat [] misto [p]5 pro jakykoli
linearni operator ¢ na vektorovém prostoru s bazi B.

2.2. Mgjme linedrni operdtor ¢ na redlném linedrnfm prostoru R? s matici [(p]% =

(g ?,) vzhledem ke kanonické bazi K.

(a
(b
(

Ovéite, ze je ¢ izomorfismus,

najdéte vsechna vlastni ¢isla a vSechny vlastni vektory ¢,

najdéte vsechna vlastni ¢isla a vsechny vlastni vektory =1,

)
)
)
(d) rozhodnéte, zda jsou linearni operédtory ¢ a ¢! diagonalizovatelné,

c
(a) Staci si vSimnout, Ze je matice [(p]gz reguldrni.

(b) Vime, ze A je vlastni ¢islo linedrniho operdtor ¢, pravé kdyz je to vlastni
¢islo matice [ga]gz, coz nastava pravé tehdy, kdyz je parametrickd matice

Ky (3= A 2
s -an= (000 52

singularni. Protoze se jedna o horni trojihelnikovou matici, nemusime pouzivat cha-
rakteristicky polynom (tedy v daném pifpadé polynom (3 — \)2), abychom zjistili,
ze m linedrni operator ¢ jediné vlastni ¢islo 3.

Nyni pomoci Véty 9.15 spocitame vlastni vektory matice [go]?;’ jako nulovy pro-

st Ker([ely} — 31n) = Ker <8 (2)> - <<é>>.

Podle Tvrzeni 9.14 jsme pravé nagli soufadnice vlastnich vektoru ¢ vzhledem ke
kanonické bazi, tedy mnozinu vlastnich vektoru tvoii pravé nenulové vektory pod-

prostoru ( (é) ).

(c) Poznamenejme, Ze ani ¢ a ¢! nemohou mit diky Tvrzeni 9.10 a 9.14 vlastn{
¢isla 0, protoze se jedna o izomorfismy. Déle si v§imnéme, Ze pro nenulovy vektor v
a nenulové ¢fslo X méme p(v) = A v, pravé kdyz ¢~!(v) = A=t v. Pifmo z definice
vlastniho ¢isla a vlastniho vektoru tak dostavame pozorovani, ze v je vlastni vektor
linedrniho operatoru ¢ pifslusny vlastnimu ¢islu A, pravé kdyz je to vlastni vektor
linedrniho operdtoru ! pifslugny vlastnimu éslu A~!. Odtud bez dalstho poéitani

1
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1

vidime, ze ¢ ' m4 jediné vlastni ¢islo 37! = % a mnozina vlastnich vektoru je stejn

. 1
jako u ¢, tedy (<0>)

(d) Zjistili jsme, ze pro dané endomorfismy nemame bazi slozenou z vlastnich
vektort, tedy podle Tvrzeni 9.8 ¢ ani ¢! neni diagonalizovatelny. O

2.3. Je-li p linedrni operator na na realném linedrnim prostoru R? s matici [¢] K=

4 2 s o s -
<O 3> vzhledem ke kanonické bazi Ks, spocitejte vSechna vlastni ¢isla a vSechny
jim piislusné vlastni vektory p a rozhodnéte, zda je p diagonalizovatelny.

Postupujeme obdobné jako v predchozi tloze. Nejprve zjistime, ze je matice

Ky (4= 2
[p]Kg AL, = < 0 3_)\>

singuldrni pravé pro A = 3 a A = 4 (charakteristicky polynom mé matice i linearn{
operator (3—A)(4—A\)) a pomoci Véty 9.15 a Tvrzen{ 9.14 spocitame vlastni vektory
matice [cp]gz, tedy i vlastni vektory operatoru p jako jader matic

Ker([plf¢: - 31,) = Ker (é 3) = <(_12)>’

Ker (5 — 41) =Ker (3 ¢) = (o))

Zjistili jsme, ze (<_12>) U (<(1)>) jsou vsechny vlastni vektory p.

Konec¢né tentokrat vidime, ze najdeme bazi slozenou z vlastnich vektoru, konkrét-

né napiiklad pro bazi C = ((i)) ) <(1)>) mame diagondlni [p]& = <g 2) -

2.4. Uvazujme linedrni operdtor ¢ na redlném vektorovém prostoru R? s matici

[Pk, = (g Z) vzhledem ke kanonické bazi K.

(a) Najdéte vsechna vlastni ¢isla a vSechny jim prislusné vlastni vektory .

(b) Rozhodnéte, zda je ¢ diagonalizovatelny,

(c) Existuje ortonormélni bazi R? se standardnim skaldrnim souinem, viiéi niz
ma ¢ diagonalni matici?

(a) Mame zjistit, pro kterd redlnd (vlastni) cisla A\ existuje nenulovy (vlastni)
vektor v, aby ¢(v) = A v. To muzeme ekvivalentné vyjadiit ve tvaru (¢ —Ald)(v) =
0, a v maticovém zdpisu pro libovolnou bazi B prostoru R? ve tvaru

([els = AL)[v]E = [(p = Ad)]s[v]E = [0]% = (0,0).

Hleddme tedy vSechna takova A € R, pro néz existuje netrividlni feseni homogenni
soustavy rovuic se ¢tvercovou matici [(¢ — AId)]p. To nastava praveé tehdy, kdyz je
matice [¢]g — ALy singularni. Spocitame tedy nejprve vlastni ¢isla matice linedrniho
operatoru vzhledem k néjaké pevné zvolené bazi. Poznamenejme, Ze pii tom nezalezi
na volbé baze, ale je dulezité, abychom pocitali s matici linedrniho operédtoru, tj.
s matici daného homomorfismu vzhledem k stejné bédzi v definiénim oboru i oboru
hodnot. V nasem piipadé budeme pracovat s matici [¢]k,.
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Urc¢ime charakteristicky polynom matice
det([@lg, —AL) =B =N(6-X)—4=X -9\ +14=\-2)(A=T7).

Vlastni ¢isla matice [p]k, jsou tedy prévé kofeny charakteristického polynomu,
tedy ¢isla 2 a 7. Dale budeme postupné dosazovat do matice [¢]k, — Al vypoctend
vlastni ¢isla a budeme hledat vlastni vektory matice [¢]k,, tedy nenulova fesent
homogennich soustav rovnic s maticemi, kterd tvoii pravé soutradnicové vektory
vlastnich vektoru linedrniho operédtoru ¢:

[‘P]Kz_2'12=<; i) [<p]K2—7-12=<_24 _21>

e L. -2\ . ,
Snadno zjistime, ze v8echny nenulové nasobky vektoru < 1 > jsou vlastnimi vektory

. e P < -y 1
matice [¢]k, pifslusnymi vlastnimu ¢islu 2 a véechny nenulové ndsobky vektoru (2)

jsou vlastnimi vektory matice [¢]x, pfislusnymi vlastnimu éislu 7.

Konetné mame-li spocitané soufadnice vlastnich vektoru [v]g, vzhledem ke ka-
nonické bazi, okamzité vidime, Ze mnozinu vSech vlastnich vektoru pfislusnych
vlastnfmu éislu 2 tvoif ((—2,1)T) — {(0,0)7} a mnozinu véech vlastnich vektort
pifslugnych vlastnimu &islu 7 tvoii ((1,2)7) — {(0,0)7}.

(b) Uvéazime-li, Zze mame dvé riznd vlastni ¢isla linedrniho operatoru na prostoru
dimenze 2, vime, ze jde o diagonalizovatelny linedrni operdtor. Protoze jsme v (a)
nasli vlastni vektory staci vzit bazi M = ((—2,1)T,(1,2)T), abychom dostali matici

lolm = <(2) 3) vzhledem k bézi M.

(c) Nahlédneme, Ze je baze M ortogondlni (brzy ukazeme, Ze to nen{ nahoda),
tedy normovanim dostaneme ortonormadlni bazi B = (%(—2, nt, %:)(1, 2)T) pro-

storu R? se standardnim skaldrnim soucinem sestdvajici s vlastnich vektord, tedy

[pls = (2) g . Na zavér poznamenejme, ze bazi s pozadovanymi vlastnostmi
. ¢ . ;. - (+ 1 _2 + 1 1 + 1 1 + 1 _2 |:|
existuje pravé osm: ( VAGNIEAC )a( VAN AR ).

2.5. Najdéte pro redlnou matici A = <§ 2) regularni matici R a diagonalni
matici D spliujici D = R7'AR.

Vse potiebné jsme spocitali v predchozi tloze, kde A = [¢]k, . Staéi si uvédomit,
peviai 31 = (7). (3)) mime (§2) = [elas = DUG LAY, - R AR,

kde R = [Id]}, = (‘12 ;) O

2.4.

ajdéte vsechna vlastni ¢isla a v8echny vlastni vektory redlné matice A =

2.6. Najd
2 1 1
1 2 1] arozhodnéte, zda je (ortogonélné) diagonalizovatelna.
1 1 2
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Nejprve uréime vlastni ¢isla. Mohli bychom standardné spocitat charakteris-
ticky polynom det(A — AI3) a najit jeho kofeny. V nasem piipadé je ovSem snadné

1 11
uhddnout vlastni ¢islo 1, protoze matice A—1-I, = |1 1 1| jezjevné singuldrni.
111
Vyfes§ime-li homogenni soustavu rovnic s matici A — 1 - I,, dostaneme vSechny
1 1
pifslusné vlastni vektory vi, tedy vi([ —1],| 1 ]). Brzy bude na pfednasce
0 —2

dokazéno, ze vlastni vektory piislu§né ruznym vlastnim ¢islim redlné symetrické
matice jsou ortogondlni vzhledem ke standardnimu skaldrnimu soucinu. To zna-
mend, ze dalsi vlastni vektor musi byt kolmy na vektory pfislusné vlastnimu ¢islu

1 1 1 1
1, tedy musi lezet v podprostoru ([ =1 |, 1 |)- = ([1]). Proto | 1| musi
0 -2 1 1
1 4
byt vlastni vektor matice A a spocitame-li sou¢in A - | 1] = | 4|, dostdvame
1 4
druhé (a posledni) vlastni ¢islo 4. Zopakujme, ze v4 je vlastni vektor piislusny
1 1
vlastnimu éislu 4, pravé kdyz v4 € (| 1 |), tedy, ze (| 1 |) je mnozina vSech fesen{
1 1
-2 1 1
homogenn{ soustavy s matici | 1 -2 1
1 1 -2

Na zdvér poznamenejme, Ze z nalezenych vlastnich ¢isel a dimenz{ podprostoru
vlastnich vektoru (tzv. geometrické ndsobnosti) muzeme zjistit, ze charakteristicky
polynom matice A je det(A — AI3) = —(A — 1)2(A — 4). O

2.7. Necht ¢ je linedrni operdtor na vektorové prostoru R® nad télesem redlnych

2 11
¢isel s matici [flg, = |1 2 1] vzhledem ke kanonické bazi K.
1 1 2

(a) Dokazte, ze je f bijekce,

(b) najdéte viechna vlastni ¢isla a v§echny vlastn{ vektory linedrnich operdtoru
ftaf?,

(c) existuje-li, najdéte baze B_; a Bs, vuci nimz majf linedrni operdtory f*
a f3 diagondlni matici.

Protoze pracujeme s matici z predchozi ilohy, vétSinu potiebnych vypoctu uz
jsme provedli.

(a) f bijekce, pravé kdyz nemd 0 jako vlastni ¢islo, coz jsme ukézali v piikladu
2.6.

(b) Je-li v vlastni vektor linedrnfho operdtoru f piislusny vlastnimu éfslu A, tedy
plati f(v) = Av, pak

M) = 0v) =,

proto je v vlastnf vektor f~! pifslugny vlastnimu ¢islu A~'. Stejnou tivahu miizeme
naopak provést pro vlastn{ ¢isla a vlastni vektory linedrniho operatoru f~!, proto
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maji operdtory f a f' stejnou mnozinu vlastnich vektori, jiz podle 2.6 tvoii

1 1 1
(-1].{ 1 pu{rp
0 -2 1

a vlastnf ¢fsla f~! jsou 1 a 1.

Obdobnou tivahou zjistime, ze f3(v) = A* v, tedy vSechny vlastni vektory operatoru
f jsou i vlastnimi vektory operatoru f2 pifslusnymi vlastnimu éislu A3, Protoze
vlastni vektory f generujf cely prostor R*®, nemohou se z4dnd nové vlastni ¢isla ani
vlastni vektory f2 objevit, tedy podobné jako pro inverzni operator zjistujeme, ze

1 1 1
(=1].{ 1 pud{rp
0 ) 1

jsou v8echny vlastni vektory a 1,64 véechna vlastni ¢isla operdtoru f3.
(c) Muzeme zvolit dokonce ortonormalni (vzhledem ke standardnimu skalarnimu
souc¢inu) bézi stejnou pro oba operatory

(AR I A A
B=B ,=Bs=(—=|-1],—1(1],— |1
1 3 (\/§ \/6 - \/g )
0 2 1
10 0 1 0 0
a dostavame [fp=(0 1 0)a[flz=|0 1 0 O
00 % 0 0 64
4 0 2
2.8. Méjme matici A = |4 1 1] nad télesem Zs.
2 0 4

Najdéte (nad Zs) vsechna vlastni éisla a viechny vlastn{ vektory matice A,
dokazte, ze je matice A diagonalizovatelna,

najdéte reguldrni matici P nad Zs, pro niz je P~! AP diagon4lni.
Spotitejte A00

(a
(b
(c
(d

(a) Nejprve hleddme nad télesem Zj kofeny polynomu p(A) = det(A — AI3) =
4X\3 + 4X\? + 2. Prostym dosazenim, zjistime, ze p(1) = 0 a p(2) = 0, tedy vlastn{
¢isla matice A jsou pravé 1 a 2. Dale fesime homogenni soustavy rovnic s matici
A—].'Ig A—2'132

N ~— — N

3.0 2 2 0 2
A-1-I;=4 0 1|, A—-2.I,=[4 4 1
2 0 3 2 0 2

Ztejmé napiiklad vektory (1,0,1)7 a (0,1,0)T tvofi bézi podprostoru vlastnich
vektort pifslusnych vlastnimu éislu 1 a vektor (1,3,4)7 tvoif bazi podprostoru
vlastnich vektoru ptislusnych vlastnimu ¢islu 2.

(b) Uvézime-li, ze posloupnost M = ((1,0,1)T, (0,1,0)T, (1,3,4)7) je baze Zs,
vidime, Ze je matice A diagonalizovatelna.

(c) Interpretujeme-li matici A jako matici linedrniho operatoru ¢ vzhledem ke
kanonické bazi a vezmeme-li matici pfechodu P = [Id]ﬁg, pak vidime, ze P~'AP =
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[1d)5e [@]gz [Id]%, = [¢]5 = . Tedy zjistili jsme, ze

OO =
O = O
N OO

101
P=[d% =(0 1 3
1 0 4

(d) Oznaéme J = [p]B. Véimneme-li si, 7e A0 = PJIOP-! 3 e J100 =
1100 0 0

0 1% 0 | =1, protoze uz 2* = 1, pak vidime, ze

0 0 2100

A =pJPT! = PL;P ' =1;.

O

2.9. Necht % je linedrni operdtor na vektorové prostoru R? nad télesem redlnych
¢isel dany predpisem 9 ((z,y,2)7) = (z + 2y + 2,27 — y + 22, —2y) 7.

(a) Najdéte vsechna vlastni &isla a vSechny vlastni vektory linearnfho operdtoru
v,

(b) existuje-li, najdéte bazi B, vuci niz ma linedrni operdtor ¢ diagonalni ma-

tici,

(¢) najdéte matici linedrnich operatorti ¢! a 4154 vzhledem ke kanonické bazi,

(d) urcete vlastni ¢fsla a vechny vlastni vektory linedrniho operdtoru 2,
) najdéte vSechny invariantn{ podprostory linedrniho operatoru v,
) najdéte vSechny invariantni podprostory linedrniho operdtoru 2.

1 2 1
(a) Nejprve snadno uréime matici linedrniho operdtoru [¢]x, = [2 -1 2
0 -2 0
vzhledem ke kanonické bazi K3 a poté najdeme jeji vlastni Cisla. Mame tii ruzna
2 2 1
vlastni ¢isla 0, 1 a —1. Vyfesime-li soustavy s maticemi [¢|g, +1Is=[2 0 2],
0 -2 1
1 2 1 0o 2 1
Wk, —0Is=[2 -1 2|,[¥]lg,—1I3=[2 -2 2 ], najdeme pravé viechny
0 -2 0 0 -2 -1

vlastni vektory ((1,0,—1)T), ((3,1,-2)T) a ((—2,1,2)T).
(b) Posloupnost B = ((3,1,-2)%,(1,0,-1)T,(-2,1,2)T) je tvotena vlastnimi
vektory piislusnymi riaznym vlastnim &islim, tudiz jde o linedrné nezavislou po-

10 0
sloupnost. Proto je B baze R3 a [)]Jg= |0 0 0
0 0 -1

(¢) Uvédomime-li si, ze [¢"] g = [¢]%, uréime snadno matice ¢! a 1'% vzhledem
k bazi:

1o 0 10 0
WU e=WE=[0 0 0 =0 0 0 )=[s,
0 0 (-t 00 -1
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154 0 0 1 0 0
WP =Wlg'=( 0 0 0 =(0 0 0| =[]s,
0 0 (—1)14 00 1
1 2 1 1 2 1\°
Tedy okamzité vidime, ze [, = |2 -1 2| a[W®g, =2 -1 2| =
0 -2 0 0 -2 0
5 -2 5
0 1 0
-4 2 -4

(d) Ucinime-li obdobnou tdvahu jako v (c), vidime, ze matice [¢"]p = [¢]}, a
tedy i linedrni operdtor ¢V ma vlastni ¢isla A" pro vlastni ¢isla linedrniho operatoru
1, tedy 92 prave vlastni ¢isla 0, 1. Je-li navic v vlastni vektor p 1)(vy) = A vy, pak
P (vy) = A" vy, tedy ((3,1,-2)T) a ((=2,1,2)7) jsou vlastni vektory ¢? piisluiné
vlastnimu é&islu 1 a ((1,0,—1)7) jsou vlastni vektory ¢® pifslusné vlastnimu éislu
0. Uvazime-li, ze s vlastnimi vektory prislusnymi stejnému vlastnimu ¢&islu jsou
vlastnimi vektory i jejich linedrni kombinace, pak

1 3 -2
({opu1f,f1]
-1 -2 2

jsou pravé viechny vlastni vektory linearniho operatoru 2.

(e) Nejprve si uvédomme, Ze trividlni podprostory {0} a R?® jsou invariantni pod-
prostory pro kazdy linedrni operator. Nalezené vlastni vektory nam piimo davaji
generdtory v8ech invariantnich piimek, tedy podprostoru dimenze 1. Tedy invari-
antni podprostory dimenze 1 jsou

1 3 -2

Zbyva popsat invariantni podprostory dimenze 2. Vyuzijeme faktu, ze nas linedrni
operator je diagonalizovatelny. Protoze charakteristicky polynom linearniho operatoru
omezeného na invariantni podprostor je stupné 2 a musi délit charakteristicky poly-
nom puvodniho linedrniho operatoru podle Tvrzeni 9.47, m4 pravé 2 ruzna vlastni
¢isla (viz také ivaha Pozorovan{ 9.46). Protoze je zjevné kazdy vlastni vektor ome-
zeného operatoru podle Pozorovani 9.46 vlastnim vektorem puvodniho operdtoru,
musi byt invariantni tedy i stejné jim piislu§né vlastni vektory. Proto musi byt
invariantni rovina generovana pravé odpovidajicimi vlastnimi vektory. Tedy dvou-
dimenziondlni invariantni podprostory jsou pravé:

1 3 3 -2 -2 1
(Lo 1] (f ]t (1 f.fo]-
1) \-2 —2 2 2 -1

(f) T linedrni operétor ¢? je podle (d) diagonalizovatelny, proto mtizeme postu-
povat stejné jako v predchozi uloze. Budeme invariantni podprostory probirat podle
dimenze.
dim=0: Zjevné je vzdy jedinym invariantnim podprostorem dimenze 0 pravé pod-

prostor {0}.
dim=1: Jednodimenzionalni invariantni podprostory jsou vzdy urceny vlastnim vek-
torem, tedy tentokrat mame opét jeden invariantni podprostor {(1,0,—1)7)
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dany vlastn{m ¢éislem 0 a nespoc¢etné mnoho invariantnich pifmek (v) pro
kazdy vektor v € ((3,1,-2)T,(-2,1,2)7).

dim=2: Dvoudimenziondlni invariantni podprostory jsou opét generovany dvojici
vlastnich vektori. Tentokrat mame tedy invariantni roviny:

pro kazdy vektor v € ((3,1,-2)T, (-2,1,2)T).
dim=3: Trividlné je podprostor R?® vzdy jedinym invariantnim podprostorem di-
menze 3. O

O
9.4.

2.10. Ovéite, ze podprostor U = ((3,1,—2)7, (=2, 1,2)T) invariantnim podprosto-
rem linedrniho operdtoru ¢ z ulohy 2.9. Ozna¢me ¢ linedrni operator na U, ktery
vznikne zizenim ¢ na U (tedy ¢(u) = ¢»(u)). Najdéte matice:

(a) [¢]B pro bazi B = ((3,1,-2)T,(-2,1,2)7),
(b) [¢°]8 pro bézi B z (a),

(¢) [#]S pro bézi C = ((1,2,0)T,(-2,1,2)T),
(d) [¢*] pro bézi C z (c).

Ze jde o invariantni podprostor jsme dokézali v 2.9. Obecné staci dokazat, ze
¥(u;) € U pro jakoukoli generujici mnozinu u; ..., u, podprostoru U.
(a) Protoze jsou B vlastni vektory linedrntho operdtoru v dostdvdme pifmo z

definice matici [¢]8 = (é _01>

(b) Podobné jako v (a) vyuzijeme faktu zjisténého v 2.9(d), ze B obsahuje pravé
vlastni vektory linedrnfho operatoru ¢? piislusné vlastnimu éislu 1. Tedy [¢?]8 =

b 5)

(c) Tentokrat bud’ miZzeme pouzit vétu o tom, jak se zméni matice homomor-
fismu, kdyz zménime béaze nebo lze opét postupovat pifimo podle definice. Protoze
(1,2,0)7 = (3,1,-2)" + (-2,1,2)" mame

1 3 ) 3 —2 1 —2
o(12)=9o(| L N+o({ L D=1 |- 1 ])=|2|-2|1],
0 —2 2 -2 2 0 2

proto e = (1, ).

(d) V (b) jsme zjistili, ze ¢* na U operuje jako identita, tedy nemusime nic

pocitat, abychom vidéli, ze [¢?]& = <(1) ?) pro libovolnou bézi C. O
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4 0 2

2.11. Najdéte vSechny invariantni podprostory matice A = |4 1 1 | nad télesem
2 0 4

Zs. Kolik jich celkem je?

Vyuzijeme vlastnich vektori matice, které jsme nagi v tloze 2.8 a postupujeme
stejné jako v 2.9:

dim=0: {0} je invariantni podprostor.
dim=1: Primky jsou urceny vlastnim vektorem, tedy mame invariantni piimky

1
(3P a (v,
4

kde v € {(1,0,1)7,(0,1,0)T).
dim=2: Dvoudimenziondlni invariantni podprostory jsou generovany dvojici vlastnich
vektori, tedy dostavame invariantni roviny:

1\ /o 1
(oy-{1]) a ({3
1) \o 4

pro kazdy vektor v € ((1,0,1)7,(0,1,0)T)
dim=3: Z2 je invariantni podprostor.
Vidime, Ze invariantnich pifmek i rovin je prédvé 7 (pifmek v roviné nad Zs
totiz najdeme pravé 6 = 552%11), tedy celkem m& matice A pravé 16 invariantnich
podprostori . O

2.12. Uvazujme linedrni operdtor f na redlném vektorovém prostoru R? s matici

1 -2 0
[f]K3 = |1 =1 0] vzhledem ke kanonické bazi K3. Najdéte vSechny invariantni
=0 0 1

podprostory linedrniho operatoru f.

Spocitame-li charakteristicky polynom [f]5* — Al = (1 — A)(A\? + 1), vidime, ze
f mé jediné redlné vlastni ¢islo 1 a jemu odpovidajici podprostor vlastnich vektoru
je ((0,0,1)T). Jedinym invariantnim podprostorem dimenze 1 je tudiz podprostor
((0,0,1)7).

Pfimo z matice [f]ﬁg vidime, ze

fler) =e; + ey a f(ex) = —2e; — es, proto f(ey), f(e2) € (e1,es)

a (e1,es) je invariantni podprostor dimenze 2. Trividln{ podprostory {0} a R? jsou
samoziejmé invariantni podprostory. Zbyva nahlédnout, ze zadné dalsi invariantni
podprostory f neexistuji.

Nyni budeme f chdpat jako linedrni operdtor na komplexnim vektorovém pro-
storu C? se stejnou matici. V takovém piipadé se charakteristicky polynom [ f]gg —
A3 = (1-A)(A+1i)(A—1i) rozklddd na kofenové ¢initele, mame t¥i komplexn{ vlastn{
éfsla 1,4, —i jednodimenzionalni invariantni podprostory jsou pravé ((0,0,1)T),
(2,1 —4,00T), ((2,1 +i,0)T). Obvyklym zpiisobem nahlédneme, Ze invariantni
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roviny jsou v tomto pripadé pravé

0 2 0 2 2 2
Ui=(0],(1=i])Uo=(lO],[14i])Us=(|1—i],|1+i]).
1 0 1 0 0 0

Protoze je kazdy invariantni podprostor redlného operatoru f invariantnim pod-
prostorem komplexniho operatoru f, stac¢i abychom si vsimli, ze

0 0 1 0
UNRE=([0]),UsnRE=([0]),UsnR3=([0],[1]).
1 1 0 0

Tim jsme nahlédli, Zze (eq,es) je jediny invariantni podprostor redlného operdtoru
f dimenze 2. O

2.13. Necht (vy,vs,v3,vy) je baze R* a uvazujme linedrni operdtor g na redlném
vektorovém prostoru R* dany vztahy g(vy) = v + v3, g(v2) = —2vy —v3, g(v3) =
vi+vsag(vy) =2ve—vy.
(a) Ovérte, ze je V = (vq, Ve + v3) invariantni podprostor g,
(b) je-li h restrikce g na V, spoéitejte matici [h]3 pro bazi (vi,v2+v3) a
spocitejte vlastni ¢isla h,
(c) rozhodnéte, zda je —% vlastni ¢islo linedrniho operatoru g.

(a) Staci spocitat g(vy) =va+vz €V a
g(va+vs) =g(v2) +g9(v3) = —2va —v3+vi+vy =V —(Va+v3z) €V

b deaje potiebné pro sestaveni matice [h]} = 0 1 uz jsme spocitali v
M 1 -1
(a). Nyni zbyva najit kofeny charakteristického polynomu det <_1/\ _11_ )\> =
A% + X — 1. Vlastni é&sla h jsou tedy pravé hodnoty %\/5
(c¢) Podle Pozorovani 9.46 je kazdé vlastni ¢islo linedrniho operdtoru h vlastnim

¢islem linedrniho operdtoru g. Protoze jsme v (b) zjistili, ze — 1+2‘/5 je vlastn{ ¢islo
linedrniho operédtoru h, nemusime uz nic pocitat. O
16.4.

3. JORDANUV KANONICKY TVAR

) (5 3 (1 1 (20 . .
3.1. Bud M = (_3 _1>, N = <_1 3>, K = <3 1> matice nad télesem

redlnych ¢isel.
(a) Spocitejte vlastni ¢isla a vlastni vektory matic M, N a K,
) existuje-li, najdéte Jordanuv kanonicky tvar matic M, N a K,
(c) rozhodnéte, které dvojice matic M, N a K, jsou podobné.
) najdéte reguldrni matice P Q nad télesem redlnych é&isel, aby P~'MP a
Q 'NQ byly Jordanovy matice,
(e) najdéte reguldrni matici S, aby S™'MS = N.
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(a) Obvyklym zpusobem snadno zjistime, ze charakteristicky polynom matice
M a N je (A — 2)? a charakteristicky polynom matice K je (A — 2)(A — 1), proto
maji matice M jediné vlastni ¢islo 2 algebraické nasobnosti 2, a matice K ma
prave vlastni ¢isla 1 a 2 (obé algebraické a tedy i geometrické ndsobnosti 1). Nyni

vytesime homogenni soustavy rovnic s maticemi M — 21, = _33 _33> ,N-2I, =
-1 1 10 0 0 .. .
(_1 1), K-1I, = <3 0> aK-2I, = <3 _2>. Tedy mnozina vlastnich

vektorti matice M je ((1,—1)7), mnozina vlastnich vektorti matice N je ((1,1)7) a
mnozina vlastnich vektorti matice K je ((0,1)7) U {(2,3)7).

(b) Poznamenejme, Ze se charakteristické polynomy vsech ti{ matic rozkladajf
na soucin kotenovych ¢initell, proto podle Véty 17.8 vSechny matice maji Jordanuv
normalni tvar.

Ziejmé ma Jordaniv normdlni tvar matice na diagondle pravé hodnoty spektra
a nad diagondlou nuly nebo jednicky. Pfitom ruznd vlastni ¢isla uréuji ruzné Jor-
danovy buiiky, proto je matice K diagonalizovatelnd, a tudiz podobna Jordanové

matici (g (1)> Matice M i N mohou byt podobné pouze Jordanovym maticim

2 2 1 P . .. .
(0 g) nebo (O 2), Podobnost s prvni z nich by ov§em znamenala, Ze je matice
M ¢i N diagonalizovatelnd, zatimco v (a) jsme zjistili, Zze vlastni vektory ani ma-
tice M ani matice N netvoi{ bazi, tedy matice diagonalizovatelné nejsou. Tedy je

. —_ . . - - 2 1
Jordanuv kanonicky tvar matice M i N roven pravé Jordanové burice (0 2).

(c) Vime, ze dvé podobné matice maji nutné stejné charakteristické polynomy,
tedy matice K neni podobna matici M ani N. Na druhou stranu, dvé matice se
stejnym Jordanovym kanonickym tvarem jsou podobné, tedy M ~ N.

(d) Ozna¢me ¢ linedrni operétor na prostoru R? s matici [¢]x, = M vzhledem
ke kanonické bazi. Podobné jako u tloh tykajicich se diagonalizovatelnosti muzeme
problém pievést na otdzku nalezen{ bdze B = (vi,vy) vuci niz bude mit matice
linedrniho operatoru ¢ Jordanuv kanonicky tvar, tj [¢]p = <§ ; . To ovSem
znamend, ze p(vy) = 2vy a ¢(ve) = v +2vs. Odtud okamzité vidime, ze vektor
vy je pravé vlastnim vektorem matice M, zvolme napiiklad vektor (1, —1) a druhy
vektor v, dostaneme jako feseni nehomogenni soustavy rovnic (M — 2Is) v_ vy s

matici <_33 _33 ‘ _11> . Vidime, 7e soustavu fesf napiiklad vektor (§,0)7, nasli
1
jsme tak hledanou matici P = [Id]f, = _11 8 .
Stejné postupujeme pro matici Q. Nejprve najdeme vlastni vektor v; = 1)

matice N a poté hleddme druhy vektor Jordanova fetizku, tedy vektor vo spliujici
rovnost p(vy) = vi +2 va. Potfebujeme tedy vyfesit nehomogenni soustavu s matici

-1 1 1
-1 1 1

~vo _ (10
[Id]Kz - <]_ ]_)

), nalezenym feSenim je napiiklad vektor vy = <(1)> Proto Q =
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(e) Staci uvazit, ze jsou obé matice podobné téze Jordanové matici, tedy, ze
P 'MP = Q !NQ, a proto (PQ ) 'MPQ ! = N. Obvyklym zptisobem tedy

. 1 \/1 0\"' /2 1
: & - -1 3 —( 3 3
najdeme soucin S = PQ _(_1 0) (1 1> _<_1 0). O
2 00 2 00
3.2. Uvazujme nad télesem Zs matice D; = |2 2 0], Dy, = (0 2 0],
4 3 2 4 3 2
2 00
D;=1(2 1 0
3 2

4
(a) Existuje-li, najdéte Jordanav kanonicky tvar matic D; pro 7 = 1,2, 3.
(b) najdéte reguldrni matice P;, aby P;'D;P; pro i = 1,2,3 byly Jordanovy,

2 00
(¢) rozhodnéte pro kterd a € Zs je matice F, = |a 2 0| podobnd Dy,
4 3 2

(d) rozhodnéte, kolik existuje matic Py, aby P;'D;P; byla Jordanova.

(a) Protoze je matice Dy dolnf trojihelnikova, okamzité dostaneme jeji charak-
teristicky polynom (2 — \)3, tedy diky Dusledku 9.61 vime, ze Jordaniv kano-
nicky tvar matice D existuje. Postupujeme-li stejné jako v tloze 3.1, zjistime, ze

0 00 210
rank(D; —2I3) =rank([{2 0 0))=2,aprotoD~ |0 2 1|, tedy Ze geome-
4 30 0 0 2

trickd nasobnost vlastniho ¢isla 2 matice D je 1. Protoze je geometrickd ndsobnost
vlastnich ¢isel podobnych matic stejnd, proto musi byt matice D; nutné podobnd

2 1 0
Jordanoveé bunce [0 2 1
0 0 2

Podobné zjistime, Ze je charakteristicky polynom matice Dy opét (2—\)? a rank
matice D5 —21I3 roven 1, proto ma vlastni ¢islo 2 matice D, geometrickou nasobnost

2 10
2. Tudiz Jordantv kanonicky tvar matice Dy je nutné tvaru [0 2 0
0 0 2

Kone¢né vlastni ¢islo 1 matice D3 mé algebraickou i geometrickou nasobnost 1
a vlastni ¢islo 2 matice D3 m4 algebraickou i geometrickou nasobnost 2, tedy se

2 00
jedna o diagonalizovatelnou matici s Jordanovym kanonickym tvar {0 2 0
0 0 1
(b) P#i hledani matic P; opét vyuzijeme postup z 3.1.
0
Nejprve najdeme vlastni vektor vi = | 0 | matice Dy a poté pocitame postupné
1

nehomogenni soustavy rovnic



27

0 0 1
Spocitali jsme Py = |0 2 2
1 00

Pro matici D opét snadno spocitdme jeji charakteristicky polynom (2 — \)3,

0 1
dale podprostor vlastnich vektoru je tentokrdt dvoudimenzionalni (| 0|, (2 |),
1 0

proto nejprve vybereme vlastni vektor vy tak, aby rovnice (Ds — 2I3) x = vq méla
feseni (tj. vektor z pruniku Ker(Dy — 2I3) N Im(Dy — 2I3)). Snadno nahlédneme,

~—

0
ze tuto podminku opét spliiuje vlastni vektor v; = 0), pro néjz dopocitame
1
4 0 0 0 |0
vektor vo = | 0 | spliiujici nehomogenni soustavu [0 O 0 |0 |. Za posledni
0 4 3 0 |1
vektor staci vzit kterykoli linedrné nezavisly vlastni vektor, napiiklad opét vektor
1 0 4 1
vy = | 2 |. Tentokrat jsme nasli matici P = [0 0 2| (poznamenejme zde,
0 1 00
ze by podminkdm vyhovovala i pfedchozi matice P;). Navic si vSimnéme pokud
1 0 4
vhodné zménime poradi sloupcu dostaneme matici E =12 0 0], kterd také
0 10

splituje ptivodni podminky, aviak souc¢iny ndm davaji riizné byt podobné Jordanovy
matice:

2 10 . ({200
P,'D,P,=(0 2 0 a Py, DyPy=(0 2 1
00 2 00 2

Konecné posledni uloha obnasi pouze nalezeni baze slozené z vlastnich vektoru a jeji
serazeni do sloupcu matice P3 (viz napifklad 2.8). Hleddme tedy baze podprostoru

0 0 O 1 00 0 1 0
Ker{2 4 O0)JaKer|{2 0 0] adostaneme P3 =0 2 1
4 3 0 4 3 1 1 0 2

(c) Protoze ma matice dolni trojihelnikovd matice F, opét charakteristicky po-
lynom (2 — \)?, staéf obdobné jako v pifpadé (a) uréit, kdy je Jordantv kanonicky
tvar matice F, stejny jako matice D;. Tedy se ptadme, kdy je hodnost matice

0 00
F,—2I3=[a 0 0] rovna dvéma, coz nastava pravé tehdy, kdyz a € Zs \ {0}.
4 3 0

(d) Vsimnéme si, Ze postup, jak sestavit matici Py ndm poskytne viechny takové
matice, tedy, Ze je nutné prvni sloupcovy vektor vlastnim vektorem a dalsi sloupcovy
vektor fesi nehomogenni soustavu s touz matici levych stran a vektorem pravych
stran obsazenym v pfedchozim sloupci. Tedy se ptame, kolik vhodnych feSeni sou-
stav existuje. Podprostor vlastnich vektoru je jednodimenziondlni, tedy existuji 4
nenulové vlastni vektory, druhy i tfeti sloupcovy vektor potom muzeme vybrat péti
zpusoby (fe§ime nehomogenni soustavu, tedy se mezi FeSenimi nulovy, respektive
linedrné zdvisly vektor nevyskytne). To znamend, ze existuje pravé 4 -5 -5 = 100
ruznych matic Py. O
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-1 3 2 4 3 1
3.3. Uvazujme matice A = | -1 1 1] aB =|-3 -2 —1] nad télesem
-2 3 3 0 0 1

racionalnich ¢isel.

(a) Existuje-li, najdéte Jordanuv kanonicky tvar matic A a B
(b) rozhodnéte, zda jsou si matice A a B podobné.

(a) U obou matic snadno zjistime, Ze
det(A — AL3) = det(B — Al3) = —A° + 302 — 30 + 1 = (1 — \)2.

Obeé tedy maji vlastni ¢islo 1 ndsobnosti 3, proto musi byt podle Dusledku 9.61
podobné jedné z nésledujicich matic v Jordanové normdalnim tvaru:

100 110 110
Ji=[0o 1 0], Jo={0 1 0], J,=(0 1 1
00 1 00 1 00 1

To znamend, ze existuji reguldrni matice P4 a Pp a indexy i4 a ip, pro néz
Ji, =P'AP, aJ;, = P;'BPg. Déle si viimnéme, ze pro kazdé \ plati

P,'(A-)\E)P,=P'AP, - \P'EP, =J;, — AE.

Zvolime-li za A vlastni ¢islo 1, vidime, Ze matice A — 1E a J;, — 1E se lisi jen
vynasobenim zprava a zleva regularni matici, proto musi mit stejnou hodnost.

0 0 O

Pfitom snadno nahlédneme, ze rank(J; — I3) =rank(|0 0 0]) =0, rank(Jy —
0 0 O
0 1 0 0 1 0

Is) =rank(|{0 O 0])=1arank(Js—1Is) =rank({0 0 1])=2, tedy zbyva
0 0 O 0 0 O

spocitat rank(A —I3) = 2 a rank(B — E) = 1. Matice A nutné podobnd Jordanové
matici J3 a matice B je podobnd Jordanové matici Js.
(b) Matice Jo a J3 zfejmé nejsou podobné, proto nejsou podobné ani matice A

a B. O
2 -2 -1

3.4. Mgjme linedrn{ operdtor ¢ na C? s matic [cp]ﬁg =11 3 1 | vzhledem
1 2 4

ke kanonické bazi Kj.
(a) Najdéte bazi B, vuci niz bude mit ¢ Jordanovu matici,
(b) spocitejte [p**]E pro bdzi B z (a),
(c) polozime-li A = £[¢]%®, spocitejte mocninu A%®.
(a) Nejprve spocitdme charakteristicky polynom linedrniho operdtoru ¢, jimz je
(3 — A\?). Definujme-li f = ¢ — 3Id. Uréime déle jadro
-1 -2 -1

1
Ker(p —3Id) = Ker([¢]x, —3L;) = 1 0 1 |=(| 0 ])
1 2 1 -1



29

Zvolime si napiiklad vlastni vektor v, = ( a dale pocitame obvyklym zpusobem
Jordanuv fetizek
-1 -2 -1 -2 -1 -2 -1 -1 1
1 0 1 0 | =>ve= 1 0 1 1 | =>vs=1{0
-1 -2 -1 2 -1 -2 -1 1 0
— -1 1 310
Nasli jsme bazi B = ( 0 ,/ 1 ],10]), proniz [¢]s 0 3 1
2 1 0 0 0 3

(b) Jordanova véta ndm muze pomoct pii poCitdni mocnin matic. Nejdiive
pripomenme, ze mocninu libovolné Jordanovy bunky dostaneme jako

Mol 0\" A (DN ({,2:))\2_? (ngl)Az—nt
0 A 1 ... 0 0 AE (M ()N
Jk = : . °. °. : = : : -, - : ,
0 0 ... 1 0 0 T U (P
0O 0 ... 0 N\ 0 0 o 0 /\f
kde definitoricky polozime (*)\*~" = 0 pro r > k. To pouzijeme na matici
y P RV p pouzij
31 0\ /3% 45.34 990.3%
WP =(pB)*=(0 3 1| =[0 3%  45.34
00 3 0 0 345

(c) V (a) jsme fakticky spocitali regularni matici P = [Id],, tak, ze plati 3A =
PJP !, kde J je Jordantiv kanonicky tvar matice [cp]gz Proto

1 1 1 1
AF = PgJP*PfJP*1 LLPIIPl=—P_JFP L.

3 3 3k
Popsanym postupem tedy najdeme mocninu A*®:
L (~2 -1 1\ /3% 45.34 990.31\ /-2 —1 1 !
AB=_—10 1 0 0 315 45 .34 0 1 0 =
345 45
2 1 0 0 0 3 2 1 0
-2 -1 1\ /1 15 110\ /0 -3 1% -234 -30 —235
=lo 1 offo 1 15)lo 1 o= 15 1 15
2 1 0/ \0o 0o 1 1 0 1 235 30 236
O
1 1 2 -2 3 2
3.5. Méjme komplexn{ maticceG=| 1 -2 1 |, H=|-1 0 1
-1 -2 =2 -2 3 2

(a) Najdéte Jordanuv kanonicky tvar matic G a H,
(b) spocitejte G0,
(c) existuje-li, najdéte "nejmensi pfirozené n, pro které H" = 0.

(a) Opét nejprve spocitdme charakteristické polynomy det(G —AE) = —(A+1)3
a det(H— AE) = —\3, tedy 0(G) = {-1,-1,—1} a o(H) = {0,0,0}. Nyni stejné
jako v 3.3 vyuZzijeme pozorovéni, Ze pro dvé podobné matice h(A—\E) = h(B—\E)
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A a B plati, ze h(A — AE) = h(B — AE) pro kazd4 skalar A, specidlné pro vlastnf
¢isla. Protoze h(G + E) =2 a h(H) = 2, dostavame

0 10
G~|0 -1 1], H~|[O0 0 1
0 0 0

(b) Zndme-li Jordantv norméln{ tvar J matice G a spoc¢itame-li reguldrn{ matici
P, pro kterou G = PJP~! G% = PJ5OP~!, zbude ndm proto uréit J>°.

Matici P spocitame obvyklym zpusobem. Nejdiive hleddme vlastni vektor vy,
tj. vyfesime homogenni soustavu rovnic s matici G + E a poté fesime nehomogenni
soustavy rovnic (G +E) vl = v a (G+E)vl = vl (A+E)v3=v2, tedy postupné
hleddme fesenf soustav s maticemi:

2 1 2 0 2 1 2 1 2 1 2 %

1 -1 1 o], 1 -1 1 o), (1 -1 1 | 1
-1 -2 -1 0 -1 -2 -1 -1 -1 -2 -1 0
Spocitali jsme, ze napiiklad v; = (1,0, —1), vy = %(1, 1,0) avs = %(2, —1,0). Tyto

1 1 2
9
vektory sepiseme do matice prechodu P = | 0 g < | od bézi (vi,va,v3) ke

-1 0 0

0 0 -1

kanonické bézi a obvyklym zptsobem uréime inverzni maticiP~!' = |1 2 1

3 -3 3

5

1
Déle uréime podobné jako v 2.10(c) hodnotu J*° = 0 (-1)%0  —(%
0 0 (—1)0
Koneéné zbyva dopoéitat G0 = PJOP~! =
1 % % 1 =50 1225 0o 0 -1 3576  —3725 3575
(o L )lo 1 —s0){1 2 1])=[-50 51 —50
-1 0 O 0 O 1 3 -3 3 —-3625 3775 3624
(¢) Uvazujeme stejné jako v (b), tedy uvédomime si, Ze existuje reguldrni matice
01 0\" 01 0\’
Q,prokterou H*=Q |0 0 1| Q7! sta¢f nahlédnout,ze |0 0 1| #0a
0 0 O 0 0 O
01 0\°
0 0 1] =0, tedy hledané minimdlni n = 3. O
0 0 O
10 0 O 1 0 0 O
L 11 0 o 110 0 .
3.6. Méjme redlné matice A, = 50 1 0 alA, = 2 0 1 0 . Najdéte
4 2 -1 1 4 2 1 1

jejich Jordanuv kanonicky tvar a rozhodnéte, zda jsou si podobné.

Okamzité ze zadani vidime, Ze maji obé matice jediné vlastni ¢islo 1 algebraické
néasobnosti 4 a snadno spocitame, ze je jeho geometrickd nasobnost 2. Proto maji
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obé matice jednu z nésledujicich Jordanovych matic

1100 1100
01 10 0100
Ji=10 01 0] 250 01 1
00 0 1 00 0 1

To znamen4, Ze existuji reguldrni matice Py a Py a indexy % a t2, pro néz J;, =
P, 'A\P; aJ;, =P, A,P,. Viimnéme si, ze plati
(J2 — 14)2 = 0, zatimco (J1 — 14)2 ;é 0.
Protoze (J;; —I4)? = P; '(A; —L4)?P}, staéi tedy rozhodnout, zda (A; —I,)* = 0:
2

00 0 0 0000
e _ |10 0 0o _foo0o0o0

(A114)_2000_0000’
4 2 -1 0 00 00
000 0> /0000
e _|1000] _[(0oo0o00
(A114)_2000_0000
4 2 10 4 0 00

Zjistil jsme, 7ze je matice A; mé Jordanuv kanonicky tvar J, a matice Ay mé
Jordanuv kanonicky tvar Ji, coz znamend, Ze matice Ay a A, nejsou podobné. O
3.7. Vyfeste diferenéni rovnici x; = f(xj_1) pro pocdtecni vektor xo = (2,1)7,

; . 5. s T\ _ ([ z+2
kde operator f : R — R” je dan vztahem f <y> = (—Qac + 5y>

Nejprve urcime matici linedrniho operatoru f vzhledem ke kanonické bazi A =

1 2 , . 3 [ ,
(flk, = (_2 5) a uvédomime si, ze x; = AFxg. Déle standardnim postu-
pem spocitame Jordaniv charakteristicky tvar matice a Jordanuv fetizek. Snadno

urc¢ime charakteristicky polynom (A —3)? a jadro Ker(A —3I) = ( G) ). Vybereme
napiiklad vlastni vektor (;) a dopoc¢itame napiiklad feseni (?) soustavy s matici
-2 2 |2 . L [ o e
_9 9 |2/ Vezmeme-li matici pfechodu od béaze tvorené nalezenym retizkem
S 2 0 , .
ke kanonické bazi P = 2 1) pak vime, 7e

k k
k(3 1\ po1_ (2 0)[/3F k3t ; O
A _P<0 3) P _<2 1)(0 3k -1 1)

Nyni zbyva dopocitat

k
k. (2 0\ [3F E3k1 20) (2 _ k1 (62K
X’“_AXO_<2 1/\o 3 211 ) =3 3-2k)"
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3.8. Najdéte vzorec pro n-ty ¢len readlné posloupnosti a,, jestlize
ap=1 a; =0, as=2, apy3=>50,42 — 8a,41 + 4a,.

Uvédomime-li si, ze

Anis 5 —8 4\ [anio 5 -8 4\ /a,
Ap42 = 1 0 0 Ap41 = 1 0 0 aq y
Gn+1 0 1 O ap 0O 1 O ag

muzeme postupovat obdobné jako v predchozim piikladu.
Nejprve spocitame charakteristicky polynom —(A — 2)2(\ — 1) matice A =
5 -8 4
1 0 0] apoté obvyklym zptsobem spoc¢itame vlastni vektory, Jordantiv ka-
0 1 0

nonicky tvar a Jordanuv fetizek pro vlastnf ¢islo 2. Protoze md A Jordanuv kano-

2 1 0
nicky tvarJ = | 0 2 0|, obdrzime sefazenim dvou vektoru Jordanova fetizku a
0 01
4 4 1
vlastniho vektoru piislugného vlastnimu ¢islu 1 do sloupci maticeP = (2 1 1],
1 01
pro niz plati A = PJP~ !, a proto A* = PJ*P~!. To znamen4, ze
2 1 0\""" /4 4 1\ 7" /2
an+3:(441)020 2 11 0],
0 01 1 01 1
27 (n+1)2" 0 -5
=4 4 1) 0 vt 0] | 4 | =2"(2n+1) +6,
0 0 1 6

4. UNITARN{ DIAGONALIZOVATELNOST

4.1. Najdéte redlnou ortogondlni matici U, pro niz je nad R

(a) matice UT <_31 3) U diagonalni,
5 2 2

(b) matice U7 [2 5 2| U diagonalni.
2 2 5

Nejprve si uvédomme, ze obé matice jsou symetrické, tedy normdalni, a proto
unitarné diagonalizovatelna.

(a) Snadno si v§imneme (nebo obvyklym zpusobem spocitdme), ze —2 je vlastnf
¢islo algebraické i geometrické nasobnosti 1 a jemu pfislusny normalizovany vlastni
vektor je bud’ \/%*0(3’ —1)7 nebo \/%*0(_3’ 1), Zvolme napiiklad u; = \/%*0(3’ -7,

Protoze je matice unitarné diagonalizovatelna, nezbyva nez, aby kazdy vektor kolmy
1

na —m(&—l)T byl také vlastnim vektorem, zvolme tedy normalizovany vektor
-1 3\ /1 8
| T v - . _
u, = m(1,3) . Véimneme si, ze z podminky <3 7> <3> = <24> snadno

ur¢ime druhé vlastni ¢islo 8. Baze B je nyni ortonormélni a skldada se s vlastnich
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vektoru, proto polozime-li U = [Id]f%3 = \/% _13

-3 1 -1 3 -3 1 -2 0
s T 1 1
ortogonalm aU'AU = 7\/5 ( 1 3> < 3 > 7\/5 ( 1 > = < .> .

(b) Urcime vlastni ¢isla a jim prislusné vlastni vektory. Jedno vlastni &islo je

1\ . .
3>, je tato matice prechodu

2 2 2
ziejmé A = 3 a vyfeSime homogenni soustavu rovnic s matici A-3-E= (2 2 2
2 2 2

a dostaneme vlastni vektory v € ((—1,1,0)7,(=1,0,1)T) \ {0}, a protoze dalsi
vlastni vektor musi byt kolmy na vektory piislusné vlastnimu ¢islu 3, tj. lezi v pod-
prostoru ((—1,1,0)7,(=1,0,1)")* = ((1,1,1)T), je jim napiiklad vektor (1,1,1)7.
Nyni spoéitdme A(1,1,1)7 = (9,9,9)7, odkud dostadvame vlastnimu &islo A = 9.
Nyni najdeme ortonormalni baze obou podprostoru vlastnich vektora. Pro vlastni
1
¢islo 9 sta¢i normalizovat, abychom dostali vektor % 1] a pro A = 3 najdeme

-1 -1 -1 -1
ortonormalni bazi (% é , % —2 1 |) podprostoru (1) ) (1) ) napiiklad
Gramovou-Schmidtovou ortogonalizaci. Nyni polozme

1 -1 -1
1 1 1
B=(—|1],— | 1 — [ -1]).

v3l1) v2\o) VB2

Protoze je B ortonormalni baze, je ziejmé matice pfechodu U = [Id]f?3 ortogonalni
1 1 1 1 -1 -1
7;: ? V3 5 2 2 @ ? 7@ 9 00
aUTAU = 7= 0 2 5 2 5 v owl=1030 O
=L =t 2 J\2 2 5/\L o =% 00 3
V6 V6 V6 V3 V6

4.2. Najdéte ortonormalni bdzi B realného vektorového prostoru R3, aby byla
matice [f]8 diagondlni, jestlize

5 2 2
@) [flee=1[2 5 2],
2 2 5
2 1 2
(b) [flg=|1 2 2
2 2 5

(a) Sta¢i ndm vzit ortonormélni bazi B z 4.1, o niz vime, ze
4 00
(15 = (&) ™" [flx, 1§, =UTAU = [0 1 0],
0 01

1 -1 -1
, 75 | =1]) je hledand ortonormaln{ baze.
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(b) Postupujeme stejné jako v tloze (a). Nejprve standardnim zpusobem na-
jdeme vlastni ¢isla matice [f]gg, jimiz jsou 1 (algebraické ndsobnosti 2) a 7 (alge-
braické ndsobnosti 1) Pro vlastni ¢islo 1 najdeme podprostor vlastnich vektora V3 =
((1,-1,0)T,(2,0,—1)T) a pro vlastni &islo 7 tvoif podprostor vlastnich vektort V7 =
((1,1,2)T). Zbyva nadm napiiklad pomoci Grammovy-Schmidtovy ortogonalizace
najit ortonormélni bazi Vi (tedy napiiklad (%(1,—1,0)% %(1,1, —1)T a nor-
malizovat vektor (1,1,2)". Nyni je B = (J5(1,-1,0)", 2=(1,1,-1)", 5=(1,1,2))"

V2
100
takovou ortonormalni bazi R3, ze [f]E = [0 1 0 O
0 0 7
1 1—14 -1
4.3. Jestlize A = | 1+ 2 —1 —1 |, najdéte komplexni unitarni matici
-1 -1+ 1
U, pro ni7 je U’ AU diagonélni.
Snadno spocitame, ze Al = A, a proto je komplexni matice A normélni,

tedy unitdrné diagonalizovatelnd. Chceme-li najit ortonormalni b4zi C? slozenou
z vlastnich vektortu, sta¢i ndm najit ortonormalni baze podprostoru feSeni homo-
genni soustavy rovnic s matici A — AE pro jednotliva vlastni cisla A.

Charakteristicky polynom matice A je —\% +4\?, proto jsou vlastni ¢isla matice
A pravé 0 a 4. Snadno najdeme ortonormélni bazi mnoziny vsech feSeni soustavy
s matici A — 4E =

1 1—1 -1 4 0 0 -3 1—1 -1
=1+ 2 —1—4|—-10 4 0)=|1+: -2 —1—1
-1 143 1 0 0 4 -1 —1+3 -3

Podprostor vsech teseni je jednodimenziondlni, jeho bazi tvoii napiiklad vektor
(1,1+i,—1)". Protoze je norma [|(1,1+ 4, —1)T|| = 2, je vektor (1,1 +4,—1)7
hledanym normalizovanym vektorem. Dale snadno zjistime, 7e napiiklad vektory
-1+ 1
1 , | 0] tvoii bazi dvoudimenzionalniho podprostoru vSech feSeni soustavy
0 1
s matici A. Zbyva tyto vektory ortogonalizovat a normalizovat. To miizeme provést
napiiklad Gramovou-Schmidtovou ortogonalizaci, tak dostaneme ortonormalni bazi

1 -1+ 4 0 0
1 1 T, .
—= 10, =% 2 . Zjistili jsme, ze |0 0 0| =
V2 > 242 ’
1 1—14 0 0 0
1 1 i 1 . 1 A =144
7 2Tz 2 1 1-i -1 Lz 2@1
=| 0 7 1+ 2 -1—1 5+s5 0 7
—15 1 1—i -1 -1+ 1 _1 1 1=
22 V2 22 2 V222

O

4.4. Napiste linedrni operdtor f na redlném vektorovém prostoru R” se stan-
dardnim skaldrnim sou¢inem jako linedrni kombinaci projekci na piimku, jestlize

(@) n=2af (5) = (;’j;%)
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x 5r + 2y + 2z
b)n=3afly]|=|2c+5y+2z
z 2¢ + 2y + 5z

Nejprve pripomerime obecné pozorovani pro linedrni operdtor f na redlného vek-
torového prostoru se standardnim skaldrnim souc¢inem: Je-li B = (b;) ortonormalni
béze slozend z vlastnich vektoru linedrniho operdtoru f, potom

M O ... 0 i 0 ... 0
0 X ... O - 0 &y ... O -
A=~ 7 . ZZ)\z’ S o :Z[/\ifi]g:
0 0 ... A 0 0 ... &) '

kde f; je pravé ortogonalni projekce na pifmku (b;). To znamend, ze f = > ;" A fi.
Potiebujeme tedy pouze najit vlastni ¢isla a ortonormdélni bazi slozenou z vlastnich

5 2 2
vektoru. Snadno nahlédneme, ze (a) [f]ﬁg = <_31 ?7)> a (b) [f]gz =12 5 2
2 2 5

deaje, které potiebujeme k vyfeSeni ulohy jsme spocitali uz v piikladu 4.1, nyni
jich tedy vyuzijeme:
(a) Ortonormalni bazi B slozenou z vlastnich vektoru linedrnitho operatoru f

=3 1
tvoii posloupnost B = ((@) , <@>) a sklddé se s vlastnich vektora. Proto je

V10

V10

linearni operator f; pravé ortogonalni projekci na primku (< 1

) }, linedrn{ operétor
5 je ortogonélni projekci na piimku ! a f = -2f1 + 8f>. Pripomenme, ze
3

. . C -3 1\ . . . .
zndme-li matici prechodu U = [Id]%, = \/%T) < 13 3/ Je snadné spocitat matice

).

obou ortonormalnich projekei vzhledem ke kanonickym béazim:

1= (g S)UT=< )(3 0) <_3 f>:<%
rite=o (3 B)or=(F F) (@ ) (

dostavame tak také maticovy rozklad

|
w

—e |
Hﬁ‘
o
-
‘HO‘

S5
g

=
o

ﬁ‘wﬁ‘hl
o
w

=
[e=] o
sk
(e o
N——
I

/N
Sles|~
Slesfes
N———

-1 3 9 3 1 3
(-5 )= D)
10 10 10 10

(b) Tentokrat méame spoéitdnu ortonormélni bézi slozenou z vlastnich vektoru

1 -1 -1

B = (uj,us,u3) = ( 7| % A 7 ). To znamend, Ze mame ortogonalni
1 2
Vi) \O v

projekce f; na piimky (u;). Navic plati rovnost f = 9f; + 3f> + 3f3 a opét tedy
muzeme spocitat matice ortogonalnich projekci vzhledem ke kanonickym bazim
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jako [f,]K =u;-ul:

% 111
[f ]K3 _ £ (L 1 L) — i i i
' i ARV S A
V3 3 3 3
\—7% 1 -1
K -1 1 S
[LlgE = %@ (75 vz 0) =z 3 0f,
0 0O 0 0
=1 101 -1
A AR R
76 3 3 3
O
1 1 01
4.5. Najdéte singularni rozklad redlné matice A=12 0 1 1
1 -1 1 0
6 0 3 3
. cris =T 0 2 -1 1 , . ,
Nejprve spocitdme A~ A = 3 -1 2 1 a standardni cestou ur¢ime vlastni
3 1 1 2

¢isla matice O'(XTA)S {0,3,9}. Singuldrni hodnoty matice A jsou /3, 3. Obvyklou
cestou najdeme normalizované vlastni vektory piislusné vlastnim ¢éislim 3 a 9:
2 1 1 .7 2 1 1 .5
V3 = 0777_7>7 y Vg = 7707777
Y U ARV LAY VAl

DS8le spocitame, 7e tuto dvojici mizeme doplnit dvojici vektori (— % T e 0T
(ﬁ, %,0,—%) vlastnich vzhledem k vlastnimu ¢islu 0 na ortonormalm bazi
celého prostoru R%.

Nyni spocitdme uz = %AV3 = (%,0,—\%? aug = éAvQ = (%, %,%)T
Vektor (\[, —%, %)T dopliiuje dvojici us, ug na ortonormalni bazi R*. Nyni uz
1 1 01
muzeme napsat singularni rozklad matice A= 12 0 1 1| =
1 -1 1 0
0 =2 _1
1 1 1
VO V) (VB0 0 0| 2 e %ﬁ ﬁ
=1 % % “w||0 300 L %
- L L 0 00 0 VRV ]
% v 0V %
O
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5. BILINEARNI A KVADRATICKE FORMY

5.1. Bud’ A néjaka ¢étvercova matice stupné n nad télesem 7' a definujme zobrazeni
f:T" xT" — T piedpisem f(u,v) =u-A -v! a dile pro kazdé u € T" dvojici
zobrazeni fy,u f : T™ — T podminkou f,(v) = f(v,u) a o f(v) = f(u,v). Dokaite,
7e fu a uf jsou pro kazdé u € T" linearni formy.

Obé zobrazeni f, i uf zobrazuji vektorovy prostor nad télesem 7' do télesa T,
tedy staci ovéfit linearitu. Vyuzijeme k tomu vlastnosti sé¢itani a nésobeni matic
a dostaneme pro kazdé u,v,vi, vy € T™ a kazdé t € T, ze fu(vi + va) = (v +
va)Au = viAu+viAu = fu(vi) + fu(va) a fu(tv) = tvAu = tf,(v). Symetricky
Puf(vi+va) =uA(vi + Vo) =4 f(V1) +u f(V2) @ uf(tVv) = tuAv = t,f(v). O

Poznamenejme, Ze zobrazeni, které jsme zavedli v 5.1 je bilinedrni forma.

5.2. Uvazujme zobrazen{ f : Z2xZ2 — Zs dané piedpisem (analytickym vyjadienim)
T

f(( 1) ) <y1>) = T1y1 + 271Y2 + 4T2y1 + 3T2y2
L2 Y2
(a) Overte, ze je f bilinedrni forma,
(b) najdéte matici f vzhledem ke kanonické bazi,
(c)

¢) najdéte matici f vzhledem k bazi B = (<3> , (4))

1
(a) Staci, abychom si vsimli, ze f f( (a: ) , (;‘jl)) = (z1,22) <411 :2;) <Zl)a
2 2 2

proto se jedné o bilinedrni formu podle pozorovani piredchoziho piikladu.

(b) Oznacme [f]k, matici f vzhledem ke kanonické bézi. Postupujeme-li podle
definice, tedy uvézime, ze obsahuje na i-tém tadku a j-tém sloupci pravé hodnotu
1 2
4 3/)°

(c¢) Ozna¢me [f]p matici f vzhledem k bézi B. Vyuzijeme definice a Vétu 10.6
z pirednasky, kterd tika, ze

e =@y amag, = (53036 1)-0 %)

5.3. Bud g bilinedrni forma na racionélm’m vektorovém prostoru Q3 s matici [g]p =
1 2 0

3

fles,e5) = eiAe;‘-F, vidime, 7e [f]k, =

0 —1 1| vzhledem k bézi B = 1 , )
1 0 1 1
(a) Spocitejte g((1,1 T)
(b) spocitejte g((1,2, )T,( 2, ) ),
1 2 1
(b) najdéte matici g vzhledem k bdzi M = ({0 |, —-1],]0]).
2 0 1

(a) Protoze jsou vektory (1,1,0)7, (1,1,1)” p¥fmo bazické vektory béze g, tidaj
odettem piimo z matice g vzhledem k bazi B, tedy ¢((1,1,0)%,(1,1,1)T) = 0.
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(b) Vyuzijeme Tvrzeni 11.9, které i{ka, jak zjistit hodnotu bilinedrn{ formy z
matice a soufadnicovych vektorti g(u,v) = [u]} - A - [v]p. Obvyklym zpiisobem
uréime soutadnice [(1,2,1)T]g = (1,1,-1)T a [(0,2,2)T]p = (2, -2,0)T, proto

1\ /o 1 2 0 2
o(2].12h=a,,-1)- {0 -1 1|-[-2]=-2
1) \2 1 0 1 0

(c) Nejprve obvyklym zpusobem standardni cestou spoéitdme matici prechodu
-1

1 11 1 2 1 2 0 1
Mdy = (Id)%,) ' -[dg, =1 1 0] (0 -1 0)=(-2 -1 -1
1 0 0 2 0 1 1 3 1
Nyni zbyva vyuzit Vétu 10.6:
2 -2 1 1 2 0 2 0 1
lglar = (L] - [gp 1] = |0 -1 3] {0 -1 1 -2 -1 -1
1 -1 1 1 0 1 1 3 1
-7 -9 —4
Snadno dopocitame, 7ze [glpy = 6 5 4 |. O
-2 -3 -1

5.4. Rozhodnéte, zda je zobrazeni hy : R? — R dané piedpisem h2(<i1>) =
2
22 + 4x1yy + 373 kvadratickd forma.

Snadno nahlédneme, ze mizeme dané zobrazeni vyjadfit ve tvaru

(B =t (o 5) (5) w3 =) (2)

pro symetrickou bilinedrni formu h s matici [h]x, = <; ;) Tedy ho(u) = h(u,u)

je podle definice kvadraticka forma.

5.5. Méjme kvadratickou formu f, na Z? danou analytickym vyjddfenim
fg((arl,ajg,xg)T) = 3% 4+ xy@0 + 225 + 3row3 + 4a:§
vzhledem ke kanonické bazi.

(a) Najdéte symetrickou bilinedrni formu f na Z2, kterd vytvaii kvadratickou
formu f5,

(b) urcete radikal f,

(¢) urcete hodnost a nulitu f.

(a) Stejné jako v predchozi loze piimocaie (tj. ,,rozptlenim”koeficientt u ¢lenu
x;y; pro i # j) ur¢ime matici hledané symetrické bilinedrni formy f vzhledem

330
ke kanonické bézi [flx, = |3 2 4 ]. Tuto bilinedrn{ formu muzeme popsat i
0 4 4

analyticky (vzhledem ke kanonické bazi):
(@1, 22,23)7, (y1,92,¥3)") = 3x1y1 +321y2+322y1 + 222y +422y3 +423y2 +423y3.
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(b) Vzhledem k tomu, Ze radikdlem kvadratické formy je pravy (nebo levy) ra-
dikal symetrické bilinedrni formy f, kterd vytvaii kvadratickou formu fo, staci najit
FeSeni homogenni soustavy rovnic s matici [f]x,. Protoze

330 1 10
flee=1(3 2 4| ~(0 4 4
0 4 4 0 0O

je radikal rad(f) = ((1,4,1)7).

(c) Hodnost bilinedrni formy f je rovna hodnosti matice [f]x,, tedy je rovna 2
a nulita je dimenze radikédlu a je tudiz rovna 1. O

5.6. Nechf je f symetricka bilinedrni forma na redlném vektorovém prostoru R3

5 2 2
s matici [flg, = |2 5 2| vzhledem ke kanonické bazi. Najdéte bazi B, kterd
2 2 5

je ortonormalni vzhledem ke standardnimu skaldrnimu soucinu w a ortogondlni
vzhledem k symetrické bilinedrni formé f.

Staéi ndm vzit ortonormdlni bizi B, o niz vime, Ze

4 00
[fls = 1)k, [flx.ldlpx, = UTAU = |0 1 0],
0 0 1
1 -1 -1
. s _ (1 1 T
kterou jsme spocitali v 4.1(b), tedy B = (ﬁ } ' 75 (1) NG 21 )- O

5.7. Najdéte ortogondlni bazi symetrické bilinedrni formy g na vektorovém prostoru
R3, kter4 je ortonormdlni vzhledem ke standardnimu skaldrnimu souéinu, jestlize

Nejprve standardnim zptisobem najdeme vlastni ¢isla matice [g]x,, jimiz jsou 1 a
7. Pro vlastni ¢fslo 1 najdeme podprostor vlastnich vektort V; = {(1,—-1,0)7, (2,0, -1)T)
a pro vlastni éislo 7 tvoif podprostor vlastnich vektort Vz = ((1,1,2)%). Zbyva ndm
napiiklad pomoci Grammovy-Schmidtovy ortogonalizace najit ortonormélni bazi
Vi (tedy naptiklad (\%(1, -1,0)7, %(1, 1,—1)7) a normalizovat vektor (1,1,2).
Nyni je M = (%(1, -1,0)7, %(1, 1,-1)7, iﬁ(l, 1,2)T) ortonorméalni bazi R?,
kterd je zaroven ortogondlni vzhledem ke g. Zivérem poznamenejme, ze [g]ly =

100
0 1 0]. O
0 0 7

14.5.

5.8. Bud' h symetrickd bilinedrn{ forma na vektorovém prostoru Z3 dand podmin-
kou h(e;,e;) = 2 pro vsSechna i,j = 1,...,n Najdéte néjakou bdzi radikalu a
néjakou ortogondlni bazi h.
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Z podminky, jiz je zadana bilinedrni forma h, vidime, Ze matice h vzhledem ke ka-

2 2 2 2 2
2 2 2 2 2
nonické bézi sestdva ze samych dvojek, tedy [hlk, = |2 2 2 2 2 |.Hleddme-
2 2 2 2 2
2 2 2 2 2

li radikdl, staci jako obvykle vyfesit homogenni soustavu rovnic s matici [h|g
Vidime, ze napiiklad posloupnost

=((6,1,0,0,0)",(6,0,1,0,0)", (6,0,0,1,0)", (6,0,0,0,1)™)

je baze radikdlu h. Vzhledem k tomu, Zze je hodnost dané bilinedrni formy (tj.
hodnost kterékoli jeji matice) rovna jedné, stac¢i ndm v tomto piipadé pro nalezenf
ortogonaln{ baze najit libovolny doplnék posloupnosti M na bazi Z3 (v jednodimen-
ziondlnim doplitku totiz uz neni co dale upravovat). Tedy dostdvdme h-ortogondlnf
bézi

5°

N =( ) proniz [hly =

O OO = O
OO = O
O =H OO O
—_o0 o OO
—_o0 o o O
O OO OO
OO O OO
O OO OO
O OO OO
N OO OO

O

5.9. (a) Najdéte matice vzhledem ke kanonické bazi a vzhledem k bézi B symetrické
bilinearni formy f, a antisymetrické bilinearni formy f,, pro které f = f; + f,, kde
forma f a bize B jsou z 5.2.

(b) Najdéte matice vzhledem k bazi B symetrické bilinedrni formy g, a antisy-
metrické bilinedrni formy g,, pro které g = g5 + g4, kde forma g a baze B jsou z
5.3.

(a) Z piednasky vime, Ze staéi polozit fs(u,v) = $(f(u,v)+f(v,u)) a fo(u,v) =

+(f(u,v) = f(v,u)), abychom dostali jednoznaéné uréenou symetrickou bilinedrni
formu fs; a antisymetrickou bilinedrni formu f,, pro nez f = fs + f,. Oznac¢me
[fs]k, matici fs a [f.]k, matici f, vzhledem ke kanonické bézi. Diky izomorfismu,
ktery pro pevné zvolenou bazi C' pfifadi bilinearni formé jeji matici vzhledem k C,

muzeme otazku vyfesit pfimo v maticovém zapisu, tj.

e =27 (ks + ) =3+ (3 3)+ (3 5D = (5 3)-

il =2 (i =) =3+ (5 3) = (5 3)= (3 )

Vsimnéme si, ze misto druhého vypoctu jsme mohli uvazit, ze [fu|x,

[fs]K3

Pii hleddni matic [fs]p a [f.]p pracujeme s matici [f]p bilinedrni formy f vzhle-
dem k bazi B = ((3,3), (4,1)):

£le= o+ 115 =3 (5 9)+ (o 3= (7 3).

e =0 - 10e= (5 3) - (7 5)= (3 5)-
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(b) Opét oznacime [gs]p matici g a [gq]p matici g, vzhledem k bazi B a postu-
pujeme stejné jako v piikladu (a):

1 L[t 2 0 1 0 1 S
[gs]Bzi([g]B-i—[g]g):i( 0 -1 1|+(2 -1 0o])=(1 -1 1],

1 0 1 0 1 1 i 1

1 2 0 1 1 % o 1 -1

[ga]B:[g]B_[gs]B: 0O -1 1] -1 -1 5| = -1 0 %

ooo1) 3 1)\ 40

Vsimnéme si, ze v obou pripadech je diagonéla matice symetrické ¢asti rovna di-
agonale matice puvodni formy a ze diagondla matice antisymetrické ¢asti je nulové,
to znamena, Ze staci, abychom poé¢itali hodnoty nad (¢i pod) diagonalou symetrické
matice a hodnoty antisymetrické snadno dopocitali. O

5.10. Bud ¢ bilinearni forma dand analytickym vyjadienim

9((z1,22,23) 7, (Y1,92,93)7) = 2191 + 3T1Y2 — T1y3 + Tay1 + 222y2 — 22370
vzhledem ke kanonické bazi na racionalnim vektorovém prostoru Q2.

(a) Najdéte matici g vzhledem ke kanonické bazi,
(b) najdéte matice symetrické g; a antisymetrické g, ¢dsti g vzhledem ke ka-
nonické bazi,
(c) urcete analytické vyjadieni symetrické g, a antisymetrické g, ¢asti g vzhle-
dem ke kanonické bazi,
(a) Staci si uvédomit, ze koeficient u ¢lenu z;y; v analytickém vyjadfeni vzhledem

ke kanonické bazi je pravé hodnota na i-tém radku a j-tém sloupci matice bilinedrni
formy vzhledem ke kanonické bazi, tedy

1 3 -1
glxk, =0 2 0
1 -2 0
(b) Postupujeme jako v 5.9 s vyuzitim zndmé matice [g]x,, proto [gs|k, =
1L ;0 0o 3 -1
slols +lali) = |2 2 —1) algalis =0y = [gslis = -3 0 1
0 -1 0 1 -1 0

(c) Uzijeme tdvahu pfipomenutou v (a), abychom z matic nalezenych v (b) dostali

3 3
gs((x1,22,23) ", (y1,y2,93) ") = z1y1 + 5T1Y2 + 5%2Y1 + 2w2y2 — T2y3 — T3Y2,

ga((wlaﬂfzal‘s)T: (yl,yg,yg)T) = 53312/2 - 533291 — X1Y3 + X3Y1 + Toys — L3Y2.
O

5.11. Bud B ¢tvercova matice stupné 2 nad télesem Z; a uvaZujme zobrazen{
f 7% x 72 — 7y dané predpisem f(u,v) = u- B v’. Urcete matici B, vite-li, ze
f((1,4),(1,4)) = £((1,4),(3,3)) =1, £((3,3),(1,4)) =2 a f((3,3),(3,3)) = 0.

Z pozorovani piikladu 5.1 vime, Ze je f bilinedrni forma. Vezmeme-li bazi M =
((1,4)T,(3,3)T) vektorového prostoru Z2, vidime, ze v zadén{ pitkladu mame uve-

1 1> f bilinedrni formy f

deny tdaje, které muzeme sepsat do matice [f]y = (2 0
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vzhledem k bazi M. Uvazime-li, Ze je matice B pravé matici f vzhledem ke kano-
nické bézi Ko, staci podobné jako v 5.2(b) vyuzit vatahu dokdzaného na pfednasce

B = [flxs = Wkyne - e - (o

Obvyklym zpusobem potom spocitame

e = ) = g)” -5 3).
a proto

B =)l baii = (33) (3 0) (3 3)= (3 o)
O

25.4.

5.12. Necht go(z1, 2, 23) = 42172 +471 73+ 373 — 61973 + 232 je kvadraticka forma.

(a) Najdéte matici symetrické bilinearni formy g na R? vzhledem ke kanonické
bazi, kterd vytvari kvadratickou formu g,

(b) uréete hodnost g a rozhodnéte, zda je g regularn{

(c) najdéte ortogonalni bazi symetrické bilinedrni formy g.

(a) Opét bezprostiedné z predpisu uréime matici hledané symetrické bilinearnf

0 2 2
formy g vzhledem ke kanonické bézi [g]x, = |2 3 —3 |. Budeme postupovat
2 -3 1

metodou Pozorovani 10.22 z prednasky.

(b) Staci spocitat hodnost matice rank[g]x, = 3, tedy matice i forma jsou re-
gularni.

(c) Nejprve zvolime vektor py, pro ktery go(p1) # 0. Z matice B vidime, Ze sice
g2(e1) = 0, ale pro druhy vektor kanonické baze je go(e;) = 3 # 0. Polozime tedy
napiiklad p; = es.

Je-li to mozné, volime nyni vektor ps € (pi)*e, pro ktery g»(p2) # 0, tj.
potiebujme nejprve vytesit homogenni soustavu rovnic s matici

0 2 2
p-B=(0,1,0)-[2 3 -3|=(2 3 -3)
2 -3 1

a poté mezi témito fe§enimi najit takové, na némsz je hodnota g nenulova. Pripomenme,
ze prvni otdzku umime zodpovédét vzdy a kdyby poté neexistoval vektor s nenu-
lovou hodnotou g», mohli bychom uz zbylé vektory ortogonalni baze volit mezi na-
lezenymi feSenimi libovolné. V nasem piipadé vidime, ze napiiklad ps = (0,1,1)7
fesi rovnici a g2(p2) = p2 Bpy = —2 #£ 0.
Konecné tentokrat volime vektor ps € (p1, P2

matici
<p1> B (0 1 0> ‘ g _23 _ (2 3 —3)
P2 011 9 _3 1 4 0 -2

)19, tedy fesime soustavu rovnic s

NN O
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) a pro né&j dopotitame g»(p3) =

Snadno uréime posledunf bazicky vektor ps = (3,4, 6
((0,

piBps = 60. Nagli jsme ortogonéln{ bazi P = 2,0)7,(0,1,1)7,(3,4,6)T) vaci
3 0 0

niz mé bilinedrn{ forma g matici [g]p = |0 -2 0 O
0 0 60

5.13. Najdéte néjakou ortogonalni bazi symetrické bilinedrni formy f z 5.5 na
vektorovém prostoru Z32.

Postupujme stejné jako v tloze 5.12. V 5.5 jsme nagli bazi ((1,4,1)7) radikédlu
f- Vektor (1,4, 1)” mizeme doplnit na bézi Z; napiiklad vektory e; a es kanonické
3 3
3 2
f na podprostor U = (eq,es), vzhledem k bazi N = (e1,es). Déle pocitame v
soutadnicich vzhledem k N. Nejprve tedy pfimo vidime, ze f~2(e1) =3 # 0 a poté
vyfesime homogenni soustavu rovnic s matici

etk A=0-(3 3) =6 3.

béaze. Snadno ur¢ime matici A = bilinearni formy f, ktera je restrikci

Vidime, ze soustavu iesf [p2]p = (4,1)7, tedy p2 = (4,1,0)% a f~’2(p2) =(4,1)-A-

(4,1)T = 4. Nasli jsme ortogondlni bazi ((1,4,1)T,(1,0,0)T,(4,1,0)T) formy f s
0 00

matici vaci této bazi (0 3 0. O
0 0 4

5.14. Najdéte néjakou ortogondlni bazi symetrické bilinedrn{ formy g na vekto-

rovém prostoru R? dané piedpisem g( <;1> , <Z;> ) = 21Y1 — 3T1Y2 — 3x2y1 + 222 Yo

Nejprve obvyklym zpusobem uréime matici symetrické bilinedrni formy g vzhle-
R 1 - .. [

dem ke kanonické bazi [g]x, = <_3 23>. Matici [g]k, budeme tentokrdt upravo-

vat posloupnosti symetrickych elementarnich iprav, tedy v kazdém kroku provadime

vzdy stejnou tfadkovou a sloupcovou ipravu tak, abychom nakonec dostali dia-

gonalni matici. Radkové upravy budeme zachycovat obvyklym zpusobem (jako pfi

hleddn{ inverzni matice) do matice.

1 -3 10 1 0 10
-3 2 0 1) *\0 -7 3 1)°
Budeme-li vzniklou diagondlni matici chapat jako matici bilinedrni formy f

vzhledem k néjaké nové bazi M, vidime, ze vpravo dostdvame matici transpono-

vanou k matici prechodu od baze M ke kanonické béze k , tedy [Id]}] = (é i’)

Nyn{ snadno urc¢ime bazi M = ((é) , <i’>), pro niz [g]lp = <(1) _07>, tedy M je

f-ortogonalni baze.
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5.15. Najdéte néjakou ortogondlni bazi symetrické bilinedrni formy f a matici f
vzhledem k ortogondlni bazi, je-li
(a) f bilinedrn{ forma na vektorovém prostoru Q? s matici [f]x, = <(1) 0)
vzhledem ke kanonické bazi,
(b) f bilinedrn{ forma na vektorovém prostoru Z2 s analytickym vyjadfenfm

I <§1> , <Zl>) = 2x1Yys + 2x21y1 + T2oyo vzhledem ke kanonické bézi,
2 2

(c) f bilinedrni forma na vektorovém prostoru ZZ s matici [f]p = <0 1)

1 3
vzhledem k béazi B = ((1,2), (2,3)),
(d) f bilinedrnf forma na vektorovém prostoru R® s analytickym vyjadienim

f(@1,22,23)T, (y1,Y2,y3) ") = T1y2 + 22y1 — T2y3 — T3y2 vzhledem ke ka-
nonické bazi,

1 6 0
(e) f bilinedrn{ forma na vektorovém prostoru Z3 s matici [flp = [6 3 2
0 2 2

vzhledem k bazi B = ((1,0,2)7,(1,0,1)7,(0,3,1)7).

Postupujeme stejné jako v Prikladu 5.14.

1 . [ o (. P
1 0) zjevné nam pii hledani ortogondlni baze ne-
pomuze piehozeni dvou 7adku, jak jsme na to byli zvykli u Gaussovy eliminace,
protoze naslednou vyménou dvou sloupcii, vynucenou symetrickymi upravami, dostdvame
puvodni matici. Misto toho pficteme druhy fadek k prvnimu a poté druhy sloupec
k prvnimu (uvédomme si, Ze tento postup v maticovém zdpisu odpovida tvaze Véty
12.23) a nésledné uz muzeme postupovat standardné:

0 1 10 2 1 11 2 0 1 1
10 0 1) *\1 0 0 1) *\0 -3 -3 %)

(a) Pracujeme-li s matici <0

_1
Tedy [Id]ll'}2 = } 12 ) je matice pfechodu od kanonické baze k ortogonalni
2
=1
bazi P, proto P = (<}> , < 7 )) al[flp= <§ _01>
2 2
(b) Nejprve snadno uréime matici [f]x, = (2) ? vzhledem ke kanonické bazi.

Tentokrdt ndm k dpravé matice symetrickd vymeéna raddku a sloupce pomuze, na-

opak obdobnd tprava jako v piikladu (a) (g ?) ~y (g i)) je zbytecnd a k

nalezeni diagondlni matice nevede. Pocitame tedy

0 2 10 1 2 0 1 1 0 0 1
21 0 1) *\2 0 1 0/ °\0 1 1 3)°

Tedy v fadcich pravé poloviny posledni matice nachdzime bézi P = ((?) , (;) ),

pro niz [f]p = L.
(¢) Postupovali-li bychom stejné jako v tloze (a) a upravovali-li bychom sy-

! 1 O) nasli bychom, poté, co bychom v

metrickymi dpravami matici (1 3 0 1
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levé ¢asti matice dostali diagondlni matici, v pravé Casti pravé matici transpono-
vanou k matici pfechodu od baze B ke hledané ortogonalni bazi P. Uvazime-li, ze
(Id]i,)t = (dIE)* - ([Id]E,)", staci abychom misto jednotkové matice umistili
napravo transponovanou matici pfechodu od od kanonické béaze k bazi B a tu ob-
vyklym zpusobem upravovali:

2 3

2 1> )

0 1 1 2 31 2 3 3 0
1 3 2 3/ °\1 0 1 2/ °\0 3
Vidime, ze pravé cCasti posledni matice mame transponovanou matici prechodu

1%, = ()7 (127 proto P = (). (7)) Koneene (71 = (3 5).

(d) Postupujeme stejné jako v piipadé (a) a (b), tedy ur¢ime matici [f]x, =
0 1 0
1 0 —1| bilinearni formy f vzhledem ke kanonické bazi a pak standardné
0 -1 0
symetricky upravujeme, tentokrdt se symetrickym ndsobenim fadku a sloupcu vy-
hneme zlomkum:

0 1 0 100 -1 1 1 0
1 0 -1 01 0 -1 0 1 0] ~s
0 -1 0 0 01 0 0 01
2 2 =2 1 1 0 2 0 -2 1 10
~s | 2 0 -4 0 2 0~ O -2 =2 -1 1 0] ~5
-2 -4 0 0 0 2 -2 -2 0 0 0 2
2 0 0 1 10 2 0 0 1 10
~ [0 —2 —2 11 0)~(0 =2 0 11 0
0 -2 =2 1 1 2 0O 0 0 2 0 2
Dostévame ortogonalni bazi P = ((1,1,0)T, (=1,1,0)7,(2,0,2)7) amatici bilinearni
2 0 0
formy [flp= |0 —2 0] vzhledem k P.
0 0 O
(e) Tentokrat uvazujeme stejné jako v (c), proto upravujeme matici
1 6 0 1 0 2 100 1 0 2
6 3 2 1 0 1])~s10 2 2 2 0 3|~
0 2 2 0 3 1 0 2 2 0 3 1
100 1 0 2
~s 10 2 0 2 0 3
0 00 5 3 5
Nasli jsme ortogonalni bazi P = ((1,0,2)7,(2,0,3)7,(5,3,5)7), viéi niz mé bi-
100
linedrni forma f matici [f]lp=[0 2 0 O
0 0O

5.16. Najdéte bazi radikdlu symetrické bilinedrn{ formy f z pifkladu 5.15(e).

Podle Véty 13.8 staci vzit ty vektory nalezené ortogondlni baze, na nichz je
hodnota f nulova. Proto bazi radikélu tvoif prave vektor (5,3,5)7. O
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5.17. Najdéte néjakou ortogonalni bazi kvadratické formy fo na vektorovém pro-
storu Z2 s analytickym vyjadienim fo(zy, s, 23)T = 223 + 2123 + 23 + d2973.

2 0 4
Stejné jako v predchozi dloze snadno uréime matici [flg, = [0 1 2] sy-
4 2 0

metrické bilinedrni formy f, kterd vytvaii kvadratickou formu f,, vzhledem ke

kanonické bazi a poté postupujeme standardné:
2 04 |1 0 O 2 00 |1 0O 2 00 |1 0O
012 |01 0)J~s[|0 1T 2 |01 O0]~1[0 1T O0 |O 1O
4 2 0 |0 01 0 2 6 |5 01 00 2 |5 51

o

V tadcich pravé strany upravené matice vidime, ze ortogondlni bazi f tvoii napiiklad
vektory (1,0,0)7,(0,1,0)7, (5,5,1)7. O

5.18. Necht h je symetrickd bilinedrni forma na redlném vektorovém prostoru R®
1 -1 -1

s matici [hlp = | -1 2 1 ] vzhledem k néjaké bazi B. Rozhodnéte, zda je h
-1 1 5

skaldrnf sou¢in na R3.

Polozme A = [h]p a oznatme A; matici, kterd vznikne z A vynechinim po-
slednich n — i tadkd a sloupct a vyuzijme Véty 11.32 z pfednasky, podle néjz
stali zjistit, zda jsou vSechny hlavni minory matice det A kladné. Tedy pocitame

det Ay = 1,det Ay = det <_11 _21> =2-1=1a

1 -1 -1
det A3 =det [ -1 2 1 ]1=10+1+1-2-5-1=4,
-1 1 5
coz znamend, ze h je skalarni soucin. O

5.19. Spocitejte signaturu symetrické bilinearni formy h na R* dané kvadratickou
formou hy((x1, 9, 73)) = 23 + 21122 + 62173 + 323 + 62273 + 53,

11 3
Obvyklym zpusobem urc¢ime matici [h]g, = |1 3 3| a tuto matici upravime
3 3 5
posloupnosti symetrickych tprav na diagonalni matici:
11 3 1 0 3 1 0 O
1 3 3|]~,10 2 0]~,10 2 0
3 3 5 3 0 5 0 0 —4
Protoze vime, ze existuje ortogondlni bdze M vuéi niz ma symetrickd bilinedrni
1 0 O
forma h matici [h]lp = [0 2 0 |, sta¢i podle definice pfepocitat nuly, kladna
0 0 —4

¢isla a zapornd ¢isla na diagondle této matice a sefadit idaje do signatury (0,2,1)
symetrické bilinearni formy h. O
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5.20. Rozhodnéte, zda existuje vektor v a zda existuje vektor u, aby pro kvadra-
tickou formu hy z dlohy 5.19 platilo h2(v) < 0 a ha(u) = 0.

V piikladu 5.19 jsem zjistili, ze je kvadraticka forma ho indefinitni, tedy existuji
vektory v a u, pro které plati ha(v) < 0 a ha(u) = 0. O

5.21. Rozhodnéte, zda existuji redlnd ¢isla x;, 2, 3, pro kterd
237% —4x 9 — 4123 + 4m§ + 5;U§ < 0.
Definujeme-li kvadratickou formu g; = 237% —4x129 — 43123 + 4:03 + 5m§, vidime,

7e Tesime stejnou ulohu jako 5.20, staci ndm tedy zjistit signaturu g». Symetrickymi
dpravami tedy bude upravovat matici [g]x, vytvaiejici bilinedrni formy g

2 =2 =2 2 0 0 2 00

[g]K3 =1-2 4 0 ~s |0 2 2] ~5s10 2 0

-2 0 5 0 -2 3 0 01
Zjistili jsme, ze signatura g» je (0,3, 0), tedy g» je pozitivné definitni, a proto g (v) >
0 pro viechny vektory v € R?. Hledan4 redln4 ¢isla tedy neexistujf. O

5.22. Uvazujme kvadratickou formu go = 22 — 6z12s + 222. Urcete signaturu sy-
metrické bilinedarni formy, ktera kvadratickou formu g vytvaii. Existuje-li, najdéte
nenulovy vektor v € R?, pro ktery

(a) g2(v) >0,
(b) g2(v) <0,
(©) g2(v) =0,

kde g- je kvadratickd forma vytvorend bilinedrni formou z piikladu 5.14.

Snadno uréime matici [g]x, = _3> vytvarejici symetrické bilinedrni formy

-3 2
g vzhledem ke kanonické bazi. Ziejmeé se jednd o regularni formu a spoc¢itame-li sub-
. 1 -

determinanty det(1) = 1 a det _3 23
skaldrni sou¢in. ProtoZze je oviem hodnota gs(es) kladnd, nemuze jit o negativné
definitn{ bilinedrn{ formu, a proto mé ¢ signaturu (0,1,1).

(a) a Z matice [g]k, vidime, Ze hodnota g je kladné napiiklad na obou vektorech
kanonické béze, tedy ga(e1) =1 a ga(e2) = 2.

(b) Zjistit jsme, ze kvadraticka forma g neni pozitivné semidefinitni a v piikladu

5.14 jsme nasli ortogondlni bazi M = ((1,0)7,(3,1)T) a matici [g]ys = <1 0 >

= —7 nejednd se podle Tvrzeni 10.35 o

0 -7
Protoze ma matice g vzhledem bazi M jedno kladné a jedno zaporné ¢islo, je g
indefinitni. Opét pifmo z matice vidime, ze g»((3,1)%) = —7.

(¢) Vyjadreme si hledany vektor v pomoci zndmé ortogondlni baze M, tedy v =
a-(1,0)T +b-(3,1)T, tj. {v}x = (a,b). Nyni vime, 7e g2(v) = {v}m[ga]m[V]%,. =
a? — 7-b?. Chceme-li, aby go(v) = 0, dostdvdme rovnici a? — 7 - b*> = 0, kterou resi
napiiklad (a,b) = (v/7,1). Nagli jsme tedy vektor v = /7. (1,007 + 1.(3,1)T =
(V7+ 3,17, pro néjz plati, ze g»(v) = 0. O
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6. AFINNI PROSTORY

o et s= (1) () (o) 2= () 6)- ()

(a) Ovétte, Ze se jednd o soufadné soustavy afinntho prostoru ZZ,

(b) spocitejte souradnice bodu b = <(2)) vzhledem k soustavé soufadnic S,
(c) najdéte bod ¢, pro ktery [c]s = <§> vzhledem k soustavé souiadnic S,

(d) pro bod a afinniho prostoru najdéte [a]s, jestlize [a]gr = @)

(a) Staci ovérit, ze dvojice M = ((i) , (é)) a dvojice N = (<i’> , <§>) tvori
béze vektorového prostoru Z2, coz zjevné plati.

(b) Hleddme souradnice vektoru b— (f) _ G’) vzhledem k bazi M, tedy Festme
(11 |3 »n 3 |
soustavu s matici <1 0 ‘ 1). Snadno spocitame [b]s = [<1>]M = <2>

(¢) Postupujeme piimo podle definice. Tedy ¢ = G) +4 G) +3 <(1)> = (3)

(d) Pro vypocet zmeény soufadnic pouZzijeme Tvrzeni 12.10, které iika, ze

0
als = 1(§ s + Bl
o . 0 0 P .
Pottebujme tedy urcit [Id]3; a soufadnice | 1 ls =1 1)~ 1 ]a- Nejprve proto

najdeme matici piechodu

= narfy -, = iy na, = (3 0) (2 2= (5 2)

a poté dopoditame [alg = [(‘1))]5 + 1Y [a]r = <g> + (; g) (g) - @) 0

1 0 2 2

6.2. Uvazujme posloupnost bodu B = O),{1],]10],]1 afinntho pro-
0 0 1 1

storu s body i vektory A =V = Q.

(a) Ovéite, ze je B barycentricka soustava soufadnic afinniho prostoru A,

1

(b) spocitejte barycentrické souradnice bodu b = | 1 | vzhledem k soustavé B,
1

(c) najdéte bod ¢ s barycentrickymi souradnicemi (i, %, i, %)T vzhledem k sou-

stavé B,
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1
(d) spocitejte barycentrické souradnice bodu b = | 1| vzhledem k soustave
1
2 0 2 1
B = 11,11}),(0]),(0
1 0 1 0
(a) Uvedomme si, ze staci ovéfit, zda je posloupnost
1 0 1 2 1 2 1
S = o),{1r]-=(o}),{oy1—-(oj),{1r]-10o =
0 0 0 1 0 1 0
1 -1 1 1
= of,{11],]10],(1
0 0 1 1

soutfadnou soustavou. K tomu staci standardni cestou nahlédnout, ze tvoii posledni
3 vektory posloupnosti S bézi vektorového prostoru V.

(b) Podle Tvrzeni 12.12 nejprve najdeme soufadnice bodu b vzhledem k soufadné
soustaveé b z bodu (a). Vyfesime tedy nehomogenni soustavu

-1 1 1| 0 -1 1 1| O -1 1 1| 0
1 01 1]~ 0 1 2 1]~ 0 1 1 1
0 11 1 0 1 1 1 0 0 1] 0

Zjistili jsme, As = A3 = 1 a Ay = 0 a zbyva dopocitat \; = 1 — 330, \; = —1.
Bod b tedy dostaneme jako afinni kombinaci bodu barycentrické soustavy B se

Al -1
SEUSIPEE ID.VR I I |
soufadnicemi wl =1
A4 0
(c) Postupujeme duélné k tuvaze (b). Hledany bod musi mit souiadnice [c]s =
(%, i, %)T vzhledem k soutadné soustavé S, proto
1 -1 1 1 17
1 1 1 1
0 0 1 1 7

(d) Protoze barycentrickd soustava souradnic B’ afinniho prostoru A vznikla ze

soustavy B permutaci bodu, sta¢i diky Tvrzeni 12.12 adekvatné piepermutovat
0

soufadnice nalezené v (b). Mame tedy } . O

-1

6.3. V afinnim prostoru s body i vektory A = V = Z2 uvazujme podprostory

[\)

Dy = (

N W

1

0 2 1 2
o]l 2 >7 DQ— 1 +( 9 >7

3 4 1 1
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a) Najdéte soustavu soufadnic a barycentrickou soustava soufadnic afinnic
Najdeét t fadni b trick t fadnic afinnich
prostoru Dq, Dy a Ds.
) urcete parametrické vyjadfeni podprostoru D; a Dy,
c¢) urcete rovnicové vyjadieni podprostorti Dy a D,

Sot icové vviddrent pod torii D+ a D

urcete podprostory Ds a D3 jako afinni kombinace bodu,

d cet d tory Ds a D3 jako afinni kombi bodu

) spocitejte vzdjemnou polohu podprostora D; a D; pro i # j,

) Existuje-li, najdéte prinik podprostora D; N D; pro i # j.

(a) Postupujeme podobné jako v piedchozi dloze. Nejprve najdeme jeden bod
podprostoru a potom bazi ptislusného vektorového prostoru.

2
Pro D; si muzeme vzit napiiklad jeho bod a = Z a poté spocitat vektory
1
1 2 4 2 2 0
0 3 2 2 3 4 -
vy = ol = 121= 1|3 avy = 2= 121= 10l Protoze jsou vektory vy
3 1 2 4 1 3
a vy ziejme linedrné nezavislé, dostdvame souradnou soustavu S; = (a, vy, vsa) =
2 4 0 2 1 2
3 2 4 3 0 2
= NERIEr . proto posloupnost B; = sl 1ol |2
1 2 3 1 3 4
tvofi barycentrickou soustava soufadnic afinniho prostoru D1.
Pro prostor D» neni tfeba nic pocitat, abychom dostali
1 1 1 1 1 1 3
1 2 1 2 1 1 2
S=0a e 22 ]2 T[T ]2
1 1 1 1 1 1 3
soustavu soutradnic a barycentrickou soustavu souradnic prostoru Ds.
2
Pro prostor D3 je tieba najit jedno feSeni 8 nehomogenni soustavy a bazi
1
0 0
feSeni homogenni sousta 1 0 s matic{ 100 2 4 Nyni mame
& WY o]0 |1 300 2 3)°7
0 0
2 0 0 2 2 2
0 1 0 s . 0 1 0
Ss = ol 1ol |1 a dopocitame Bz = ol 1ol 11
1 0 0 1 1 1

soustavu soufadnic a barycentrickou soustavu podprostoru Ds.
Nalezené souradné soustavy vyuzijeme pro zodpovézeni dloh (b), (c) a (d).
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(b) Tim, zZe uz jsme pro dané podprostory nagli soustavu soutradnic, zbyva jen
sepsat

2 4 0 2 0 0
3 2 4 0 1 0
Dl - 9 + < 31’10 >) D3 1o + < ol’11 >
1 2 3 1 0 0
(c) Vyuzijeme parametricky popis prostoru D; a najdeme takovou matici A, ze
4 0
.. . e ; .. 2 4
mnozina vsech fesen{ homogenni soustavy s matici A; bude rovna ( sl o )
2 3

. . , . L1 2
tedy potifebujeme opét vyfesit homogenni soustavu rovnic s matici <0 ? 0 g) .

Bézi feseni tvoii napiiklad vektory (3,0,1,0)7,(3,3,0,1)7, které sefadime do radku
hledané matice A;. Nynf zbyva spocitat by = A1(2,3,2,1)T = (?) Zjistili jsme,

ze bod x lezi v podprostoru D; pravé tehdy, kdyz je x feSenim soustavy rovnic

3 01 0\ (3
(3 30 1)‘”— <1>
Protoze mame prostoru Ds dédn parametricky, postupujeme stejné jako u hledani
rovnicového popisu Dq. Nejprve najdeme bézi reSen{ jediné (homogenni) linedrnf
3100
rovnice s matici (1 2 2 1) a tu sepiSeme do radku matice A, = [3 0 1 0
4 0 0 1
Nyni dopocitame vektor pravych stran

} 31 00 i 4
1 4 0 0 1 1 0

Zjistili jsme, ze Dy tvori pravé mnozina vSech feSeni soustavy linearnich rovnic s
31 0 0 4
maticf |3 0 1 0] 4
4 0 0 1| O
(d) Tim, ze jsme v (a) nalezli barycentrickou soustavu soufadnic, ulohu uz jsme
vyftesili, staci totiz vzit jeji body, tedy:

1 2 2 2 2

1 3 0 1 0
D2:<BQ>:< 1113 >7 D3:<B3>:< ol’lol’ |1 >

1 2 1 1 1

(e) Nejprve zjistime, které z prostori jsou rovnobézné. Oznatme V; vektorovy
prostor z parametrického popisu prostoru bodu D;. Okamzité vidime, ze V3 € Vi,
V3 & Vo a Vi & Vs, Zbyva zjistit, zda Vo C Vi. Protoze je podprostor Vi dvoudi-
menziondlni staci zjisti, zda generator V5 lezi ve Vi, coz rozhodneme napiiklad diky
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pozorovani, ze ma matice

4 2 3 2 4 2 3 2 4 2 3 2
0 40 3|~10403]~10420 3
1 2 2 1 0 4 0 3 0 0 0 O

hodnost 2, a proto V5 C V;. Zjistili jsme, ze jsou podprostory D; a Dy rovnobézné a
zbyvéa rozhodnout, zda maji dvojice afinnich podprostoria Dy, D3 a Ds, D3 spole¢ny
bod. Na to muzeme pouzit napiiklad jejich rovnicové vyjadieni.
Stadi tedy zjistit, zda existuje pro dvoji D; a D3 existuje feSeni nehomogenni
soustavy rovnic, kterou dostaneme sjednocenim rovnic pro tyto podprostory, tedy
301 0 3

soustavy s matici :13 3 8 ; 4 Protoze je matice levych stran ziejmé re-
300 2 1
guldrni , dand soustava mé feseni, D; N D3 # () a podprostory jsou tedy riiznobézné.
3100
301 0 4
Stejné muzeme pro Dy a D3 matici (4 0 0 1| 0| atentokrat zjistime, Ze
1 0 0 2| 4

300 2 1
dand soustava feSeni nemé a podprostory jsou mimobézné.
(f) Pro nalezen{ pruniku D N D3 sta¢f najit vSechna feseni soustavy

301 0| 3 100 2| 4 100 0] 1
330 1| 1 00 1 4| 1 010 0| 3
100 2/ 4/ 1o 3 0 0] 4] l0o o0 1 0| 0
300 2 1 000 1| 4 000 1| 4

Nasli jsme jednobodovy prinik D; N D3 = {(1,3,0,4)7}.

Konetné pro nalezeni priuniku rovnobéznych prostoru D; a D je tieba zjistit,
zda je néjaky bod jednodimenzionalniho podprostoru D» také bodem dvoudimen-
zionalniho podprostoru D;. V takovém piipadé by jejich prunikem byl cely pod-
prostor Dy a v opacném pifpadé by podprostory byly disjunktni. Resfme napiiklad
vektorovou rovnici

2 4 0 1 4 0 1 2 4
3 2 4 1 2 4 1 3 3
2| ¥ TV o T T 3T Y o] T 1] T 2] T |4
1 2 3 1 2 3 1 1 0

7 hodnot prvni a tfeti souradnice okamzité vidime, ze rovnice nemd feSeni, tedy
podprostory Dy a D nemaji zddny spoleény bod. O

6.4. V afinnfm prostoru s body i vektory A = V = R? se standardnfm skaldrnim

3 1 4 4
sou¢inem uvazujme pifimky P= [4 | +([2|)a@Q = | -2 | + (| -1 )).
1 1 3 1

(a) Urcete vzajemnou polohu piimek P a @,

(b) urcete thel piimek piimky P a @,

(c) najdéte piimku ruznobéznou a zaroven kolmou na obé piimky P a @,
(d) spocitejte vzdédlenost P a Q.
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(a) Afinn{ piimky P a () zfejmé nejsou rovnobézné, staci nam tedy napifklad zjis-

3 1 4 4
tit, zda vektor existuje feseni vektorové rovnice |4 | +z |2 ) = -2 |+y | -1,
1 1 3 1
-1 3 4 1 4
coz je ekvivalentni podmince, zda | 6 | = (4| = [-2] € ({2],[|—-1]).
-2 1 3 1 1
Nékterou z obvyklych metod tedy zjistime, Ze jsou P a () jsou mimobézné.
1 4
(b) Piimky sviraji thel ¢ dany jejich zaméfenimi v, = [2] av, = | -1
1 1

cosp = vpvel 3 _ _1_

ve lllvell ™ V6418 — 2V3°

(c) Nejprve pocitdme-li vektor kolmy na vektory v, a v, a budeme tak znét
zaméfeni hledané pfimky. Snadno zjistime (bud pomoci vektorového souéinu nebo

vyfeSenim homogenni soustavy s matici < 4 _21 1> tvorenou fadkovymi vektory
1
vl avy],ze hledanym zaméfenim je podprostor (| 1 |). Nynf potiebujeme vytesit
-3
rovnici
3 1 4 4 1
(4] +z(2])-(|-2|+y|-1])==2| 1)),
1 1 3 1 -3
kterd vede na nehomogenni soustavu
-1 4 1 -1 100 -2
-2 -1 1 6 | ~[0 1 O -1
-1 1 -3 -2 0 0 1 1
Zjistili jsme, 7ze v = —2, y = —1 a z = 1. Vsimnéme si, ze podminka z = 1

fikd, ze se jednalo o mimobézky (zjevné nejsou rovnobézné a to, ze se protinajf
je ekvivalentni podmince z = 0). Tedy prusecik hledané kolmé piicky s piimkou

3 1 1
P jeprave bod |4 —2[2]) = | 0 | a prusecik s piimkou @ je pravé bod

1 1 -1

4 4 0

—2| —-1|—-1) = | —1]. Hledanou kolmou pficku muzeme napsat ve tvaru

3 1 2

1 1

01+ 1))

-1 -3

(d) Uz jsme nasli pruseciky P a @ s kolmou piickou, nejkratsf vzdélenost pifmek

P a @ je pritom rovna pravé vzdalenosti téchto dvou pruseciku. Navic z vekto-

rové rovnice ulohy (c) vidime, Ze tato vzdalenost je rovna pravé velikosti vektoru
1 1

z| 1 ]. Tedy vzdélenost PaQjel|[ 1 || =v11. O
-3 -3
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6.5. Spocitejte vzdalenost pifmek P = (1,0,2,1,1)7 + ((1,1,1,1,-1D7) a Q =
(2,1,1,1,007 +((1,1,1,1,-1)T).

Vidime, ze P a @ jsou rovnobézky a potiebujeme najit vzdalenost pruseciku
néjakeé jejich kolmé pticky s P a (). Pritom zaméreni kolmé piicky lezi v podprostoru
(1,1,1,1,-1)T, (1,1,-1,0,-1)T), protoze (1,1,-1,0,-1)" = (2,1,1,1,0)7 —(1,0,2, 1, 1) 7.
K nalezeni vektoru muzeme pouzit napiiklad Gramovu-Schmidtovu ortogonalizaci:

1 1 1 1 1 3
1 1 1 1 9 1 1 3
vi=| 1|, ve=|-1]—-¢c| 1 |=1]-1 —x 1 :3 =7

1 0 1 0 1 -2

-1 -1 -1 -1 -1 -3
Nyni zbyv4 najit prisecik napiiklad p¥icky (1,0,2,1,1)7 +((3,3,-7,-2,-3)T) a
pifmky Q. Obvyklou cestou zjistime, Ze jim je bod (1,0, 2, 1, 1)T+%( ,3,-7,-2,-3)T
To ovSem znamend, ze je vzdalenost P a () rovna ||%( ,3,-7,-2,-3)7| = %. O

6.6. Metricky klasifikujte kvadriku Qx% —4dxix0 + 5x§ +221+22—5=0v R? ge
standardnim skaldrnim souéinem.

Vsimneme si, ze vyraz 233% —4xx9 + 5:17% + 2x1 + 22 — 5 obsahuje kvadratickou
formu gy(w1,22) = 202 — 4x125 + 523 a linedrni formu f(z1,z2) = 221 + 79, tedy
222 — 4z o + 53 4+ 221 + 20 — 5 = go(wy, m2) + [y, 22)T — 5.

Obvyklym zptisobem spocitame ortogondlni bazi g, ktera je zdroveri ortonormaln{
bazi vzhledem ke standardnimu skalarnimu soucinu. Nejprve najdeme vlastni ¢isla
2 -2

9 5 ), snadno zjistime vlastni ¢isla 6

a poté vlastni vektory matice [g2]x, = (
T lovand vlastaf vek (-1 (2
a1 a jim pFislusné normalizované vlastnf vektory vi = == | | ava = 2= .
Tedy pro bazi M = (vy,v2) mame [g2]y = 60 a[Id¥2 = L 12 Nyni
yp = V1, V2 92lm =\ 1 M=wm\la 1)V
h <y1
Y2
tedy matici f vzhledem ke kanonické bazi matici prechodu [Id]# a dostaneme

e () - 0 (3 )

Vyjadiime-li tedy kvadriku v soutfadnicich <zl> vzhledem k bazi M, dostaneme
2

zbyva spocitat vyjadrit f v soufadnicic vzhledem k bazi M. Prendsobim

V5 .
6yf + 5+ Vo =5 =0p7 + (y2+ )" = = 5=06(n+ ;)" +45 - =0,

Uvézime-li soufadnou soustavu S = (<8> ,L <_1> ,L <
kvadrika K tvar

2
1

24
Kl = (1) € B S5+ e+
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0 _
Vidime, Ze hledany ttvar je elipsa se stfedem [a]s = ( \/5>, a proto a = ( }),
—p 1

. : 5 5 o AN 5P —
a s délkami polos EN L V soufadné soustavé R = (<

ma tedy kvadrika tvar

=i(3) et () +(3) -

Dalsi dlohy
(1) Najdéte pro libovolnd a € Q nad Q rekurentni vzorec pro vypocet deter-
minant ¢tvercové matice G, = (g;;) stupné n, kde g;; = 1, gji+1 = a a
9i+1: = b a jinde je g;; = 0.
(2) Bud - je standardni skalarni soucin na redlném vektorovém prostoru R>.
(a) Najdéte n&jakou ortonormdlni bazi podprostoru V = ((1,3,-2,1,1)%,
(2,0,1,1,0)7, (1,3,1,2, —1)7),
(b) najdéte ortonorméalni bazi ortogondlniho dopliku V-,
(c) urcete ortogonalni projekci vektoru (2,1, —1,0,4)” do podprostoru V'
a do podprostoru V+,
(d) je'li U= ((27 17 07 ]-7 _1)T7 (]-7 17 07 _]-7 3)T7 (47 _]-7 _17 _27 3)T>7 najdéte
vektory u € U aut € Ut, aby (1,1,0,0, —2)7 = u+ut,
(e) najdéte ortonormdlni baze podprostora U + V, UL +V, U + V*,
Ut+vi, unv,utnv,unvtautnvi
(3) Mé&jme komplexn{ vektorovy prostor C* se standardnim skalarnim souéinem.
(a) Najdéte ortonormalni bézi podprostoru V = ((1,1 —i,1+ 1,2 — 3i)7,
(i+1,-1,142i,2—10)7T),
(b) najdéte ortonorméalni bazi ortogonalniho dopliku V-,
(c) uréete ortogonalni projekei vektoru (1 + 3i,2 —i,—1,2i)” do podpro-
storu V a do podprostoru V=,
(d) je-liU = {(i,—i,24+14,1-30)T, (1,1,i,2+3i)T), najdéte vektory u € U
aut €U+, aby (1+14,1,i,2—49)7 =u+ut,
(4) Najdéte viechna vlastni ¢fsla a véechny jim prislusné vlastni vektory linedrntho
operdtoru ¢ na redlném vektorovém prostoru R* a a rozhodnéte, zda je ¢
(unitdrne) diagonalizovatelny jestlize

3 4 2 7 3 4 2 7

0 2 1 1 0 2 0 1
(a) [S@]K4 1o o 2 3| (b) [QD]KAL o 0o 2 3|°

0 0 0 4 0 0 0 4

3 4 4 4 3 4 0 0

4 2 4 4 4 2 0 O
(C) [QO]K4 a4 4 2 4| (d) [SO]KAL o 0o 2 4|°

4 4 4 4 0 0 4 4
(e) p=1d, (f) ¢=0.
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(5) Najdete vsechna vlastni ¢isla a vsechny vlastni vektory redlné matice A =

03 3 3
30 3 3 y . . . . [
3 3 0 3|2 rozhodnéte, zda je matice diagonalizovatelna
33 30
(6) Najdéte nad télesem Zrvsechna vlastn{ ¢fsla a vSechny vlastn{ vektory ma-
3 4 4
tice A= |2 3 1] a existuje-li, najdéte regularni matici P, pro niz je
3 3 2

P! AP diagonélni.
(7) Méjme komplexni matice G =

(a) Najdéte Jordantv kanonicky tvar matic G a H,

(b) najdéte regularni matici P, pro niz je P~ AP Jordanova,

) spotitejte G® a H5,
(d) najdéte Jordanuv kanonicky tvar matic GH a HG.

(8) Je-li g linedrni operdtor, najdéte ortonormélni bazi vektorového prostoru
R™ se standardnim skaldrnim sou¢inem pro

11 2
(a) n=3alfg>=|1 2 2],
2 2 4
01 1
(b) n=3afgzi=|1 0 1],
111

(c) n=8ag(e;) =e; + Zj’:l ej,
(d) n=4agle) =350+ j)e;
(9) Dokaite, ze je bilinearni forma zobrazeni f : R® x R® — R definované
predpisem f((z1,%2,23), (Y1, ¥2,¥3)) = 27191 + 321Y2 — T1y3 — 2739>.

(10) Najdéete matici f z predchozi dlohy vzhledem

(a) ke kanonické bézi,
(b) k bazi B = ((1,-1,0),(1,1,0)(1,2,1)),
(¢) k bézi C = ((0,1,0), (=1,1,-1)(—1,2,0)).

(11) Nechf f = fs + fo je rozklad bilinedrni formy f z pifkladu 1 na symet-
rickou a antisymetrickou Cast, tj. fs; je symetrickd bilinedrni forma f, je
antisymetrickd bilinedrni forma. Najdéte matice f; a f, vzhledem

(a) ke kanonické bézi,

(b) k bazi B = ((1,-1,0

(c) k bédzi C = ((0,1,0),
(12) Uvazujme symetrickou bil

b (17 17 0)(17 27 1))7
) 17 _1)(_17 27 0))
nearni formu ¢ na redlném vektorovém prostoru

—~—

=

R* s maticf [g]k, = vzhledem ke kanonické bazi Kjy.

0
1
0
1

— O =
O =
O = O

(a) Najdéte ortogonalni bézi g,
(b) rozhodnéte, zda je g skaldrni soucin na R,
(c) najdéte viechny vektory v € R%, pro které g»(v) = 0.
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(13) Bud’ g, kvadratickd forma na Z3 dand predpisem go (1, T, 73, T4) = T1T2+
123 + T1T4 + T2T3 + TaXyg + T304
(a) Najdéte symetrickou bilinearni formu g, pro niz g»(v) = g(v,v),
(b) urcete matici g vzhledem k bazi B = ((1,1,0,0), (2,1,0,0)(0,0,2,2),
(Ov 0,1, 2))7
urcete matici g vzhledem k kanonické bazi,
spocitejte bazi radikdlu symetrické bilinearni formy g,
najdéte ortogondalni bazi P symetrické bilinedrni formy g,
najdéte matici g vzhledem k nalezené bazi P.



