PISEMKY Z LINEARNI ALGEBRY 2

Uloha 1 (8.3.). Uvazujme standardni skaldrni souéin - na redlném linedrnim pro-

1 2
storu R* anechf u = (2], v=[ 1 | € R% Spocitejte ||u]|, || v|| thel, ktery
1 -1

sviraji vektory u a v, a najdéte ortonormalni baze podprostoru vSech vektoriu pro-
storu R?, které jsou kolmé a) na u a b) nau a v.
(9.3.): Méjme standardn{ skaldrn{ soucin - na redlném linedrnfm prostoru R* a

1 2
nechtf u = _11 , V= g € R*. Spocitejte || u ||, || v || thel, ktery sviraji vektory
2 1

u a v, a najdéte ortogonalni bazi podprostoru vsech vektorti prostoru R*, které
jsou kolmé na u a v,

Reseni.

(8.3):

Vypocitdme nejprve podle definice normy a skaldrni soucin:

lull=vVIZ2+2+12=V6, |lv]=V22+12+12 =6,
uv=1-24+2-1-1-1=3.
Oznacime-li ¢ dhel, ktery sviraji vektory u a v, snadno spoc¢itdme hodnotu
uv 3 1
lalllvl ~ V6v6 2’

cosp =
atudiz ¢ = 7.
a) Hleddme nejprve ortogonalni bazi mnoziny vsech feseni homogenni soustavy
rovnic s matici (1,2,1). Nejprve najdeme jeden nenulovy kolmy vektor, napiiklad
-1 1 21
0 | a poté fesime homogenni soustavu rovnic s matici <_1 0 1)) Orto-
1

-1 1
gondlni bazi je posloupnost (| 0 |, | —1|), kterou jesté normalizujeme, abychom
1 1
-1 1
dostali hledanou ortonormdln{ bazi (%@ 0], % —11 )

b) Nyni staci najit normalizované feSeni soustavy linedrnich rovnic s matici

u™ /1 2 1 1 -2 1
vi) 7 \2 1 -1 0 -3 -3/
1

Vidime, ze hledanou jednoprvkovou béazi tvoii vektor % -1
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(9.3):
Vypocitame nejprve podle definice normy a skaldrni soucin:
lul|=VI2+ 1241242 =V7, ||v]=V22+32+02+12 =14,
u-v=1-2+1-3-1-0+2-1=T7.
Oznacime-li ¢ thel, ktery sviraji vektory u a v, okamzité dostavame hodnotu

uv 7 _L
lalllvll Vi&/7 V2

cosp =

a proto p = 7.
Déle nejprve hleddme jedno nenulové feseni homogenni soustavy rovnic s matici

u™ (11 -1 2 11 -1 2
vi) =2 3 0 1 01 2 -3)

Napiiklad nalezeny vektor (3,—2,1,0)7 piiddme jako fddkovy vektor do matice
soustavy, jiz upravime:

1 1 -1 2 1 -1 1 2 1 -1 1 2
o 1 2 =-3|]~]0 1 2 -3]~(0 1 2 -3
3 -2 1 0 0 -5 4 -6 0O 0 2 -3
3 -1
Zbyvéa dopocitat, ze ortogondlni bazi je napiiklad posloupnost ( _12 , g )
0 2

Uloha 2 (15.3). : Uvazujme standardni skaldrni soucin na redlném vektorovém pro-

2 1
storu R? jeho podprostor U = (| 1 |, [ 2 |). Najdéte ortogonalni projekei vektoru
1 1

-2

3 | do podprostoru U a do ortogonalniho dopliiku podprostoru U.

4

(16.3): Uvazujme standardni skaldrni sou¢in na redlném aritmetickém vekto-
rovém prostoru R* a posloupnost vektor:

1 -1 -1 1 2
11 1 -1 11 Y s
b1—§ 1 7b2_2 1 7b3_§ -1 7b4_§ -1 , €= 0 € R".
1 1 1 1 -1

Ovéite, ze B = (by, by, bs, by) je ortonormdlni baze R*, spotitejte souradnice [c]p,
a urcete ortogondlni projekci vektoru ¢, do podprostoru U = (bz, bs).
Reseni.
-2
(15.3): Hleddme vektory u € U a ut € UL, pro které plati | 3 | =u+u'.
4
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2 1 -2
Oznacme nejprveuy = [ 1] ,us = |2] av=| 3 |.Hleddme takové skalary
1 1 4

z,y € R, aby byla linedrn{ kombinace ut = v —zu; —y v, kolmd na oba vektory

u; a us, coz vede k soustavé rovnic s matici

u;-u; up-us u vy (6 5 3 N 1 -1 -5
W-u; Uy-uy u-v) \5 6 8 0 11 33/
4 3 -1
Vidime ze y =3 ax = -2, protou=—-2u;+3vo =— |2 ]| + |6 ] = 4 a
2 3 1
-2 -1 -1
ut=v-u=|[3]|-[|4]|=1|-1
4 1 3
(16.3):

Nejprve piimocaie spocteme
_ 41% _ s .
b; -b; = 55 =1 pro vSechna i a

b; -b; = =L = 0 pro vSechna i < j,

tedy B je ortonormalni posloupnost, a tudiz i baze R*. Déle spo¢itdme Fourierovy
koeficienty vektoru c¢ vzhledem k bazi B:

bl'C 1

_ b2'C _ -2
[C]B_ bg'c - -1
b4'C 0

Nyni zbyva urcit ortogondlni projekci pomoci druhé a tieti slozky soutadnicového
vektoru jako

-1 -1 3
-1 111 111
ll——2'b2—1'b3—— 1 —5 _1 5 1
1 1 -3
O
2 1 1
. e s 0 1 2
Uloha 3 (22.3). Najdéte ortonormélni bézi podprostoru U = { ol |1 )
1 1 0

linedrniho prostoru R* standardnim skaldrnim soucinem.
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11 2
. .. 1 0 3 .
(23.3) Pro redlnou matici A = 3 1 a vektor v = 4 najdéte metodou
2 2 7
nejmensich ¢tvercu pfiblizné feseni soustavy rovnic Ax = v.
Reseni.
(22.3):

Nejprve najdeme bazi U, snadno nahlédneme, 7e posloupnost (u,us,uz) =
1 2 1

( (1) , ? , ? ) je béze, z niz ortonormdlni bézi vytvoiime pomoci Gramovy-
1 1 0
Schmidtovy ortogonalizace:
1
1
- _ . _ 1
1. Protoze || vy || = V3, je vi = 7o
1
2. Déle spocitame skaldrni souéin v; -uy = v/3 a pouzijeme druhy krok al-
2 1 1 1
. 0 vl -1 -1
[A— — 73 B L !
goritmu vy = 1 7 o e tedy va v BHE nebot
1 1 0 0

V5[l =3

3. Nynf nejprve spocitame skaldrni souciny vy -us = v/3 a vo-u3 = 0 a poté

1 1 0 0
ot o2 111 ¢ _ 1|1
zjistime, Ze vi = | ol =11 | aprotovs=2=|
0 1 -1 -1
1 1 0
Nagli jsme ortonormalni bazi (== o IS e BRI ) prostoru U
) valo)l'va| 1 ["va| 1 |)?P '
1 0 -1
(23.3):
Nejprve spoc¢itdme Grammovu matici nové soustavy
e o (158 31
(ATAJA"V) = (8 6 ‘ 20>

a tu nyni obvyklym postupem vyfesime:

15 8 31 1 4 9 1 4 9 1 0 1
8 6 20 8 6 20 0 —26 —52 01 2)°

Zjistili jsme, ze hledané priblizné feseni je praveé <gy;> = <;> O
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1 0 1 1]7
Uloha 4 (29.3). Pro soustavy rovnic [ 1 -1 0 1] 1 spocitejte feseni s
2 1 1 0|14
nejmensi normou.
1 1 3
(30.3) Najdéte QR rozklad redlné matice A= |1 1 1
2 1 3
Reseni.
(29.3)

Oznacéime-li A matici levych stran a b vektor pravych stran nasi soustavy,
potiebujeme nejprve obvyklou cestou vyfesit soustavu AAT = b:

3 2 3|7 3 2 3 7 3 2 3|7
2 3 1|1 ~10 5 -3|-11 |~ 0 -1 3|7 ~
31 6|14 0 -1 3 7 0 0 12|24

Snadno dopoéitdme, ze soustavu AAT = b tesi vektor (1,—1,2)%, proto hledané
feeni soustavy A = b s nejmensi normou tvoii pravé vektor

AT1,-1,2)7 = (4,3,3,0).

(30.3)

Oznatime-li si a;, as, ag sloupce matice A, pak potiebujeme vytvofit Gramovou-
Schmidtovou ortogonalizaci ortonormalni bézi (q;, g2, q3). Hledané matice roz-
kladu bude tvofit matice Q = (qi|qz|qs) a horni trojihelnikovou matici R = (r;;),
kterou urci ddaje ziskané Gramovou-Schmidtovou ortogonalizaci r;; = q; - a; pro
i <jary=|d||- Tedy pocitame:

1
1. r11:||a1||:\/6aq1:% 1

2
2. Déle spoc¢itdme rio = qp - a3 = % a pouzijeme druhy krok algoritmu
1 1 1
@=(1]-3]1 =§( )tedyrzz—llqzll—\}gaqzzjg 1
1 2 -1
3. Konetné ri3 = q1 -a3 = == a r23 = Qs = —3 a tudiz dostavame
3 1 1
a;=|[1]-31 —é( ) )adaleqz—\}5 —1 ], nebot
3 2 0
33 = [|lasl| =
- RIEAN R
Spocitali jsme, ze A = Q- R pro Q = % B V2 R=|0 75
o0 0 0 V2
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Uloha 5 (5.4.). Spoéitejte viechna vlastni &fsla a vechny vlastni vektory linedrniho

g é vzhledem
ke kanonické bézi K- a najdéte bézi B a matici [¢]g, aby byla [¢]p diagonélni.
(6.4)

Spocitejte vsechna vlastni ¢isla a vSechny vlastni vektory linedrniho operatoru

operatoru ¢ na realném vektorovém prostoru R? s matici [¢]x, =

4 5
nické bézi K> a najdéte bdzi B a matici [¢]p, aby byla [p]p diagondlni.

- 1
¢ na redlném vektorovém prostoru R? s matici [p]x, = 3) vzhledem ke kano-

Reseni.

(5.4.)

Abychom nagli vlastni ¢isla linedrniho operédtoru , spoc¢itdme nejprve charakte-
risticky polynom jeho matice

det([¢]x, — AL) = det (4 3 A 6 i A) =X —10A—-21=(A-3)(A—-T7),

Vlastni ¢isla matice [¢]k, jsou kofeny charakteristického polynomu, tedy
A€ {3,7}.

Nyni dosadime do matice [p]k, — AL nalezend vlastni ¢isla a fesime homogennich
soustav rovnic s maticemi, kterd tvoii pravé souradnicové vektory vlastnich vektoru

operatoru ¢:
1 1 -3 1
[@]Kz_?"l?:(s 3); [@]K2_7'I2:<3 _1>-

Obvyklym zpusobem soustavy vyfe§ime a spocitdme tak mnozinu vSech vlastnich

vektora
-1 1
(T)oi(3):
Protoze z vlastnich vektori muzeme sestavit bdzi B = ((_11> , <:1))> ), dostavame

3 0> vzhledem k bézi B.

piimocafe matici [p]g = (0 7

(6.4.)
Abychom nagli vlastni ¢isla linedrntho operdtoru , spoc¢itdme nejprve charakte-
risticky polynom jeho matice

det([p]k, — ML) = det <1ZA SEQ =X —6A-T=A+1DA-T7).

Vlastni ¢isla matice [¢]k, jsou kofeny charakteristického polynomu, tedy
Ae{-1,7}.

Nyni dosadime do matice [p]k, — AL nalezend vlastni ¢isla a fesime homogennich
soustav rovnic s maticemi, ktera tvoii pravé souradnicové vektory vlastnich vektoru

operatoru :
2 3 -6 3
[<P]K2+1'I2:<4 6)’ [@]Kz—7'12:<4 —2)'
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Snadno najdeme vSechna feseni obou soustav, kterd jsou pravé mnozinou

(F)ui3)

véech vlastnich vektoru ¢. Protoze z vlastnich vektori muzeme sestavit bazi B =

(<_23> , (;)), dostdvame ptimocaie odpovéd na druhou otdzku, protoze [p]p =

<_01 g) vzhledem k bézi B. O

0 2 1
Uloha 6 (12.4.). Jeli A = [1 1 1| matice nad télesem Zs, dokaite, 7e je
2 11

diagonalizovatelnd, najdéte reguldrni matici P, pro kterou je P~' AP diagonélni a
spocitejte Al a A222

2 31
(13.4) Je-li A =3 0 3| matice nad télesem Zs, ovéite, Ze je diagonalizo-
0 2 1

vatelnd, najdéte reguldrni matici P, pro kterou je P~' AP diagonalni a spoéitejte
P lAP a A'001,

Reseni.

(12.4)

Nejprve bud pomoci charakteristického polynomu det(A — AI3) nebo pifmym
dosazenim za A do parametrické matice A — AI3 najdeme vlastn{ ¢isla matice A,
jimiz jsou hodnoty 1 a 2 a zaroven spocitame vlastni vektory jako jadra matic
A—].Ig aA—QIgi

2 21 2
KerA —1I3=Ker |1 0 1) =([2]),
210 1
1 21 1 0
KerA-2I3=Ker (1 2 1] =([1],[1]),
2 1 2 0 1

Vidime, Ze geometrickd ndsobnost vlastniho ¢isla 1 je 1 a geometricka nasobnost
vlastniho ¢isla 2 je 2, tedy soucet geometrickych ndsobnosti vSech vlastnich ¢isel je
roven stupni matice A, z ¢ehoz plyne, ze je matice A diagonalizovatelnd a hledanou
matici reguldrni matici P dostaneme jako matici prechodu od kanonické baze k bazi
slozené z vlastnich vektoru. Proto napiiklad

21
P=12 1
1 0

)

1 00
. piitemz mdme D:= [0 2 0| =P 'AP.
00 2
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Uvédomime-li si, ze A" = PD"P! a ze 22% = 1 a 22+ = 2 pro kazdé piirozené k,
dostavame, ze

oo 0 0 2 1
Att=p[ o0 2" o0 |P!=PDP '=A=(11 1},
0 0 2M 2 1 1
12220 0 100
A22=P| 0 222 0 |P!=PLP !=I;=(0 1 0
0 0 2222 0 0 1

(13.4)
Nejprve najdeme vlastni ¢isla matice, napiiklad tak, ze spocitdme charakteris-
ticky polynom matice A:

2-X 3 1

det(A — \I3) = det 3 - 3 =
0 2 1-2A

-2 3 3 1
—(Q—A)det<2 1_/\)—3det<2 1_/\>—

SN -A-1D+(2-N)=(2-NA-1

tedy vidime, ze mame tii ruzna vlastni ¢isla A € {0,1,2}, coz znamend, ze je
matice A uz nutné diagonalizovatelnd. Pro nalezeni matice P, potfebujeme najit
bézi slozenou z vlastnich vektorta. Postupné tedy fesime homogenni soustavy rovnic
S maticemi

2 31 1 3 1 0 3 1
A=(3 0 3], A-1,={3 4 3|, A-2,=(3 3 3
0 2 1 0 2 0 0 2 4
4 4 1
Resenim je mnozina véech vlastnich vektort (| 2 | YU(| 0 |)U(| 3 ]), z niz snadno
1 1 1
4 4 1
vyberemebdzi B=(|[2],(0], |3 ]). Nyni je hledand matice P matice piechodu
1 1 1
od kanonické baze k bazi B, proto

4 4 1 0 0 0
P=|2 0 3|, aprotomdme D:= (0 1 0| =P 'AP.
111 0 0 2

Koneéné uvédomime-li si, ze A" = PD"P! a ze 2* = 1 a tudiz 21901 = (24)250.2 = 2
nad télesem Zs, dostavame, ze
0100l 0 0 2 31
A =p( o 1100 g |P'=PDP'=A=(3 0 3
0 0  2tooL 0 2 1
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Uloha 7 (19.4.). Najdéte vzorec pro n-ty ¢len realné posloupnosti a,, jestlize
ap =4, a1 =3, api2=ant1 + 2an.

1 1

(20.4) Vyfieste diskrétni linedrni dynamicky systém x, 1 = < 3 _1

) x,, nad R%s

o 3
pocatecnim vektorem xg = (_3>.

Reseni.
(19.4)
Nejprve si uvédomime, ze rekurentni vztah muzeme vyjadiit pomoci maticového

nasobeni:
anp2) (1 2 (ang) (1 2\ [
anr1)  \1 O a, ) \1 0 ag

, o .. 1 2y .. . . .
Nyni potfebujeme matici A = (1 0) diagonalizovat. Snadno najdeme jeji cha-
rakteristicky polynom A2 — X — 2, poté vlastni ¢fsla —1,2 a reguldrni matici P =

1 2 . . PR
1 1)8 vlastnimi vektory ve sloupcich, pro niz mame rovnost

ar=p (D" 0)po
(5" =)

an ) _ (1 2\ /(=D o0 1 2\7' /3 ) .
Tedy <an1> = < 1 1)( 0 2n1> ( 1 1> A Obvyklym zpuso-

b "y ~ 1 2 3

em urcime soucin { _, 4
1 1 0
-1 1 01

=5 n n
Nynf zbyva dopoéitat a, = (1 2) < % 2n01> ( 3 ) = 5(_1)#
3

(20.4)
11

Nejprve diagonalizujeme matici A = <3 1

> . Snadno spocitame jeji charakte-

risticky polynom (A+2)(A—2), vlastni ¢isla —2, 2 a reguldrni matici P = (_13 1)

s vlastnimi vektory ve sloupcich, pro niz plat{

Ar=p (" 0)p,
(" =)

Déle spo¢itdame P~ 'xq jako fe§eni soustavy rovnic s matici

eo= (Y 1 | 3):
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proto P~1x, = 5 > Nyni uz snadno dopocitame

omsonmn (0 2)enn1( ) () ()

3 -2
2 7
tvar, spotitejte reguldrni komplexni matici P, aby P~' AP byla Jordanova, souéin
P~'AP urcete a rozhodnéte, zda jsou podobné matice A a AT,

(27.4.) Najdéte Jordantuv kanonicky tvar komplexni matice B = <_32 _21>,

urcete reguldrni komplexni matici P, aby P~'BP byla Jordanova a rozhodnéte,
zda jsou podobné matice A a A~L.

Uloha 8 (26.4.). Najdéte pro komplexni matici A = ( ) Jordanuv kanonicky

Reseni.
(26.4.)
Nejprve spocitame charakteristicky polynom matice A a zjistime, ze
det(A — A\Iy) = A% — 10\ 425 = (A — 5)°.
Protoze je navic hodnost matice A — 51, rovna 1, m4 vlastni ¢islo 5 algebraickou

nasobnost 2 a geometrickou ndsobnost 1. To nutné znamend, ze Jordaniv kano-
nicky tvar matice A mé na diagondle vlastni ¢islo 5 geometrické nasobnosti 1, tedy

Jordanuv kanonicky tvar predstavuje pravé matice J = <(5) é)

Nyni nejprve hleddme vlastni vektor matice A, jimz je napiiklad v = <_11>;

SR , . -2 -2 e
ktery fesi homogenni soustavu s matici A — 5I, = ( 9 9 ) a poté pocitdme

, . .o (—2 =2 -1 - .
nehomogenni soustavu rovnic s matici 9 9 1) kterou tesi napiiklad

1

vektor vy = <6> Spocitali jsme Jordanuv tetizek vi,vs, proto je hledand matice

0
~e 71 5 1
okamzité plyne rovnost P~ AP = .

_ 1
naptiklad tvaru P = [Id](lg;) = ( 11 2). Ze zpusobu, jak jsme matici P ziskali,

05
Kone¢né matice A7 m4 stejné vlastni éislo 5 algebraické ndsobnosti 2 a geome-
trické ndsobnosti 1, coz znamend, ze matice AT podobnd téze Jordanové matici
jako A, a tudiz jsou A a AT matice podobné.

(27.4.)
Spocitdme-li charakteristicky polynom det(B — AL) = A2 —2X +1 = (A — 1)?
matice B, vidime, ze 1 je jediné vlastni ¢islo A algebraické nasobnosti 2. Protoze
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matice B neni diagonalni, jedna se o vlastni ¢islo geometrické nasobnosti 1. To
znamend, ze Jordaniv kanonicky tvar matice A ma na diagondle vlastni ¢islo 1

0 1
Nyni nejprve hleddme vlastni vektor matice, ktery fesi homogenni soustavu s

matici B — 1I, = ( 2 2 ) B, jimz je napiiklad v; = (_2>, a poté pocitdme

-2 -2 2
2 2\ p hy hledany bazicky
_9 _9 9 |- ruhy hledany bazicky

Ca . L . . 11
geometrické ndsobnosti 1, a proto je jim pravé matice < >

nehomogenni soustavu rovnic s matici (

. . o -1 1 s C
vektor je tudiz napiiklad vektor vo = < 0 > . Spocitali jsme Jordanuv tetizek vq, v,

-1
0

Na zdvér si uvédomime, Ze matice A~! m4 vlastni éfslo 17! = 1 algebraické
nésobnosti 2 a geometrické ndsobnosti 1, coz znamend, 7e je Jordanuv kanonicky

proto je hledand matice napiiklad tvaru P = [Id]g}'zf) = <_22

tvar matice A~! rovnéz matice <(1) i), proto jsou A a A~! podobné. O

Uloha 9 (10.5.). Bud f bilinearn{ forma

F((@1,22,23)7, (y1,y2,y3)T) = 212 + 371y3 + 622y + 222y3 + 223y1 + T3y3

na vektorovém prostoru Z2. Urcete matice f, fs a f, vzhledem ke kanonické bézi a

1 1 1
kbaziB=(|1],]0],]0]),kde fs je symetrickd a f, antisymetrickd bilinedrn{
2 1 6
forma, pronéz f = fs + f,.
T —2r+y+z
(11.5.): Uvazujme linedrn{ operdtor ¢ | y | = [ = —2y + 2z | na redlném vek-
z T+y—2z

torovém prostoru R? se standardnim skaldrnim souéinem. Najdéte takovou orto-
norméln{ bazi B, aby byla matice [¢]5 diagonélnf a tuto matici najdéte.

Reseni.
(10.5.)
Nejprve sefadime koeficienty polynomu urcujiciho analytické vyjadieni bilinedrni
01 3
formy do matice vzhledem ke kanonické bazi [f]x, = |0 6 2 |. Dale snadno
2 01
1 11
uréime matici prechodu [Id]f = [1 0 0] a poté spocitdme matici f vzhledem
216
k bézi B diky vztahu: [f]p = ([Id]£,)" - [flk, - 1d]%, =
1 1 2 01 3 1 11 4 4 4
1 01 0 6 2 1 0 0)=14 6 5
1 0 6 2 01 2 1 6 3 0 3
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Nyni ur¢ime matice symetrické a antisymetrické ¢asti:

1 0 1 3 0 0 2 0 4 6
[fs]K3=§([f]K3+[f]f<3)=4( 06 2)+|1 6 0f)=(4 6 1/,
2 0 1 3 2 1 6 1 1
0 1 3 0 4 6 0 4 4
[fll]K3 = [f]Kg - [fS]Kg =10 6 2]—-14 6 1]=13 0 1
2 0 3 6 1 3 3 6 0
1 4 4 4 4 4 3 4 4 0
Fids = 5[l + (k) =4([4 6 5]+ (4 6 o)y={4 6 6],
3 0 3 4 5 3 0 6 3
4 4 4 4 4 0 0 0 4
[fde=1flB=Ifslp=[4 6 5] -4 6 6]=[{0 0 6].
3 0 3 0 6 3 310
(11.5.)
-2 1 1
Nejprve uréime matici [@]ﬁz =1 -2 1 |,pronizsnadnonajdeme vlastni
1 =2
1

¢isla 0 a —3. Nejprve najdeme normovany vlastni vektor % 1 | piislusny vlastni-

mu ¢islu 0. Podprostor vlastnich vektoru pfislugny vlastnimu ¢islu —3, tedy prostor

1 1 1
Ker[1 1 1| jezfejmé dvoudimenziondlni, budeme tedy hledat dva kolmé nor-
1 11
1
mované vlastni vektory. Nejprve snadno najdeme jeden, napiiklad vektor % -1
0
1
a poté druhy, napiiklad % 1 | jako feSeni homogenni soustavy rovnic s matici
-2
1 1 1 e s rs-
. Nasli jsme ortonormalni bazi
1 -1 0
1 1 1
1 1 1
B = ( y T = -1 [~ 1 )a
0 0 0
proniz [p]E =10 -3 0 O
0 0 -3

Uloha 10 (17.5.). Najdéte néjakou f-ortogondlni bazi B kvadratické formy fo na
vektorovém prostoru Z$ s analytickym vyjadienim fo(zy, 79, 23)7 = 223 +3z,20 +
7173 + 473 + 2273 vzhledem ke kanonické bazi a urcete [f]g.
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(18.5.) Je-li f bilinedrni forma na vektorovém prostoru ZZ s matici vzhledem

1 3 1
ke kanonické bazi [flx, = |0 4 3]. Urcete analytické vyjadieni f, fs a f,
2 01
vzhledem ke kanonické bazi a matice bilinedrnich forem f, f; a f, vzhledem k bézi
1 1 0
B=({0],[1]),]1]), jestlize je fs symetrickd a f, antisymetrickd bilinedrnf
1 0 1
forma, pronéz f = fs + f,.
Reseni.
(17.5.)
2 4 3
Nejprve uréime matici pifslusné symetrické bilinedrni formy [f]lx, = |4 4 3
3 30

symetrické bilinedrni formy f, kterd vytvaii kvadratickou formu f» vzhledem ke
kanonické bazi a dale postupujeme pomoci symetrickych dprav

2 43 |1 00 2 00 |1 0O 2 00 |1 0O
4 43 |01 0)J~s(0 1T 2 |3 1 O0)J~s(0 1T 0 |3 1O
33 0 |0 01 0 23 |1 01 0 0 4 |0 31

V tadcich pravé strany upravené matice vidime, ze ortogondlni bazi f tvoii napiiklad
vektory (1,0,0)7,(3,1,0)7,(0,3,1)T a z levé strany matice dostavame [f]p =
2 00

010
0 0 4
(18.5.)
Nejprve spo¢itdme matice symetrické a antisymetrické ¢asti f:
1 1 3 1 1 0 2 1 4 4
[fs]K3=§([f]K3+[f]?<3)=3( 0 4 3/+|3 4 0])=|4 4 4],
2 01 1 3 1 4 4 1
1 3 1 1 4 4 0 4 2
[falgs = [flxs = [fslrs = {0 4 3) — 14 4 4] =11 0 4
2 01 4 4 1 310

Nyni seradime koeficienty matic do polynomu urcujicich analytickd vyjadieni vzhle-
dem ke kanonické bazi pro x = (z1,z2,23)7, y = (y1,y2,y3)":

[(x,y) = z1y1 + 32192 + 21y3 + 42232 + 3T2y3 + 223Y1 + T3Y3,

fs(X,¥) = z1y1 + 4x1ys + 4xoyn + 4x1ys + dxsyr + 4xays + 4rays + 4esys + T3ys,
fa(x,y) = 4z1y2 + Toy1 + 221y3 + 3x3y1 + 4x2y3 + T3Y2,

1 1 0
Nyni pomoci matice pfechodu [Id]],%3 = |0 1 1] spocitdme matici f vzhledem
1 0 1
k bézi B: [f]p = (Id]Z,)" - [flx, - Ld]Z, =
1 0 1 1 3 1 1 1 0 01 0
=!1 1 0}-10 4 3)-{0 1 1)J=1(0 3 1
0 1 1 2 0 1 1 0 1 1 1 3
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Nyni ur¢ime matice symetrické a antisymetrické ¢asti:

1 01 0 0 0

[fs]lB = 5([f]K3 +fMlk,)=3({0 3 1| +[1 3
11 3 0 1

01 0 0 3 3

(fe=1fl—[fsle=10 3 1]—-[3 3 1

1 1 3 3 1 3

OO W Twwo
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