15.10.

1. ARITMETIKA IDEALU A PRVOIDEALY
1.1. Obory hlavnich idealu.

1.1. V oboru celych ¢isel Z = (Z,+,—,-,0,1) uvazujme idedly I = (168) a J =
(288).

(a) Uréete I +J,IJ, INJ, I? +J.

(b) Jak vypadaji maximélni ideély oboru celych ¢isel?

(c) Napiste vSechny prvoidealy, které obsahuji idealy, I, J, I.J, IN.J a J2.

(a) Vime, ze vSechny idedly Z jsou hlavni, proto generdtor I + J musi byt
spoleénym délitelem prvku 168 a 288, tedy a diky Eukleidové algoritmu vime
(protoze GCD(168,288) = 168z + 288y € (168,288)), ze se bude jednat dokonce
o nejvétstho spoleéného délitele. Obdobnou tdvahou nahlédneme, ze I N J generuje
pravé nejmensi spoleény nasobek ¢isel 168 a 288. Pro nasobeni hlavnich idedla
obecné vime, ze (m)(n) = (mn). Protoze GCD(168,288) = 12 lcm(168,288) =
4032, dostavame

I+J=(12), INJ=(4032), I.J = (168 - 288) = (48384).

Kone¢né podle pfedchozich pozorovani ndm pro uréenf I% + J staéf spocitat nejvetsi
spolecny délitel GCD(1682,288), tedy I? + J = (GCD(1682,288)) = (288) = J.

(b) Z prednagky vime, ze v oboru hlavnich idedlu jsou prvoidedly kromé nuly
praveé idedly generované prvocinitelem a ze kazdy maximadlni idedl je prvoidedlem.
Nulovy idedl zjevné neni maximalni a zbyva si uvédomit, ze ostatni prvoidedly uz
maximélni jsou. Je-li p prvoéislo a uvazime ideél (i), pro ktery (p) C (i), pak i/p.
Protoze je p prvocislo, je bud (i) = (1) = Z nebo (i) = (p), coz jsme méli dokdzat.

Maximalni idedly jsou tedy pravé idedly generované prvocislem.

(c) Sta¢i vyuzit vztahu délitelnosti a inkluze idedld, tj. (a) C (p) & p/a, a
najit prvocisla obsazend v prvociselném rozkladu generdtoru danych idedlu. Protoze
168 = 23 -3 -7 a 288 = 25 - 32 dostavame, ze

- I, IJ a INJ jsou obsazené pravé v prvoidedlech (2), (3) a (7),
- J a J? jsou obsazené pravé v prvoidedlech (2) a (3).
O

1.2. V oboru polynomu s raciondlnimi koeficienty (Q[z],+,—,,0,1) uvazujme
idedly I = (22 + 22+ 2z +2) a J = (2° — 222 + 2z — 4).
(a) Urcete I +J, IJ, INJ, I? + J3.
(b) Které faktory modulo idedl z bodu a) jsou obory?
(c) Napiste vSechny prvoidealy, které obsahuji idealy, I, J, I.J, INJ a J>.
Nejprve (v tomto piipadé) snadno zjistime ireducibilni rozklady polynomu
Pt 2 +2=(2"+2)(z+1), 2° -2z +22 -4 = (2" +2)(z - 2).

Protoze je (Q[z],+, —, -, 0, 1) stejné jako okruh celych ¢isel oborem hlavnich idedlu,
postupujeme obdobné jako v ptfedchozi iloze.

(a) Ze stejnych divodu jsou soucty idedlu generovany nejvétsim spolecnym
deélitelem a jejich pruniky nejmensim spole¢nym nédsobkem:

I+J=(GCD(a® + 27 + 2z + 2,2° — 227 + 22 — 4)) = (2 +2),
1
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INJ = (lem(z® + 2% + 22 + 2,2° — 22% + 22 — 4)) = ((2° + 2° + 22 + 2)(z — 2))
IJ = (2% + 2% + 22 + 2)(2® — 227 + 22 — 4)).
I? + J? = (GCD((z* + 2% + 2z + 2)%, (2° — 22% + 22 — 4)%)) = (2* + 2)*
(b) Vime, ze pouze faktory modulo idedl generovany ireducibilnim polynomem,
coz nastava pouze pro modulo idedl I + J.
(c) Ze vztahu (a) C (p) & p/a plyne, ze pouzijeme ireducibilni faktory gene-
rujicich polynomu:
- I, IJ jsou obsazené pravé v prvoidedlech (z2 + 2) a (z + 1),
- J a J? jsou obsazené pravé v prvoidedlech (z? + 2) a (z — 2),
- IJ a INJ jsou obsazené pravé v prvoidedlech (22 +2), (z + 1) a (z — 2).
O

1.3. M¢jme R = (R, +,—,,0,1) obecny obor hlavnich idedla a a,b € R.
(a) Urcete (a)(b), (a) + (b), (a) N (b).
(b) Jak vypadaji prvoidedly a maximélni idedly oboru R?
(c) Ukazte, ze faktor R podle nenulového prvoidedlu je nutné téleso.

(a) Z piednasky vime, Ze (a)(b) = (ab). Oznaé¢me d = GCD(a,b), n = lcm(a, b).
Protoze d/a,b/n, dostdvame, ze (a) +(b) C (d) a (n) C (a)N(b). Naopak, vezmeme-
li ¢, pro které (¢) = (a) + (b) a m € (a) N (b), pak d/c a a,b/m, proto c¢/a,b/m,
tedy (d) C (a) + (b) a (m) C (a) N (b). Tim jsme ovéfili rovnosti (d) = (a) + (b)
(n) = (a) N (b).

(b) a (c) Z popisu hlavnich prvoideéla plyne, Ze jsou vedle nulového ideélu prvo-
idedly pravé idedly generované ireducibilnim prvkem. Vezmeme-li ireducibilni prvek
p a néjaky prvek r ¢ (p), pak (p) + (r) = GCD(r,p) = R, proto existuji prvky a, b,
pro néz 1 = GCD(r, p) = ar + bp. To znamen3, zZe je faktor R/(p) téleso a tudiz je
(p) maximalni idedl. Zjistili jsme, Zze maximalni idedly jsou pravé idedly generované
ireducibilnim prvkem. O

1.2. Noetherovské okruhy.

1.4. Uvazujme obor polynomu s celoé¢iselnymi koeficienty Z[z] = (Z[z],+, —, -, 0,1)
a jeho idedl I = (2) + (z).

(a) Najdéte GCD(2,z) a rozhodnéte, zda je I hlavni idedl.

(b) Ovéite, ze Z[z] je noetherovsky a neni obor hlavnich idealu.

(¢) Je I prvoidedl?

(a) Ukdzeme, ze I neni hlavni.

Predpokladejme, ze tomu tak neni je, tedy ze existuje jeho generator a, coz
znamend, 7e I = (a). Protoze 2Z[x] C (a), vidime, 7e a/2, tj. a € {1,-1,2,—2}.
Podobné (z) C (a), a proto a/z a a € {1,—1,z,—z}. Tedy a je nutné invertibiln{
prvek, tudiz I = (a) = Z[z]. Protoze ziejmé 1 ¢ I, dostdvame spor, tedy idedl I
nemuze byt hlavni.

Uz jsme zjistili, ze spole¢ni délitelé prvki 2 a x jsou jen 1 a —1 oba prvky jsou
tedy podle definice nejvétsi spolecni délitelé 2 a z.

(b) Protoze je okruh celych ¢isel obor hlavnich idealt, tedy noetherovsky okruh,
je Z[z] noetherovsky podle Hilbertovy véty o bézi.

(c) Staci si véimnout, ze Z[z]/I = Z,, coz je téleso. Podle tvrzeni z pfednasky
je I maximalni a tedy prvoideal. O
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1.5. Rozhodnéte, zda jsou nésledujici idedly okruhu (Z[z], +, —,-,0, 1) hlavni a zda
se jednd o prvoidedly:

(a) {3, pir’ € Z[z]| Y, pi = 0} (tzv. fundamentdlni ideal),

(b) (2* —1) + (22 + 3z + 2).

(a) Vsimnéme si, ze z—1 € J, = {3, piz’ € Z[z]| Y, p; = 0}, tedy mame inkluzi
(z —1) C Jq. Zvolime-li p € J,, muzeme p vydélit se zbytkem polynomem z — 1, tj.
existuji polynomy ¢, z € Z[z], pro které p = q-(z—1)+z a deg(z) < deg(z—1) = 1.
Vidime, 7ze z =p —q- (x — 1) € Ji, protoze z mé nejvyse jeden nenulovy koeficient
(u z°) a ten musf byt podle definice J; nulovy, dostdvame, 7e p € (z — 1).

Protoze je polynom z — 1 ireducibilni, je (z — 1) prvoideal.

(b) Ptéme se, zda existuje polynom p € Jo = (22 —1)+(2%+3z+2), ktery generuje
Jo, tedy, zda existuji polynomy a,b € Z[z],ze p= (2> —1)-a+ (z2 +3x+2)-ba
Jo = (p). Piedpoklddejme, 7Ze je tato podminka splnéna. Protoze p = (x+1)[(z—1)-
a+(z+2)-b], vidime, ze J. = (p), pravé kdyz ((z—1)-a+(x+2)-b) = (z—1)+(z+2).
Dale muzeme argumentovat stejné jako v predchozi dloze: ¢ = (x —1)-a+ (z+2)-b
musi byt spoleénym délitelem polynomu x — 1 a z + 2, a 1 a —1 jsou jedinymi
spolecnymi déliteli. Protoze ovsem ¢(1) = 3 - b(1) je cislo délitelné trojkou. To
znamend Z[z] # (z — 1) 4+ (z 4+ 2), hledané ¢, a tudiz ani p neexistuje, proto ideal
J. nenf hlavni. O

1.6. Méjme libovolné téleso 7', mnozinu neurcitych X a okruh polynomua R =
T[X]a = 07 1)
(a) Jestlize 2 < |X]| < o0, dokazte, ze je R noetherovsky obor a neni to obor
hlavnich idedlu.
(b) Jestlize je X nekone¢nd, dokazte, ze R neni noetherovsky.

(a) R je noetherovsky podle Hilbertovy véty o bézi. Vezmeme-li dvé ruzné
proménné x,y, pak obdobnym argumentem jako vyse dokazeme, Ze (z,y) nenf
hlavni.

(b) Snadno nahlédneme, ze (X) neni konecné generovany ideél. O

1.3. Okruhy s nekoneéné generovanymi idealy.

1.7. Necht R = {}, piz’ € Q[z]| po € Z} C Qlz].
(a) Dokazte, ze je R = (R, +,—,-,0,1) podokruh okruhu polynomu s racional-
nimi koeficienty a ze jde o obor integrity,
(b) rozhodnéte, zda je R noetherovsky,

(a) Protoze soucet, rozdil i soucin polynomu s celo¢iselnym absolutnim élenem
ma tutéz vlastnost a 0,1 € R, je R podokruh okruhu (Q[z],+,—,0,-,1).

Protoze je Q[z] obor , je kazdy jeho podokruh opét obor.

(b) Uvédomme si, ze 2 "z € R, (27"z) C (2-"tVz), protoze 2 "z = 2 -
2=tz a (277z) # (2-("tDx), protoze 2=y ¢ (27"z), éimz jsme nasli
nekoneénou posloupnost vlastnich déliteli ...2-("*Vz/2- "2 .. . 2/2 'z a mame
tak rostouci posloupnost idedlu

2 c@?)c---c@M)c@™r)C....
Protoze jsme nasli rostouci posloupnost idedli, R neni noetherovsky. Vsimnéme si

navic, ze idedl I = |J,,cn 27 "2 R nenf konecné generovany. O



29.10.

2. FAKTORIZACE A LOKALIZACE

2.1. Cinska véta o zbytcich. Uvazujme pro po dvou nesoudélng n; zobrazeni
fiZrn — Hzn

predpisem f(k) = (kmod ny, kmod na,...).

2.1. Pro f : Zas — Zs X Zg (tj-f(a) = (a mod 5,a mod 9)) spoécitejte (jednoznainé

urcené) a € Zys, pro které f(a) = (2,4).

Vyuzijeme tvahu ditkazu Cinské véty o zbytcich. ZapiSeme ji ovsem pomoci
kongruenci, tedy hleddme a € Zy5, pro

a = 2(mod 5), a = 4(mod 9)
To znamend, ze a =2+ 5s a
2+5s=4(mod9) = 5s=2(mod9) = s=2-55=2-2=4(mod?9).
Protos=4aa=2+5-4=22. O

2.2. Pro f : Zpoo — Zys X ZLg X Z1¢ najdéte b € Zrpog, pro které f(b) = (2,4, 5)

Nyni vyuzijeme indukce, abychom navazali na ivahu piedchozi tilohy. Tedy vime,
7e a = 22(mod 45), proto a = 22 4+ 45t a a = 5(mod 16), tudiz

22+45t = 5(mod 16) = —3t = —1(mod 16) = ¢t = 5-(—=3)t = 5-(—1) = 11(mod 16).
Vidime, ze t =11 a a = 22 + 45 - 11 = 517 O

2.3. Najdéte vSechna feseni rovnice z2? + 1 v okruzich a) Zss a b) Zgs.

a) Kdyby existovalo feseni rovnice #2 + 1 v Zg5, muselo by existovat i okruhu
Zg, to znamend, Ze bychom méli prvek = € Zg, pro ktery z? = —1, a proto z* = 1.
Tudiz by z byl prvek fadu 4 multiplikativni grupy Zg. ProtozZe je Zg fadu 6, podle
Lagrangeovy véty zadny prvek iddu étyii nemize obsahovat a 2 + 1 v Zg ani Zgs
nemd zadné redeni.

b) Tentokrat vyuzijeme k fesenf Cinskou vétu o zbytcich. Nejprve vyfesime rov-
nici 22 4+ 1 v télesech Zs a Zq3, tedy

z = 2(mod 5) nebo z =-2=3(mod 5),
z = 5(mod 13) nebo z =-5= 8(mod 13),

Dale postupujeme obdobné jako v ptredchozich piikladech. Nejprve polozime z =
+5 + 13s a dosadime:

+5+413s =3s = £2(mod 5) = s=2-3s = +4(mod 5).

Dosazenim za s = 1,4 dostavame praveé ¢tyfi feseni rovnice 22 + 1 v okruhu Zgs:
8,18,47,57. O



2.2. Lokalizace v oborech.

2.4. Nechf p je prvocislo, tedy (p) prvoideal oboru (Z,+,—,-,0,1) a uvazujme
multiplikativnf mnozinu S = Z \ (p). Ovéite, 7e nenulové idedly lokalizace ZS~*
jsou praveé tvaru (p') a 7e je svaz vSech idedlt linedrné uspoiddan inkluzi.

Pfipomeiime, ze ZS~! je stejné jako Z obor hlavnich idedlii a generdtor ne-
nulového idedlu oboru ZS—! lze vzit kladny z oboru k € Z. Nyni staci uvazit
prvociselny rozklad k, presnéji feceno valoaci prvocisla p v k. Vezmeme-li tedy ta-
kové nezdporné celé j, 7e k = p’ - v, kde GCD(p,v) = 1. Potom v € S, proto

) = (k).
Nyni je ziejmé, ze (p 1) C (p/) navic p/ ¢ (pPT1), tedy (pH1) # (7). O

2.5. Jak vypadaji lokalizace v prvoidedlu oboru hlavnich idedla?
Uvéazime-li nulovy idedl, pak je lokalizaci pravé podilové téleso tohoto oboru.
Nenulovy prvoidedl, je podobné jako v predchozi iloze generovan néjakym prvoci-
nitelem p. To opét znamend,ze kazdy nenulovy prvek lokalizace lze jednoznacné
zapsat ve tvaru p’ - u pro invertibilni u. Tedy idedly jsou opét linedrné uspofadany
a nenulové jsou generovany prvkem p’ pro vhodné nezdporné i. O

2.6. Uvazme v oboru (Z[z], +,—,0,-,1) mnozinu S = {z!| i € NU {0}}. Dokazte,
7e je S multiplikativn{ a popiste obor Z[z]S™!

Ziejmé x' -z =2 € S al =20,

Potiebujeme invertovat pravé polynomy z’, proto

b
Zx)S ' = Lz, x ) = {> el a<be L}

i=a

2.3. Lokalizace v obecnych komutativnich okruzich.

2.7. Méjme multiplikativni mnozinu S komutativniho okruhu R = (R, +, —,0, -, 1).
Na R x S definujme relaci ~ vztahem
(r,s)~pt)eIueS:u-(r-t—p-s)=0

Ovéite, ze

(a) ~ je ekvivalence na R x S

(b) RSt = (Rx S/ ~,+,—,-,0,1) je komutativni okruh s operacemi zave-

denymi stejné jako pro lokalizace v oborech,
(c) zobrazeni v : R — R x S/ ~ dané piedpisem v(r) = I (opét znacime

£ = [(r, )], 1
(d) Ker(v) ={re R| Ju e S:ru=0}.

(a) reflexivita a symetrie ~ plyne okamzité z definice relace.
Necht (rg, so) ~ (r1,81) ~ (72, 52). Pak existujf us,us € S, pro kterd

ug(ros1 —r150) =0 a wui(riss —ras1) =0.
Piendsobenim dostdvame:

Sty ug(rosy —T180) =0 a  Spugui(riss —resy) =0
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Nyni sta¢i rovnice secist
s1u1tg(Tos2 — T280) = Saugug(rosy — r180) + Sououy (1152 — 1281) = 0
a uvazit, ze sjujug € S.
(b) Postupujeme obdobné jako v dukazu konstrukce podilového télesa pomoct

obvyklé ekvivalence kriceni, tj. postupné piimocare ovéiime platnost vech axiomu
komutativniho okruhu.

(c) Stacf nahlédnout, ze v(r +s) = 2 =L + 2 p(rs) = -2 ap(l) =1

(d) Vidime, ze r € Ker(v) & £ =9 & (r,1) ~ (0,1) & Ju € S : ru = 0. O
2.8. Popiste lokalizace RS’l

@) Rom (B T b0, 1) 2 8 = {(a,8)] 540},

(b) R=(Z x Z,+, ,0,, )aS—{(O b)| b#0}U{(1,1)},

(c) R=(Qz,yl/(zy),+,-,0,-,1) a S ={a| i € N}.

(a) Vsimnéme si, ze multiplikativni mnozina S je dopliikem prvoideédlu Z x {0}.
Dale poznamenejme, ze (a,0) - (0,1) = 0, proto vSechny prvky tvaru (a,0) splynou
s nulou. Nyni uz je snadné dopocitat, ze hledand lokalizace je izomorfni télesu
raciondlnich ¢isel.

(b) I tentokrat lokalizace vynuluje viechny prvky tvaru (a,0) a tudiz je hledana
lokalizace i tentokrat izomorfni télesu raciondlnich ¢isel.

(c) Tentokrat ztratime monom y, proto podobné jako v tloze 2.6 dostdvame, ze

RS™! = Qz,z7}] = {Z?:a ¢zt a < beQ}. O
12.11.

3. ZE ZIVOTA RADIKALU
3.1. Odmocniny a radikdly v oborech hlavnich ideala.

3.1. Urcete v oboru celych éisel (Z,+, —,-,0,1)

(a) V(0), J(2),

(b) V/(25), v/(125), 1/(50), \/(100), \/(TT, pI") pro rizna prvocisla {p;},
(c) J(Z/(100)),

(d) kdy je J(Z/(n)) téleso.

(a) Protoze je (0) prvoideél, nutné /(0 . Vezmeme-li pro libovolné nenu-
lové celé n prvocislo p, které nedeéli n, pak n nelem v maximalnim idedlu (p), proto
n nelezi v J(Z). Tim jsme dokézali, ze J(Z) = (0) (odtud samoziejmé také plyne,

ze /(0) =

(b) Staci si véimnout, ze Var((25)) = Var((125)) = {(5)}, proto
(25) = /(125) = (5).
Podobné Var((50)) = Var((100)) = {(5), (2)} tudiz
V/(50) = /(100) = (10).
Z téhoz divodu /(I[; p*) = N;(p:) = Hz(pz) = (Hzp,)

(c) Protoze maximdln{ idedly splyvaji s nenulovymi prvoidedly, mame

J(Z,/(100)) = 1/(100)/(100) = (10)/(100).
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(d) Zopakujeme-li ivahu (c) pro obecné ¢islo (n) s pouzitim dvahy (b), vidime,
7e J(Z/(n)) téleso, pravé kdyz je 4/(n) maximdlni idedl, coz nastavd pravé tehdy,
kdyz je n mocninou prvocisla. O

3.2. V oboru polynomﬁ nad komplexm’mi cisly (Clz],+, —,-,0,1)

(a) spocitejte 1/(0 J \/ (z — 3)5(:1: —1)*(23 +2), /(26 — 2t — 22 + 1),
(b) dokazte, ze \/ GCD(pp , kde p € Clz].

(a) Obdobnd argumentace jako v pfedchozi tloze dokazuje, Ze

V(0) = J(C[a]) =0,

V(=35 — 1)1 (23 +2) = ((z - 3)(z — 1)(2* + 2)) a

V(@b —at — a2 +1) = /(22 = 1)2(22 + 1) = (2% - 1)(z® + 1).

(b) Staéi si uvédomit, ze polynom m ve svém ireducibilnim rozkladu
obsahuje v8echny kofenové Cinitele polynomu p ve stupni jedna, zbytek argumentace
uz je shodny s argumentaci 3.1(b). O

3.3. Spocitejte nilradikél a Jacobsontiv radikal lokalizace Z(Z\ (p)) ~! oboru celych
¢isel (Z,+,—,-,0,1) v prvoideélu (p) daného prvoéislem p.

Lokalizace obsahuje jediny maximélni ideal (p), tudiz je J (R) ( ). Protoze je
v kazdém oboru (0) prv01deal opet nutné dostdvame, ze /(0 . Vidime tedy,
7e v tomto pripadé 4/(0) # J(R). O

3.2. Radikaly v obecnych okruzich.

3.4. Spocitejte nilradikél a Jacobsonuv radikal kvazilokalniho komutativniho oboru
R s jedinym maximalnim idedlem M. Kdy oba radikaly splyvaji?

Ze stejného duvodu jako v predchozi dloze je J(R) = M. Navic 4/(0) = (0)
nebot uvazujeme obor. Odtud plyne, 7ze J(R) = 1/(0), prdvé kdyz je R téleso. O

3.5. Spocitejte nilradikél a Jacobsonuv radikdl oboru polynomu (Z[z],+, —,-,0,1)
a (TX],+,—,-,0,1), kde T je téleso a X (libovolné velkd) mnozina nezndmych.

V obou piipadech se jedné o obory, tedy nilradikaly jsou nulové. Navic muzeme
pro vypocet Jacobsonova radikdlu obou okruhu s tispéchem pouzit charakterizaéni
Poznamku 4.6, podle niz ptislu§nost prvku a do Jacobsonova radikélu implikuje, ze
1—ar je pro kazdy prvek r okruhu invertibilni. To ovSéem v obou piipadech znamena,
ze nutné a = 0 a proto jsou Jacobsonovy radikédly obou okruht nulové. O

3.6. Urcete nilradikal a Jacobsonuv radikél okruhu (Z,, +,—,-,0,1) pro libovolné
kladné n a specidlné pro n = 162.

Staci pro faktorovy okruh Z/(n) = Z, vyuzit 3.1. Dostavame tak, ze pro prvoci-
selny rozklad n = [[, p;*, kde p; jsou ruzna prvocisla jsou oba radikaly tvaru ([ ], p;).

Tedy v okruhu (Zjg2,+,—,-,0,1) mame J(Z162) = 1/(0) = (6). O
3.7. Pro komutativni okruhy R a S a idedly I a j okruhu R dokazte, ze

(a) VINJ =vVINnVJ,

(b) nilradikél okruhu R x S je pravé soucin nilradikalt obou okruhu,



(c) J(RxS8)=J(R)x J(S).
(a) Postupujme podle definice
aeVIinJen:a"elInJeIn:a"el,a" € J S aeVINV.

(b) Ozna¢me Kg a Kg pifslusné nilradikily a dokdzeme opét jen s vyuzitim
definice, ze je Ky X Kg nilradikdl souc¢inu okruh:

(a1,a2) € VO & In(ar,as)" = (0,0) & In:al =0,a} =0 & (a1,as) € Kp x Kg

(¢c) Vyuzijeme charakterizace Jacobsonova idedlu a stejného postupu jako v
pifpadu (b)

(al,az) S J(R X S) @V(T’l,’rz) ERxS: (1,1) — (al,az) . (7'1,7“2) S (R X S)* <

&Vrp € RVrs € S:1—ayr; € R*,1 —asrs € S* & (a1,a2) € J(R) x J(S)
|

26.11.

4. MODULY A JEJICH KAMARADI

4.1. Homomorfismy volnych modula. Je-li A € Z™*™ budeme v nésledujicim
znacit pa : Z™ — Z™ zobrazeni dané piedpisem ¢a (V) = Av.

4.1. Necht A € Z™*" bud ¢ : Z" — Z™ homomorfismus Z-moduld Z" a Z™.
Dokazte, ze

(a) ¢a je modulovy homomorfismus,

(b) existuje matice B € Z™*™, pro niz pg = ¢,

(c) va = ¢B, pravé kdyz A = B.
Plati obdobné tvrzeni i pro volné moduly kone¢ného ranku, homomorfismy a matice
nad obecnym komutativnim okruhem?

(a) Na celociselné matice muzeme pohlizet jako na racionédlni matice, proto fun-
guje stejny argument jako v linedrni algebte, tj. distributivita nasobeni matic vzhle-
dem ke scitani a komutativita pro nasobeni skalarem.

(b) Stejné jako v linedrni algebie staci vzit matici slozenou z obrazu vektoru
kanonické béze jako sloupcovych vektoru, tedy B = (p(e1), ..., p(e,))

(c) Stac¢i uvazit, ze je homomorfismus na volném modulu jednoznaéné uréen
hodnotami na libovolné bazi. Tyto hodnoty jsou ovsem determinovany tdaji v
matici A, resp. B.

Kone¢né, uvazime-li, ze se maticové nasobeni chovd nad obecnym komutativnim
okruhem obdobné jako nad télesem (tedy piedevsim plati distributivita nasobenf
matic vzhledem ke séitan{ a komutativita pro ndsobeni skaldrem), pak vidime, ze

predchozi tvrzeni i v této situaci zustavaji v platnosti. O
A (1 3
4.2. Necht A = <2 5

(a) Rozhodnéte, zda je oo modulovy izomorfismus,
(b) existuje-li najdéte matici B € Z™*", pro kterou pp = ¢,

(c) ovéite, ze je {(;) , <§>} volnd baze Z2,



(d) urcete, které z mnozin

x=1(3). () v=1(3)- () eatnr a0

jsou volné baze Z2.

(a) Najdeme-li inverzni zobrazeni k ¢a, pujde o izomorfismus. V piedchozi
lloze jsme si uvédomili, ze pfipadny inverz by musel byt tvaru ¢p pro vhodnou
¢tvercovou matici B a muselo by tudiz platit, ze AB = BA = I,. pa je tedy
invertibilni zobrazeni, pravé kdyz existuje inverz matice B, jehoz vsechny hodnoty
jsou celoéiselné, a to (diky vlastnosti adjungovanych matici) nastava prave kdyz je
det A € Z* = {1, —-1}.

Protoze det <; g) =5—6= —1, je pa modulovy izomorfismus.
.. . T 1 -5 3
(b) Uz jsme si uvédomili, ze B= A~ = 9 _1)

(c) Protoze je izomorfni obraz volné baze opét volnd bdze, je {(;) , @)} =

v({e1,e2}) volnd baze Z2.
(d) Protoze obraz volné baze (naptiklad kanonické) na volnou bazi lze vzdy

roz§ifit na izomorfismus, sta¢i naopak uvazit homomorfismus p(e;) = (;) ,p(er) =
3 1 3
4)’ 2 4

{1,—1}, nejednd se o izomorfismus, tedy mnoziny X ani @ (X) neni volnad baze
72,

tedy homomorfismus ¢ uréeny matici C = ( > Protoze det C = -2 ¢

Naopak matice D = (g i) ma determinant 1, proto jsou mnoziny Y i pa (V)
volné béze 72 O
1 3 2 1 3 2
4.3. Uvazujme maticc A= |1 1 1] sB=1|1 1 0] nad okruhem Z.
2 4 3 3 00

(a) Rozhodnéte, jsou @a, B : Z3 — Z3 prosté a zda jsou na,
(b) rozhodnéte, zda jsou pa (Z3) a pp(Z?) volné a uréete jejich rank.

(a) Snadno spocitdme, ze je nad télesem raciondlnich ¢isel hodnost matice A
rovna dvéma a ze je matice B regularni. Navic determinant det B = 3, proto ani
jedno ze zobrazeni ¢ ani ¢p neni na. Zobrazeni ¢ s navic neni ani prosté protoze
vhodnym pfenasobenim nenulového racionalniho vektoru z jadra matice dostaneme
nenulovy celoéiselny vektor z jadra homomorfismu pa . Konecné ¢pg je prosté.

(b) Protoze je ¢ prosté, dostdvdme izomorfismus o : Z3 — pp(Z3), tedy
0B (Z?) je stejné jako Z* volny modul ranku 3. Zbyva nahlédnout, 7e

1 2 3 2 3
1|=2(1]—-[1], proto a(Z*)=Z |1 | +Z |1
2 3 4 3 4

Z linearni nezdvislosti zbylych dvou generdtorti vidime, ze pa (Z?) je volny modul
ranku 2. O
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4.4. Uvazme volny modul F kone¢ného ranku n nad oborem R.
(a) Je-li F=R"™a ¢ : F — F, dokazte, Ze ¢ je modulovy izomorfismus, pravé
kdyz existuje takovd matice A € R*"*", ze det A € R* a ¢ = pa.
(b) Dokazte je grupa automorfismu na F (tj. izomorfismti F do F ) izomorfn{
grupé ¢tvercovych matic nad oborem R s invertibilnim determinantem.

(a) Protoze je R obor, muzeme ho chdpat jako podokruh jeho podilového télesa
Q a vyuzivat v8echny linedrné algebraické pojmy zavedené pro téleso Q. Samotnd
myslenka dukazu je uvedena v predchozi tiloze.

(b) Staci se omezit na volny modul R" a vyuzit bodu (a). Tedy hledanym izo-
morfismem je zobrazeni, které izomorfismu @a prifadi matici A. Podle (a) jde o
bijekci a tvrzen{ maticich slozeného homomorfismu z linedrni algebry (které jsme
nad télesem Q opravnéni pouzit) iikd, ze pa o YB = PAB. O

4.2. Torzni vs. beztorzni moduly.

4.5. Ukazte, ze Z-modul Q raciondlnich ¢isel

(a) je beztorzni,

(b) je direktné nerozlozitelny, tj. plati, ze pro kazdé dva podmoduly A, B plat{
implikace Q =A@ B =" A =0nebo B =0,

(c) neni konec¢né generovany,

(d) neni volny.

a) Nenulovy celoéiselny nésobek nenulového raciondlniho éislo je nenulovy.
Nenulovy celociselny nasobek lovéh iondlniho cislo j lovy

(b) Jestlize ¢ € A a & € B jsou nenulové, pak ac = ad§ = cb§ € AN B, proto
ANB#£0

(c) Vezmeme-li konecné zlomku $

b pak existuje prvocislo p, které nedéli zadny
ze jmenovatela b; proto % ¢ > LE.
(d) Podle (b) by pifpadnd volna béaze musela byt nejvyse jednoprvkovd, coz je

ve sporu s (c) O

10.12.

5. KONEGNE GENEROVANE MODULY NAD OBORY HLAVNICH IDEALU

5.1. Rozklady koneé¢né generovanych Z-moduli.

5.1. Ve volném Z-modulu Z? méjme prvky a = <2> ab= (4

3> urcete:

(a) obsahy prvku a, b,

(b) volné baze fi,f> a g1,92 tak, aby a = sf; a b = rg; pro (s) = c(a),
(r) = e(b)

(¢) strukturu modulu Z?/(Za), Z? /(Zb) a strukturu modulu Z?/(Za + Zb),

(d) torzni ¢dst modulu Z?/(Za + Zb).

(a) Vyuzijeme-li kanonickou volnou bézi dostaneme c(a) = (GCD(4,6)) = (2) a
c(b) = (GCD(4,3)) = (1) = Z.

3
ficienty, které nam daji nejvétsi spoleény délitel 1 = —1 -2+ 1 -3 a pomoci nich

, g ) , 2 o
(b) Polozime (az na znaménko nutné) f; = ( >, pak staéi vzit Bezoutovy koe-

zkonstruovat vektor fo = <i>, aby byl determinant matice (f; f2) invertibilni.
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Podobné zvolime ¢, =

4 st o — (1
5 ) 808t g2 = { |

(c) Nalezené volné béze z tilohy (b) ukazuji, ze Z2/(Za) = Zo ® 7 a 72 | (Zb) = Z.

Protoze je obsah prvku b nejvétsi mezi v8emi obsahy, staci, abychom nasli prunik
(Za + Zb) N Zg2, tj. hleddme celotiselnd feseni rovnice

4I+4y:6z+3y:>y:21‘:>(Za-l—Zb)ﬂZgg:Z((é) +2<§>):Z(ig>

Spocitali jsme, ze Za + Zb = Zg, ® 79212 =7 <§> DL (3), proto

2?[(Za + Zb) = (Zgy ® Lg2) [ (Lg1 ® Lg>12) = L/ (12) = Ly

(d) Zfejmé jde o torzni modul, tedy torzni ¢ast je cely modul Z?/(Za + Zb). O

5.2. Najdéte posloupnost s1/ss2/... aby pro Z-modul platilo M = @, Z/(s;),
jestlize

M = 72 /(Za) pro a z predchozi tlohy,

(e) M =TI, H;“:l Z/(p;”) pro ruznd prvoéisla p; a prirozend &fsla n;; >

)
(b)
(C) M = ZQO X Zl5 X Z,
(d)

)

Nij+1-
(a) Staci pomoci Cinské véty o zbytcich uréit
M =7g X Zg 2Zg X Ly X Ly = Lo X Loy 27/(2) ®Z](24).
(b) Postupujeme stejné jako v (b):
M = T X Lyy X Lys = Ly X Ly X T2 x 72 = Tgg x Lo = 7./(30) & Z/(60).
(c) Nejprve stejné jako v (a) a (b) spocitdme dekompozici torzni ¢asti:
Ling X Lys = XLy x Ly X L2 = Ls x Lgo = L/ (5) ® Z/(60).

Protoze Z = 7Z,/(0) dost M =2 7Z/(5) ® Z/(60) & Z/(0).

(d) Uz jsme spocitali, ze Z?/(Za) = Zs & Z, tedy M =2 Z/(2) & Z/(0).

(e) Polozme k := max{k;} a sp_,41 := [[;; pi"*, kde nedefinovand n;, maji
hodnotu 0. Nynf nam Cinskd véta o zbytcich zarucuje, ze M = @, Z/(s;). O

5.3. Najdéte rozklad Z-modula z pFedchozi ilohy na direktni sumu nerozlozitelnych
modulu

Vypoéty uz jsme uskutecnili v pfedchozi iloze pomoci Cinské véty o zbytcich:
Ty X Lg =2 Zg B T3 B 7o, Zag X Ly X Loy =2 Loy & Ly & Ly & L2,

Ziso X Tns x T2 7/ (5) @ Z/(60) @ Z/(0), 7?/(Za) = 7.)(2) ® Z./(0).

V iloze (e) je modul M zadédn ireducibilnim rozkladem. O
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5.2. Rozklady modult nad okruhy polynomu. Mame-li ¢ linedrni operator
na vektorovém prostoru V nad télesem T zavedeme na V' strukturu 7'[z]-modulu
predpisem (}°; a;z")v = Y, a;0'(v) >, a2’ € T[z] av € V.

5.4. Necht je V vektorovy prostor nad télesem T a ¢ linedrni operdtor na V.
Uvazujme V jako T[z]-modul uréeny operdtorem ¢. Dokazte, 7e
(a) podmoduly V jsou pravé invariantni podprostory ¢,
(b) V je torzni T[z]-modul, jestlize je V' konec¢né dimenziondlnf jako vektorovy
prostor.

(a) Je-li U invariantni podprostor, pak pro kazdé v € U méme ¢(u) € U, proto
i Y, aip'(u) € U. tedy U je uzavien na nasobeni polynomem. Protoze jde o pod-
prostor je uzavien i na s¢itdni, tudiz jde o T[z]-podmodul.

Naopak T[z]-podmodul je uréité T-podprostorem a plati, ze p(U) C U, tedy jde
o invariantni podprostor.

(b) Stacf si véimnout, Ze pro kazdy prvek v € V mame T'[z]v = T'[z]/{p|pv = 0}.
Protoze je T'[z] nekonetné dimenziondlni jako vektorovy prostor nad 7', zatimco
T[z]v je konetné dimenziondlni, musi byt idedl {p|pv = 0} netrividlni, tedy musi
existovat p # 0, pro které pv # 0. O

17.12.

5.5. Uvazujme linedrni operdtor ¢ na R* s matici vzhledem ke kanonické bazi

2 3 2 1
0 2 2 1
A= 0 01 -1
0 0 0 1

(a) Najdéte ireducibilni rozklad R* jako modulu nad okruhem R[z],
(b) rozhodnéte, zda je R[z]-modul R* cyklicky,
(c) dokazte, ze charakteristicky polynom ¢ anihiluje R[z]-modul R*.

(a) Okamzité vidime, Ze linedrni operdtor méa dvé vlastni ¢isla 1 a 2, obé al-
gebraické nasobnosti 2 a geometrické nasobnosti 1. Najdeme nyni vlastni vektory
a vektory urcéujici invariantni podprostor odpovidajici piislusné Jordanové bunce.
Tedy fesime nejprve homogenni a poté nehomogenni soustavu:

1 3 2 1 4 0 13 2 1 8 4
N=1- 012 1] |-2|_10 01 2 1| |-1|_1|-2
{0 0 0 -1 1 (0] [0 0 0 -1 o) |1/
0 00 O 0 0 0 00 O -1 0
0 3 2 1 3 0 0 3 2 1 0 3
N9 0 0 2 L1 [0 _10 0 0 2 1 11 |0
S 10 0 -1 -1 o] (of” [0 0O -1 -1 o] |0}
0 0 0 -1 0 0 00 0 -1 0 0
4 8 3 0
. -2 -1 0 1 .
Polozme u, = 1 we= o e =1ol2ve=10] Pak jsou podprostory
0 -1 0 0
U = (ui,us) a V = (v,v2) invariantni, tedy jde o R[z] moduly, navic R* =
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U @ V. Konectné (p —id)?U = 0 a (¢ — 2id)?V = 0, To znamend, 7e U = 7,_; je
torzni komponenta piislusna ireducibilnimu polynomu z — 1 a V' = 7,_» je torzni
komponenta piislusnd ireducibilnimu polynomu z — 2.

(b) Protoze u; = (x — 1)ug a vy = (z — 2)vg, je Rlz]us = U a Rlz|vy = V. Vyika
obou prvki je pravé 2, vyuzijeme-li s timto faktem jeste Cinskou vétu o zbytcich
dostavame

RY = Rlz]us @ R[z]vs = Rlz]/(z — 1)* & Rz]/(z — 2)* 2 Rz2]/((z — 1)*(z - 2)*).

¢) To, ze charakteristicky polynom ¢, tedy polynom (z — 1)?(z — 2)2 anihiluje
¥
R* plyne z piedchoziho pozorovani. O

Dalsi dlohy

(1) Dokazte, ze je relace || na oboru integrity ekvivalenci popsand podminkou
al|b < existuje invertibiln{ u, pro néz a = ub.

(2) Je-li (R,+,—,0,-,1) obor integrity hlavnich idedli a a,b € R\ {0}, dokazte,
ze aRN bR = cR pravé tehdy, kdyz ¢ je lem(a,b), (tj. a,b/c a pro kazdé
takové d, ze a,b/d plati, ze c/d).

(3) Uvazujme okruh (Z[z],+,—,0,-,1) a jeho prvky p = 22 + 2, ¢ = 62° +
1222 + 62 + 12, r = 322 + 3z — 18.

(a) Najdéte nejvétsi spolecny délitel dvojic p, ¢, déle p, r ¢, r,

(b) najdéte nejvétsi spolecny délitel trojice p, g, ,

(¢) rozhodnéte, zda jsou idedly (p) + (¢)Z[z], (p) + (r), (¢) + (r) a (p) +
(q) + (r)Z[z] hlavn{ a zda jsou to prvoidedly,

(d) Rozhodnéte, zda je hlavni idedl {p € Z[z]| p(3) = 0}.

(4) Vyteste otdzky predchozi dlohy v okruzich polynomu (Q[z],+,—,0,-,1) a
(]R[m]) +,—,0,-, 1)

(5) Najdéte polynom f € Z7[z] stupné nejvyse 4 pro ktery f(0) =1, f(1) =2,
F(2) =1, £(3) =6, f(4) =0.

(6) Urcete lokalizaci okruhu (Zj25,+,—,0,, 1) v prvoideélu (5) (tj. v multipli-
kativni mnoziné Zs5 \ (5)).

(7) Ozna¢me P mnozinu vsech prvoéisel a polozme M = []
®,cp Zp- Dokazte, ze

(a) T(M) =N,
(b) M/N je beztorzni,
(¢) existuje A, pro které M/N = Q) jako Z-moduly.

pGPZP a N =



