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P�redn�a�ska Algebra II navazuje na p�redn�a�sku Algebra I, kter�a prob�ehla v zimn��m
semestru. Jej��m c��lem je p�redev�s��m prohloubit znalosti o komutativn��ch okruz��ch
v�cetn�e �uvodu do Galoisovy teorie a struktur�aln�� teorie kone�cn�ych t�eles. Posledn��
dv�e p�redn�a�sky budou v�enov�any z�aklad�um univerz�aln�� algebry.

1. Booleovy okruhy

V n�asleduj��c�� kapitole aplikujeme znalosti komutativn��ch okruh�u z��skan�e minul�y
semestr pro algebraick�y popis Booleov�ych algeber. Podstatou �uvahy je pozorov�an��,
�ze ka�zdou Booleovu algebru lze ch�apat jako jist�y komutativn�� okruh. Pro kone�cn�e
Booleovy algebry tak z��sk�ame popis v�sech kongruenc�� i podalgeber.

De�nice. O okruhu R(+; �;�; 0; 1) �rekneme, �ze je Boole�uv, je-li to komutativn��
okruh a pro ka�zd�e r 2 R plat��, �ze r � r = r a r + r = 0.

P�r��klad 1.1. Algebra P(X)(�;\; IdP(X); ;; X), kde � zna�c�� symetrickou diferenci,
je pro ka�zdou nepr�azdnou mno�zinu X Boole�uv okruh. Je-li Y � X, potom je zjevn�e
P(Y ) ide�alem okruhu P(X)(�;\; IdP(X); ;; X). Je-li naopak I ide�al, v�simn�eme si,
�ze je uzav�ren na kone�cn�a sjednocen�� sv�ych prvk�u. D��ky induk�cn��mu argumentu n�am
sta�c�� ov�e�rit, �ze A[B 2 I pro ka�zd�e A;B 2 I. Ov�sem A[B = (A�B)�(A\B) 2 I,
proto�ze A�B;A \B 2 I.

Uva�zujme X kone�cnou mno�zinu a bud' I ide�al. Pak je I kone�cn�y, a proto Y =S
I 2 I. Tud���z I = P(Y ) = Y \ P(X) a v okruhu P(X)(�;\; IdP(X); ;; X) jsou

v�sechny ide�aly hlavn��.
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V�eta 1.2. (1) Necht' SA = S(_;^;0;1; 0) je Booleova algebra. De�nujeme-li na S
bin�arn�� operaci + p�redpisem a+ b = (a ^ b0) _ (a0 ^ b), pak S0 = S(+;^; IdS ;0;1)
je Boole�uv okruh. Nav��c P je podalgebra resp. � kongruence SA, pr�av�e kdy�z je P
podalgebra resp. � kongruence SO.

(2) Necht' S0 = S(+; �;�; 0; 1) je Boole�uv okruh. De�nujeme-li na S bin�arn��
operaci _ p�redpisem a_b = a+b+a �b a un�arn�� operaci 0 p�redpisem a0 = 1+a, pak
SA = S(_; �; 0; 1; 0) je Booleova algebra. Nav��c P je podokruh resp. � kongruence
SO, pr�av�e kdy�z je P podalgebra resp. � kongruence SA.
D�ukaz. Nejprve si v�simn�eme, �ze jakmile ob�ema sm�ery slo�z��me konstrukci operac��
Booleova okruhu a Booleovy algebry, dostaneme se k p�uvodn�� struktu�re. Ozna�c��me-
li e_ spojen�� na Booleov�e algeb�re de�novan�y pomoc�� operac�� Booleova okruhu a
operace na Booleov�e okruhu jsou naopak de�nov�any pomoc�� struktury p�uvodn��
Booleovy algebry spo�c��t�ame

ae_b = a+ b+ a � b = (a ^ b0) _ (a0 ^ b) + a ^ b =
= ([(a ^ b0) _ (a0 ^ b)] ^ [a0 _ b0]) _ ([(a0 _ b) ^ (a _ b0)] ^ [a ^ b]) =

= (a0 ^ b) _ (a ^ b0) _ (a ^ b) _ (a ^ b) = a _ b:
V�ypo�cet pro komplement je snadn�y a podobn�e jako v p�redchoz�� �uvaze, ozna�c��me-li e+
s�c��t�an�� na Booleov�e okruhu de�novan�e pomoc�� operac�� Booleovy algebry, dostaneme:

ae+b = (a ^ b0) _ (a0 ^ b) = a � (1 + b) + (1 + a) � b+ a � (1 + b) � (1 + a) � b
= a+ a � b+ b+ a � b+ a � b+ a � a � b+ a � b � b+ a � b � a � b = a+ b:

Proto sta�c��, abychom u obou ekvivalence ztoto�z�nuj��c�� podalgebry a kongruence
dok�azali jen p�r��mou implikaci.

(1) P�r��mo z de�nice vid��me, �ze jsou operace + resp. ^ komutativn�� s neutr�aln��mi
prvky 0 resp. 1. D�ale ^ je asociativn��,a^a = a a a+a = (a^a0)_(a0^a) = 0_0 = 0,
tedy ka�zd�y prvek a 2 S je s�am k sob�e opa�cn�y. Zb�yv�a ov�e�rit asociativitu operace
+ a distributivitu _ vzhledem k +. Vezm�eme libovoln�e a; b; c 2 S. Potom d��ky
distributivit�e Booleovy algebry

(a+ b) + c = ([(a ^ b0) _ (a0 ^ b)] ^ c0) _ ((a0 _ b) ^ (a _ b0) ^ c) =
= (a ^ b0 ^ c0) _ (a0 ^ b ^ c0) _ (a0 ^ a ^ c) _ (a0 ^ b0 ^ c) _ (b ^ a ^ c) _ (b ^ b0 ^ c) =

= (a ^ b0 ^ c0) _ (a0 ^ b ^ c0) _ (a0 ^ b0 ^ c) _ (b ^ a ^ c):
Proto�ze a+ (b+ c) = (c+ b) + a, dost�av�ame z p�redchoz��ho v�ypo�ctu

(b+ c) + a = (c ^ b0 ^ a0) _ (c0 ^ b ^ a0) _ (c0 ^ b0 ^ s) _ (b ^ c ^ a) = (a+ b) + c:

Kone�cn�e

a ^ c+ b ^ c = (a ^ c ^ (b0 _ c0)) _ ((a0 _ c0) ^ b ^ c) =
= (a ^ c ^ b0) _ (a0 ^ b ^ c) = [(a ^ b0) _ (a0 ^ b)] ^ c = (a+ b) ^ c:

Vezm�eme nyn�� podalgebru P a kongruenci � Booleovy algebry S(_;^;0;1; 0).
Potom pro ka�zd�e a; b 2 P a (ci; di) 2 �, i = 1; 2 m�ame a0; b0; a+b = (a^b0)_(a0^b) 2
P a podobn�e (c0i; d

0
i); (c1^c02; d1^d02); (c01^c2; d01^d2); (c1+c2; d1+d2) 2 �. Uzav�renost

a slu�citelnost s dal�s��mi operacemi je z�rejm�a.
(2) Dok�a�zeme, �ze je S(�;_) distributivn�� svaz. Zvolme libovoln�e a; b; c 2 S. Ko-

mutativita � je zaru�cena p�redpoklady a komutativita _ plyne okam�zit�e z de�nice.
D�ale a � a = a podle p�redpokladu a a _ a = a + a + a � a = 0 + a = a. Asocia-
tivita operace � op�et plyne z p�redpokladu, �ze S(+; �;�; 0; 1) je (Boole�uv) okruh a



ALGEBRA II PRO INFORMATIKY 3

a_(b_c) = a+(b+c+b�c)+a�(b+c+b�c) = a+b+c+a�b+a�c+b�c+a�b�c = (a_b)_c.
D�ale ov�e�r��me axiom (S4):

a _ (b � a) = a+ b � a+ a � b � a = a+ a � b+ a � b = a;

a � (b _ a) = a � (b+ a+ b � a) = a � b+ a � a+ a � b � a = a:

Zb�yv�a ov�e�rit jednu distributivitu:

a � (b _ c) = a � (b+ c+ b � c) = a � b+ a � c+ a � b � c = (a � b) _ (a � c):
Kone�cn�e a _ 0 = a � 1 = a, a _ a0 = a + (1 + a) + a � (1 + a) = 1 + a + a � a = 1 a
a � a0 = a � (1 + a) = a+ a = 0, tedy S(_; �; 0; 1; 0) je Booleova algebra.

Vezmeme-li nyn�� podalgebru a kongruenci Booleova okruhu S(+; �;�; 0; 1), po-
tom d��ky tomu, �ze jsou nov�e operace de�nov�ani v�ylu�cn�e pomoc�� operac�� p�uvodn��ch,
stejn�e p�r��mo�carou argumentac�� jako v (1) dokazuje, �ze se jedn�a o podalgebru a kon-
gruenci p�r��slu�sn�e Booleovy algebry S(_; �; 0; 1; 0). �

D�usledek 1.3. Svaz v�sech kongruenc�� kone�cn�e Booleovy algebry S(_;^;0;1; 0) je
izomorfn�� svazu v�sech podmno�zin P(A)(\;[), kde A je mno�zina v�sech atom�u S.

D�ukaz. Podle V�ety 4.13 je Booleova algebra S(_;^;0;1; 0) izomorfn�� Booleov�e
algeb�re P(A)([;\; ;; A;0 ) a d��ky popisu kongruenc�� okruhu z minul�eho semestru
sta�c�� popsat svaz ide�al�u p�r��slu�sn�eho Booleova okruhu P(A)(�;\; IdP(A); ;; A). V
p�r��kladu 1.1 jsme zjistili, �ze ide�aly jsou pr�av�e tvaru P(Y ) pro Y 2 P(A). Kone�cn�e
snadno nahl�edneme, �ze P(Y )_P(Y ) = P(Y [Z) a P(Y )^P(Y ) = P(Y \Z), tedy
svaz ide�al�u (a tedy i svaz kongruenc�� p�uvodn�� Booleovy algebry) je izomorfn�� svazu
P(A)(\;[). �

P�r��klad 1.4. (1) Bud' S(_;^;0;1; 0) kone�cn�a Booleova algebra. V��me, �ze je S
izomorfn�� poten�cn�� Booleov�e algeb�re nad mno�zinou v�sech atom�u A. To mimo jin�e
znamen�a, �ze jSj = jP(A)j = 2jAj. Podle 1.3 existuje na S(_;^;0;1; 0) pr�av�e 2jAj =
jSj kongruenc��.

(2) Bud' X kone�cn�a mno�zina a P(X)([;\; ;; X;0 ) Booleova algebra v�sech pod-
mno�zin mno�ziny X a uva�zujme na n�� n�ejakou kongruenci �. Tato kongruence je
podle 1.2 kongruenc�� na okruhu P(X)(�;\; IdP(X); ;; X). 0zna�cme Y =

S
[;]�.

Vyu�zijeme-li popis kongruenc�� na okruz��ch pomoc�� ide�al�u a p�ripomeneme, �ze podle
1.1 je ide�al [;]� = P(Y ), vid��me, �ze (A;B) 2 �, pr�av�e kdy�z A�B � Y .

Cvi�cen��:

(1) Popi�ste v�sechny podalgebry kone�cn�e Booleovy algebry.
(2) Je faktor Booleova okruhu (Booleovy algebry) op�et Boole�uv okruh (Booleova

algebra)?
(3) Najd�ete nekone�cnou Booleovu algebru, kter�a nem�a �z�adn�e atomy.

2. D�elitelnost v komutativn��ch monoidech s kr�acen��m

V�simn�eme si, �ze de�nitorick�a podm��nka Booleova okruhu a � a = a Booleova
okruhu je ekvivalentn�� podm��nce (1 � a) � a = 0. To znamen�a, �ze Boole�uv okruh
obsahuj��c�� v��ce ne�z prvky 0 a 1 m�a netrivi�aln�� d�elitele nuly a nen�� tedy oborem. V
n�asleduj��c��ch n�ekolika kapitol�ach se budeme zab�yvat obecnou d�elitelnost��, kter�e je
zaj��mav�a pr�av�e nad obory, tedy nad zcela jin�ym typem komutativn��ho okruh ne�z
tvo�r�� Booleovy okruhy.
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Nejprve prozkoum�ame z�akladn�� pojmy, kter�e zn�ame z kontextu d�elitelnosti v
p�rirozen�ych �c��slech.

De�nice. �Rekneme, �ze S(�) je komutativn�� monoid s kr�acen��m, je-li S(�) monoid s
komutativn�� operac�� � spl�nuj��c�� pro ka�zd�e a; b; c 2 S podm��nku a �c = b �c ) a = b.

P�r��klad 2.1. (1) N(�) a Z n f0g(�) jsou z�rejm�e komutativn�� monoidy s kr�acen��m.
(2) Je-li R(+; �;�; 0; 1) obor , pak je R n f0g(�) komutativn�� monoid s kr�acen��m.

Vezmeme-li toti�z prvky a; b; c 2 Rnf0g, pro n�e�z a�c = b�c, potom d��ky distributivit�e
dost�av�ame 0 = a � c� b � c = (a� b) � c, a proto a� b = 0.

Poznamenejme, �ze komutativn�� monoid s kr�acen��mRnf0g(�) oboruR(+; �;�; 0; 1)
bude v n�asleduj��c��m nejv�yznamn�ej�s��m p�r��kladem tohoto pojmu.

De�nice. Bud' S(�) komutativn�� monoid s kr�acen��m (nebo S(+; �;�; 0; 1) obor) a
necht' a; b 2 S. �Rekneme, �ze a d�el�� b (p���seme a=b), pokud existuje takov�e c 2 S, �ze
b = a � c. �Rekneme �ze a je asociov�an s b (p���seme akb), pokud a=b a z�arove�n b=a.

V�simn�eme si, �ze prvek komutativn��ho monoidu s kr�acen��m je asociov�an s 1, pr�av�e
kdy�z je invertibiln��.

Pozn�amka 2.2. Bud' R(+; �;�; 0; 1) obor. Pak a=b pr�av�e kdy�z bR � aR a akb
pr�av�e kdy�z bR = aR.

D�ukaz. Jestli�ze b = a � r pro r 2 R, pak b 2 aR a proto bs 2 aR pro ka�zd�e s 2 R.
Plat��-li bR � aR, pak i b = b1 2 aR, proto a=b.
Druhou ekvivalenci dostaneme dvoj��m pou�zit��m prvn�� ekvivalence pr�av�e dok�aza-

n�eho krit�eria. �

Pozn�amka 2.3. Necht' S(�) je komutativn�� monoid s kr�acen��m.

(1) Pro ka�zd�e a; b 2 S existuje nejv�y�se jeden takov�y prvek c 2 S, �ze a = b � c.
(2) Necht' a; b 2 S. Pak akb pr�av�e tehdy, kdy�z existuje invertibiln�� prvek u 2 S

tak, �ze a = b � u.
(3) k je kongruence na S(�).
(4) S=k(�) je komutativn�� monoid s kr�acen��m a relace d�elen�� na n�em tvo�r��

uspo�r�ad�an��.

D�ukaz. (1) Jestli�ze (a =)b � c0 = b � c1, pak sta�c�� kr�atit hodnotou b, abychom dostali
c0 = c1.

(2) Pro dvojici asociovan�ych prvk�u akb existuje dvojice prvk�u u; v 2 S, pro n�e�z
a = b � u a b = a � v. Dosad��me-li do prvn��ho vztahu za b, m�ame a = a � v � u, a
kr�at��me-li prvkem a dost�av�ame, �ze 1 = v � u, tj. u a v jsou vz�ajemn�e inverzn��.

Naopak je-li a = b � u pro invertibiln�� u 2 S, je b = a � u�1, tedy a=b i b=a.
(3) Z�rejm�e je k re
exivn�� a symetrick�a relace. Jestli�ze a=b a b=c, existuj�� x a y,

pro n�e�z b = a �x a c = b �y, proto c = a � (x �y), tedy a=c a odtud vid��me, �ze relace =
i k jsou ekvivalence. M�ejme a0kb0 a a1kb1. Pak podle (2) existuj�� invertibiln�� prvky
u0; u1 pro kter�e ai = bi �ui, kde i = 1; 2. Nyn�� a0 �a1 = (b0 � b1) � (u0 �u1), kde u0 �u1
je op�et invertibiln�� prvek. Tedy (a0 � a1)k(b0 � b1) podle (2).

(4) Je zjevn�e, �ze S=k(�) je komutativn�� monoid. M�ejme [a]k � [b]k = [a]k � [c]k,
potom [a � b]k = [a � c]k, tedy podle (2) existuje invertibiln�� prvek u 2 S, pro kter�y
a � b = a � c �u. Nyn�� m�u�zeme kr�atit, tud���z b = c �u a op�etovn�ym pou�zit��m (2) m�ame
[b]k = [c]k.
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Uv�a�z��me-li, �ze re
exivita relace "d�el��"na faktorov�em monoidu plyne okam�zit�e z
de�nice faktorov�e operace, zb�yv�a ov�e�rit tranzitivitu a slabou antisymetrii. Necht'

[a]k � [x]k = [b]k a [b]k � [y]k = [c]k. Potom existuj�� takov�e invertibiln�� prvky u a u,
pro n�e�z a �x �u = b a b �y �v = c, a proto (a �x �y) � (u �v) = a �x �u �y �v = c. Proto�ze
u � v je invertibiln�� prvek dok�azali jsme, �ze [a]k � [x � y]k = [c]k. Kone�cn�e jestli�ze
[a]k � [x]k = [b]k a [b]k � [y]k = [a]k, pak m�ame invertibiln�� w, pro kter�e a �x �y �w = a,
tedy x � y � w = 1 a x (stejn�e jako y) je invertibiln�� prvek. T��m jsme ov�e�rili, �ze
[a]k = [b]k.

�

P�r��klad 2.4. Komutativn�� monoidy N(�) a Z n f0g=k(�) jsou izomorfn��.

De�nice. Bud' S(�) komutativn�� monoid s kr�acen��m (nebo S(+; �;�; 0; 1) obor)
a necht' a; b; c; a1; : : : ; an 2 S. Prvek c nazveme nejv�et�s�� spole�cn�y d�elitel prvk�u
a1; : : : ; an (p���seme NSD(a1; : : : ; an)), jestli�ze c=ai pro v�sechna i, a ka�zd�y prvek
d 2 S, kter�y d�el�� v�sechna ai, d�el�� i prvek c. Prvek c nazveme ireducibiln��m prvkem,
jestli�ze c nen�� invertibiln�� (ani nulov�y v oboru) a c = a � b ) cka nebo ckb. Prvek
c nazveme prvo�cinitelem, jestli�ze c nen�� invertibiln�� (ani nulov�y) a c=a � b ) c=a
nebo c=b.

Poznamenejme, �ze ka�zd�e prvo�c��slo je ur�cit�e ireducibiln�� prvek v oboru cel�ych
�c��sel.

Pozn�amka 2.5. Necht' S(�) je komutativn�� monoid s kr�acen��m a a; b; c; d; e 2 S.
(1) Necht' d je GCD(a; b) a e je GCD(a � c; b � c). Potom (d � c)ke
(2) Necht' 1 je GCD(a; b) a a=b � c. Existuje-li GCD(a � c; b � c), pak a=c.

D�ukaz. (1) Proto�ze dc=ac, dc=bc a e je GCD(a � c; b � c), dc=e, tj. existuje u, pro n�e�z
e = dcu. To znamen�a, �ze dcu=ac a dcu=bc a kr�at��me-li du=a a du=b, a proto du=d,
tud���z uk1 a (d � c)ke podle 2.3.

(2) Necht' e je GCD(a � c; b � c), pak je (1 � c)ke podle (1), tedy c je GCD(a � c; b � c).
Proto�ze je a spole�cn�y d�elitel b � c, a � c, dost�av�ame, �ze a=c. �

V�eta 2.6. M�ejme S(�) komutativn�� monoid s kr�acen��m. Potom je ka�zd�y prvo�cinitel
ireducibiln��. Pokud nav��c pro ka�zd�e a; b 2 S existuje NSD(a; b) pak je ka�zd�y iredu-
cibiln�� prvek prvo�cinitelem.

D�ukaz. Je-li p prvo�cinitel a p = a � b, pak p=a � b, a=p, b=p a plat��, �ze p=a (tedy pka)
nebo p=b (tedy pkb).

P�redpokl�adejme, �ze je p ireducibiln��, p d�el�� sou�cin a � b a ned�el�� prvek a. Proto�ze
existuje GCD(p; a), kter�y nen�� asociov�an s prvkem p, plyne z ireducibility p, �ze 1
je GCD(p; a). Nav��c p=a � b a existuje GCD(p � b; a � b), proto podle 2.5(2) p=b. �

P�r��klad 2.7. Uva�zujme podokruh Z[
p
5] = fa + p

5bj a; b 2 Zg okruhu re�aln�ych

�c��sel. Z�rejm�e se jedn�a o obor, tedy Z[
p
5] n f0g(�) je komutativn��ho monoidu s

kr�acen��m. Lze uk�azat, �ze prvky 2,
p
5 + 1 a

p
5 � 1 jsou ireducibiln��, ale nejde o

prvo�cinitele, proto�ze 2=4 = (
p
5 + 1) � (p5 � 1), ale 2 ned�el��

p
5 + 1, ani

p
5 � 1

(podobn�e pro
p
5 + 1 a

p
5� 1).

Cvi�cen��:

(1) Doka�zte, �ze jsou dva nejv�et�s�� spole�cn�� d�elitel�e t�ych�z prvk�u asociov�any.
(2) Popi�ste prvo�cinitele okruhu re�aln�ych polynom�u a okruhu komplexn��ch po-

lynom�u.
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(3) Doka�zte, �ze v UFD existuj�� nejv�et�s�� spole�cn�� d�elitel�e ka�zd�e dvojice prvk�u.

3. Obory hlavn��ch ide�al�u

V P�r��kladu 2.1 jsme si v�simli, �ze d�ule�zit�ym p�r��kladem komutativn��ho monoidu
s kr�acen��m je monoid nenulov�ych prvk�u oboru. Nyn�� omez��me svou pozornost na
obory hlavn��ch ide�al�u, pro ne�z d��ky V�et�e 2.6 nahl�edneme, �ze jejich prvo�cinitele a
ireducibiln�� prvky spl�yvaj��. Pro obory hlavn��ch ide�al�u se n�am proto poda�r�� zobecnit
Z�akladn�� v�etu aritmetiky. Na z�av�er kapitoly se soust�red��me na obory umo�z�nuj��c��
algoritmick�e z��sk�an�� nejv�et�s��ho spole�cn�eho d�elitele prvk�u.

De�nice. �Rekneme, �ze je R obor hlavn��ch ide�al�u, jestli�ze je ka�zd�y jeho ide�al hlavn��.
�Rekneme, �ze obor R je UFD (nebo Gauss�uv), spl�nuje-li dv�e podm��nky:

(1) pro ka�zd�y nenulov�y neinvertibiln�� prvek a 2 R existuj�� ireducibiln�� prvky
p1; : : : ; pn 2 R n f0g, pro n�e�z a = p1 � � � � � pn

(2) je-li nav��c a = q1 � � � � � qk pro ireducibiln�� prvky q1; : : : ; qk, pak n = k a
existuje bijekce � tak, �ze pikq�(i) pro v�sechna i = 1; : : : ; n.

Pozn�amka 3.1. Bud' R(+; �;�; 0; 1) obor hlavn��ch ide�al�u a a1; : : : ; an 2 R. Pak
existuj�� prvky u1; : : : ; un tak, �ze

Pn
i=1 ai � ui je NSD(a1; : : : ; an).

D�ukaz. Snadno nahl�edneme, �ze mno�zina I = fPn
i=1 aiuij ui 2 Rg je ide�al oboru

hlavn��ch ide�al�u R, tedy existuje prvek c 2 I, pro n�ej�z cR = I. Proto�ze aiR � cR, je
c spole�cn�y d�elitel a1; : : : ; an a zvol��me-li jin�eho spole�cn�eho d�elitele d t�echto prvk�u,
dost�av�ame, �ze cR = I � dR, tedy d=c. �

N�asleduj��c�� tvrzen�� vyslov��me je�st�e v obecn�em kontextu komutativn��ch monoid�u
s kr�acen��m.

Pozn�amka 3.2. Necht' je ka�zd�y ireducibiln�� prvek komutativn��ho monoidu s kr�ace-
n��m S(�) prvo�cinitelem a necht' p1; : : : ; pr; q1; : : : ; qs 2 S jsou ireducibiln�� prvky
takov�e, �ze p1 � p2 � � � � � prkq1 � q2 � � � � � qs. Potom r = s a existuje takov�a bijekce �,
�ze pikq�(i) pro v�sechna i = 1; : : : ; r.

D�ukaz. Tvrzen�� dok�a�zeme indukc�� podle r. Jestli�ze r = 1 m�ame p1 = u�q1 �q2 �� � ��qs
pro n�ejak�y invertibiln�� prvek u podle 2.3(2) a proto�ze je p1 ireducibiln�� m�ame podle
stejn�eho tvrzen�� s = 1 (ostatn�� qi by musely b�yt invertibiln��, co�z je v rozporu s
de�nic�� ireducibiln��ho prvku).

Necht' tvrzen�� plat�� pro r � 1. Proto�ze pr=q1 � q2 � � � � � qs, najdeme induk�cn��m
roz�s���ren��m de�nice prvo�cinitele takov�e i � s, pro kter�e pr=qi, bez �ujmy na obecnosti
m�u�zeme p�redpokl�adat, �ze i = s. Z ireducibility prvk�u pr i qs plyne, �ze jsou nutn�e
asociov�any, proto m�u�zeme kr�atit a dostaneme p1 � p2 � � � � � pr�1kq1 � q2 � � � � � qs�1.
Nyn�� podle induk�cn��ho p�redpokladu r�1 = s�1 a dost�av�ame hledanou permutaci
� na mno�zin�e f1; : : : ; r � 1g, kterou dode�nujeme �(r) = r. �

V�eta 3.3. Bud' R(+; �;�; 0; 1) obor hlavn��ch ide�al�u. Pak plat��:

(1) Ka�zd�y ireducibiln�� prvek R(+; �;�; 0; 1) je prvo�cinitelem.
(2) R(+; �;�; 0; 1) je UFD.

D�ukaz. (1) Podle 3.1 jsou spln�eny p�redpoklady 2.6, kter�e implikuj�� z�av�er.
(2) D��ky (1) a 3.2 plat�� jednozna�cnost, zb�yv�a tedy dok�azat existenci ireduci-

biln��ho rozkladu.
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P�redpokl�adejme ke sporu, �ze n�ejak�y neinvertibiln�� prvek a 2 R nem�a ireducibiln��
rozklad (tj. neexistuje posloupnost ireducibiln��ch prvk�u c1; : : : ; ck, pro kter�e a =
c1 � � � � � ck), a budeme induktivn�e vytv�a�ret takovou posloupnost prvk�u ai a bi, �ze
ai nem�a ireducibiln�� rozklad bi nen�� invertibiln�� a ai = ai+1bi+1. Nejprve polo�z��me
a0 = a.

Jestli�ze ai nem�a ireducibiln�� rozklad a nen�� invertibiln��, mus�� existovat dva nein-
vertibiln�� prvky x a y, z nich�z aspo�n jeden, nap�r��klad x, nem�a ireducibiln�� rozklad a
ai = x � y (kdyby ho m�ely oba, tvo�ril by jejich sou�cin ireducibiln�� rozklad ai). Sta�c��
tedy polo�zit ai+1 = x a bi+1 = y.

Nyn�� z 2.2 a 2.3 plyne, �ze aiR � ai+1R a aiR 6= ai+1R. Snadno nahl�edneme, �ze
je I =

S
i aiR ide�al, kter�y je podle p�redpokladu hlavn��, tj. existuje takov�e c 2 I,

�ze cR = I. Proto�ze c 2 aiR pro dostate�cn�e velk�e i, dost�av�ame, �ze cR � aiR �
ai+1R � cR, tedy cR 6= cR, co�z je spor. �

Poznamenejme, �ze Z�akladn�� v�eta aritmetiky dok�azan�a minul�y semestr je jedno-
duch�ym d�usledkem p�redchoz�� v�ety pou�zit�e na obor cel�ych �c��sel. Konkr�etn�e, proto�ze
je okruh Z(+; �;�; 0; 1) obor hlavn��ch ide�al�u, existuj�� v monoidech N n f0g(�) a
Z n f0g(�) nejv�et�s�� spole�cn�� d�elitel�e a z�rejm�e existuj�� rozklady na ireducibiln�� prvky,
tedy jsou v N ireducibiln�� rozklady ur�ceny a�z na po�rad�� jednozna�cn�e, v Z jsou
jednozna�cn�e a�z na po�rad�� a znam�enko.

De�nice. Bud' R(+; �;�; 0; 1) obor. �Rekneme, �ze R je eukleidovsk�y obor, existuje-li
zobrazen�� � : R! N0[f�1g (tzv. eukleidovsk�a funkce) spl�nuj��c�� pro ka�zd�e a; b 2 R,
b 6= 0 podm��nky:

(1) jestli�ze a=b, pak �(a) � �(b),
(2) existuje q; r 2 R takov�e, �ze a = b � q + r a �(r) < �(b).

P�r��klad 3.4. (1) Okruh cel�ych �c��sel je eukleidovsk�ym oborem s eukleidovskou
funkc�� absolutn�� hodnotou j � j. Prvn�� podm��nka de�nice plat�� z�rejm�e, druh�a plyne
z toho, �ze i v cel�ych �c��sel um��me d�elit se zbytkem.

(2) P�ripome�nme
Algoritmus d�elen�� se zbytkem

VSTUP: a; b 2 R[x], vedouc�� koeficient b je invertibiln��

V�YSTUP: q; r 2 R[x], pro kter�e a = q � b+ r, deg r < deg b

0. m := deg b; n := deg a�m;

1. if n < 0 then return 0; a else r := a;
2. for i := n downto 0 do fqi := ri+mb

�1
m ; r := r � qix

ib; g
3. return

P
i qix

i; r.

Nyn�� snadno si rozmysl��me, �ze funkce, kter�a ka�zd�emu polynomu s koe�cienty
v t�elese p�ri�rad�� jeho stupe�n spl�nuje podm��nky eukleidovsk�e funkce, proto je obor
polynom�u nad t�elesem eukleidovsk�ym oborem.

(3) Podokruh Z[i] = fa + bij a; b 2 Zg (tzv. Gaussova cel�a �c��sla) okruhu kom-
plexn��ch �c��sel je eukleidovsk�ym oborem s eukleidovskou funkc�� �(a+ bi) = a2 + b2.
P�ripome�nme, �ze jc1 � c2j = jc1j � jc2j pro ka�zdou dvojici komplexn��ch �c��sel c1 a c2,
proto �(� � �) = j� � �j2 = j�j2 � j�j2 = �(�) � �(�) pro v�sechna �; � 2 Z[i]. Jestli�ze
�=� a � 6= 0, existuje 
 2 Z[i], pro kter�e � � 
 = �, proto �(�) = �(� � 
) =
�(�) � �(
) � �(�), nebot' �(
) � 0.

Chceme-li vyd�elit se zbytkem Gaussovo cel�e �c��slo � nenulov�ym �c��slem �, najdeme
nejprve komplexn�� x + iy = �

� a pot�e vezmeme takov�a x0; y0 2 Z, pro kter�a jx �
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x0j � 1
2 a jy � y0j � 1

2 . Polo�z��me-li 
 = x0 + iy0 a � = � � � � 
, pak vid��me, �ze
�
� = �

� � 
 = x � x0 + i(y � y0), tud���z
j�j2
j�j2 = (x � x0)

2 + (y � y0)
2 � 1

4 +
1
4 = 1

2 ,

proto �(�) � �(�)
2 < �(�).

(4) Podokruh Z[
p
2] = fa +

p
2bj a; b 2 Zg okruhu re�aln�ych �c��sel je euklei-

dovsk�ym oborem s eukleidovskou funkc�� �(a+ b
p
2) = ja2� 2b2j. D�ukaz toho, �ze je

� eukleidovsk�a norma plyne podobn�e jako v (2) z faktu, �ze �(� � �) = �(�) � �(�).
N�asleduj��c�� d�ukaz je analogick�y d�ukazu, �ze ka�zd�a podgrupa cyklick�e grupy je

cyklick�a.

V�eta 3.5. Ka�zd�y eukleidovsk�y obor je oborem hlavn��ch ide�al�u.

D�ukaz. M�ejme R(+; �;�; 0; 1) eukleidovsk�y obor s eukleidovskou funkc�� � : R !
N0 [ f�1g a vezm�eme libovoln�y nenulov�y ide�al I. V ide�alu I zvol��me nenulov�y
prvek a s minim�aln�� hodnotou �(a). Z�rejm�e aR � I. Necht' i 2 I. Pak podle de�nice
existuje q; r 2 R takov�e, �ze i = a � q + r a �(r) < �(a). Proto�ze r = i � a � q 2 I a
�(a) bylo minim�aln��, je nutn�e r = 0 a aR = I. Proto�ze nulov�y ide�al f0g = 0R je
v�zdy hlavn��m ide�alem, uk�azali jsme, �ze v�sechny ide�aly eukleidovsk�eho oboru jsou
hlavn��. �

Speci�aln�e nyn�� v��me, �ze pro komutativn�� t�eleso T (+; �;�; 0; 1) je T [x] dle 3.4(2)
eukleidovsk�y obor s eukleidovskou funkc�� danou stupn�em polynom�u, tedy jde podle
pr�av�e dok�azan�e v�ety o obor hlavn��ch ide�al�u.

P�r��klad 3.6. (1) Okruh Z[x] polynom�u s celo�c��seln�ymi koe�cienty nen�� oborem
hlavn��ch ide�al�u, proto�ze ide�al xZ[x] + 2Z[x] = fPi pix

ij 2=p0g nen�� hlavn��. Podle
3.5 tedy nejde o eukleidovsk�y okruh.

(2) Proto�ze v Z[
p
5] = fa+p5bj a; b 2 Zg nespl�yvaj�� podle 2.7 ireducibiln�� prvky

a prvo�cinitele, nejde podle 3.3 obor hlavn��ch ide�al�u, tedy ani o eukleidovsk�y okruh.

Poznamenejme, �ze je mo�zn�e dok�azat (i element�arn��mi prost�redky), �ze je okruh

Z[ 1+
p
19i

2 ] = fa+ 1+
p
19i

2 bj a; b 2 Zg obor hlavn��ch ide�al�u, kter�y nen�� eukleidovsk�y.

V�eta 3.7. M�ame-li R(+; �;�; 0; 1) eukleidovsk�ym obor s eukleidovskou funkc�� � a
a0; a1 2 R n f0g, pak funguje spr�avn�e obecn�y
Eukleid�uv algoritmus

VSTUP: a0; a1 2 R n f0g
V�YSTUP: GCD(a0; a1), x; y, pro kter�e xn � a0 + yn � a1 = GCD(a0; a1).

0. (u0; u1) := (1; 0); (v0; v1) := (0; 1); i := 1
1. while ai 6= 0 do fzvol ai+1; qi 2 R takov�a, �ze ai�1 = ai � qi + ai+1 a

�(ai+1) < �(ai); xi+1 := xi�1 � xi � qi; yi+1 := yi�1 � yi � qi; i := i+ 1g
2. return ai�1; xi�1; yi�1.

D�ukaz. Tvrzen�� 3.5 a 3.1 �r��kaj��, �ze nejv�et�s�� spole�cn�� d�elitel�e v�sech dvoji prvk�u euk-
leidovsk�eho oboru existuj��. Proto�ze an je GCD(an�1; an), sta�c�� dok�azat, �ze prvky c a
d jsou asociovan�e pro ka�zd�e 0 < i < n, kde c je GCD(ai�1; ai) a d je GCD(ai; ai+1).
Proto�ze c=ai a c=ai+1 = ai�1 � ai � qi dost�av�ame z de�nice nejv�et�s��ho spole�cn�eho
d�elitele �ze c=d. Podobn�e d=ai a d=ai�1 = ai � qi + ai+1, tedy d=c.

Platnost formule ai = xi �a0+ yi �a1 dok�a�zeme indukc�� podle i, Trivi�aln�e tvrzen��
plat�� pro i = 0; 1. Nyn�� sta�c�� dosadit do v�yrazu ai+1 = ai � qi � ai�1 hodnoty
ai = xi � a0 + yi � a1 a ai�1 = xi�1 � a0 + yi�1 � a1, abychom dostali

ai+1 = (xi � a0 + yi � a1) � qi � xi�1 � a0 + yi�1 � a1 =
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= (xi�1 � xi � qi) � a0 + (yi�1 � yi � qi) � a1 = xi+1 � a0 + yi+1 � a1:
�

P�r��klad 3.8. Najdeme v Z[i](+; �;�; 0; 1) Eukleidov�ym algoritmem nejv�et�s�� spole�c-
n�y d�elitel prvk�u a0 = 6� 7i a a1 = 7 + i.

Nejprve spo�c��t�ame 6�7i
7+i = (6�7i)(7�i)

(7+i)(7�i) = 35
50 � 55

50 i, tedy q1 = 1� i a a2 = a0� q1 �
a1 = 6�7i�(1�i)(7+i) = �2�i. V dal�s��m kroku po�c��t�ame 7+i

�2�i =
(7+i)(�2+i)
(�2�i)(�2+i) =

� 15
5 + 5

5 i = �3 + i, tedy vid��me, �ze q2 = �3 + i a �ze a2=a1. Zjistili jsme, �ze �2� i
je nejv�et�s�� spole�cn�y d�elitel prvk�u 6� 7i a 7+ i a �2� i = (6� 7i)+ (�1+ i)(7+ i).

Cvi�cen��:

(1) Doka�zte, �ze jsou dva nejv�et�s�� spole�cn�� d�elitel�e t�ych�z prvk�u asociov�any.
(2) Popi�ste prvo�cinitele okruhu re�aln�ych polynom�u a okruhu komplexn��ch polynom�u.
(3) Doka�zte, �ze v UFD existuj�� nejv�et�s�� spole�cn�� d�elitel�e ka�zd�e dvojice prvk�u.

4. Okruhy polynom�u

Nejprve si uv�edom��me, �ze zn�amou de�nici polynom�u nad okruhem m�u�zeme
nahl�ednout velmi obecn�ym (a velmi algebraick�ym) pohledem:

Vezm�eme okruh R(+; �;�; 0; 1) a monoidM(�) s neutr�aln��m prvkem e a polo�zme
R[M ] = fp : M ! Rj fmjp(m) 6= 0g je kone�cn�eg. Prvek p 2 R[M ] budeme zapi-
sovat tak�e ve tvaru

P
m2M p(m) � m. Na R[M ] de�nujme bin�arn�� operace + a �,

un�arn�� operaci � a nul�arn�� operace 0 a 1:

p+ q =
X
m2M

(p(m) + q(m)) �m; p � q =
X
m2M

(
X
r�s=m

p(r) � q(s)) �m;

�p =
X
m2M

(�p(m)) �m; 0 =
X
m2M

0 �m; 1 = 1 � e+
X

m2Mnfeg
0 �m:

Pozn�amka 4.1. Necht' R(+; �;�; 0; 1) je okruh a M(�) je monoid s neutr�aln��m
prvkem e.

(1) R[M ](+; �;�;0;1) je okruh,
(2) zobrazen�� i : R ! R[M ] dan�e p�redpisem i(r) = r � e (tj. [i(r)](m) = 0 pro

v�sechna m 6= e a [i(r)](e) = r) je prost�y okruhov�y homomor�smus.
(3) zobrazen�� � :M ! R[M ] dan�e p�redpisem �(m) = 1 �m je prost�y homomor-

�smus monoidu M(�) do monoidu R[M ](�).
D�ukaz. (1) Vezm�eme p; q; r 2 R, kde p =Pm2M p(m) �m; q =Pm2M q(m) �m; r =P

m2M r(m) �m. Nejprve si uv�edom��me, �ze jsou bin�arn�� operace dob�re de�novan�e
(pro nul�arn�� a un�arn�� je korektnost de�nice z�rejm�a). K tomu sta�c�� uv�a�zit, �ze

fmj (p+ q)(m) 6= 0g � fmj p(m) 6= 0g [ fmj q(m) 6= 0g
a �ze

fmj (p � q)(m) 6= 0g � fa � bj p(a) 6= 0; q(b) 6= 0g:
D�ale plat��, �ze

p+ q =
X
m2M

(p(m) + q(m)) �m =
X
m2M

(q(m) + p(m)) �m = q + p;
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(p+q)+r =
X
m2M

[(p(m)+q(m))+r(m)]�m =
X
m2M

(p(m)+q(m)+r(m))�m = p+(q+r):

Proto 0 je zjevn�e neutr�aln�� prvek operace + a plat��, �ze p+(�p) = 0, je R(+;�; 0)
komutativn�� grupa.

Podobn�e

(p+ q) � r =
X
m2M

X
a�b=m

[p(a) + q(a)) � r(b)] �m =

=
X
m2M

X
a�b=m

(p(a) � r(b) + q(a) � r(b)) �m = p � r + q � r;

d�ukaz druh�e distributivity je symetrick�y. Kone�cn�e zb�yv�a ov�e�rit, �ze jeR(�; 1) monoid:

(p�q)�r = (
X
m2M

X
a�b=m

(p(a)�q(b))�m)�r =
X
m2M

X
a�b�c=m

(p(a)�q(b)�r(c))�m = p�(q �r):

a

p � 1 =
X
m2M

X
a�b=m

(p(a) � 1(b)) �m =
X
m2M

(p(m) � 1(e)) �m = p = 1 � p:

(2) a (3) dost�av�ame okam�zit�e z konstrukce okruhu R[M ]. �

Poznamenejme, �ze p�redveden�a obecn�a konstrukce se obvykle naz�yv�a monoidov�y
okruh.

P�r��klad 4.2. (1) Bud' R(+; �;�; 0; 1) okruh a bud' N0(+; 0) monoid nez�aporn�ych
cel�ych �c��sel se s�c��t�an��m. .Budeme-li prvky p =

P
n2N0 p(n):n 2 R[N0] zapisovat ve

tvaru p =
P

n2N0 p(n) � xn nebo p =
P

n2N0 pn � xn, pak vid��me, �ze je monoidov�y

okruh R[N0] pr�av�e okruhem polynom�u jedn�e neur�cit�e R[x](+; �;�; 0; 1). M��sto R[N0]
budeme nad�ale ps�at R[x] a operace budeme standardn�e zapisovat ve tvaru

p� q =
X
i2N0

(pi � qi) � xi; p � q =
X
n2N0

(
X

i+j=n

pi � qj) � xn:

(2) Polynomy v��ce neur�cit�ych m�u�zeme zav�est dv�ema ekvivalentn��mi zp�usoby:
jednak indukc�� R[x1; : : : ; xn] = (R[x1; : : : ; xn�1])[xn] nebo jako monoidov�y okruh
R[N0

n] = (R[x1; : : : ; xn�1])[xn] se sou�cinov�ym monoidem N0
n(+; (0; : : : ; 0)).

(3) Konstrukce okruhu R[M ] funguje i pro grupu, m�ame-li nap�r��klad kone�cnou
grupu G �r�adu n, pak je Zp[G] pro prvo�c��slo p rovn�e�z vektorov�ym prostorem dimenze
n nad t�elesem Zp.

Na tomto m��st�e op�et zd�urazn�eme, �ze pro n�as nen�� vhodn�e ch�ap�an�� polynom�u na
okruhu s nosnou mno�zinou R jako (vybran�e) funkce R ! R. Nap�r��klad pro t�eleso
Z2 existuj�� pouze 4 funkce Z2 ! Z2, zat��mco polynom�u nad Z2 je nekone�cn�e mnoho.

P�ripome�nme, �ze pro okruh R(+; �;�; 0; 1) a p =
P

n2N0 an � xn 2 R[x], kde
p 6= 0, se nejv�et�s�� takov�e n 2 N0, �ze an 6= 0, naz�yv�a stupn�em polynomu p. Stupe�n
polynomu 0 je roven �1. Stupe�n polynomu p zna�c��me deg p.

Zopakujme pozorov�an�� o stupn��ch, kter�e jsme u�cinili minul�y semestr:

Pozn�amka 4.3. Necht' R(+; �;�; 0; 1) je okruh a p; q 2 R[x].
(1) deg p+ q � max(deg p; deg q),
(2) je-li p; q 6= 0, pak deg p � q � deg p + deg q, je-li nav��c R oborem, potom

deg p � q = deg p+ deg q,
(3) R[x] je obor pr�av�e tehdy, kdy�z je R obor,
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Dal�s�� pozorov�an�� si v�s��m�a velmi p�rirozen�a a z�arove�n u�zite�cn�e algebraick�e vlast-
nosti dosazen�� do

Pozn�amka 4.4. Je-li S(+; �;�; 0; 1) komutativn�� okruh, R jeho podokruh a � 2 S,
pak zobrazen�� j� : R[x] ! S dan�e p�redpisem j�(

P
n2N0 anx

n) =
P

n2N0 an � �n je
okruhov�y homomor�smus.

D�ukaz. Nejprve snadno spo�c��t�ame, �ze j�(0) = 0x0, j�(1x
0) = 1 a pro libovoln�e

a; b 2 R[x], kde a =Pn an � xn a b =
P

n bn � xn

j�(a+ b) = j�(
X
n

(an + bn) � xn) =
X
n

(an + bn) � �n = j�(a) + j�(b);

proto je j� homomor�smus grup R(+;�; 0) a S(+;�; 0). Zb�yv�a nahl�ednout, �ze

j�(a � b) = j�(
X
n

nX
k=0

(ak � bn�k) � xn) =
X
n

nX
k=0

(ak � bn�k) � �n = j�(a) � j�(b):

�

De�nice. Necht' S(+; �;�; 0; 1) je komutativn�� okruh, R jeho podokruh, � 2 S a
p 2 R[x]. Homomor�smu j� z 4.4 �r��k�ame dosazovac�� homomor�smus, � nazveme
ko�renem polynomu p, jestli�ze j�(p) = 0, a � je v��cen�asobn�y ko�ren polynomu p,
pokud (x��)2=p. Ko�renov�ym �cinitelem (ko�renu �) rozum��me polynom tvaru x��.
�Rekneme, �ze se polynom p rozkl�ad�a na ko�renov�e �cinitele v S[x], existuj��-li takov�e
prvky a 2 R a �1; : : : ; �n 2 S, �ze p = a � (x� �1) � � � � � (x� �n).

V n�asleduj��c��m budeme �casto pou�z��vat pro dosazen�� obvykl�y z�apis p(�) m��sto
pr�av�e zaveden�eho z�apisu j�(p).

Pozn�amka 4.5. Necht' je R(+; �;�; 0; 1) obor, � 2 R a p 2 R[x] n f0g.
(1) � je ko�renem p pr�av�e tehdy, kdy�z (x� �)=p v R[x],
(2) x� � je prvo�cinitel oboru R[x],
(3) je-li p 6= 0, pak p m�a nejv�y�se deg p ko�ren�u.

D�ukaz. (1) P�redpokl�adejme, �ze je � ko�renem p. Proto�ze je 1 invertibiln�� prvek oboru
R m�u�zeme podle 3.4 vyd�elit polynom p polynomem x�� se zbytkem, tedy existuj��
q; r 2 R[x], pro n�e�z p = (x � �)q + r a deg r < deg(x � �) = 1. Dosad��me-li nyn��
� do polynomu r = p � (x � �)q a vyu�zijeme-li 4.4, dostaneme r(�) = j�(r) =
j�(p) � j�((x � �))j�(q) = 0 � 0q(�) = 0. Proto�ze deg r < 1, vid��me, �ze r = 0, a
proto (x� �)=p.

Jestli�ze (x � �)=p, m�ame p = (x � �)q pro vhodn�e q 2 R[x] a tedy p(�) =
(�� �)q(�) = 0 d��ky 4.4.

(2) Jestli�ze (x� �)=a � b pro a; b 2 R[x], plyne z (1), �ze je � ko�renem a � b. Nyn��
a(�) � b(�) = 0 podle 4.4, proto a(�) = 0 nebo b(�) = 0, nebot' je R obor. Tedy
x� �=a nebo x� �=b podle (1).

(3) Necht' �1; : : : ; �k 2 R jsou r�uzn�e ko�reny p. Indukc�� podle po�ctu r r�uzn�ych
ko�ren�u nahl�edneme, �ze p = (x��1)�� � ��(x��k)�q pro vhodn�y nenulov�y polynom q.
Krok r = 1 n�am d�av�a (1). Jestli�ze p = (x��1) � � � � �(x��r) �q a (x��r+1)=p podle
(1), pak x��r+1 je prvo�cinitel podle (2) ned�el�� �z�adn�y z polynom�u x��i, kde i � r,
proto (x��r+1)=q. Kone�cn�e z 4.3(3) plyne, �ze deg p = deg((x��1)�� � ��(x��k)�q) =
k + deg q � k. �
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V�simn�eme si, �ze 4.5(1) �r��k�a, �ze v��cen�asobn�y ko�ren je ko�renem, a 4.5(2) n�am
poskytne p�r��klady prvo�cinitel�u (a tedy ireducibiln��ch prvk�u) v okruhu polynom�u
nad obecn�ym oborem.

De�nice. Bud' R(+; �;�; 0; 1) komutativn�� okruh a p =Pi�0 aix
i 2 R[x]. Derivac��

polynomu p budeme rozum�et polynom (
P

i�0 aix
i)0 =

P
i�0(i+ 1)ai+1x

i.

Pozn�amka 4.6. Necht' R(+; �;�; 0; 1) je komutativn�� okruh, � 2 R, p; q 2 R[x] a
n 2 N. Pak plat��:

(1) (p+ q)0 = p0 + q0, (�x0 � p)0 = �x0 � p0,
(2) (p � q)0 = p0 � q + p � q0.
(3) (pn)0 = npn�1 � p0, kde n = 1 + � � �+ 1 2 R.

D�ukaz. (1), (2) Vlastnosti dost�av�ame p�r��mo�car�ym pou�zit��m de�nice.
(3) Dok�a�zeme indukc�� indukc�� podle n. Pro n = 1 je (p1)0 = p0 = 1p0 � p0. Plat��-li

tvrzen�� pro n� 1 a pou�zijeme-li (3) dost�av�ame

(pn)0 = (p �pn�1)0 = p0 �pn�1+p � (pn�1)0 = p0 �pn�1+p � (n�1)pn�2 �p0 = npn�1 �p0:
�

Pozn�amka 4.7. Necht' S(+; �;�; 0; 1) je obor, R jeho podokruh, � 2 S a p 2 R[x].
(1) � je v��cen�asobn�y ko�ren p, pr�av�e kdy�z je � ko�renem p i p0,
(2) jestli�ze deg p � 1 a 1 je GCD(p; p0), pak p nem�a �z�adn�y v��cen�asobn�y ko�ren,
(3) ned�el��-li charakteristika R p�rirozen�e �c��slo n, pak xn�1 ani xn+1�x nemaj��

v S �z�adn�y v��cen�asobn�y ko�ren.

D�ukaz. Poznamenejme, �ze polynom s koe�cienty vRm�u�zeme p�rirozen�ym zp�usobem
ch�apat jako polynom okruhu S[x].

(1) P�redpokl�ad�ame, �ze � je ko�ren p, tedy p = (x � �) � q pro vhodn�y polynom
q 2 S[x] podle 4.5(1). Pomoc�� 4.6(2) spo�c��t�ame p0 = q+(x��) �q0. D��ky 4.4 vid��me,
�ze je � ko�renem p0 pr�av�e tehdy, kdy�z je ko�renem q a to je podle 4.5(1) ekvivalentn��
tomu, �ze (x� �)=q tj. (x� �)2=p.

(2) Tvrzen�� dok�a�zeme nep�r��mo. Je-li � v��cen�asobn�y ko�ren p, potom podle (1) a
4.5(1) (x� �)=p0. Proto�ze (x� �)=p, polynomy p a p0 nemohou b�yt nesoud�eln�e.

(3) Ozna�cme n 2 R je sou�cet n kopi�� 1 t�elesa, a poznamenejme, �ze podle
p�redpokladu n 6= 0. Proto�ze polynom (xn�1)0 = n�xn�1 je nenulov�y, j�(n�xn�1) =
(n� 1) � �n�1 6= 0 pro v�sechna � 6= 0, a naopak 0 nen�� ko�renem polynomu xn � 1,
xn � 1 nem�a �z�adn�y v��cen�asobn�y ko�ren d��ky (1).

P�redpokl�adejme, �ze (x��)2=xn+1�x, tedy existuje p 2 S[x], pro kter�y (x��)2 �
p = xn+1 � x = x � (xn � 1). Jestli�ze � = 0, pak v�yraz vykr�at��me na x � p = xn � 1,
co�z nen�� mo�zn�e, proto�ze xn�1 nem�a ko�ren 0. Kdyby � 6= 0, pak (��)2 �p(0) = 0, a
proto p(0) = 0. Tedy podle 4.5(1) existuje takov�e q 2 S[x], �ze p = x � q. Dosad��me-li
za p do p�uvodn�� rovnosti a op�et vykr�at��me x, dost�av�ame, �ze (x� �)2 � q = xn � 1,
co�z jsme vylou�cili v prvn�� �c�asti d�ukazu (3). �

P�r��klad 4.8. V t�elese charakteristiky 3 (nap�r Z3) plat��, �ze (x� 1)3 = x3 � 3x2 +
3x� 1 = x3 � 1, tedy polynom x3 � 1 m�a nad takov�ym t�elesem v��cen�asobn�y ko�ren
1. Vid��me, �ze p�redpoklad o charakteristice z 4.7(3) nem�u�zeme odstranit. Nav��c si
v�simn�eme derivace (x3 � 1)0 = 0.

Cvi�cen��:

(1) Doka�zte, �ze okruh Z[
p
3] = fa+

p
3bj a; b 2 Zg je eukleidovsk�ym oborem.
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(2) Popi�ste prvo�cinitele oboru Gaussov�ych cel�ych �c��sel.

5. Ko�renov�a nadt�elesa

V t�eto kapitole se budeme v�enovat zkoum�an�� vlastnost�� ko�ren�u polynom�u nad
t�elesy. Nejprve si v�simneme, �ze prvky n-prvkov�e kone�cn�e podgrupy multiplika-
tivn�� grupy komutativn��ho t�elesa lze nahl���zet jako na v�sechny ko�reny polynomu
xn � 1, co�z je hlavn�� argument tvrzen��, �ze je tato grupa nutn�e cyklick�a. Pot�e se
za�cneme zab�yvat hled�an��m t�eles, nad nimi�z by se p�redem dan�y polynom rozkl�adal
na ko�renov�e �cinitele.

Nyn�� dok�a�zeme nedok�azan�e tvrzen�� z minul�eho semestru o multiplikativn�� grup�e
libovoln�eho t�elesa:

V�eta 5.1. Necht' T (+; �;�; 0; 1) je komutativn�� t�eleso a necht' G je kone�cn�a pod-
grupa multiplikativn�� grupy T n f0g(�). Potom je G cyklick�a grupa.

D�ukaz. Uva�zujme nejprve libovolnou kone�cnou grupu G(�) a polo�zme n = jGj. Po-
znamenejme, �ze �r�adem prvku grupy budeme rozum�et �r�ad cyklick�e podgrupy t��mto
prvkem generovan�e. Podle Lagrangeovy v�ety d�el�� �r�ad ka�zd�eho prvku kone�cn�e grupy
jej�� �r�ad. Ozna�c��me-li tk po�cet v�sech prvk�u G, kter�e jsou pr�av�e �r�adu k, vid��me, �ze
jGj =Pk=jGj tk. P�ripome�nme, �ze v cyklick�e grup�e �r�adu nm�ame pro ka�zd�e k=n pr�av�e

jednu (cyklickou) podgrupu �r�adu k a po�cet gener�ator�u t�eto podgrupy, tedy pr�av�e
v�sechny prvky �r�adu k, ud�av�a hodnota Eulerovy funkce '(k), d�av�a n�am p�redchoz��
rovnost vztah n =

P
k=n '(k).

Tvrzen�� dok�a�zeme sporem. P�redpokl�adejme, �ze G je (kone�cn�a) podgrupa mul-
tiplikativn�� grupy T n f0g(�), kter�a nen�� cyklick�a, tedy tn = 0 (< '(n)). Z �uvodn��ch
�uvah v��me, �ze n = jGj =Pk=n tk =

P
k=n '(k), proto mus�� existovat k=n, pro n�ej�z

tk > '(k), zvolme n�ejak�e takov�e k a vezm�eme u 2 G �r�adu k. Potom pro v�sechny
prvky a cyklick�e grupy hui plat�� ak = 1, tedy a je ko�renem polynomu xk�1. Ov�sem
hui obsahuje pr�av�e '(k) gener�ator�u, tj. prvk�u �r�adu k, tedy mus�� existovat n�ejak�y
dal�s�� prvek v 2 G n hui �r�adu k. I on je ko�renem polynomu xk � 1, tedy jsme na�sli
k + 1 ko�ren�u polynomu stupn�e k, co�z je ve sporu s 4.5(3). �

P�r��klad 5.2. Z53 n f0g(�) je podle 5.1 cyklick�a grupa �r�adu 52. To znamen�a, �ze
obsahuje '(52) = 3 � 12 = 36 gener�ator�u.

Uv�edom��me si, �ze homomor�smus okruh�u lze p�rirozen�ym zp�usobem roz�s���rit na
homomor�smus p�r��slu�sn�ych polynomi�aln��ch okruh�u.

Jsou-li R(+; �;�; 0; 1) a S(+; �;�; 0; 1) okruhy a f : R ! S jejich homomor�s-
mus, pak ozna�cme fx : R[x] ! S[x] zobrazen�� ur�cen�e p�redpisem fx(

P
i�0 aix

i) =P
i�0 f(ai)x

i.

Pozn�amka 5.3. Bud' R(+; �;�; 0; 1), S(+; �;�; 0; 1) a T (+; �;�; 0; 1) komutativn��
okruhy a f : R! S a g : S ! T homomor�smy. Potom plat��:

(1) fx je okruhov�y homomor�smus,
(2) (gf)x = gxfx,
(3) fx je izomor�smus, pr�av�e kdy�z f je izomor�smus,
(4) fj� = jf(�)fx pro ka�zd�e � 2 R.
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D�ukaz. (1) Z�rejm�e fx(1x
0) = 1x0, proto sta�c�� dok�azat slu�citelnost fx s operacemi

+ a �. Bud' a; b 2 R[x], a =Pn anx
n, b =

P
n bnx

n:

fx(a+ b) = fx(
X
n

(an + bn)x
n) =

X
n

f(an + bn)x
n =

X
n

(f(an) + f(bn))x
n =

=
X
n

f(an)x
n +
X
n

f(bn)x
n = fx(a) + fx(b);

fx(a � b) = fx(
X
n

nX
k=0

(ak � bn�k)xn) =
X
n

f(

nX
k=0

(ak � bn�k))xn =

=
X
n

(

nX
k=0

f(ak) � f(bn�k))xn =
X
n

f(an)x
n �
X
n

f(bn)x
n = fx(a) � fx(b):

(2) gxfx(
P

n anx
n) =

P
n gf(an)x

n = (gf)x(
P

n anx
n).

(3) Necht' je fx izomor�smus. Jestli�ze f(u) = f(v), pak fx(ux
0) = fx(vx

0), a
proto u = v, pro ka�zd�e u; v 2 R. Tedy f je prost�y. Vezmeme-li b 2 S pak existuje
ax0, pro kter�y fx(ax

0) = bx0, tedy f(a) = b a f je na cel�e S.
Je-li f izomor�smus, pak fx(f

�1)x = IdS[x] a (f�1)xfx = IdR[x] podle (2), tedy

(fx)
�1 = (f�1)x a fx je izomor�smus.

(4) fj�(
P
anx

n) =
P
f(an)f(�)

n = jf(�)fx(
P
anx

n). �

P�ripome�nme tvrzen��, kter�e jsme dok�azali minul�y semestr.

Pozn�amka 5.4. Necht' R(+; �;�; 0; 1) je komutativn�� okruh a I jeho ide�al. Potom
faktorov�y okruh R=I je t�eleso pr�av�e tehdy, kdy�z I je maxim�aln�� ide�al.

D�ukaz. P�ripome�nme, �ze je svaz ide�al�u izomorfn�� svazu kongruenc�� okruhu, ozna�cme
�I kongruenci, kter�a v tomto izomor�smu odpov��d�a ide�alu I. D�ale si uv�edomme,
�ze d��ky tomuto izomor�smu je I maxim�aln�� ide�al, pr�av�e kdy�z je �I koatom svazu
kongruenc�� a to je ekvivalentn�� tomu, �ze faktorokruh R=�I = R=I obsahuje pouze
trivi�aln�� kongruence. Tato podm��nka ov�sem na okruh R=I nast�av�a pr�av�e tehdy,
kdy�z je R=I t�eleso. �

V�eta 5.5. Necht' T (+; �;�; 0; 1) je komutativn�� t�eleso a u =
P

i�0 aix
i 2 T [x].

(1) Faktorov�y okruh T [x]=uT [x] je komutativn�� t�eleso, pr�av�e kdy�z je u ireduci-
biln��.

(2) Jestli�ze u nen�� invertibiln��, zobrazen�� �(t) = tx0 + uT [x] je prost�y homo-
mor�smus t�elesa T do okruhu T [x]=uT [x], .

(3) Je-li u ireducibiln��, pak �y(
P

i�0 aiy
i) m�a ko�ren v t�elese T [x]=uT [x].

D�ukaz. (1) Podle Pozn�amky 5.4 sta�c�� ov�e�rit, �ze u je ireducibiln��, pr�av�e kdy�z je
uT [x] maxim�aln�� ide�al. Necht' je u je ireducibiln�� a J ide�al obsahuj��c�� uT [x]. Podle
3.5 existuje j 2 T [x] J = jT [x], tedy d��ky 2.2 j=u. Proto�ze je u ireducibiln��, m�ame
bud' jku a tud���z uT [x] = J nebo 1kj a tud���z jT [x] = T [x]. Je-li uT [x] maxim�aln��
ide�al, dost�av�ame z�av�er p�r��m�ym pou�zit��m 2.2 a de�nice ireducibility.

(2) Uv�edomme si, �ze zobrazen�� � dostaneme jako slo�zen�� homomor�smus i z
4.1(2) a p�rirozen�e projekce � : T [x]! T [x]=uT [x], proto � = �i je op�et homomor-
�smus. Jestli�ze kone�cn�e �(a) = �(b), pak u=ax0�bx0, tedy podle 4.3(3) je ax0�bx0
mus�� b�yt nulov�y polynom (v opa�cn�em p�r��pad�e by deg u � deg(ax0 � bx0)), a tedy
� je prost�e.
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(3) Sta�c�� ov�e�rit, �ze jeX = x+uT [x] ko�renem
P

i�0 aiy
i nad okruhem T [x]=uT [x].

Dosad��me-li, dost�av�ame jX(
P

i�0 aiy
i) =

P
i�0(aix

i + uT [x]) = (
P

i�0 aix
i) +

uT [x] = u+ uT [x] = 0 + uT [x]. �

Pro ka�zd�y ireducibiln�� polynom u ozna�cme symbolem (T [x])u t�eleso T [x]=uT [x].
Podle p�redchoz�� pozn�amky a 1. v�ety o izomor�smu m�u�zeme ztoto�znit t�eleso T a
jeho homomorfn�� obraz �(T ), tedy t�eleso T budeme ch�apat jako podokruh t�elesa
(T [x])u.

De�nice. Necht' U(+; �;�; 0; 1) je komutativn�� t�eleso a T � U . �Rekneme, �ze T je
podt�eleso U (resp. U je nadt�eleso T ), je-li T podokruh okruhu U(+; �;�; 0; 1) a T
je t�eleso (tj. nav��c T n f0g je podgrupou multiplikativn�� grupy U n f0g(�) t�elesa U).

V�simn�eme si, �ze mno�zina v�sech podt�eles komutativn��ho t�elesa tvo�r�� uz�av�erov�y
syst�em, tj. pr�unik libovoln�eho syst�emu podt�eles n�ejak�eho t�elese je op�et podt�eleso.
To n�am umo�z�nuje zav�est pro libovoln�e komutativn�� t�eleso U , jeho podt�eleso T a
prvek � 2 U a podmno�zinu S � U n�asleduj��c�� zna�cen��:

� T [S] je nejmen�s�� podokruh U obsahuj��c�� mno�zinu T [ S a T [�] = T [f�g]
� T (S) je nejmen�s�� podt�eleso U obsahuj��c�� mno�zinu T [ S a T (�) = T (f�g).

V n�asleduj��c��m budeme uva�zovat v�zdy komutativn�� t�eleso U a jeho podt�eleso T .

Pozn�amka 5.6. Jsou-li T � U komutativn�� t�elesa, � 2 U a S � U , pak T [�] =
fPn

i=0 ai � �ij ai 2 Tg = j�(T [x]), T [�] � T (�) a T [S] � T (S).

D�ukaz. Z�rejm�e fp(�)j p 2 T [x]g � T [�], nebot' � 2 T [�] a T � T [�]. Naopak
fp(�)j p 2 T [x]g = j�(T [x]) je podokruh U obsahuj��c�� � = j�(x) a t = j�(tx

0) pro
v�sechna t 2 T , proto T [�] � fp(�)j p 2 T [x]g. Zbytek plyne okam�zit�e z de�nice. �

De�nice. Necht' T � U jsou komutativn�� t�elesa a p 2 T [x]. �Rekneme, �ze U je
ko�renov�e nadt�eleso polynomu p, jestli�ze U = T (�) pro n�ejak�y ko�ren � 2 U poly-
nomu p a U nazveme rozkladov�ym nadt�elesem polynomu p, je-li p = a(x��1) : : : (x�
�n) pro a 2 T a �1; : : : ; �n 2 U a U = T (f�1; : : : ; �ng).
V�eta 5.7. Necht' T (+; �;�; 0; 1) je komutativn�� t�eleso a p 2 T [x], deg p � 1.

(1) existuje ko�renov�e nadt�eleso polynomu p,
(2) existuje rozkladov�e nadt�eleso polynomu p.

D�ukaz. (1) Podle 3.3 a 3.5 existuje (jednozna�cn�y) ireducibiln�� rozklad polynomu
p, zvol��me-li n�ejak�y ireducibiln�� polynom p1, kter�y d�el�� p, dostaneme podle 5.5
nadt�eleso U = (T [x])p1 , v n�em�z m�a polynom p ko�ren �. Hledan�ym ko�renov�ym
nadt�elesem je potom t�eleso T (�).

(2) Indukc�� podle n = deg p dok�a�zeme, �ze existuje komutativn�� nadt�eleso V t�elesa
T , nad n��m�z se p rozkl�ad�a na ko�renov�e �cinitele. Podle (1) existuje nadt�eleso U , v
n�em�z m�a p ko�ren � 2 U . Ozna�c��me-li � inkluzi T do U , pak p = �x(p) 2 U [x] je
polynom stupn�e n a podle 4.5(1) existuje polynom v 2 U [x] stupn�e n�1, pro kter�y
u = (x � �) � v. Podle induk�cn��ho p�redpokladu existuje nadt�eleso V t�elesa U , nad
n��m�z se v a tedy i p rozkl�ad�a na ko�renov�e �cinitele.

Dok�azali jsme, �ze existuj�� prvky a 2 U a �1; : : : ; �n 2 V , pro n�e�z p = a(x �
�1) : : : (x � �n). Proto�ze je p 2 T [x], m�ame a 2 T , tedy rozkladov�ym nadt�elesem
polynomu p je pr�av�e t�eleso T (f�1; : : : ; �ng). �

P�r��klad 5.8. T�eleso komplexn��ch �c��sel je ko�renov�ym i rozkladov�ym nadt�elesem
polynomu x2 + 1 nad R, [C : R] = 2.
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6. Minim�aln�� polynomy algebraick�ych prvk�u

Nyn�� se pod��v�ame na existuj��c�� (nap�r��klad zkonstruovan�e) roz�s���ren�� t�eles T � U
a budeme zkoumat mno�zinu ko�ren�u polynom�u s koe�cienty v T , kter�e le�z�� v U .
P�redev�s��m si v�simneme, �ze stupe�n minim�aln��ho polynomu algebraick�eho prvku a
stupe�n p�r��slu�sn�eho jednoduch�eho roz�s���ren�� spl�yv�a.

De�nice. Necht' T � U jsou komutativn�� t�elesa a � 2 U . �Rekneme, �ze � je alge-
braick�y prvek nad T , existuje-li nenulov�y polynom p 2 T [x], jeho�z je � ko�renem,
tj. j�(p) = 0. V opa�cn�em p�r��pad�e mluv��me o transcendentn��m prvku. T�eleso U na-
zveme algebraick�ym roz�s���ren��m t�elesa T , jsou-li v�sechny prvky � 2 U algebraick�e
nad T . Polynom p =

P
aix

i je monick�y, je-li adeg p = 1.

V�eta 6.1. Bud' T � U komutativn�� t�elesa a � 2 U je algebraick�y prvek nad T .
Pak existuje pr�av�e jeden takov�y monick�y polynom m 2 T [x] n f0g, �ze pro ka�zd�e
p 2 T [x]nf0g plat��, �ze j�(p) = 0, pr�av�e kdy�zm=p. Nav��cm je ireducibiln��, (T [x])m �=
T (�) a T [�] = T (�).

D�ukaz. Vezm�eme mno�zinu I = fp 2 T [x]j j�(p) = 0g = j�1� (0) v�sech polynom�u,
kter�e maj�� ko�ren �. Proto�ze je j� homomor�smus podle 4.4, vid��me, �ze je I jako
�upln�y vzor nulov�e podgrupy podgrupou grupy T [x](+;�; 0). Jestli�ze p 2 I a q 2
T [x], m�ame j�(pq) = 0 � j�(q) = 0, tedy p � q 2 I. Nahl�edli jsme, �ze je I ide�al, tedy
podle 3.5 existuje jeho gener�ator a =

P
anx

n 2 I. Proto�ze je prvek � algebraick�y
nad T , obsahuje I = aT [x] nenulov�y polynom a proto je nenulov�y i polynom a 2 I.
Je-li n = deg a, polo�zme m = a�1n a. Nyn�� je m monick�y, plat�� I = mT [x], tedy
p(�) = 0, p 2 I , m=p, a z�rejm�e je takov�y monick�y polynom ur�cen jednozna�cn�e.

Nyn�� p�redpokl�adejme, �ze m = a � b, kde a; b 2 T [x]. Potom podle 4.4 a(�) = 0 a
pak mka nebo b(�) = 0 a pak mkb, tedy m je ireducibiln��. Kone�cn�e si v�simn�eme,
�ze d��ky 1. v�et�e o izomor�smu a 5.6(1) je

(T [x])m = T [x]=mT [x] = T [x]=ker j� �= j�(T [x]) = T [�]:

Proto�ze je T [x]=mT [x] podle 5.5 t�eleso, je i T [�] t�eleso, proto T [�] = T (�). �

De�nice. Bud' T � U komutativn�� t�elesa. Polynom z p�redchoz�� v�ety nazveme
minim�aln��m polynomem algebraick�eho prvku � 2 U , budeme ho zna�cit m�. Stupe�n
roz�s���ren�� U nad T de�nujeme jako [U : T ] = dimT U , kde U ch�apeme jako vektorov�y
prostor nad t�elesem T .

Nejprve u�ci�nme drobn�e line�arn�e algebraick�e pozorov�an��.

Pozn�amka 6.2. Necht' T � U � V jsou do sebe za�razen�a komutativn�� t�elesa.
Potom [V : T ] = [V : U ][U : T ].

D�ukaz. Je-li (vi) b�aze prostoru V nad t�elesem U a (ui) b�aze prostoru U nad t�elesem
T , uk�a�zeme, �ze (uivj) je b�aze prostoru V nad t�elesem T . Vezmeme-li libovoln�e
a 2 V , pak existuje line�arn�� kombinace a =

P
i divi, kde di 2 U . Proto pro ka�zd�e i

existuj�� line�arn�� kombinace di =
P

j cijui, kde cij 2 T . Vid��me, �ze a =
P

ij cijuivi,

tedy (uivj) generuje V nad T . Podobn�e jestli�ze 0 =
P

ij cijuivi =
P

i(
P

j cijui)vi
pro n�ejak�a cij 2 T , dost�av�ame z line�arn�� nez�avislosti (vi) nad U , �ze

P
j cijui = 0

a z line�arn�� nez�avislosti (ui) nad T plyne, �ze v�sechna cij jsou nulov�a. T��m jsme
ov�e�rili, �ze (uivj) je line�arn�e nez�avisl�a generuj��c�� mno�zina, tedy b�aze. Proto [V :
T ] = j(uivj)j = j(ui)jj(vj)j = [V : U ][U : T ]. �
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V�eta 6.3. Necht' T � U jsou komutativn�� t�elesa a �; �1; : : : ; �k 2 U .
(1) Je-li � algebraick�y, pak [T (�) : T ] = degm�,
(2) je-li [T (�) : T ] kone�cn�e, pak je � algebraick�y,
(3) je-li [U : T ] kone�cn�e, pak je U algebraick�e roz�s���ren�� t�elesa T ,
(4) T (�1; : : : ; �n) = T [�1; : : : ; �n] je roz�s���ren��m kone�cn�eho stupn�e tedy alge-

braick�ym roz�s���ren��m t�elesa T , jsou-li �1; : : : ; �k algebraick�e nad T .

D�ukaz. (1) Polo�zme n = degm� a p�ripome�nme, �ze T [�] = T (�) podle V�ety 6.1.
Dok�a�zeme, �ze mno�zina f�ij i = 0; 1; : : : ; n�1g je b�az�� T [�] nad t�elesem T . Vezm�eme
prvek t 2 T [�], o n�em�z z 5.6 v��me, �ze je tvaru t = p(�) pro vhodn�y polynom
p 2 T [x]. Vyd�el��me-li nyn�� se zbytkem polynom p polynomem m�, dostaneme (3.4)
p = qm� + r pro q; r 2 T [x] a deg r < n. Nyn�� vid��me, �ze t = p(�) = q(�)m�(�) +
r(�) = r(�), proto�ze je � ko�renem m�, tedy t = r(�) =

P
i<n ri�

i je T -line�arn��

kombinac�� prvk�u f�ij i = 0; 1; : : : ; n � 1g. Je-li nyn�� Pi<n ci�
i = 0, kde ci 2 T ,

je � ko�renem polynomu c =
P

i<n cix
i = 0 stupn�e men�s��ho ne�z n. Proto�ze podle

6.1 m�=c, dost�av�ame, �ze c = 0, tud���z f�ij i = 0; 1; : : : ; n� 1g je line�arn�e nez�avisl�a
mno�zina.

(2) Je-li [T (�) : T ] kone�cn�e, je mno�zina f�ij i � 0g line�arn�e z�avisl�a, tud���z
existuje netrivi�aln�� line�arn�� kombinace

P
i�n di�

i = 0, tedy � ko�renem nenulov�eho

polynomu
P

i�n dix
i.

(3) Vezm�eme libovoln�e � 2 U . Potom je T (�) podprostor kone�cn�e generovan�eho
vektorov�eho prostoru U nad t�elesem T , tedy [T (�) : T ] je kone�cn�e a proto je �
algebraick�y prvek podle (2).

(4) Tvrzen�� dok�a�zeme indukc�� podle n, p�ri�cem�z jsme tvrzen�� pro n = 1 dok�azali
v 6.1, nav��c [T (�) : T ] je kone�cn�e podle (1). P�redpokl�adejme, �ze tvrzen�� plat��
pro k � 1. Nyn�� T [�1; : : : ; �n] = T [�1; : : : ; �n�1][�n] = T (�1; : : : ; �n�1)[�n] a
T (�1; : : : ; �n�1) je kone�cn�eho stupn�e nad T podle induk�cn��ho p�redpokladu. Proto�ze
je prvek �n algebraick�y nad t�elesem T (�1; : : : ; �n�1), vid��me d��ky 6.1, �ze

T (�1; : : : ; �n�1)[�n] = T (�1; : : : ; �n�1)(�n) = T (�1; : : : ; �n):

Kone�cn�e d��ky (1), induk�cn��mu p�redpokladu a 6.2 dost�av�ame

[T (�1; : : : ; �n�1)(�n) : T ] =

= [T (�1; : : : ; �n�1)(�n) : T (�1; : : : ; �n�1)][T (�1; : : : ; �n�1) : T ]:
Proto�ze jsou oba sou�cinitele vpravo kone�cn�e, je i [T (�1; : : : ; �n�1; �n) : T ] kone�cn�y.

�

D�usledek 6.4. Necht' T je komutativn�� t�eleso, p 2 T [x] a necht' je U rozkladov�e
nadt�eleso polynomu p. Jsou-li �1; : : : ; �n 2 U v�sechny ko�reny polynomu p v t�elese
U , pak U = T [�1; : : : ; �n].

P�r��klad 6.5. (1) Q( 3
p
2) = Q[ 3

p
2] = fx + y 3

p
2 + z 3

p
4j x; y; z 2 Qg je ko�renov�e

nadt�eleso polynomu x3�2 nad Q a [Q( 3
p
2) : Q] = 3, tedy x3�2 je monick�y polynom

stupn�e 3, a proto jde podle 6.3(1) a 6.1 pr�av�e o minim�aln�� polynom algebraick�eho

prvku 3
p
2 nad Q. V�simn�eme si, �ze zat��mco nad Q je polynom x3 � 2 ireducibiln��,

nad R m�ame ireducibiln�� rozklad x3 � 2 = (x � 3
p
2)(x2 + 3

p
2x + 3

p
4) a nad C se

polynom rozkl�ad�a na ko�renov�e �cinitele.
(2) Necht' k 2 Z a

p
k 2 C n Q. Pak Q(pk) 6= Q a

p
k je ko�renem polynomu

x2 � k, proto je mp
k = x2 � k d��ky 5.6 nutn�e minim�aln�� polynom a [Q(

p
k) : Q] =

degmp
k = 2 podle 6.3(1). Q(

p
k) je tzv. kvadratick�e roz�s���ren�� t�elesa Q.
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(3) Prvek 5
p
3 je ko�renem polynomu x5 � 3 2 Q[x] a prvek 7

p
11 ko�renem poly-

nomu x7 � 11 2 Q[x], tedy oba jsou algebraick�e nad Q. Podle Pozn�amky 6.3(4)

je Q( 5
p
3; 7
p
11) = Q[ 5

p
3; 7
p
11] algebraick�e roz�s���ren��. Z toho plyne, �ze nap�r��klad pro

prvek � = 5 5
p
3 + 2 7

p
11 � 5

p
27 7
p
11 � 3 existuje polynom p 2 Q[x], jeho�z je �

ko�renem.

7. Rozkladov�a nadt�elesa a algebraick�y uz�av�er

C��lem t�eto sekce je jednak d�ukaz tvrzen�� o jednozna�cnosti existence rozkladov�ych
nadt�eles a pot�e konstrukce algebraick�eho uz�av�eru, tedy algebraick�eho roz�s���ren��, nad
n��m�z se v�sechny polynomy rozkl�adaj�� na ko�renov�e �cinitele.

Pozn�amka 7.1. Bud' T1 � U1 a T2 � U2 komutativn�� t�elesa, bud' f : T1 ! T2
izomor�smus a necht' � 2 U1 je algebraick�y prvek nad T1 a � 2 U2 je algebraick�y
prvek nad T2. Pak existuje takov�y izomor�smus g : T1(�) ! T2(�), �ze g(�) = � a
g(t) = f(t) pro v�sechna t 2 T1, pr�av�e kdy�z fx(m�) = m�.

D�ukaz. ()) Poznamenejme, �ze fx je podle Pozn�amky 5.3(3) izomor�smus okruh�u
T1[x] a T2[x], proto je fx(m�) ireducibiln��. D�ale jg(�)fx(m�) = jg(�)gx(m�) =
g(j�(m�)) = g(0) = 0 podle Pozn�amky 5.3(4), tedy � = g(�) je ko�renem polynomu
fx(m�) 2 T2[x] � U2[x]. Podle V�ety 6.1m�=fx(m�). Proto�ze je fx(m�) ireducibiln��
a monick�y, dost�av�ame nutn�e m� = fx(m�).

(() Sta�c�� si uv�edomit, �ze V�eta 6.1 zaru�cuje existenci izomor�sm�u

i� : T1[x]=(m�T1[x])! T1(�); i� : T2[x]=(m�T2[x])! T2(�)

a �ze izomor�smus fx indukuje podle p�redpokladu izomor�smus faktorov�ych okruh�u
fx : T1[x]=(m�T1[x]) ! T2[x]=(m�T2[x]), kde fx(p +m�T1[x]) = fx(p) +m�T2[x].
Slo�z��me-li izomor�smy dost�av�ame

T1(�) �= (T1[x])m�
�= (T2[x])m�

�= T2(�);

tedy m�ame izomor�smus g = i�fxi
�1
� . Nyn�� zb�yv�a spo�c��tat

g(t) = i�fxi
�1
� (t) = i�fx(tx

0 +m�T1[x]) = i�(f(t)x
0 +m�T2[x]) = f(t)

pro ka�zd�e t 2 T1 a podobn�e

g(�) = i�fxi
�1
� (�) = i�fx(x

1 +m�T1[x]) = i�(x
1 +m�T2[x]) = �:

�

V�eta 7.2. Necht' T1 a T2 jsou komutativn�� t�elesa, f : T1 ! T2 je izomor�smus a
necht' U1 je rozkladov�e nadt�eleso polynomu p 2 T1[x] a U2 je rozkladov�e nadt�eleso
polynomu fx(p) 2 T2[x]. Ozna�cme �1; : : : ; �n v�sechny ko�reny polynomu p v U1 a
�1; : : : ; �m v�sechny ko�reny polynomu fx(p) v U2. Potom n = m a existuje permutace
� a izomor�smus g : U1 ! U2 tak, �ze g(�i) = ��(i) pro i = 1; : : : ; n a g(t) = f(t)
pro v�sechna t 2 T1.
D�ukaz. Znovu si v�simn�eme, �ze fx je izomor�smus okruh�u T1[x] a T2[x]. Tvrzen��
dok�a�zeme indukc�� podle stupn�e k = deg p = deg fx(p). Proto�ze je rozkladov�e
nadt�eleso polynomu stupn�e 1 nad t�elesem T1 (T2) rovno T1 (T2) sta�c�� pro k = 1
polo�zit g = f .

P�redpokl�adejme, �ze tvrzen�� plat�� pro ka�zdou dvojici t�eles T1 a T2 a ka�zd�y po-
lynom stupn�e k � 1 nad t�elesem T1 a m�ejme polynom p 2 T1[x] � U1[x] stupn�e
k. Proto�ze �n 2 U1 je ko�renem p, minim�aln�� polynom m�n d�el�� p podle 6.1, a
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proto fx(m�n) d�el�� fx(p). Poznamenejme, �ze degm�n = deg fx(m�n) > 0 a �ze
rozklad na ireducibiln�� prvky je podle 3.5 a 3.3 v okruhu U2[x] jednozna�cn�y a�z na
asociovanost, proto existuje (ireducibiln�� polynom) x� �i, kter�y d�el�� fx(m�n), bez
�ujmy na obecnosti m�u�zeme p�redpokl�adat, �ze i = m. Pou�zijeme-li op�et V�etu 6.1,
vid��me, �ze je polynom fx(m�n) ireducibiln�� (nad T2) a monick�y, �m je jeho ko�ren
(nad U2), a proto fx(m�n) = m�m . Nyn�� podle 7.1 existuje izomor�smus t�eles
h : T1(�n) ! T2(�m), pro n�ej�z plat��, �ze h(�n) = �m a h(t) = f(t) pro v�sechna
t 2 T1. Z�arove�n m�u�zeme v okruhu T1(�n)[x] vyd�elit polynom p polynomem x��n,
tedy najdeme polynom q 2 T1(�n)[x] stupn�e k�1, pro kter�y p = (x��n)q, a tud���z
fx(p) = fx(x��n)fx(q) = (x��m)fx(q). Vyu�zijeme-li nyn�� induk�cn��ho p�redpokladu
pro t�elesa T1(�n) a T2(�m), jejich izomor�smus h a polynom q, dost�av�ame, �ze
n� 1 = m� 1, existuje permutace �0 na Sn�1 a takov�y izomor�smus g : U1 ! U2,
�ze g(�i) = ��(i) pro i = 1; : : : ; n� 1 a g(s) = h(s) pro v�sechna s 2 T1(�n). Z�rejm�e
tedy n = m, g(t) = h(t) = f(t) pro v�sechna s 2 T1 a g(�n) = �m. �

Pou�zijeme-li 7.2 pro f = Id dost�av�ame

D�usledek 7.3. Necht' T je komutativn�� t�eleso, p 2 T [x]. Pak existuje a�z na izo-
mor�smus pr�av�e jedno rozkladov�e nadt�eleso polynomu p.

De�nice. �Rekneme, �ze je komutativn�� t�eleso U algebraicky uzav�ren�e, jestli�ze se
ka�zd�y nenulov�y polynom p 2 U [x] rozkl�ad�a nad U na ko�renov�e �cinitele. Komutativn��
t�eleso U je algebraick�ym uz�av�erem t�elesa T , je-li U algebraicky uzav�ren�e t�eleso,
T � U , a �z�adn�e podt�eleso V t�elesa U , kter�e obsahuje podt�eleso T nen�� algebraicky
uzav�ren�e.

N�asleduj��c�� tvrzen�� dok�a�zeme za pou�zit�� mno�zinov�e teoretick�eho p�redpokladu
principu trans�nitn�� indukce, kter�y je ekvivalentn�� tak zvan�emu axiomu v�yb�eru:

V�eta 7.4. Necht' T je komutativn�� t�eleso. Pak existuje jeho algebraick�y uz�av�er U .

D�ukaz. M�ejme � n�ejak�e ordin�aln�� �c��slo (nebo indexujme p�rirozen�ymi �c��sly). Nejprve
si uv�edom��me, �ze sjednocen�� �ret�ezce t�eles

S
�<� U�, kde U� je podt�eleso U� pro

ka�zd�e � < �, m�a p�rirozen�e d�anu strukturu okruhu (operace jen st�ale roz�si�rujeme) a
je dokonce t�elesem (inverzn�� prvek k prvku t 2 U� najdeme u�z v U�). Zkonstruujeme
posloupnost do sebe za�razen�ych t�eles Ti � Ti+1, polo�zme T1 = T .

Ka�zd�e z t�eles Ti pro i > 1 p�ritom vytvo�r��me pomoc�� trans�nitn�� indukce. Opat�re-
me nejprve indexy � < �i v�sechny polynomy nad Ti stupn�e nejv�y�se i + 1, t.j.
fp�j � < �ig = fp 2 Ti[x]j deg p � i+ 1g. Polo�z��me Ti0 = Ti. M�ame-li de�nov�ano
t�eleso Ti� vezmeme jako t�eleso Ti�+1 pr�av�e rozkladov�e nadt�eleso polynomu p� 2
Ti[x] � Ti�[x] nad t�elesem Ti�. Je-li � limitn�� ordin�al polo�z��me Ti� =

S
�<� Ti�.

Kone�cn�e de�nujme Ti+1 =
S
�<�i

Ti�.

Nyn�� sta�c�� polo�zit U =
S
i2N Ti. Uk�a�zeme, �ze U je algebraicky uzav�ren�e. Je-

li p 2 U [x], pak existuje takov�e i, �ze jsou v�sechny koe�cienty p v Ti (p m�a jen
kone�cn�e mnoho r�uzn�ych koe�cient�u) a nav��c deg p � i + 1. To ov�sem znamen�a, �ze
se p rozkl�ad�a nad Ti+1 � U na ko�renov�e �cinitele.

Kone�cn�e poznamenejme, �ze algebraicky uzav�ren�a podt�elesa U tvo�r�� uz�av�erov�y
syst�em, proto je pr�unik v�sech algebraicky uzav�ren�ych podt�eles U obsahuj��c��ch T
hledan�ym algebraick�ym uz�av�erem. �

Podobn�ymi prost�redky jako u rozkladov�ych nadt�eles v D�usledku 7.3 se d�a za
pou�zit�� axiomu v�yb�eru dok�azat, �ze je algebraick�y uz�av�er komutativn��ho t�eleso ur�cen
a�z na izomor�smus jednozna�cn�e.
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P�r��klad 7.5. Je zn�am�ym faktem, �ze t�eleso komplexn��ch �c��sel je algebraick�ym
uz�av�erem t�elesa re�aln�ych �c��sel.

V�simn�eme si tak�e, �ze R nen�� algebraick�ym roz�s���ren��m t�elesa Q, proto�ze polynom�u
Q[x] je pouze spo�cetn�e mnoho a ka�zd�y m�a pouze kone�cn�e mnoho ko�ren�u, tedy v�sech
re�aln�ych ko�ren�u Q[x] je op�et pouze spo�cetn�e. Ov�sem mno�zina R spo�cetn�a nen��.

Algebraick�y uz�av�er t�elesa racion�aln��ch �c��sel najdeme jako maxim�aln�� algebraick�e
roz�s���ren�� Q v algebraicky uzav�ren�em t�elese C, co�z je podle p�redchoz�� �uvahy nutn�e
spo�cetn�a mno�zina.

8. �Uvod do Galoisovy teorie

C��lem t�eto kapitoly je �uvod do klasick�e Galoisovy teorie, kter�a popisuje vlast-
nosti roz�s���ren�� pomoc�� takzvan�ych Galoisov�ych grup. V n�asleduj��c�� kapitole posl�eze
pomoc�� p�rekladu vlastnost�� rozkladov�ych nadt�eles polynom�u do p�r��slu�sn�e Galoi-
sovy grupy dok�a�zeme, �ze pro polynomy stupn�e v�et�s��ho ne�z �cty�ri nemus�� existovat
�z�adn�y zp�usob jak pomoc�� obvykl�ych operac�� v t�elese a odmoc�nov�an�� vyj�ad�rit ko�reny
polynomu.

Nejprve de�nujme centr�aln�� pojem t�eto kapitoly.

De�nice. Necht' T � U je roz�s���ren�� komutativn��ch t�eles. Zobrazen�� � : U ! U je
T -izomor�smus, je-li to takov�y izomor�smus t�eles, �ze �(t) = t pro ka�zd�e t 2 T .
Grupu Gal(U=T ) v�sech T -izomor�sm�u U ! U budeme naz�yvat Galoisovou grupou.

Pozn�amka 8.1. Necht' T � U je roz�s���ren�� komutativn��ch t�eles, f 2 T [x], � 2
Gal(U=T ) a A = f� 2 U jf(�) = 0g.

(1) �jA je permutace na mno�zin�e A,
(2) jestli�ze S � U je rozkladov�e nadt�eleso polynomu f nad t�elesem T , pak

�(S) = S.

D�ukaz. (1) Sta�c�� si v�simnout, �ze pro ka�zd�e � 2 A m�ame 0 = �(0) = �(f(�)) =
f(�(�)), tedy �(�) 2 A. Proto�ze je � prost�e zobrazen�� a A je kone�cn�a mno�zina,
tvo�r�� �jA permutaci na mno�zin�e A.

(2) Jsou-li �1; : : : ; �n pr�av�e v�sechny ko�reny f v rozkladov�em nadt�elese V pak
podle (1) plat��, �ze

�(S) = �(T (�1; : : : ; �n)) = T (�(�1); : : : ; �(�n)) = T (�1; : : : ; �n) = S:

�

D�usledek 8.2. Pro ka�zd�e rozkladov�e nadt�eleso polynomu f 2 T [X] nad t�elesem T
existuje prost�y grupov�y homomor�smus grupy Gal(U=T ) do grupy permutac�� v�sech
r�uzn�ych ko�ren�u polynomu f , a tud���z i do grupy permutac�� Sdeg f .

P�r��klad 8.3. (1) Proto�ze je t�eleso komplexn��ch �c��sel C rozkladov�ym nadt�elesem
polynomu x2 + 1 nad R a tento polynomu m�a pr�av�e dva ko�reny i a �i, existuje
nejv��ce tolik homomor�sm�u Galoisovy grupy Gal(C=R), kolik existuje permutac��
na mno�zin�e fi;�ig. P�ritom snadno ov�e�r��me, �ze zobrazen�� id dan�e id(a+bi) = a�bi
pro a; b 2 R, je R-homomor�smus, proto Gal(C=R) = fid; idg �= Z2.

(2) Podobn�e je Q(
p
2) rozkladov�ym nadt�elesem polynomu x2� 2 nad Q, a proto

Gal(Q(
p
2=Q) = fid; 'g �= Z2, kde Q-izomor�smus '(a + b

p
2) = a � b

p
2 pro

a; b 2 Q.
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(3) Gal(Q( 3
p
2)=Q) = fidg, nebot' polynom x3 � 2, jeho�z je 3

p
2 ko�renem, m�a v

t�elese Q( 3
p
2) pouze tento ko�ren, zbyl�e dva jdou komplexn��.

De�nice. Necht' T � U je roz�s���ren�� komutativn��ch t�eles charakteristiky 0. �Rekne�-
me, �ze se jedn�a o Galoisovo roz�s���ren�� je-li U rozkladov�e nadt�eleso n�ejak�eho poly-
nomu z T [x], kter�y v U nem�a �z�adn�e v��cen�asobn�e ko�reny.

Pozn�amka 8.4. Rozkladov�e nadt�eleso libovoln�eho polynomu nad t�elesem charak-
teristiky 0 je v�zdy Galoisovo.

D�ukaz. Bud' U rozkladov�e nadt�eleso polynomu f 2 T [x] nad t�elesem T . Potom
existuje ireducibiln�� rozklad polynomu f = a

Q
im

�i
i v eukleidovsk�em oboru T [x],

kde a 2 T , �i 2 N, mi 2 T [x] jsou monick�e polynomy a mi 6= mj pro i 6= j. Z
ireducibility plyne, �ze pro i 6= j nemaj�� polynomy mi a mj v U �z�adn�y spole�cn�y
ko�ren, nebot' jde o minim�aln�� polynomy nad T ka�zd�eho jejich ko�renu, a nav��c �z�adn�y
z polynom�umi nem�a v��cen�asobn�y ko�ren, proto�ze degm0

i = degmi�1 � 0 a tud���zm0
i

a mi jsou nesoud�eln�e. To znamen�a, �ze polynom g =
Q

imi, kter�y m�a stejn�e ko�reny
jako f nem�a �z�adn�y v��cen�asobn�y ko�ren. Proto�ze je U z�rejm�e rozkladov�e nadt�eleso
polynomu g, jedn�a se o Galoisovo roz�s���ren�� t�elesa T . �

Nad�ale n�as budou zaj��mat p�redev�s��m Galoisovy grupy Galoisov�ych roz�s���ren��.
Nejprve si v�simn�eme, �ze pro hled�an�� rozkladov�ych nadt�eles ireducibiln��ch polynom�u
n�am mohou poslou�zit rozkladov�a nadt�elesa jin�ych polynom�u.

Pozn�amka 8.5. Necht' T � U je Galoisovo roz�s���ren�� komutativn��ch t�eles a m 2
T [x] ireducibiln�� polynom.

(1) Pro ka�zd�e dva ko�reny �; � 2 U polynomu m existuje takov�y homomor�smus
f 2 Gal(U=T ), �ze f(�) = f(�).

(2) Jestli�ze v U le�z�� n�ejak�y ko�ren m, pak se m rozkl�ad�a nad U na ko�renov�e
�cinitele.

D�ukaz. (1) M�u�zeme p�redpokl�adat, �ze je m monick�y a tud���z se jedn�a pr�av�e o mi-
nim�aln�� polynom obou sv�ych ko�ren�u � i � nad t�elesem T . Tedy podle 6.1 existuje
takov�y T -izomor�smus ' : T (�) ! T (�), �ze '(�) = �. Nyn�� zb�yv�a, abychom
pou�zili V�etu 7.2 pro T1 = T (�), T2 = T (�) a U1 = U2 = U .

(2) Necht' je U rozkladov�e nadt�eleso polynomu f 2 T [x] nad t�elesem T a ozna�cme
V rozkladov�e nadt�eleso polynomu fm nad t�elesem T . Z�rejm�e T � U � V . Necht'

�; � 2 V jsou dva ko�reny polynomu m, z nich�z prvn�� le�z�� v U . Uk�a�zeme, �ze � 2 U .
Stejn�e jako v (1) dostaneme T -izomor�smus ' : T (�)! T (�), kter�y lze d��ky V�et�e
7.2 roz�s���rit na T -izomor�smus ~' 2 Gal(U=T ), pro kter�y ~'(�) = �. Ov�sem podle
8.1(2) m�ame ~'(U) = U a tud���z � = ~'(�) 2 U . �

Poznamenejme, �ze p�redchoz�� tvrzen�� slou�z�� jako u�zite�cn�y n�astroj p�ri v�ypo�ctu
Galoisov�ych grup.

Nyn�� vyslov��me �c�ast tak zvan�e Hlavn�� v�ety Galoisovy teorie, jej�� dal�s�� �c�asti, kter�e
popisuj�� jednozna�cnou korespondenci mezi Galoisov�ymi roz�s���ren��mi a norm�aln��mi
podgrupami Galoisovy grupy, nebudeme v n�asleduj��c��m pot�rebovat.

V�eta 8.6. Jsou-li T � U a U � V Galoisova roz�s���ren�� komutativn��ch t�eles, pak
Gal(V=U) je norm�aln�� podgrupa grupy Gal(V=T ) a plat��, �ze Gal(V=T )=Gal(V=U)
je izomorfn�� Gal(U=T ).
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D�ukaz. De�nujme zobrazen�� � : Gal(V=T ) ! Gal(U=T ) p�redpisem �(�) = �jU .
Potom podle 8.1(2) jde o korektn�e de�novan�e zobrazen��, je�z je podle V�ety 7.2 na.
Snadno nahl�edneme, �ze se jedn�a o grupov�y homomor�smus jeho�z j�adro je pr�av�e
mno�zina Gal(V=U). Nyn�� u�z z�av�er p�r��mo�ca�re plyne z 1. v�ety o izomor�smu pro
grupy. �

GrupaG(�) se naz�yv�a metabelovsk�a, pokud obsahuje takovou norm�aln�� podgrupu
N , �ze ob�e grupy G=N(�) i N(�) jsou komutativn��.

Pozn�amka 8.7. Necht' T je t�eleso charakteristiky 0, a a 2 T a U bud' rozkladov�e
nadt�eleso polynomu xn � a nad T . Pak Gal(U=T ) je metabelovsk�a a pro a = 1
dokonce komutativn��.

D�ukaz. Nejprve uva�zujme rozkladov�e nadt�eleso U polynomu xn� 1 nad t�elesem T .
Nad t�elesem charakteristiky 0 tvo�r�� mno�zina v�sech ko�ren�u polynomu xn � 1 grupu
�r�adu n, kter�a je podle V�ety 5.1 cyklick�a. Ozna�cme � n�ejak�y jej�� gener�ator. Potom
je ka�zd�y homomor�smus ' 2 Gal(U=T ) jednozna�cn�e ur�cen hodnotou '(�) a nav��c
'(�) 2 h�i, tedy existuje takov�e k 2 Zn, �ze '(�) = �k. Vezmeme-li nyn�� pro
'; 2 Gal(U=T ) �c��sla k; l 2 Zn, pro n�e�z '(�) = �k a  (�) = �l a jejich�z existenci
jsme pr�av�e dok�azali, pak

' (�) = '(�l) = �kl =  (�k) =  '(�);

a proto ' =  ', tedy Gal(U=T ) je komutativn�� grupa.
Nyn�� uva�zujme rozkladov�e nadt�eleso U polynomu xn�a nad t�elesem T a ozna�cme

� n�ejak�y ko�ren polynomu xn � a. Vid��me, �ze ��k, k 2 Zn, jsou pro gener�ator �
cyklick�e grupy h�i v�sech ko�ren�u polynomu xn � 1 pr�av�e v�sechny ko�reny polynomu
xn � a. Polo�zme U = T (�) a V = U(�) = T (�; �). Pak T � U a U � V jsou
Galoisova roz�s���ren�� a z V�ety 8.6 dost�av�ame izomor�smus Gal(V=T )=Gal(V=U) �=
Gal(U=T ). U�z jsme dok�azali, �ze je Gal(U=T ) komutativn��, zb�yv�a dok�azat, �ze je
komutativn�� i grupa Gal(V=U). Tentokr�at vid��me, �ze je ka�zd�y homomor�smus ' 2
Gal(V=U) jednozna�cn�e ur�cen hodnotou '(�) a nav��c '(�) je op�et ko�ren polynomu
xn � a, tedy existuje �c��slo k 2 Zn, �ze '(�) = ��k. Vezmeme-li si tedy '; 2
Gal(V=U) dostaneme �c��sla k; l 2 Zn, pro n�e�z �ze '(�) = ��k a  (�) = ��l a plat��

' (�) = '(��l) = ��k+l =  (��k) =  '(�);

a proto ' =  ' a grupa Gal(V=U) je obdobn�e jako grupa Gal(U=T ) komutativn��.
�

Nahl�edn�eme smysl p�redchoz��ho tvrzen�� na dvou p�r��kladech.

P�r��klad 8.8. (1) Necht' p je prvo�c��slo. Proto�ze jsou v�sechny ko�reny polynomu

xp � 1 mocniny ko�renu e
2�
p , je Q(e

2�
p ) rozkladov�e nadt�eleso polynomu xp � 1 nad

Q. Ka�zd�y Q-izomor�smus z Galoisovy grupy Gal(Q(e
2�
p )=Q) je tedy ur�cen obrazem

ko�renu e
2�
p na ostatn�� ko�reny e

2�k
p , tedy z �uvah p�redchoz��ho d�ukazu vid��me, �ze je

Gal(Q(e
2�
p )=Q) izomorfn�� podgrup�e grupy Z�p(�), co�z je cyklick�a grupa �r�adu p� 1,

tedy i Gal(Q(e
2�
p )=Q) je cyklick�a. Kdybychom dok�azali, �ze je polynom cyklotomick�y

polynom xp�1
x�1 =

Pp�1
i=0 x

i ireducibiln�� nad Q (co�z opravdu plat��, ale d�ukaz zde

uv�ad�et nebudeme), pak bychom d��ky 8.5(1) dostali dokonce grupov�y izomor�smus

Gal(Q(e
2�
p )=Q) �= Zp�1.
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(2) Ozna�cme U = Q( 3
p
2; e

2�
3 ). Nen�� t�e�zk�e nahl�ednout, �ze je U pr�av�e rozkladov�e

nadt�eleso polynomu x3 � 2 nad Q, kter�e m�a pr�av�e t�ri r�uzn�e komplexn�� ko�reny. To
znamen�a, �ze je Gal(U=Q) izomorfn�� n�ejak�e podgrup�e grupy permutac�� S3. Z�rejm�e
fid; idg � Gal(U=Q). Uv�edom��me-li si, �ze x3�2 je v Q[x] ireducibiln��, a proto podle

8.5(1) existuj�� homomor�smy '1; '2 2 Gal(U=Q), pro n�e�z 'j(
3
p
2) = 3

p
2e

2�j

3 , na�sli
jsme �cty�ri r�uzn�e prvky Gal(U=Q) a tud���z je podle Lagrangeovy v�ety Gal(U=Q) �= S3.

9. Abelova-Ruffiniho v�eta

Nyn�� nejprve formalizujeme vlastnost polynomu, �ze jeho ko�reny nelze vyj�ad�rit
pomoc�� koe�cient�u a operac�� v t�elese spolu s odmocninami a pot�e vyslov��me verzi
Abelovy-Ru�niho v�ety, kter�a �r��k�a, �ze pro ka�zd�e p�rirozen�e n � 5 existuj�� polynomy
stupn�e n s racion�aln��mi koe�cienty pro n�e�z neexistuje vzorec na v�ypo�cet ko�ren�u.

O grup�eG(�) �rekneme, �ze je �re�siteln�a, jestli�ze existuje takov�a posloupnost norm�al-
n��ch podgrup f1g = N0 � N1 � � � � � Nk = G grupy G(�), �ze je faktorov�a grupa
Ni=Ni�1(�) komutativn�� pro v�sechna i = 1; : : : ; k.

P�r��klad 9.1. (1) Ka�zd�a komutativn�� i metabelovsk�a grupa je �re�siteln�a.
(2) Permuta�cn�� grupy S3(�) a S4(�) jsou �re�siteln�e. Prvn�� je dokonce metabe-

lovsk�a, v druh�e sta�c�� uv�a�zit posloupnost norm�aln��ch podgrup

f1g � fid; (12)(34); (13)(24); (14)(23)g � A4 � S4:

(3) Grupa S5(�) (stejn�e jako v�sechny ostatn�� grupy Sn(�) pro n � 5) obsahuje
pouze t�ri norm�aln�� podgrupy f1g; A5 a S5, jak lze uk�azat element�arn��mi prost�redky.
A proto�ze A5(�) z�rejm�e nen�� komutativn�� grupa, nem�u�ze b�yt S5(�) �re�siteln�a.

D�ukaz n�asleduj��c��ho z�akladn��ch fakt�u z pokro�cilej�s�� teorie grup z �casov�ych d�uvod�u
vynech�ame (Poznamenejme, �ze jejich d�ukaz nen�� p�r��li�s t�e�zk�y a jsou k nalezen�� v
t�em�e�r ka�zd�e u�cebnici teorie grup).

Pozn�amka 9.2. Je-li G(�) grupa a f1g = N0 � N1 � � � � � Nk = G posloupnost
jej��ch norm�aln��ch podgrup, pak je G(�) �re�siteln�a, pr�av�e kdy�z jsou grupy Ni=Ni�1(�)
�re�siteln�e pro v�sechna i = 1; : : : ; k.

Pozn�amka 9.3 (Cauchy). Je-li G(�) kone�cn�a grupa, jej���z �r�ad d�el�� prvo�c��slo p, pak
existuje prvek g 2 G �r�adu p tj. jhgij = p.

Je-li p prvo�c��slo, pak jsou v permuta�cn�� grup�e Sp prvky �r�adu p pr�av�e p-cykly.
�Rekneme, �ze polynom f 2 T [x] je �re�siteln�y v radik�alech nad t�elesem T , jestli�ze

existuje posloupnost roz�s���ren�� T = U0 � U1 � � � � � Un, pro n���z je Ui+1 rozkladov�e
nadt�eleso n�ejak�eho polynomu xni � ai pro ai 2 Ui nad t�elesem Ui pro v�sechna
i = 0; : : : ; n� 1, a rozkladov�e nadt�eleso polynomu f le�z�� v Un.

Poznamenejme, �ze je zn�am�ych faktem, �ze v�sechny komplexn�� polynomy stupn�e
nejv�y�se �cty�ri jsou �re�siteln�e v radik�alech nad podt�elesem generovan�ym jeho koe�ci-
enty (a p�r��slu�sn�e vzorce zn�ame nebo m�u�zeme naj��t v tabulk�ach).

Nejprve vyslov��me jedno technick�e pozorov�an��:

Pozn�amka 9.4. Je-li T t�eleso charakteristiky 0, T � U Galoisovo roz�s���ren�� a V
rozkladov�e nadt�eleso polynomu xn � a 2 U [x] nad t�elesem U . Pak existuje takov�e
roz�s���ren�� V �W , �ze T �W je Galoisovo roz�s���ren�� a Gal(W=U) je �re�siteln�a grupa.
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D�ukaz. Vezm�eme si n�ejak�y polynom f 2 T [x], jeho�z rozkladov�e nadt�eleso je pr�av�e
U , ozna�cme ma 2 T [x] minim�aln�� polynom prvku a nad T a polo�zme g := ma(x

n).
Nyn�� si ozna�cme W rozkladov�e nadt�eleso polynomu fg nad T . Proto�ze (x� a)=ma

plat��, �ze (xn � a)=g v oboru U [x], tud���z se polynom xn � a rozkl�ad�a nad t�elesem
W na ko�renov�e �cinitele.

Nyn�� pomoc�� 9.2 dok�a�zeme, �ze je grupa Gal(W=U) �re�siteln�a. D�r��v ne�z sestroj��me
posloupnost roz�s���ren�� jejich�z Galoisovy grupy budou tvo�rit �re�siteln�e norm�aln�� pod-
grupy grupy Gal(W=U), v�simneme si, �ze je ko�ren ireducibiln��ho polynomu ma 2
T [x] obsa�zen v Galoisov�e roz�s���ren�� U , co�z podle 8.5 znamen�a, �ze se ma nad U
rozkl�ad�a na ko�renov�e �cinitele. Ozna�cme tyto ko�reny �1; : : : ; �k 2 U , tedy ma =Q

i(x � �i) a tud���z g =
Q

i(x
n � �i) 2 U [x]. Nyn�� indukc�� de�nujme podt�eleso

Wi t�elesa W podm��nkou, �ze W0 = U a Wi je pr�av�e rozkladov�e nadt�eleso poly-
nomu xn � �i nad t�elesem Wi�1 pro i = 1; : : : ; k. Nyn�� vid��me, �ze se polynom fg
nad t�elesem Wk rozkl�ad�a na ko�renov�e �cinitele, d�ale �ze roz�s���ren�� Wi je rozkladov�e
nadt�eleso polynomu g =

Q
j�i(x

n��j) nad U , tedy U �Wi je Galoisovo roz�s���ren��

a �ze podle 8.7 je Gal(Wi=Wi�1) �re�siteln�a. Pou�zijeme-li nyn�� opakovan�e V�etu 8.6,
dost�av�ame, �ze v�sechny grupy v �ret�ezci

Gal(W=Wk) � Gal(W=Wk�1) � � � � � Gal(W=W1) � Gal(W=W0) =� Gal(W=U)

jsou norm�aln�� pogrupy grupy Gal(W=U) a d�ale, �ze

Gal(Wi=Wi�1) �= Gal(W=Wi�1)=Gal(Wi=Wi):

To podle 9.2 u�z nutn�e znamen�a, �ze je grupa Gal(W=U) �re�siteln�a. �

V�eta 9.5. Je-li T t�eleso charakteristiky 0 a V rozkladov�e nadt�eleso polynomu f 2
T [x] nad T , pak jGal(V=T )j = [V : T ] a je-li polynom f �re�siteln�y v radik�alech nad
T , pak je grupa Gal(V=T ) �re�siteln�a.

D�ukaz. Nejprve si v�simn�eme, �ze T � V je podle 6.3(4) roz�s���ren�� kone�cn�eho stupn�e.
D�ale dok�a�zeme, �ze existuje prvek 
 2 V , pro kter�y T (
) = V .

Budeme ke sporu p�redpokl�adat, �ze existuje takov�a dvojice prvk�u �; � 2 V , �ze
T (�; �) 6� T (
) pro v�sechna 
 2 V . Ozna�cme m� a m� minim�aln�� polynomy prvk�u
� a beta nad T . Podle 8.5(2) se oba polynomym� im� rozkl�adaj�� nad V na ko�renov�e
�cinitele, ozna�cme �1; : : : ; �a 2 V v�sechny ko�reny m� a �1; : : : ; �b 2 V v�sechny
ko�renym� . Proto�ze existuje pro ka�zdou �ctve�rici i; j; k; l, pro n���z (i; j) 6= (k; l) nejv�y�se
jedno �re�sen�� line�arn�� rovnice �i+x�j = �k+x�l a proto�ze je t�eleso charakteristiky
0 nekone�cn�e, existuje takov�e t 2 T , �ze �i+ t�j 6= �k+ t�l pro (i; j) 6= (k; l). Zvolme
jedno takov�e t a polo�zme 
 := �+t� a p := m�(
�tx). Potom p(�) = 0 a p(�i) 6= 0
pro �i 6= �. Nyn�� vezm�eme monick�y nejv�et�s�� spole�cn�y d�elitel polynom�u p a m� v
oboru T (
)[x], ozna�cme ho q. Potom nutn�e x� � = q 2 T (
)[x], proto � 2 T (
), a
tud���z i � 2 T (
). Tedy T (�; �) � T (
), obdr�zeli jsme spor.

Vezm�eme tedy takov�e 
 2 V , �ze T (
) = V , a jeho minim�aln�� polynom m
 nad T .
Podle 8.5(2) se m
 rozkl�ad�a ve T na ko�renov�e �cinitele a podle 8.4 m
 nem�a �z�adn�e
v��cen�asobn�e ko�reny. Z�rejm�e je ka�zd�y T -homomor�smus z Gal(V=T ) ur�cen obrazem
prvku 
, ten se p�ritom mus�� zobrazit op�et na ko�ren polynomu m
 . Kone�cn�e podle
8.5(2) obraz prvku 
 na ka�zd�y ko�ren m
 lze roz�s���rit T -homomor�smus z Gal(V=T ),
co�z znamen�a, �ze

jGal(V=T )j = degm
 = [T (
) : T ] = [V : T ]:



ALGEBRA II PRO INFORMATIKY 25

Nyn�� p�redpokl�adejme, �ze je f �re�siteln�y v radik�alech nad T , a vezm�eme p�r��slu�snou
posloupnost roz�s���ren�� T = U0 � U1 � � � � � Un, pro n���z je Ui+1 rozkladov�e nadt�eleso
n�ejak�eho polynomu xni � ai nad t�elesem Ui pro ai 2 Ui, kde pro i = 1; : : : ; n, pro
n���z m�ame V � Un.

Zkonstruujeme nyn�� pomoc�� p�redchoz�� pozn�amky dv�e posloupnosti roz�s���ren��

T = V0 � V1 � � � � � Vn�1 � Vn;

T =W0 �W1 � � � � �Wn�1 � Vn

tak, aby platilo, �ze Ui � Vi � Wi, T � Wi bylo Galoisovo roz�s���ren�� a grupa
Gal(Wi=Wi�1) byla �re�siteln�a. K tomu ov�sem sta�c�� vz��t V0 =W0 := U0 = T , a d�ale
Vi jako rozkladov�e nadt�eleso polynomu xni � ai nad t�elesem Wi�1 a kone�cn�e Wi

jako t�eleso, jeho�z existenci (a pot�rebn�e vlastnosti) n�am zaru�cuje Pozn�amka 9.4.
Nyn�� zb�yv�a podobn�e jako v p�redchoz�� pozn�amce vyu�z��t V�etu 8.6 a Pozn�amku

9.2, podle nich�z jsou v�sechny norm�aln�� podgrupy Gal(Wn=Wi) grupy Gal(Wn=T )
�re�siteln�e, a proto je �re�siteln�a i grupa Gal(Wn=T ).

Kone�cn�e Gal(V=T ) �= Gal(Wn=T )=Gal(Wn=V ) je podle 9.2 rovn�e�z �re�siteln�a, �c��m�z
jsme dokon�cili d�ukaz. �

Pro �uplnost poznamenejme, �ze lze dok�azat i obr�acenou implikace z p�redchoz��
v�ety.

Platnost n�asleduj��c��ho tvrzen�� jsme prov�e�rili pro n = 2 a 3 v P�r��kladech 8.3 a
8.8:

Pozn�amka 9.6. Bud' p prvo�c��slo a f 2 Q[x] ireducibiln�� polynom stupn�e p, kter�y
m�a p� 2 re�aln�ych a 2 imagin�arn�� ko�reny. Je-li U rozkladov�e nadt�eleso polynomu f
nad Q, pak Gal(U=Q) �= Sp.

D�ukaz. Nejprve si v�simn�eme, �ze Q-izomor�smus id 2 Gal(U=Q) je pr�av�e transpo-
zice dvou komplexn��ch ko�ren�u. D�ale podle 9.5 a 6.2 plat�� pro ka�zd�y prvek � 2 U

jGal(U=Q)j = jU : Q(�)j � jQ(�) : Qj:
Vezmeme-li � 2 U jako ko�ren polynomu f , pak podle 6.3(3) jQ(�) : Qj = deg f = p,
a proto p=jGal(U=Q)j. To ov�sem podle 9.3 znamen�a, �ze existuje prvek Galoisovy
grupy Gal(U=Q) �r�adu p. Uv�edom��me-li si, �ze d��ky 8.2 je Gal(U=Q) je izomorfn��
podgrup�e symetrick�e grupy Sp a �ze libovoln�a transpozice a libovoln�y prvek �r�adu p,
tedy pr�av�e p-cyklus u�z celou grupu Sp generuj��, dost�av�ame z�av�er, �ze Gal(U=Q) �=
Sp. �

P�r��klad 9.7. M�ejme polynom f = x5 � 4x+ 2 2 Q[x]. Snadno spo�c��t�ame, �ze jeho

prvn�� derivace f 0 = 5x4 � 4 m�a pr�av�e dva re�aln�e ko�reny � 4

q
4
5 , pro kter�e m�ame

f(� 4

q
4
5 ) > 0 > f( 4

q
4
5 ), tud���z f m�a pr�av�e t�ri re�aln�e a dva komplexn�� ko�reny. D�ale si

uv�edomme, �ze reducibilita polynomu f by znamenala i reducibilitu t�eho�z polynomu
s koe�cienty upraven�ymi modulo 3 v oboru polynom Z3[x]. Ov�sem okam�zit�e vid��me,
�ze f � x5+2x+2 2 Z3[x] nem�a �z�adn�e ko�reny v Z3 a nap�r��klad hrubou silou bychom
rychle zjistili, �ze ho ned�el�� �z�adn�y polynom stupn�e 2 nad Z3[x], co�z znamen�a, �ze je
v okruhu Z3[x] a tud���z i v Q[x] ireducibiln��. Nyn�� n�am p�redchoz�� pozn�amka �r��k�a,
�ze je Galoisova grupa polynomu f , pr�av�e cel�a permuta�cn�� grupa Sp, a proto podle
Pozn�amky 8.7 a V�ety 9.5 polynom f nen�� �re�siteln�y v radik�alech.

P�redchoz�� p�r��klad ukazuje platnost n�asleduj��c�� klasick�e v�ety:
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V�eta 9.8 (Abel-Ru�ni). Pro ka�zd�e p�rirozen�e �c��slo n � 5 existuj�� racion�aln�� poly-
nomy stupn�e n kter�e nejsou �re�siteln�e v radik�alech nad t�elesem Q.

D�ukaz. Pro ka�zd�e n � 5 sta�c�� uv�a�zit polynom f = xn � 4xn�4 + 2xn�5 2 Q[x],
kter�y podle P�r��kladu 9.7 nen�� �re�siteln�y v radik�alech nad t�elesem Q. �

10. Kone�cn�a t�elesa po druh�e

Kone�cn�a t�elesa se n�am poda�rilo minul�y semestr zkonstruovat za p�redpokladu,
�ze existuj�� jist�e ireducibiln�� polynomy. V t�eto kapitole p�redvedeme obecn�e fun-
guj��c�� konstrukci op��raj��c�� se o ko�renov�a nadt�elesa polynom�u. Jej��m d�usledkem bude
i d�ukaz existence ireducibiln��ch polynom�u pot�rebn�ych ke standardn��mu ch�ap�an��
kone�cn�ych t�eles. Pozorov�an�� t�ykaj��c�� se jejich vlastnost�� vyu�zijeme pot�e v dal�s�� ka-
pitole k jejich algoritmick�emu nalezen��.

Platnost n�asleduj��c��ho pozorov�an�� jsme si z�c�asti uv�edomili u�z minul�y semestr.

Pozn�amka 10.1. Bud' T komutativn�� t�eleso (prvo�c��seln�e) kladn�e charakteristiky p,
a necht' n je p�rirozen�e �c��sla. De�nujme zobrazen�� fpn : T ! T p�redpisem fpn(a) =

ap
n

a mno�ziny P := fk� 1j k 2 Ng, kde k� 1 je sou�cet k kopi�� prvku 1 v t�elese T ,
a Q := ft 2 T j fpn(t) = tg. Pak P � Q � U jsou podt�elesa t�elesa T , P �= Zp a fpn

je P -homomor�smus.

D�ukaz. Nejprve uv�a�z��me, �ze fp : T ! T; fp(a) = ap je okruhov�y homomor�smus.
Okam�zit�e vid��me, �ze 0p = 0, 1p = 1, (a �b)p = ap �bp. D�ale (a+b)p =Pp

i=0

�
p
i

��(ai �
bp�i) = ap+bp, proto�ze p=

�
p
i

�
pro ka�zd�e i = 1; : : : ; p�1, tedyPp�1

i=1

�
p
i

��(ai �bp�i) =
0. Induk�cn��m argumentem zjist��me, �ze fpi = fpi�1fp je homomor�smus okruh�u
pro ka�zd�e kladn�e i, P�ritom se fpi chov�a identicky na P , nebot' fpi(1) = 1. Proto

(a + b)p
n

= fpn(a + b) = fpn(a) + fpn(b) = ap
n

+ bp
n

, podobn�e (�a)pn = �apn ,
(a � b)pn = ap

n � bpn a nap�r��klad p�r��m�ym v�ypo�ctem zjist��me, �ze (a�1)p
n

= (ap
n

)�1

pro ka�zd�e nenulov�e a.
M�ejme nyn�� a; b 2 Q, tj (ap

n

= a, bp
n

= b). Pak (a + b)p
n

= ap
n

+ bp
n

= a + b
a podobn�e (a � b)pn = ap

n � bpn = a � b, (�a)pn = �apn . Je-li nav��c a 6= 0, potom
(a�1)p

n

= (ap
n

)�1 = a�1. �c��m�z jsme ov�e�rili, �ze a + b; a � b;�a; a�1 2 Q. Proto�ze
0; 1 2 Q z�rejm�e, vid��me, �ze Q je podt�eleso t�elesa T .

Pomoc�� homomor�smu ' : Z ! T; '(z) = z � 1 a Prvn�� v�ety o izomor�smu
nahl�edneme, �ze P �= Z=pZ �= Zp, proto je P t�eleso �

V�eta 10.2. Necht' q 2 N. Pak existuje komutativn�� t�eleso o q prvc��ch, pr�av�e kdy�z
q = pn pro n�ejak�e prvo�c��slo p a p�rirozen�e �c��slo n. T�eleso o pn prvc��ch je izomorfn��
rozkladov�emu nadt�elesu polynomu xp

n � x nad Zp.

D�ukaz. ()) Vezmeme-li t�eleso T �r�adu q a polo�z��me P = fk � 1j k 2 Ng v��me z
10.1, �ze T m�a strukturu kone�cn�eho vektorov�eho prostoru nad P . Je-li n = dimP (T ),
dost�av�ame, �ze jT j = jP jn = pn.

(() Uk�a�zeme, �ze rozkladov�e nadt�eleso T polynomu xp
n � x nad Zp m�a pr�av�e

pn prvk�u. Proto�ze p ned�el�� pn � 1, nem�a polynom xp
n � x podle 4.7(3) �z�adn�y

v��cen�asobn�y ko�ren. T�eleso T tedy obsahuje aspo�n pn prvk�u. V d�usledku 10.1 je
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mno�zina Q = ft 2 T j tpn = tg podt�elesem, nav��c tp
n

= t pr�av�e kdy�z je t ko�ren
polynomu xp

n � x, tedy jQj = pn (op�et podle 4.7) a Q = T .
Vezmeme-li nyn�� libovoln�e t�eleso U o pn prvc��ch, pak pro ka�zd�e u 2 U n f0g

up
n�1 = 1 podle 2.6, a proto up

n

= u pro v�sechna u 2 U . Vyu�zijeme-li d�ale
10.1, dostaneme, �ze v�sechny prvky U jsou ko�renem polynomu xp

n � x nad t�elesem
P = fk � 1j k 2 Ng �= Zp, tedy U je rozkladov�e nadt�eleso polynomu xp

n � x nad
t�elesem P . Z�av�er potom plyne z 7.2 �

Jednozna�cn�e (a�z na izomor�smus) ur�cen�e t�eleso o pn prvc��ch se zpravidla zna�c��
GF (pn) (GF = Galois �eld) nebo Fpn .

Pozn�amka 10.3. Kone�cn�e komutativn�� t�eleso T obsahuje podt�eleso o q prvc��ch
pr�av�e tehdy, kdy�z q=jT j a q � 1=jT j � 1. Takov�e podt�eleso je pr�av�e jedno.

D�ukaz. ()) plyne z Lagrangeovy v�ety pou�zit�e pro grupy T (+) a T n f0g(�).
(() Podle 10.2 existuje takov�e prvo�c��slo p a p�rirozen�e �c��slo n jT j = pn, tedy

q = pk pro vhodn�e p�rirozen�e �c��slo k � n. D��ky 5.1 v��me, �ze T n f0g(�) je cyklick�a
grupa, a proto existuje jej�� jednozna�cn�e ur�cen�a podgrupa G �r�adu q � 1. Proto�ze
uq�1 = 1 pro ka�zd�e u 2 G, obsahuje mno�zina Q = G [ f0g pr�av�e v�sechny ko�reny
polynomu xp

n � x. Tedy Q = fu 2 T j uq = ug je podt�eleso o q prvc��ch d��ky 10.1.
Jeho jednozna�cnost plyne jednozna�cnosti volby grupy G. �

Pozn�amka 10.4. Necht' p je prvo�c��slo a k, n p�rirozen8 �c��sla a T t�eleso. Pak jsou
n�asleduj��c�� tvrzen�� ekvivalentn��:

(a) k=n v Z,
(b) (pk � 1)=(pn � 1) Z,

(c) (xq
k � x)=(xq

n � x) v T[x]

D�ukaz. (a))(b) Jestli�ze n = kd, snadno spo�c��t�ame, �ze pn � 1 = (pk � 1)
Pd�1

i=0 p
ik.

(b))(a) Necht' (pk � 1)=(pn � 1) a n = kd + r, kde 0 � r < k. V��me, �ze

pkd�1 = (pk�1)
Pd�1

i=0 p
ik, tedy (pk�1)=((pn�1)� (pkd�1)). Proto�ze (pn�1)�

(pkd�1) = pkd(pr�1) a �c��sla pk�1 a pkd jsou nesoud�eln�a, m�ame (pk�1)=(pr�1).
Ov�sem r < k, proto r = 0.

(b),(c) Pou�zijeme obdobn�y argument jako v d�ukazu (a),(b), je-li toti�z (qn �
1) = s(qk � 1),pak (xq

n � x) = x(xq
k�1 � 1)

Ps�1
i=0 x

i(qk�1). �

Spojen��m charakterizace kone�cn�ych t�eles 10.2 a dvou p�redchoz��ch technick�ych
pozorov�an�� uk�a�zeme, �ze konstrukce kone�cn�ych t�eles pomoc�� ireducibiln��ch polynom�u
zaveden�a v minul�em semestru bude v�zdy k dispozici.

V�eta 10.5. Pro ka�zd�e kone�cn�e komutativn�� t�eleso T a p�rirozen�e �c��slo n existuje
nad T ireducibiln�� polynom stupn�e n.

D�ukaz. Z 10.2 v��me, �ze jT j = pk pro vhodn�e p�rirozen�e k a �ze existuje t�eleso U ,
kter�e m�a pnk prvk�u. Nav��c (pk � 1)=(pnk � 1) podle 10.4, proto d��ky 10.3 a 10.2
obsahuje U podt�eleso izomorfn�� T , bez �ujmy na obecnosti m�u�zeme toto podt�eleso
s t�elesem T ztoto�znit. Nyn�� si sta�c�� uv�edomit, �ze U n f0g(�) je cyklick�a grupa, a
zvolit n�ejak�y gener�ator � grupy U n f0g. Prvek � je podle 6.3(3) algebraick�y a
U n f0g = h�i � T (�), proto T (�) = U a deg(m�) = [U : T ] = n podle 6.3(1),
kde m� je minim�aln�� polynom algebraick�eho prvku � nad T . Kone�cn�e m� je nad
T ireducibiln�� podle 6.1. �
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Pozn�amka 10.6. Necht' T je kone�cn�e komutativn�� t�eleso. Ka�zd�y ireducibiln�� poly-
nom stupn�e n z okruhu T[x] d�el�� polynom xjT j

n � x.

D�ukaz. Necht' m 2 T[x] ireducibiln�� polynom stupn�e n, bez �ujmy na obecnosti
m�u�zeme p�redpokl�adat, �ze jemmonick�y. Polo�zme q = jT j = pk pro vhodn�e prvo�c��slo
p a vhodn�e p�rirozen�e k a bud' U t�eleso o pkn prvc��ch. Podobn�e jako v d�ukazu 10.5
m�u�zeme bez �ujmy na obecnosti ztoto�znit t�eleso T s izomorfn��m podt�elesem t�elesa U ,
kter�e existuje podle 10.3. T�eleso U je podle 10.2 rozkladov�ym nadt�elesem polynomu
xq

n � x nejen nad t�elesem Fp, n�ybr�z i nad ka�zd�ym v�et�s��m podt�elesem, tedy i nad
t�elesem T . D�ale podle 5.5 je (T[x])m komutativn�� t�eleso o pkn prvc��ch, v n�em�z m�a
polynom m ko�ren. Proto�ze (T[x])m �= U a izomor�smus lze d��ky 7.2 vz��t tak, aby
byl na podt�elesech T identick�y, m�a m ko�ren v U , ozna�cme ho �. Snadno s pomoc��
6.1 nahl�edneme, �ze m je minim�aln��m polynomem prvku � nad t�elesem T , a proto�ze
je � ko�renem polynomu xq

n � x, m�ame m=(xq
n � x) v okruhu T[x]. �

V�eta 10.7. Necht' T je kone�cn�e komutativn�� t�eleso, d p�rirozen�e �c��slo a u 2 T[x]
ireducibiln�� polynom stupn�e n. Polo�zme q = jT j. N�asleduj��c�� tvrzen�� jsou ekviva-
lentn��:

(a) (xq
n � x)=(xq

d � x) v T[x],

(b) u=(xq
d � x) v T[x],

(c) n=d v Z.

D�ukaz. (a))(b) z 10.6 plyne, �ze u=(xq
n � x) a z tranzitivity relace = dost�av�ame

z�av�er.
(b))(c) Op�et uv�a�z��me, �ze rozkladov�e nadt�eleso U polynomu (xq

d � x) nad Fp
m�a podle 10.2 pr�av�e qd prvk�u a obsahuje jako podt�eleso t�eleso izomorfn�� T (a ta

m�u�zeme ztoto�znit) podle 10.3. Proto�ze u=(xq
d � x) existuje nad t�elesem U ko�ren

� 2 U polynomu u. To znamen�a, �ze je minim�aln�� polynom m� algebraick�eho prvku
� nad T asociov�an s polynomem u a tud���z [T (�) : T ] = degm� = deg u = n podle
6.3(1). Proto jT (�)j = qn, tedy (qn � 1)=(qd � 1) podle 10.3 a n=d d��ky 10.4.

(c),(a) Proto�ze q = pr pro vhodn�e p�rirozen�e r a prvo�c��slo p podle 10.2, m�ame
((pr)n � 1)=((pr)d � 1) , rn=rd d��ky 10.4, co�z z�rejm�e nast�av�a , n=d. �

Uv�a�z��me-li, �ze se pro ka�zd�e prvo�c��slo p polynom x(p
n)d � x 2 Fp[x] nad sv�ym

rozkladov�ym nadt�elesem U podle 4.7(3) rozkl�ad�a na r�uzn�e ko�renov�e �cinitele, tedy
na vz�ajemn�e neasociovan�e polynomy, nemohou b�yt vz�ajemn�e asociov�any ani �cleny

ireducibiln��ho rozkladu x(p
n)d � x v jak�emkoli podt�elese t�elesa U . D��ky p�redchoz��

v�et�e dostaneme:

D�usledek 10.8. Necht' p je prvo�c��slo, n p�rirozen�e �c��slo a q = pn. Pak polynom

xq
d � x je pr�av�e sou�cinem v�sech monick�ych ireducibiln��ch polynom�u nad t�elesem

GF (qd) v�sech stup�n�u k, kter�e d�el�� d.

P�r��klad 10.9. (1) Hled�ame-li nerozlo�ziteln�e polynomy ze F2[x] stupn�e 4, v��me z
10.6, �ze v�sechny mus�� d�elit polynom x16 � x, resp. x15 � 1. D�ale n�am 10.7 �r��k�a,
�ze nerozlo�ziteln�y polynom stupn�e k (� 4) d�el�� polynom x16 � x pr�av�e kdy�z k=4
(tj. pr�av�e kdy�z existuje podt�eleso �sestn�actiprvkov�eho t�elesa o 2k prvc��ch). Tud���z
polynom x16�x budou d�elit pr�av�e v�sechny nerozlo�ziteln�e polynomy stupn�e 1, 2 a 4.
Jedin�ym nerozlo�ziteln�ym polynomem stupn�e 2 nad t�elesem F2 je polynom x2+x+1.
Snadno spo�c��t�ame, �ze x16 � x = x(x� 1)(x2 + x+ 1)(x12 + x9 + x6 + x3 + 1), tedy
polynom x12+x9+x6+x3+1 u�z nutn�e mus�� b�yt sou�cinem v�sech nerozlo�ziteln�ych
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polynom�u stupn�e 4 (z�rejm�e existuj�� pr�av�e 3). Dopo�c��t�ame, �ze x12+x9+x6+x3+1 =
(x4 + x3 + x2 + x+ 1)(x4 + x3 + 1)(x4 + x+ 1).

(2) Proto�ze t�eleso o 27 prvc��ch obsahuje pouze vlastn�� podt�eleso o 2 prvc��ch (7
je toti�z prvo�c��slo), je polynom x128� x nad F2 sou�cinem pr�av�e v�sech ireducibiln��ch
polynom�u stupn�e 1 (takov�e jsou pr�av�e 2) a stupn�e 7. Proto nad F2 existuje pr�av�e
18 = 128�2

7 nerozlo�ziteln�ych polynom�u stupn�e 7.
(3) Spo�c��t�ame pomoc�� 10.7 neasociovan�e nerozlo�ziteln�e polynomy stupn�e �sest

nad t�elesem F3. V��me, �ze polynom x729 � x se rozkl�ad�a na sou�cin v�sech vz�ajemn�e
neasociovan�ych (maj�� toti�z r�uzn�e ko�reny) ireducibiln��ch polynom�u stupn�e k=6, tedy
rozklad x729 � x na ireducibiln�� �cinitele obsahuje pr�av�e polynomy stupn�e 1, 2, 3 a
6. Z�rejm�e m�ame pr�av�e 3 neasociovan�e ireducibiln�� polynomy stupn�e 1 a snadno
spo�cteme (nap�r. stejn�ym postupem pro polynom x9 � x), �ze existuj�� rovn�e�z 3
neasociovan�e neireducibiln�� polynomy stupn�e 2. Kone�cn�e pomoc�� rozkladu poly-
nomu x27 � x na nerozlo�ziteln�e polynomy (stejnou metodou) zjist��me, �ze existuje

a�z na asociovanost 8 = 27�(3�1)
3 neireducibiln��ch polynom�u stupn�e 3. Tedy snadno

dopo�c��t�ame, �ze neasociovan�ych ireducibiln��ch polynom�u stupn�e 6 nad F3 existuje

pr�av�e 116 = 729�(3�1+3�2+8�3)
6 .

11. Ireducibiln�� rozklad polynom�u

Nyn�� p�redvedeme algoritmus na ireducibiln�� rozklad polynom�u nad kone�cn�ymi
t�elesy, kter�y n�am d��ky D�usledku 10.8 umo�zn�� efektivn�e naj��t ireducibiln�� polynomy
dan�eho stupn�e n nad kone�cn�ym t�elesem �r�adu q jako ireducibiln�� faktory polynomu
xq

n � x.

De�nice. �Rekneme, �ze polynom f je bez �ctverc�u, jestli�ze neexistuje �z�adn�y takov�y
polynom g (nad t�ym�z t�elesem) kladn�eho stupn�e, aby g2=f . Je-li f =

Qn
i=1 f

i
i , kde

v�sechny polynomy fi jsou bez �ctverc�u, mluv��me o bez�ctvercov�em rozkladu polynomu
f .

Pozn�amka 11.1. Pro ka�zd�y polynom nad komutativn��m t�elesem existuje (a�z na
asociovanost jednozna�cn�y) bez�ctvercov�y rozklad.

D�ukaz. Bezprost�redn�� d�usledek 3.3 spolu s 3.5. �

Pozn�amka 11.2. Necht' T je komutativn�� t�eleso, f 2 T [x]. Pak je f bez �ctverc�u
pr�av�e kdy�z 1 je GCD(f; f 0).

D�ukaz. Jestli�ze f = g2h, pak podle 4.7(3) f 0 = g � (gh)0 + g0 � gh = g � ((gh)0 + g0h),
tedy g=f 0.

P�redpokl�adejme, �ze 1 nen�� GCD(f; f 0), tedy 4.7(2) existuje ireducibiln�� polynom
g, kter�y d�el�� f 0 i f , tj. f = g � a; f 0 = g � b. Proto�ze g � b = f 0 = (g � a)0 = g � a0+ g0 � a
a proto�ze g a g0 jsou nesoud�eln�e, dost�av�ame, �ze g=a a tedy g2=f . �

Bez�ctvercov�y rozklad polynomu nad t�elesem kladn�e charakteristiky

VSTUP: f 2 T [x] n T, pro p = charakteristika T
V�YSTUP: f1; : : : ; fk, pro kter�e f =

Qn
i=1 f

i
i je bez�ctvercov�y rozklad.

0. c1 := GCD(f; f 0); g1 :=
f
c1
; i := 1;

1. while deg(gi > 0) do fgi+1 := GCD(ci; gi); ci+1 :=
ci
gi
; fi :=

gi
gi+1

; i++g
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2. c := ci�1 =
P

i aix
i;

3. if deg c > 0 then (fp; f2p; : : : ) := zavolej rekurzivn�e algoritmus

pro vstup p
p
c =
P

i aipx
i;

4. return f1; f2; : : :

Pozn�amka 11.3. Algoritmus bez�ctvercov�eho rozklad polynomu nad t�elesem kladn�e
charakteristiky funguje spr�avn�e.

D�ukaz. Necht' f =
Qn

i=1 f
i
i je bez�ctvercov�y rozklad. Potom

f 0 = [
X
i=2pN

if 0if
i�1
i �

Y
j =2pN[fig

f jj ] � [
Y
i2pN

f ii ];

a proto

c1 = GCD(f; f 0) = [
Y
j =2pN

f j�1j ] � [
Y
i2pN

f ii ]:

Odtud dost�av�ame, �ze g1 =
Q

j =2pN fj a g2 =
Q

j�2;j =2pN fj .
Podobn�e nahl�edneme, �ze

ck = [
Y

j�k;j =2pN
f j�1j ] � [

Y
i2pN

f ii ]

a �ze gk =
Q

j�k;j =2pN fj . Odtud vid��me, �ze gk
hk

= fk pokud p ned�el�� p a gk
hk

= 1 v
opa�cn�em p�r��pad�e. Tedy na�sli jsme �cleny bez�ctvercov�eho rozkladu pro v�sechna i, je�z
nejsou d�elena �c��slem p. Nav��c po kone�cn�e kroc��ch dostaneme

cn = [
Y
i2pN

f ii ] =
X
i

aix
ip = (

X
i

aix
i)p:

Zbytek u�z plyne z rekurze algoritmus na polynom
P

i aix
i, kdy najdeme �cleny fi

bez�ctvercov�eho rozklad pro p=i, jestli�ze p2 ned�el�� i. �

Pozn�amka 11.4 (�C��nsk�a v�eta o zbytc��ch). M�ejme kone�cn�e komutativn�� t�eleso
T , navz�ajem nesoud�eln�e ireducibiln�� polynomy f1; : : : ; fn 2 T[x] a polo�zme f =Qn

i=1 fi. Pak je zobrazen�� ' : T[x]=fT [x] ! Qn
i=1 T [x]=fiT [x] dan�e p�redpisem

'([g]f ) = ([(g)modf1]; : : : [(g)modfn]) okruhov�y izomor�smus.

D�ukaz. Obdobn�y jako u �C��nsk�e v�ety o zbytc��ch pro okruh cel�ych �c��sel. �

V�eta 11.5. Bud' T kone�cn�e komutativn�� t�eleso a f monick�y bez�ctvercov�y polynom.
Ozna�cme V = T [x]=fT [x] a W = fu 2 V j ujT j = ug.

(1) V je vektorov�y prostor nad t�elesem T a W jeho podprostor.
(2) Je-li f sou�cinem k ireducibiln��ch polynom�u, pak dimTW = k.
(3) Je-li [u]f 2W a 1 � deg u � deg f , potom f =

Q
s2T GCD(u� s; f).

(4) Je-li [u1]f : : : [uk]f b�aze vektorov�eho prostoru W a g a h dva neasociovan�e
ireducibiln�� faktory f, potom existuje takov�e i � k a s 2 T , �ze g d�el�� (wi�s)
a h ned�el�� (wi � s).

D�ukaz. (1) V je komutativn�� grupou s p�rirozen�e de�novan�ym n�asoben��m skal�arem,
o n�em�z snadno nahl�edneme, �ze tvo�r�� na V strukturu vektorov�eho prostoru. Abychom
dok�azali, �ze je W jeho podprostor, sta�c�� podobn�e jako v 10.1 vyu�z��t toho, �ze zob-
razen�� u! ujT j tvo�r�� endomor�smus na T [x] a tedy i na V = T [x]=fT [x]. Ov�sem z
10.2 plyne, �ze tjT j = t pro ka�zd�e t 2 T a (a+b)p = ap+bp, kde a; b 2 T [x] a jT j = pn

pro prvo�c��slo p, proto�ze je p charakteristika okruhu T [x], tud���z i (a+b)p
n

= ap
n

+bp
n

.
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(2) Bud' f = f1 � � � � � fk rozklad f na monick�e ireducibiln�� polynomy a ozna�cme
Vi = T [x]=fiT [x] a Wi = fu 2 Vij ujT j = ug. Podle 11.4 je zobrazen�� ' :

V !Qk
i=1 Vi dan�e p�redpisem '([v]f ) = ([(v)mod f1]; : : : [(v)mod fn]) izomor�smus

okruh�u (a z�rejm�e i vektorov�ych prostor�u) V a
Qk

i=1 Vi. Vid��me, �ze '(W ) �Qk
i=1Wi

(�Qk
i=1 Vi). Proto�ze d�ale pro ka�zd�e (w1; : : : ; wk) 2

Qk
i=1Wi, existuje vzor w 2 V ,

tj. '(w) = (w1; : : : ; wk), p�ri�cem�z '(w
jT j) = (w

jT j
1 ; : : : ; w

jT j
k ) = (w1; : : : ; wk) = '(w),

tedy '(W ) =
Qk

i=1Wi. Kone�cn�e si v�simn�eme, �ze ka�zd�y okruh Vi je t�eleso aWi jeho
podt�eleso o nejv�y�se jT j prvc��ch d��ky 10.1 a z�arove�n je Wi nenulov�y vektorov�y jT j-
prostor, m�a tedy pr�av�e jT j prvk�u. T��m jsme ov�e�rili, �ze jW j = jQk

i=1Wij = jT jk,
proto je dimT (W ) = k.

(3) Vyu�zijeme-li faktu, �ze okruhy Wi jsou jT j-prvkov�a t�elesa a ' indukuje okru-

hov�y izomor�smus W a
Qk

i=1Wi, pro ka�zd�y prvek w 2 W dost�av�ame wjT j � w =Q
s2T (w � s) = 0, kde ztoto�zn��me prvky t�elesa T a rozkladov�e t�r��dy [sx0]f . Je-li

tedy [u]f = w 2W , plat��, �ze f=
Q

s2T (u�s), proto f=
Q

s2T GCD(u�s; f). Jeliko�z
jsou polynomy u�s a u�t pro t 6= s nesoud�eln�e, dost�av�ame

Q
s2T GCD(u�s; f)=f ,

a proto�ze jsou oba polynomy monick�e dost�av�ame dokonce rovnost.
(4) Bez �ujmy na obecnosti odd�el��me nap�r��klad polynomy f1 a f2. Proto�ze ! =

([1]; [0]; : : : ; [0]) 2Qk
i=1Wi, existuje polynom w, pro n�ej�z [u] 2W a '([u]) = !. To

znamen�a, �ze f1=u�1 a f2=u, proto f2 ned�el�� u�1. Podle (3) plyne, �ze f1 ned�el�� u�s
pro �z�adn�e s 2 T n f1g, tedy a f1f2 ned�el�� u � s pro �z�adn�e s 2 T . P�redpokl�adejme
nyn��, �ze pro ka�zd�e i existuje takov�e si 2 T , �ze f1f2=(ui � si) a vezm�eme T -line�arn��

kombinaci u =
Pk

i=1 aiui. Potom f1f2=
Pk

i=1 ai(ui � si) = u �Pk
i=1 aisi, �c��m�z

dost�av�ame spor. Dok�azali jsme, �ze existuje takov�e i, �ze f1f2 ned�el�� (ui � s) pro
�z�adn�e s 2 T . Nyn�� zb�yv�a pomoc�� (3) zvolit s 2 T , pro n�ej�z f1=(ui � s). �

N�asleduj��c�� algoritmus vyu�z��v�a p�redchoz�� v�ety, konkr�etn�e nalezen�� b�aze vekto-
rov�eho prostoru W , k rozkladu bez�ctvercov�eho polynomu nad kone�cn�ym t�elesem:

Berlekamp�uv algoritmus

VSTUP: f 2 T [x] n T, bez �ctverc�u, kde T je kone�cn�e t�eleso.

V�YSTUP: g1; : : : ; gk, ireducibiln�� rozklad f.

0. n := deg f; q := jT j; Pn
i=1 qijx

i�1 := (xq(j�1)) mod f =
1. spo�c��tej b�azi (u1; : : : ; un) �re�sen�� soustavy rovnic (Q � In)u = 0,

kde u1 = (1; 0; : : : ; 0)T ;
2. i := 2; F := ffg
3. while jF j < n do fnahrad' ka�zd�e g 2 F netrivi�aln��mi faktory

rozkladu g =
Q

s2T GCD(ui � s; g); i++g
4. return F

Pozn�amka 11.6. Berlekamp�uv algoritmus funguje spr�avn�e.

D�ukaz. Plyne p�r��mo z V�ety 11.5. �

Na z�av�er poznamenejme, �ze n�am D�usledek 10.8 umo�z�nuje snadno formulovat
algoritmus je�st�e jednoho typu rozkladu polynomu, kter�y je u�zite�cn�y v jin�ych vari-
ant�ach ireducibiln�� faktorizace. Konkr�etn�e pro rostouc�� i > 0 budeme pro bez�ctver-

cov�y polynom f 2 T [x], kde q = jT j, po�c��tat polynomy hi := GCD(f; xq
i�x); f :=
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f
hi
, pak budou v�sechny ireducibiln�� faktory jednotliv�ych polynom�u hi v�zdy pr�av�e

stupn�e i.

12. Voln�e algebry

Na z�av�er cel�eho kurzu se vr�at��me k obecn�emu konceptu obecn�ych algeber dan�eho
typu a uk�a�zeme, �ze ka�zdou algebru m�u�zeme dostat faktorizac�� z�akladn��ho typu
algeber, jim�z se �r��k�a voln�e.

P�ripome�nme, �ze pro mno�zinu I, se zobrazen�� 
 : I ! N �r��k�a typ. Algebra
A(�ij i 2 I) je typu 
, pokud pro ka�zd�e i 2 I je �i pr�av�e 
(i)-�arn�� operac��.

De�nice. Bud' 
 : I ! N n�ejak�y typ, X mno�zina a necht' indexovan�a mno�zina
symbol�u operac�� f�ij i 2 Ig je disjunktn�� s X. De�nujme indukc�� posloupnost
mno�zin Wi:
W0 = f�ij i 2 I;
(i) = 0g [X a
Wn+1 = f(�i; w1; : : : ; w
(i))j i 2 I; wj 2Wn; 
(i) 6= 0g [Wn:
Polo�zme W
(X) =

S
n2NWn a de�nujme pro ka�zd�e i 2 I na mno�zin�e W
(X)


(i)-�arn�� operaci �i p�redpisem �i(w1; : : : ; w
(i)) = (�i; w1; : : : ; w
(i)). Potom alge-
bru W
(X)(�ij i 2 I) (typu 
) nazveme (absolutn�e volnou) algebrou term�u nad X
typu 
.

P�r��klad 12.1. Bud' X = fxg jednoprvkov�a mno�zina p��smen, I = f�g a 
(�) = 1,
tedy uva�zujeme jednu un�arn�� operaci. PotomW
(X) = fx; (��; x); (��; ��; x); : : : g,
proto je W
(X) nekone�cn�a.

Pozn�amka 12.2. Necht' 
 : I ! N0 n�ejak�y typ a X je mno�zina. Potom X generuje
algebru term�u W
(X)(�ij i 2 I).
D�ukaz. Dok�a�zeme indukc�� podle n, �ze Wn � hXi. Z�rejm�e W0 � hXi. Necht' Wn �
hXi. Vezmeme-li i 2 I, pro n�e�z 
(i) 6= 0, a w1; : : : ; w
(i) 2 Wn � hXi, pak
(�i; w1; : : : ; w
(i)) = �i(wi; : : : ; w
(i)) 2 hXi, proto Wn+1 � hXi. �

Pozn�amka 12.3. Bud' 
 : I ! N0 typ, X mno�zina a A(�ij i 2 I) algebra typu

. Pak pro ka�zd�e zobrazen�� ' : X ! A existuje pr�av�e jeden homomor�smus ' :
W
(X)! A tak, �ze 'jX = '.

D�ukaz. Budeme induktivn�e roz�si�rovat zobrazen�� ' na mno�ziny Wn. Nejprve de�-
nujme '0 :W0 ! A p�redpisem '0(x) = '(x) pro v�sechna x 2 X a '0(�i) = �i pro
v�sechna takov�a i, pro n�e�z 
(i) = 0. M�ame-li de�nov�ano 'n :Wn ! A roz�s���r��me ho
na 'n+1 : Wn+1 ! A 'n+1(�i; w1; : : : ; w
(i)) = �i('n(w1); : : : ; 'n(w
(i))), jestli�ze
i 2 I, 
(i) 6= 0 a w1; : : : ; w
(i) 2 Wn. Kone�cn�e polo�zme ' =

S
n 'n, Z konstrukce

je zjevn�e, �ze jde o jedinou mo�znou de�nici roz�si�ruj��c��ho homomor�smu. �

V�eta 12.4. Ka�zd�a algebra dan�eho typu 
 je homomorfn��m obrazem algebryW
(X)
pro n�ejakou mno�zinu X.

D�ukaz. Sta�c�� vz��t za X libovolnou mno�zinu gener�ator�u (nap�r��klad celou algebru) a
identitu na X roz�s���rit podle 12.3 na p�r��slu�sn�y homomor�smus. �

Pozn�amka 12.5. Necht' 
 je typ a X a Y mno�ziny. Pak je algebra term�u W
(X)
nad X izomorfn�� algeb�re term�u W
(Y ) nad Y pr�av�e tehdy, kdy�z existuje bijekce
mezi X a Y (tj. jXj = jY j).
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D�ukaz. ()) Vezm�eme n�ejak�y izomor�smus ' : W
(X) ! W
(Y ). Nejprve dok�a-
�zeme, �ze '(X) � Y . P�redpokl�adejme, �ze existuje x 2 X, pro kter�e '(x) = w 62 Y ,
tj. bud' existuje i 2 I, pro n�e�z 
(i) = 0 a w = �i nebo existuje n > 0, pro
n�e�z w 2 Wn n Wn�1. Prvn�� mo�znost je ov�sem ve sporu s prostotou ', proto�ze
'(x) = '(�i), a proto�ze w = �j(w1; : : : ; w
(j)) pro j 2 I a wk 2Wn�1, dost�av�ame

x = �j('
�1(w1); : : : ; '�1(w
(j))) 62 W0, co�z rovn�e�z nen�� mo�zn�e. Tedy '(X) � Y

a stejn�ym argumentem pro inverzn�� izomor�smus obdr�z��me '�1(Y ) � X, tud���z '
indukuje bijekci mezi X a Y

(() M�ame-li bijekci b : X ! Y m�u�zeme ji podle 12.3 roz�s���rit na homomor�smus
' : W
(X) ! W
(Y ) a jej�� inverz b�1 : Y ! X na homomor�smus  : W
(Y ) !
W
(X). Z jednozna�cnosti roz�s���ren�� identity na X resp. Y na endomor�smus na
W
(X), resp. W
(Y ) plyne, �ze ' = Id a  ' = Id, tedy ' je izomor�smus. �

13. Variety algeber

V posledn�� kapitole uk�a�zeme, �ze t�r��dy algeber spl�nuj��c��ch n�ejak�y syst�em rovnost��
lze charakterizovat pr�av�e jako t�r��dy uzav�ren�e na podalgebry, homomorfn�� obrazy a
sou�ciny.

P�ripome�nme de�nici sou�cinov�e algebry. M�ejme n 2 N, nepr�azdn�y syst�em mno�zin
Aj , j 2 J a syst�em n-�arn��ch operac�� �i na Aj . De�nujme operaci

Q
j2J �i naQ

j2J Aj vztahem

[
Y
j2J

�i(f1; : : : ; f
(i))](j) = �i(f1(j); : : : ; f
(i)(j));

kde fi 2
Q

j2J Aj .

Snadno nahl�edneme, �ze
Q

j2J Aj(
Q

j2J �ij i 2 I) op�et algebra typu 
 (mluv��me

o sou�cinu algeber), je-li Aj(�ij i 2 I) nepr�azdn�y syst�em algeber stejn�eho typu 
.

De�nice. Necht' 
 je typ a X je nekone�cn�a spo�cetn�a mno�zina. Identitou nazveme
libovolnou dvojici (u;w) 2W
(X)�W
(X). �Rekneme, �ze algebra A typu 
 spl�nuje
identitu (u;w), pokud pro ka�zd�y homomor�smus ' : W
(X)! A je '(u) = '(w).
T�r��du V algeber typu 
 nazveme varietou, existuje-li mno�zina identit M tak, �ze V
je tvo�rena pr�av�e v�semi algebrami typu 
 spl�nuj��c��mi v�sechny identity z M .

P�r��klad 13.1. 1) T�r��da v�sech grup tvo�r�� varietu (p�ritom tato varieta spl�nuje iden-
tity (x � (y � z); (x � y) � z), (x � 1; x), (1 � x; x) a (x � x�1; 1)).

2) T�r��da v�sech komutativn��ch grup tvo�r�� varietu (k identit�am grupy p�ribude je�st�e
komutativita: (x � y; y � x)).

3) T�r��da v�sech okruh�u tvo�r�� varietu.

V�eta 13.2 (Birkho�). T�r��da V algeber typu 
 je varieta pr�av�e tehdy, kdy�z je V
uzav�ren�a na v�sechny podalgebry, homomorfn�� obrazy a sou�ciny algeber z V.
D�ukaz. ()) Necht' V je varieta s mno�zinou identit M . Zvolme A 2 V a vezm�eme
n�ejakou podalgebru B algebry A. Ozna�cme i : B ! A inkluzi mno�zin a v�simn�eme
si, �ze je i homomor�smus. M�ame-li nyn�� (u;w) 2 M a libovoln�y homomor�smus
' : W
(X) ! B, pak i' je homomor�smus W
(X) do A, proto i'(u) = i'(w).
Ov�sem i je prost�e zobrazen��, tedy '(u) = '(w).

Nyn�� vezm�eme homomor�smus  : A ! B, kde op�et A 2 V, (u;w) 2 M a
homomor�smus ' : W
(X) !  (B). Pro ka�zd�e x 2 X de�nujme zobrazen�� � :
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X ! A podm��nkou �(x) 2  ('(x))�1. Zobrazen�� � m�u�zeme podle 12.3 roz�s���rit na
homomor�smus � : X !  (B), pro n�ej�z  � = '. Proto�ze �(u) = �(w), dost�av�ame
i '(u) =  �(u) = �(w) = '(w), tedy  (B) 2 V.

Kone�cn�e m�ejme syst�em algeber Aj 2 V, kde j 2 J , a homomor�smus ' :
W
(X) ! Q

j2J Aj a (u;w) 2 M . Ozna�cme �k :
Q

j2J Aj ! Ak pro ka�zd�e
2 J p�rirozenou projekci na k-tou slo�zku a v�simn�eme si, �ze se jedn�a o homomor�s-
mus. Proto�ze �k'(u) = �k'(w) pro ka�zd�e 2 J , je podle de�nice sou�cinu algeber
'(u) = '(w).

(() Vezm�eme mno�zinu v�sech identit M , kter�e spl�nuje ka�zd�a algebra a d�ale
ozna�cme U varietu v�sech algeber spl�nuj��c��ch M . Z�rejm�e V � U .

Nejprve zvolme libovolnou algebru A 2 U . D��ky 12.4 existuje mno�zina Y a ho-
momor�smus p : W
(Y )! A na celou algebru A. Uv�a�z��me mno�zinu R v�sech kon-
gruenc�� � na W
(Y ), pro n�e�z W
(Y )=� 2 V. Vid��me, �ze

Q
�2RW
(Y )=� 2 V podle

p�redpokladu a d�ale p�rirozen�e de�novan�e zobrazen��  :W
(Y )!
Q

�2RW
(Y )=� je

homomor�smus. Proto pro kongruenci �Y =
T
�2R � pomoc�� 1. v�ety o izomor�smu

dost�av�ame vztah W
(Y )=�Y = W
(Y )=ker  �=  (W
(Y )), tedy W
(Y )=�Y je
podalgebra sou�cinov�e algebry z V, tedy i W
(Y )=�Y 2 V a �Y je nejmen�s�� kongru-
ence na W
(Y ), pro n���z W
(Y )=�Y 2 V.

Nyn�� obm�enou uk�a�zeme, �ze �Y � ker p. Vezm�eme (a; b), aby platilo, �ze p(a) 6=
p(b) a necht' X je spo�cetn�a (sta�c�� samoz�rejm�e kone�cn�a) podmno�zina Y , kter�a ob-
sahuje v�sechna p��smena term�u z a a b. Proto�ze W
(X) � W
(Y ) a restrikce p na
W
(X) indukuje homomor�smus W
(X) ! A, identita (a; b) na A nen�� spln�ena,
proto existuje algebra B 2 V a takov�y homomor�smus f : W
(X) ! B, �ze
f(a) 6= f(b), kter�y m�u�zeme d��ky 12.3 roz�s���rit (na Y n X zobrazen�� dode�nujeme
libovoln�e) na homomor�smus f : W
(Y ) ! B. To znamen�a, �ze (a; b) 62 �Y a
inkluzi �Y � ker p t��m m�ame ov�e�renu.

Kone�cn�e pou�zit��m 1. v�ety o izomor�smu dost�av�ame, �ze A �= W
(Y )=ker p. Ta
je ov�sem izomorfn�� faktorov�e algeb�re algebry W
(Y )=�Y , konkr�etn�e d��ky 2. v�et�e o
izomor�smu m�ame

A �=W
(Y )=ker p �= (W
(Y )=�Y )=(ker p=�Y )

Proto z uzav�renosti V na faktory dost�av�ame, �ze A 2 V. �

Uv�edom��me-li si, �ze homomorfn�� obraz algebry je podle Prvn�� v�ety o izomor�smu
izomorfn�� faktoru p�uvodn�� algebry, dost�av�ame reformulaci Birkho�ovy v�ety:

D�usledek 13.3. T�r��da V algeber typu 
 je varieta pr�av�e tehdy, kdy�z je V uzav�ren�a
na v�sechny podalgebry, sou�ciny a faktorizaci.

P�r��klad 13.4. (1) T�r��da v�sech t�eles nen�� podle Birkho�ovy v�ety varietou, nebot'

sou�cin dvou t�eles (nap�r. Z2 � Z2) nen�� t�elesem.
(2) T�r��dy v�sech grup ch�apan�ych jako algebry typu (1; 1; 1), komutativn��ch grup,

�ci okruh�u jsou variety,proto�ze jsou uzav�ren�e na sou�ciny, podalgebry i homomorfn��
obrazy.


