
P�ISEMKY Z LINE�ARN�I ALGEBRY

�Uloha 1 (16.10). (cvi�cen�� od 14:00): Najd�ete v�sechna re�aln�a �re�sen�� soustavy rovnic
s matic��: 0

@ 2 1 1 1
??1

3 3 4 2
??3

�1 1 2 0
??1

1
A

(cvi�cen�� od 17:20): Najd�ete v�sechna re�aln�a �re�sen�� soustavy rovnic s matic��:0
@3 3 4 1

?? �1
2 2 3 �3

?? �3
1 1 1 4

?? 2

1
A

�Re�sen��. V obou p�r��padech si matici soustavy p�revedeme pomoc�� posloupnosti
ekvivalentn��ch �uprav do odstup�novan�eho tvaru.

(cvi�cen�� od 14:00):

0
@ 2 1 1 1

??1
3 3 4 2

??3
�1 1 2 0

??1

1
A �

0
@�1 1 2 0

??1
0 3 5 1

??3
0 6 10 2

??6

1
A �

0
@�1 1 2 0

??1
0 3 5 1

??3
0 0 0 0

??0

1
A

Vid��me, �ze pivoty se nach�az�� v prvn��ch dvou sloupc��ch, proto voln�a je t�ret�� a �ctvrt�a
prom�enn�a. Polo�z��me tedy x3 = s a x4 = t, kde s; t 2 R, dopo�c��t�ame zp�etnou
substituc�� prvn�� dv�e nezn�am�e x2 a x1:

3x2 + 5s+ t = 3) x2 = 1� 5

3
s� 1

3
t

�x1 + x2 + 2s = 1 ) x1 = �1 + (1� 5

3
s� 1

3
t) + 2s = 1

3
s� 1

3
t. To znamen�a, �ze

�re�sen�� jsou pr�av�e tvaru ( 1
3
s� 1

3
t; 1� 5

3
s� 1

3
t; s; t) pro libovoln�e s; t 2 R. Pop���seme

tedy mno�zinu v�sech �re�sen�� parametricky:

f

0
BB@
0
1
0
0

1
CCA+ s

0
BB@

1

3

� 5

3

1
0

1
CCA+ t

0
BB@
� 1

3

� 1

3

0
1

1
CCA j s; t 2 Rg:

(cvi�cen�� od 17:20):

0
@3 3 4 1

?? �1
2 2 3 �3

?? �3
1 1 1 4

?? 2

1
A �

0
@1 1 1 4

?? 2
0 0 1 �11

?? �7
0 0 1 �11

?? �7

1
A �

0
@1 1 1 4

?? 2
0 0 1 �11

?? �7
0 0 0 0

?? 0

1
A

Pivoty se nal�ezaj�� v prvn��m a t�ret��m sloupci a voln�a je tud���z druh�a a �ctvrt�a nezn�am�a.
Polo�zme x2 = s a x4 = t pro s; t 2 R a dopo�c��tejme zp�etnou substituc�� ostatn��
nezn�am�e x3 a x1:
x3 � 11t = �7) x3 = �7 + 11t
x1+s+x3+4t = 2) x1 = 2�s�x3�4t = 2�s� (�7+11t)�4t = 9�s�15t.

1



2 P�ISEMKY Z LINE�ARN�I ALGEBRY

Spo�c��tali jsme, �ze �re�sen�� jsou pr�av�e tvaru (9�s�15t; s;�7+11t; t) pro libovoln�e
s; t 2 R a m�u�zeme mno�zinu v�sech �re�sen�� vyj�ad�rit parametricky:

f

0
BB@

9
0
�7
0

1
CCA+ s

0
BB@
�1
1
0
0

1
CCA+ t

0
BB@
�15
0
11
1

1
CCA j s; t 2 Rg:

�

�Uloha 2 (23.10). (cvi�cen�� od 14:00): Najd�ete nad t�elesem Z7 v�sechna �re�sen�� sou-
stavy line�arn��ch rovnic s matic��0

@3 2 6 1
??5

4 5 1 6
??2

5 1 3 4
??6

1
A

a ur�cete kolik jich je.
(cvi�cen�� od 17:20): Najd�ete nad t�elesem Z5 v�sechna �re�sen�� soustavy line�arn��ch

rovnic s matic�� 0
@4 1 3 1

??1
2 3 0 4

??4
3 2 2 3

??3

1
A

a ur�cete kolik jich je.

�Re�sen��.

(cvi�cen�� od 14:00):
Nejprve uprav��me matici posloupnost�� element�arn��ch �uprav na odstup�novanou:0

@3 2 6 1
??5

4 5 1 6
??2

5 1 3 4
??6

1
A �

0
@3 2 6 1

??5
0 0 0 0

??0
0 0 0 0

??0

1
A

Sta�cilo tedy p�ri�c��st prvn�� �r�adek k druh�emu a trojn�asobek prvn��ho �r�adku k t�ret��mu.
Z��skali jsme jednu bazickou a t�ri voln�e prom�enn�e a nyn�� najdeme v�sechna �re�sen��
zp�etnou substituc�� pro volbu x2 = r, x3 = s a x4 = t. Proto�ze

3x1 + 2x2 + 6x3 + x4 = 5;

dost�av�ame

x1 = 3�1 � (5� 2r � 6s� t) = 5 � (5 + 5r + s+ 6t) = 4 + 4r + 5s+ 2t:

Zb�yv�a mno�zinu v�sech �re�sen�� parametricky popsat:

f

0
BB@
4
0
0
0

1
CCA+ r �

0
BB@
4
1
0
0

1
CCA+ s �

0
BB@
5
0
1
0

1
CCA+ t �

0
BB@
2
0
0
1

1
CCA j r; s; t 2 Z7g:

Vid��me, �ze �re�sen�� je pr�av�e 73 = 343. �

(cvi�cen�� od 17:20):
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Op�et uprav��me matici posloupnost�� element�arn��ch �uprav na odstup�novanou:0
@4 1 3 1

??1
2 3 0 4

??4
3 2 2 3

??3

1
A �

0
@1 4 2 4

??4
0 0 1 1

??1
0 0 1 1

??1

1
A �

0
@1 4 2 4

??4
0 0 1 1

??1
0 0 0 0

??0

1
A

Prvn�� �r�adek jsme nejprve vyn�asobili prvkem �1 = 4, pot�e p�ri�cetli trojn�asobek
prvn��ho �r�adku k druh�emu, dvojn�asobek prvn��ho �r�adku k t�ret��mu a nakonec jsme
ode�cetli dva shodn�e �r�adky. M�ame tedy jednu bazickou a t�ri voln�e prom�enn�e a nyn��
najdeme v�sechna �re�sen�� zp�etnou substituc�� pro volbu Polo�z��me x2 = s a x4 = t a
dopo�c��t�ame x3 + x4 = 1) x3 = 1� t = 1 + 4t a
x1+4x2+2x3+4x4 = 4) x1 = 4�4s�2(1+4t)�4t = 4+s+3+2t+t = 2+s+3t.
Zb�yv�a mno�zinu v�sech �re�sen�� parametricky popsat:

f

0
BB@
2
0
1
0

1
CCA+ s

0
BB@
1
1
0
0

1
CCA+ t

0
BB@
3
0
4
1

1
CCA j s; t 2 Z5g:

Vid��me, �ze �re�sen�� existuje pr�av�e 52 = 25. �

�Uloha 3 (30.10). (cvi�cen�� od 14:00): De�nujme zobrazen�� f : Z35 ! Z25 p�redpisem

f(v) =

�
3 1 2
4 1 1

�
� v. Najd�ete v�sechny vektory, pro kter�e

a) f(v) =

�
0
0

�
, b) f(v) =

�
1
1

�
, c) f(v) =

�
2
2

�
.

(cvi�cen�� od 17:20): Najd�ete nad t�elesem Z7 v�sechny maticeX spl�nuj��c�� maticovou

rovnici X �

0
@3 5
5 2
4 1

1
A =

�
2 1
5 4

�
.

�Re�sen��.

(cvi�cen�� od 14:00):

Polo�zmeA =

�
3 1 2
4 1 1

�
. Proto�ze vztah f(v) = b p�redstavuje soustavu line�arn��ch

rovnic, budeme pracovat s maticov�ym z�apisem soustav Av = b postupn�e pro vek-

tory prav�ych stran b =

�
0
0

�
;

�
1
1

�
;

�
2
2

�
. Pro v�sechny t�ri soustavy sta�c�� matici

lev�ych stran A upravit na odstup�novan�y tvar jen jednou. Z�arove�n s n�� uprav��me
stejn�ymi �r�adkov�ymi �upravami oba nenulov�e vektory prav�ych stran:�

3 1 2
??1 2

4 1 1
??1 2

�
�

�
1 2 4

??2 4
4 1 1

??1 2

�
�

�
1 2 4

??2 4
0 3 0

??3 1

�
:

Nyn�� nejprve zp�etnou substituc�� zjist��me, �ze mno�zina v�sech �re�sen�� homogenn�� sou-
stavy a) je tvaru ft � (1; 0; 1)T j t 2 Z5g. Proto�ze v��me, �ze ka�zd�e �re�sen�� nehomogenn��
soustavy je tvaru jedno �re�sen�� + �re�sen�� homogenn�� soustavy, zb�yv�a naj��t zp�etnou
substituc�� jedno �re�sen�� pro ob�e prav�e strany a volbu t�ret�� slo�zky 0. Snadno spo�cteme,
�ze v p�r��pad�e b) je �re�sen��m vektor (0; 1; 0)T a v p�r��pad�e c) vektor (0; 2; 0)T , proto
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jsou mno�ziny v�sech �re�sen�� tvaru

a) ft

0
@1
0
1

1
A j t 2 Z5g; b) f

0
@0
1
0

1
A+ t

0
@1
0
1

1
A j t 2 Z5g; c) f

0
@0
2
0

1
A+ t

0
@1
0
1

1
A j t 2 Z5g:

(cvi�cen�� od 17:20):
Nejprve poznamenejme, �ze hledan�a matice X mus�� b�yt typu 2 � 3. Polo�z��me-li

A =

�
3 5 4
5 2 1

�
, dost�av�ame pomoc�� transpozice rovnici A �XT =

�
2 5
1 4

�
. Tu lze

vyj�ad�rit jako dv�e soustavy rovnic s vektory nezn�am�ych x;y 2 Z37 obsa�zen�ych ve
sloupc��ch matice XT , tedy X = (x;y). �Re�s��me proto soustavy

Ax =

�
2
1

�
a Ay =

�
5
4

�
;

kter�e m�u�zeme zapsat do jedn�e matice s ob�ema vektory prav�ych stran vpravo a lev�e
strany budeme pot�e upravovat posloupnost�� element�arn��ch �uprav na odstup�novanou
matici: �

3 5 4
??2 5

5 2 1
??1 4

�
�

�
1 4 6

??3 4
5 2 1

??1 4

�
�

�
1 4 6

??3 4
0 3 6

??0 5

�
:

Nyn�� nejprve zp�etnou substituc�� dopo�c��t�ame mno�zinu v�sech �re�sen�� homogenn�� sou-
stavy s matic�� lev�ych stran A, j���z je ft �(2; 5; 1)T j t 2 Z7g. Proto�ze je mno�zina v�sech
�re�sen�� nehomogenn�� soustavy sou�ctem libovoln�eho vybran�eho �re�sen�� a v�sech �re�sen��
homogenn�� soustavy, zb�yv�a naj��t zp�etnou substituc�� jedno �re�sen�� pro ob�e prav�e
strany a volbu t�ret�� slo�zky 0. Snadno spo�cteme, �ze v p�r��pad�e vektoru nezn�am�ych x
je partikul�arn��m �re�sen��m vektor (3; 0; 0)T a v p�r��pad�e vektoru nezn�am�ych y je par-
tikul�arn��m �re�sen��m (2; 4; 0)T . To znamen�a, �ze po transponov�an�� vid��me, �ze rovnici
spl�nuj�� pr�av�e matice X z mno�ziny

f

�
3 0 0
2 4 0

�
+

�
2t 5t t

2s 5s s

�
j s; t 2 Z7g = f

�
3 + 2t 5t t

2 + 2s 4 + 5s s

�
j s; t 2 Z7g:

�

�Uloha 4 (13.11). (cvi�cen�� od 14:00): Je-li M =

0
@2 2 1
4 3 3
1 3 0

1
A najd�ete nad t�elesem

Z5 matici X, pro ni�z M �X = I3.

(cvi�cen�� od 17:20): Je-li N =

0
@2 3 4
4 4 2
2 1 2

1
A, najd�ete nad t�elesem Z5 matici X, pro

ni�z N �X = I3.
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�Re�sen��.

(cvi�cen�� od 14:00):
Budeme �re�sit t�ri soustavy rovnic se stejnou matic�� lev�ych stran

Mx =

0
@1
0
0

1
A ;My =

0
@0
1
0

1
A ;Mz =

0
@0
0
1

1
A

a hledanou matic�� sestav��me ze sloupc�u X = (x;y; z). V�sechny soustavy upravu-
jeme spole�cn�e v jedn�e roz�s���ren�e matici (MjI3) tak, abychom v lev�e �c�asti dostali
jednotkovou matici:0
@2 2 1

??1 0 0
4 3 3

??0 1 0
1 3 0

??0 0 1

1
A �

0
@1 3 0

??0 0 1
4 3 3

??0 1 0
2 2 1

??1 0 0

1
A �

0
@1 3 0

??0 0 1
0 1 3

??0 1 1
0 1 1

??1 0 3

1
A �

�

0
@1 3 0

??0 0 1
0 1 3

??0 1 1
0 0 3

??1 4 2

1
A �

0
@1 3 0

??0 0 1
0 1 0

??4 2 4
0 0 1

??2 3 4

1
A �

0
@1 0 0

??3 4 4
0 1 0

??4 2 4
0 0 1

??2 3 4

1
A :

Zjistili jsme, �ze X = (x;y; z) =

0
@3 4 4
4 2 4
2 3 4

1
A.

(cvi�cen�� od 17:20):
Abychom na�sli matici X = (x;y; z) spl�nuj��c�� rovnici N �X = I3, budeme pomoc��

jedin�e roz�s���ren�e matice (NjI3) �re�sit t�ri soustavy rovnic se stejnou matic�� lev�ych
stran

Nx =

0
@1
0
0

1
A ;Ny =

0
@0
1
0

1
A ;Nz =

0
@0
0
1

1
A :

Posloupnost�� element�arn��ch �r�adkov�ych �uprav p�revedeme (NjI3) na matici, v jej���z
prav�e �c�asti je jednotkov�a matice:0
@2 3 4

??1 0 0
4 4 2

??0 1 0
2 1 2

??0 0 1

1
A �

0
@1 4 2

??3 0 0
0 3 4

??3 1 0
0 3 3

??4 0 1

1
A �

0
@1 4 2

??3 0 0
0 3 4

??3 1 0
0 0 4

??1 4 1

1
A �

�

0
@1 4 0

??0 3 2
0 3 0

??2 2 4
0 0 1

??4 1 4

1
A �

0
@1 0 0

??4 2 0
0 1 0

??4 4 3
0 0 1

??4 1 4

1
A

Spo�c��tali jsme, �ze X = (x;y; z) =

0
@4 2 0
4 4 3
4 1 4

1
A. �

�Uloha 5 (20.11). (cvi�cen�� od 14:00): Ov�e�rte, �ze je matice A =

0
@0 2 1
5 3 6
1 0 5

1
A nad

t�elesem Z7 regul�arn�� a napi�ste ji jako sou�cin element�arn��ch matic.
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(cvi�cen�� od 17:20): Existuje-li, najd�ete LU rozklad matice B =

0
@5 6 3
3 1 2
1 1 0

1
A nad

t�elesem Z7.

�Re�sen��.

(cvi�cen�� od 14:00):
Nejprve p�revedeme matici A posloupnost�� element�arn��ch �uprav na jednotkovou

matici a �upravy vyj�ad�r��me pomoc�� n�asoben�� element�arn�� matic�� zleva. Upravujeme

A �

0
@
1 0 5

5 3 6

0 2 1

1
A
�

0
@
1 0 5

0 3 2

0 2 1

1
A
�

0
@
1 0 5

0 3 2

0 0 2

1
A
�

0
@
1 0 5

0 3 0

0 0 2

1
A
�

0
@
1 0 0

0 3 0

0 0 2

1
A
� I3

a dost�av�ame jednotkou matici jako sou�cin0
@
1 0 0

0 1 0

0 0 4

1
A
0
@
1 0 0

0 5 0

0 0 1

1
A
0
@
1 0 1

0 1 0

0 0 1

1
A
0
@
1 0 0

0 1 6

0 0 1

1
A
0
@
1 0 0

0 1 0

0 4 1

1
A
0
@
1 0 0

2 1 0

0 0 1

1
A
0
@
0 0 1

0 1 0

1 0 0

1
AA:

Odtud vid��me, �ze sta�c�� tento sou�cin element�arn��ch matic invertovat, abychom z��skali
hledan�y rozklad na element�arn�� matice A =0
@
0 0 1

0 1 0

1 0 0

1
A
0
@
1 0 0

5 1 0

0 0 1

1
A
0
@
1 0 0

0 1 0

0 3 1

1
A
0
@
1 0 0

0 1 1

0 0 1

1
A
0
@
1 0 6

0 1 0

0 0 1

1
A
0
@
1 0 0

0 3 0

0 0 1

1
A
0
@
1 0 0

0 1 0

0 0 2

1
A

:

(cvi�cen�� od 17:20):
Budeme maticiB upravovat posloupnost�� element�arn��ch �uprav na odstup�novanou

matici. P�r��pustn�e je pouze p�ri�c��t�an�� n�asobku v�y�se polo�zen�eho �r�adku k n���ze polo�zen�emu
�r�adku.

B �

0
@5 6 3
0 3 3
1 1 0

1
A �

0
@5 6 3
0 3 3
0 4 5

1
A �

0
@5 6 3
0 3 3
0 0 1

1
A

Odstup�novanou matici U =

0
@5 6 3
0 3 3
0 0 1

1
A dost�av�ame jako sou�cin

U =

0
@1 0 0
0 1 0
0 1 1

1
A �

0
@1 0 0
0 1 0
4 0 1

1
A �

0
@1 0 0
5 1 0
0 0 1

1
A �B:

To znamen�a, �ze pro matici

L =

0
@1 0 0
5 1 0
0 0 1

1
A
�1

�

0
@1 0 0
0 1 0
4 0 1

1
A
�1

�

0
@1 0 0
0 1 0
0 1 1

1
A
�1

=

0
@1 0 0
2 1 0
0 0 1

1
A �

0
@1 0 0
0 1 0
3 0 1

1
A �

0
@1 0 0
0 1 0
0 6 1

1
A =

0
@1 0 0
2 1 0
3 6 1

1
A ;

plat�� rovnost B = L �U. Na�sli jsme LU-rozklad B =

0
@1 0 0
2 1 0
3 6 1

1
A �

0
@5 6 3
0 3 3
0 0 1

1
A. �
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�Uloha 6 (27.11). (cvi�cen�� od 14:00): Rozhodn�ete, zda je line�arn�e z�avisl�a �ci nez�avisl�a

posloupnost vektor�u X = (

0
BB@
3
2
3
4

1
CCA ;

0
BB@
2
1
3
4

1
CCA ;

0
BB@
4
1
1
1

1
CCA ;

0
BB@
3
4
2
4

1
CCA) aritmetick�eho vektorov�eho

prostoru Z45 nad t�elesem Z5.
(cvi�cen�� od 17:20): Rozhodn�ete, zda je line�arn�e z�avisl�a �ci nez�avisl�a posloupnost

vektor�u X = (

0
BB@
0
2
3
5

1
CCA ;

0
BB@
2
6
3
4

1
CCA ;

0
BB@
5
1
0
1

1
CCA ;

0
BB@
5
3
6
4

1
CCA) aritmetick�eho vektorov�eho prostoru Z47

nad t�elesem Z7.

�Re�sen��.

(cvi�cen�� od 14:00):
M�ame zjistit, zda existuje netrivi�aln�� line�arn�� kombinace vektor�u posloupnostiX,

jej��m�z v�ysledkem bude nula. Maticov�e to znamen�a ot�azku, zda je hodnost matice,
kde tyto vektory sep���seme do sloupc�u men�s�� ne�z �cty�ri. Sestav��me tedy matici a tu
�r�adkov�e upravujeme

0
BB@
3 2 4 3
2 1 1 4
3 3 1 2
4 4 1 4

1
CCA �

0
BB@
3 2 4 3
0 3 0 2
0 1 2 4
0 3 4 0

1
CCA �

0
BB@
3 2 4 3
0 3 0 2
0 0 2 0
0 0 4 3

1
CCA �

0
BB@
3 2 4 3
0 3 0 2
0 0 2 0
0 0 0 3

1
CCA :

Zjistili jsme, �ze hodnost matice je 4, neexistuje tud���z �z�adn�e netrivi�aln�� �re�sen��
soustavy a posloupnost X je line�arn�e nez�avisl�a.

(cvi�cen�� od 17:20):
Pot�rebujeme zjistit, zda jedinou line�arn�� kombinac�� vektor�u posloupnosti X,

jej��m�z v�ysledkem je nula, je kombinace trivi�aln��. Maticov�e to znamen�a ot�azku, zda
je hodnost matice, kde tyto vektory sep���seme do sloupc�u je �cty�ri. Sestav��me matici
a tu �r�adkov�e upravujeme

0
BB@
0 2 5 5
2 6 1 3
3 3 0 6
5 4 1 4

1
CCA �

0
BB@
2 6 1 3
0 2 5 5
0 1 2 5
0 3 2 0

1
CCA �

0
BB@
2 6 1 3
0 3 2 0
0 0 6 5
0 0 6 5

1
CCA �

0
BB@
2 6 1 3
0 3 2 0
0 0 6 5
0 0 0 0

1
CCA

Zjistili jsme, �ze hodnost matice je 3, tud���z existuje netrivi�aln�� �re�sen�� soustavy a
posloupnost X je line�arn�e z�avisl�a.

�
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�Uloha 7 (4.12). (cvi�cen�� od 14:00): Najd�ete b�azi podprostoru

U = h

0
BBBB@

5
2
4
6
1

1
CCCCA ;

0
BBBB@

6
1
2
3
4

1
CCCCA ;

0
BBBB@

3
1
2
1
5

1
CCCCA ;

0
BBBB@

4
4
1
1
4

1
CCCCA ;

0
BBBB@

3
2
5
1
1

1
CCCCAi

aritmetick�eho vektorov�eho prostoru Z57 nad nad t�elesem Z7 a dopl�nte ji na b�azi
line�arn��ho prostoru Z57.

(cvi�cen�� od 17:20): Uva�zujte posloupnost vektor�u

Y = (

0
BBBB@

3
0
2
1
1

1
CCCCA ;

0
BBBB@

2
0
1
�1
2

1
CCCCA ;

0
BBBB@

3
0
1
�4
5

1
CCCCA ;

0
BBBB@

2
0
1
1
1

1
CCCCA)

a podprostor V = hY i aritmetick�eho vektorov�eho prostoru Q5 nad nad t�elesem Q.
Ur�cete dimenzi V , vyberte z Y b�azi U a dopl�nte ji na b�azi line�arn��ho prostoru Q5.

�Re�sen��.

(cvi�cen�� od 14:00):
Se�rad��me si vektory generuj��c�� podprostor U do �r�adk�u matice a tu uprav��me na

odstup�novanou:

0
BBBB@

5 2 4 6 1
6 1 2 3 4
3 1 2 1 5
4 4 1 1 4
3 2 5 1 1

1
CCCCA �

0
BBBB@

1 6 5 4 3
0 0 0 0 0
0 4 1 3 3
0 1 2 6 6
0 5 4 3 6

1
CCCCA �

0
BBBB@

1 6 5 4 3
0 1 2 6 6
0 0 1 1 4
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

1
CCCCA

Nenulov�e �r�adky matice tvo�r�� line�arn�e nez�avislou generuj��c�� posloupnost, tedy b�azi
podprostoru U Nahrad��me-li nulov�e �r�adky �ctvrt�ym a p�at�ym vektorem kanonick�e
b�aze, pak dost�av�ame odstup�novanou matici s p�eti nenulov�ymi �r�adky, tedy matici
v jej���z �r�adc��ch je b�aze cel�eho Z57. Hledanou b�azi proto tvo�r�� nap�r��klad posloupnost

(

0
BBBB@

1
6
5
4
3

1
CCCCA ;

0
BBBB@

0
1
2
6
6

1
CCCCA ;

0
BBBB@

0
0
1
1
4

1
CCCCA), ji�z posloupnost (

0
BBBB@

0
0
0
1
0

1
CCCCA ;

0
BBBB@

0
0
0
0
1

1
CCCCA) dopl�nuje na b�azi Z57.

(cvi�cen�� od 17:20):
Se�rad��me vektory posloupnosti Y do o�c��slovan�ych �r�adk�u matice a tu uprav��me

na odstup�novanou:

0
BB@
3 0 2 1 1

?? i

2 0 1 �1 2
?? ii

3 0 1 �4 5
?? iii

2 0 1 1 1
?? iv

1
CCA �

0
BB@
1 0 1 2 �1

?? i

0 0 �1 �5 4
?? ii

0 0 �2 �10 8
?? iii

0 0 �1 �3 3
?? iv

1
CCA �
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�

0
BB@
1 0 1 2 �1

?? i

0 0 1 5 �4
?? ii

0 0 0 0 0
?? iii

0 0 0 2 �1
?? iv

1
CCA �

0
BB@
1 0 1 2 �1

?? i

0 0 1 5 �4
?? ii

0 0 0 2 �1
?? iv

0 0 0 0 0
?? iii

1
CCA :

Zjistili jsme, �ze t�ret�� vektor posloupnosti Y je line�arn�� kombinac�� prvn��ch dvou
a �ze prvn�� t�ret�� a �ctvrt�y vektor tvo�r�� b�azi V , tedy V m�a dimenzi 3. P�rid�ame-li
do odstup�novan�e matice bez nulov�eho �r�adku druh�y a p�at�y vektor kanonick�e b�aze,
vid��me, �ze po p�rerovn�an�� �r�adk�u dostaneme odstup�novanou matici hodnosti 5, tud���z
druh�y a p�at�y vektor kanonick�e b�aze dopl�nuj�� b�azi line�arn��ho prostoru V na b�azi
line�arn��ho prostoru Q5.

Zjistili jsme, �ze dimV = 3 a na�sli vybranou b�azi line�arn��ho prostoru V , kterou
tvo�r�� nap�r��klad posloupnost

(

0
BBBB@

1
6
5
4
3

1
CCCCA ;

0
BBBB@

0
1
2
6
6

1
CCCCA ;

0
BBBB@

0
0
1
1
4

1
CCCCA); ji�z posloupnost (

0
BBBB@

0
1
0
0
0

1
CCCCA ;

0
BBBB@

0
0
0
0
1

1
CCCCA) dopl�nuje na b�azi Q5: �

�Uloha 8 (11.12). (cvi�cen�� od 14:00): Ov�e�rte, �ze jsou posloupnosti

B = (

0
@1
2
4

1
A ;

0
@2
0
3

1
A ;

0
@1
0
2

1
A) a C = (

0
@1
1
1

1
A ;

0
@2
2
0

1
A ;

0
@3
0
3

1
A)

b�aze aritmetick�eho vektorov�eho prostoru Z35 nad nad t�elesem Z5 a najd�ete matici
p�rechodu [Id]B

C
.

(cvi�cen�� od 17:20):

Ov�e�rte, �ze jsou posloupnosti B = (

�
1
2

�
;

�
1
4

�
) a C = (

�
3
3

�
;

�
4
3

�
b�aze aritme-

tick�eho vektorov�eho prostoru Z25 nad nad t�elesem Z5 a najd�ete matice p�rechodu
[Id]B

C
a [Id]C

B
.

�Re�sen��.

(cvi�cen�� od 14:00):
Ve sloupc��ch matice p�rechodu od b�aze B k b�azi C se nach�azej�� pr�av�e sou�radnicov�e

vektory jednotliv�ych vektor�u b�aze B vyj�ad�ren�e vzhledem k b�azi C. Pot�rebujeme-li
tyto vektory naj��t, mus��me vy�re�sit nehomogenn�� soustavy rovnic se stejnou matic��

lev�ych stran

0
@1 2 3
1 2 0
1 0 3

1
A a s vektory prav�ych stran z b�aze C. Tento syst�em soustav

vy�re�s��me najednou Gaussovou eliminac��:

0
@1 2 3

??1 2 1
1 2 0

??2 0 0
1 0 3

??4 3 2

1
A �

0
@1 2 0

??2 0 0
0 0 2

??1 3 4
1 0 0

??0 1 1

1
A �

0
@1 0 0

??0 1 1
0 1 0

??1 2 2
0 0 1

??3 4 2

1
A
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Nyn�� si v�simn�eme, �ze je z v�ypo�ctu z�rejm�e, �ze posloupnost C tvo�r�� b�azi a pro po-

sloupnost B rychle spo�c��t�ame, �ze rank

0
@1 2 1
2 0 0
4 3 2

1
A = rank

0
@2 0 0
0 2 1
0 0 3

1
A = 3, tud���z i

B tvo�r�� b�azi a m�ame spo�cteno [Id]B
C
=

0
@0 1 1
1 2 2
3 4 2

1
A.

(cvi�cen�� od 17:20):
Ob�e posloupnosti z�rejm�e obsahuj�� dvojice vektor�u, kter�e nejsou sv�ymi n�asobky,

proto jde o dvouprvkov�e line�arn�e nez�avisl�e posloupnosti v dvoudimenzion�aln��m
prostoru, co�z jsou nutn�e b�aze Z25. Vzhledem k tomu, �ze pot�rebujeme naj��t sou�radnice
jedn�e b�aze vzhledem k druh�e, m�u�zeme si �ulohy zformulovat maticov�e:

�
1 1
2 4

�
� [Id]CB =

�
3 4
3 3

�
;

�
3 4
3 3

�
� [Id]BC =

�
1 1
2 4

�
:

Odtud vid��me, �ze

[Id]CB =

�
1 1
2 4

�
�1

�

�
3 4
3 3

�
; [Id]BC =

�
3 4
3 3

�
�1

�

�
1 1
2 4

�
= ([Id]CB)

�1:

Spo�c��t�ame nejprve obvyklou metodou [Id]C
B
:

�
1 1

??3 4
2 4

??3 3

�
�

�
1 1

??3 4
0 2

??2 0

�
�

�
1 0

??2 4
0 1

??1 0

�

Zjistili jsme, �ze [Id]C
B
=

�
2 4
1 0

�
, zb�yv�a dopo�c��tat [Id]B

C
=

�
2 4
1 0

�
�1

:

�
2 4

??1 0
1 0

??0 1

�
�

�
1 0

??0 1
0 4

??1 3

�
�

�
1 0

??0 1
0 1

??4 2

�
;

a proto [Id]B
C
=

�
0 1
4 2

�
. �

�Uloha 9 (19.12). (cvi�cen�� od 14:00): Nad t�elesem Z5 uva�zujme podprostory U =

h

0
BB@
3
4
1
3

1
CCA ;

0
BB@
1
2
1
2

1
CCA ;

0
BB@
1
1
0
3

1
CCA ;

0
BB@
2
1
1
1

1
CCAi a V = h

0
BB@
1
3
4
2

1
CCA ;

0
BB@
3
4
2
1

1
CCA ;

0
BB@
1
1
0
2

1
CCA ;

0
BB@
2
0
1
3

1
CCAi aritmetick�eho vekto-

rov�eho prostoru Z45 nad t�elesem Z5. Spo�c��tejte dim(U), dim(V ), dim(U + V ) a

dim(U \ V ) a rozhodn�ete, zda

0
BB@
3
1
1
1

1
CCA 2 U + V .
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(cvi�cen�� od 17:20): M�ejme mno�ziny vektor�u X = f

0
@0
4
1

1
A ;

0
@3
1
5

1
A ;

0
@2
3
1

1
Ag a Y =

f

0
@1
3
6

1
A ;

0
@2
1
4

1
Ag a nad t�elesem Z7 uva�zujme podprostory U = hXi a V = hY i vekto-

rov�eho prostoru Z37. Spo�c��tejte dim(U), dim(V ), dim(U+V ) a dim(U\V ) a najd�ete
n�ejakou b�azi U \ V .

�Re�sen��.

(cvi�cen�� od 14:00):
Nejprve spo�c��t�ame pomoc�� Gaussovy eliminace dimenze i b�aze U a V :

A =

0
BB@
3 4 1 3
1 2 1 2
1 1 0 3
2 1 1 1

1
CCA �

0
BB@
1 1 0 3
0 1 1 4
0 1 1 4
0 4 1 0

1
CCA �

0
BB@
1 1 0 3
0 1 1 4
0 0 2 4
0 0 0 0

1
CCA ;

B =

0
BB@
1 3 4 2
3 4 2 1
1 1 0 2
2 0 1 3

1
CCA �

0
BB@
1 3 4 2
0 0 0 0
0 3 1 0
0 4 3 4

1
CCA �

0
BB@
1 3 4 2
0 3 1 0
0 0 0 4
0 0 0 0

1
CCA :

Proto�ze U = Im A a V = Im B, vid��me, �ze dim(U) = dim(V ) = 3. D�ale, proto�ze0
BB@
0
0
0
4

1
CCA 2 U+V a ImA � U+V , m�ame Z45 = Im

0
BB@
1 1 0 3
0 1 1 4
0 0 2 4
0 0 0 4

1
CCA � U+V � Z45. Tedy

U +V = Z45, a proto dim(U +V ) = 4. Nyn�� podle V�ety o dimenzi sou�ctu a pr�uniku
podprostor�u je dim(U \ V ) = dim(U) + dim(V ) � dim(U + V ) = 3 + 3 � 4 = 2.

Kone�cn�e

0
BB@
3
1
1
1

1
CCA 2 U + V , nebot' U + V = Z45.

(cvi�cen�� od 17:20):
Obvykl�ym zp�usobem spo�c��t�ame pomoc�� Gaussovy eliminace dimenze (a vlastn�e

i b�aze) U a V . Nejprve se�rad��me do �r�adk�u matice A a B vektory z mno�zin X a Y ,
aby U = Im A a V = Im B a spo�c��t�ame jejich hodnost:

A =

0
@0 4 1
3 1 5
2 3 1

1
A �

0
@3 1 5
0 4 1
0 0 0

1
A ;B =

�
1 3 6
2 1 4

�
�

�
1 3 6
0 2 6

�
:

Vid��me, �ze proto dim(U) = rank(A) = 2 a dim(V ) = rank(B) = 2. D�ale

dim(U + V ) = rank(

0
BB@
3 1 5
0 4 1
1 3 6
0 2 6

1
CCA) = rank(

0
BB@
3 1 5
0 4 1
0 0 3
0 0 0

1
CCA) = 3

podle V�ety o dimenzi sou�ctu a pr�uniku podprostor�u je dim(U \ V ) = dim(U) +
dim(V )� dim(U + V ) = 2 + 2� 3 = 1.
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Nyn�� pop���seme vektory pr�uniku dim(U \ V ) pomoc�� vektorov�e rovnice

x

0
@3
1
5

1
A+ y

0
@0
4
1

1
A = a

0
@1
3
6

1
A+ b

0
@0
2
6

1
A ;

kter�a po p�reveden�� na levou stranu vede na homogenn�� soustavu line�arn��ch rovnic
s matic�� 0

@3 0 6 0
1 4 4 5
5 1 1 1

1
A �

0
@1 0 2 0
0 4 2 5
0 1 5 1

1
A �

0
@1 0 2 0
0 1 5 1
0 0 3 1

1
A :

Z odstup�novan�e matice okam�zit�e vid��me, �ze b�azi �re�sen�� soustavy tvo�r�� nap�r��klad
vektor (3; 3; 2; 1)T , proto je hledan�ym bazick�ym vektorem pr�uniku dim(U \ V )

vektor 3

0
@3
1
5

1
A+ 3

0
@0
4
1

1
A = 2

0
@1
3
6

1
A+ 1

0
@0
2
6

1
A =

0
@2
1
4

1
A ; �

�Uloha 10 (8.1). (cvi�cen�� od 14:00): Uva�zujme line�arn�� zobrazen�� ' : Z35 ! Z25 nad
t�elesem Z5 dan�e podm��nkami

'(

0
@1
2
1

1
A) =

�
3
4

�
; '(

0
@3
0
1

1
A) =

�
2
1

�
; '(

0
@2
0
2

1
A) =

�
1
3

�
:

Najd�ete matici [']K3

K2
line�arn��ho zobrazen�� ' vzhledem ke kanonick�ym b�az��m, a

spo�c��tejte dimenze podprostor�u Ker' a Im'.
(cvi�cen�� od 17:20): Uva�zujme line�arn�� zobrazen��  : Z25 ! Z35 nad t�elesem Z5 s

matic�� [ ]B
C
=

0
@4 3
2 2
1 4

1
A vzhledem k b�az��mB = (

�
4
3

�
;

�
1
4

�
) a C = (

0
@1
1
1

1
A ;

0
@2
2
0

1
A
0
@4
0
0

1
A).

Spo�c��tejte matici [ ]K2

K3
line�arn��ho zobrazen��  vzhledem ke kanonick�ym b�az��m, a

dimenze podprostor�u Ker' a Im'.

�Re�sen��.

(cvi�cen�� od 14:00): Nejprve si v�simn�eme, �ze je posloupnostM = (

0
@1
2
1

1
A ;

0
@3
0
1

1
A ;

0
@2
0
2

1
A)

b�aze prostoru Z35 a �ze je ze zad�an�� zjevn�a matice [']M
K2

=

�
3 2 1
4 1 3

�
. U�zijeme-li

v�etu z p�redn�a�sky, zjist��me, �ze

[']K3

K2
= [']MK2

� [Id]K3

M
= [']MK2

� ([Id]MK3
)�1 =

�
3 2 1
4 1 3

�
�

0
@1 3 2
2 0 0
1 1 2

1
A
�1
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Nyn�� spo�c��t�ame transponovan�y sou�cin ([']K3

K2
)T =

0
@1 2 1
3 0 1
2 0 2

1
A
�1

�

0
@3 4
2 1
1 3

1
A:

0
@1 2 1

??3 4
3 0 1

??2 1
2 0 2

??1 3

1
A �

0
@0 2 0

??0 0
1 0 2

??4 2
0 0 3

??3 4

1
A �

0
@1 0 0

??2 1
0 1 0

??0 0
0 0 1

??1 3

1
A

Zjistili jsme, �ze [']K3

K2
=

�
2 0 1
1 0 3

�
. Kone�cn�e okam�zit�e vid��me, �ze rank[']K3

K2
= 1,

proto dimKer' = 3� 1 = 2 a dim Im' = 1.

(cvi�cen�� od 17:20): Po�zijeme-li v�etu z p�redn�a�sky, zjist��me, �ze pot�rebujeme spo�c��tat

[ ]K2

K3
= [Id]CK3

� [ ]BC � [Id]
K3

B
= [Id]CK3

� [ ]BC � ([Id]
B

K3
)�1 =

=

0
@1 2 4
1 2 0
1 0 0

1
A �

0
@4 3
2 2
1 4

1
A �

�
4 1
3 4

�
�1

=

0
@2 3
3 2
4 3

1
A �

�
4 1
3 4

�
�1

Nyn�� ur�c��me transponovan�y sou�cin ([ ]K2

K3
)T =

�
4 3
1 4

�
�1

�

�
2 3 4
3 2 3

�
:

�
4 3

??2 3 4
1 4

??3 2 3

�
�

�
1 4

??3 2 3
0 2

??0 0 2

�
�

�
1 0

??3 2 4
0 1

??0 0 1

�

Zjistili jsme, �ze [ ]K2

K3
=

0
@3 0
2 0
4 1

1
A. Kone�cn�e vid��me, �ze rank[ ]K2

K3
= 2, proto

dimKer' = 2� 2 = 0 a dim Im' = 2.
�


