19.2.

9. OBECNE DETERMINANTY

9.1. Najdéte nad télesem raciondlnich ¢isel rekurentni vzorec pro vypocet deter-

minant obecné ¢tvercové matice C,, = (¢;;) stupné n, kde ¢;; = 1, ¢;41 = —1 a
1 -1 0 0O ... 0 O
1 1 -1 0 ... 0 O
0 1 1 -1 ... 0 0

Cii+1 = 1 ajinde je Cij = 0, tj. Cn =
0 0 0 o ... 1 1
Rozvedeme-li matici C,, podle prvniho fadku, dostaneme det C,, = det C,,_; +
det A,,_1, kde matici A, ziskdme z C, vypuSténim prvniho fadku a druhého
sloupce. Rozvojem podle prvniho sloupce matice A, 1 zjistime, ze det A, 1 =
det C,,_5. Tedy plati rekurentni vzorec det C,, = det C,,_; + det C,,_, a pfimym

vypoctem zjistime, ze det C; = 1 a ze det Co = 2. Vidime, ze hodnota det C,, je
pravé n + 2. ¢lenem Fibonacciovy posloupnosti. O

9.2. Urcete hodnotu det Cygg; matice z predchozi dlohy nad télesem Zs.

Rekurentni vztah je samoziejmé stejny jako v pfedchozi tloze, navic muzeme
dodefinovat (z hlediska definice pfirozenym zpusobem) hodnotu det Cy = 1 a poté
pomoci rekurentniho vztahu spocitat nékolik determinantu:

det CO = det Cl = l,det CQ = 2,det Cg = O,det C4 = 2,
det C5 = 2,det CG = l,det C7 = O,det Cg = l,det Cg =1.
Vidime, ze det Cq = det Cg a det C; = det Cy, proto i det C; = det C1¢ atd. Jed-

noduchou dvahou tak dokdzeme, 7e je posloupnost {det C, } periodicka s periodou
8, tj. det C,, = det Cp; mod 8- To ndm umoziuje snadno spocitat

det 01001 = det 01001 mod 8 = det Cl =1.

Zavérem poznamenejme, ze by nebylo tézké nad konecnym télesem T ukazat, ze
perioda nenulové posloupnosti, kde n-ty ¢len linearné zavisi na pfedchozich k£ hod-
notéch m4 periodu nejvyse |T|F — 1, tedy, 7e v nasem piipadé je perioda nejvetsi
mozna. O

9.3. Spocitejte nad télesem raciondlnich ¢isel determinant ¢tvercové matice D, =
(dz]) stupné n, kde d“ = ]., dii+1 = di-l—li =1a jinde je dij = 0, tJ Dn =

1100 0 0
1110 0 0
0111 0 0
0 000 ... 11

Stejnym postupem jako v predchozi iloze zjistime, ze detD, = detD,,_ | —
det D,,_». Déle snadno spocitdme hodnoty detD; = 1, det Dy = 0 a poté pomoci
rekurentniho vzorce det D3 = —1, det D4 = —1, det D5 = 0, det Dg = 1, det D7 =
1 a det Dg = 0. Vidime, Ze je posloupnost {det D,},, periodickd s periodou 6.
Dodefinujeme-li det Dy = 1, pak dostdvame vztah det D,, = det Dymod 6- O
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9.4. Spocitejte determinant matice D5gg z predchozi ulohy.

Staci pouzit nerekurentni vztah det Dsos = det Dsgomod 6 = det Dy = 0. O
9.5. Necht T je téleso, n piirozené ¢islo a ay, ..., a, € T. Uvazujme matici
1 a a} ... a2 af!
1 ay a3 ... ay? af™!
M(ala aan) =
1 a, a> ... a» % 7!
a definujme determinant V (a1, ..., a,) = det M(a4, . . ., a,) a mnozinu vektora A =

{22, D) teTyC T
(a) Spocitejte V(a,...,an),
(b) rozhodnéte, proto ktera ay,...,a, € T je matice M(ay,...,a,) regularni,
(c) dokazte, ze je kazda n-prvkova podmnozina mnoziny A bézi aritmetického
vektorového prostoru 7.
(d) je-li T nekonecné téleso, dokazte, ze T™ neni pokryt sjednocenim koneéného
systému vlastnich podprostoru.

(a) Napiiklad v kapitole 7.5 skript je k nalezen{ vypocet

Viar,...,an) = [J(a; - a).
j>i

(b) Protoze je matice reguldrni, pravé kdyz je jeji determinant nenulovy, je
M(ay, .. ., ay) reguldrni, pravé kdyz jsou prvky ag,-..,a, po dvou ruzné.

(¢) Kazdou n-tici vektora z A stacl usporddat do fadku matice, kterd je podle
(b) reguldrni , tedy tvori fadky bézi T™.

(d) Piedpokldddme-li ,ze T™ = Ule Vi, kde k € N a V; jsou podprostory T,
tak protoze je A nekone¢nd, existuje i, pro néz V; N A je nekoneénd, a proto V;
obsahuje n-prvkovd podmnozina mnoziny A. Ta je dle (c) baze celého T, proto
V, =T O

26.2.

10. SKALARNI SOUCIN

10.1. Uvazujme standardni skalarni soucin - na realném linedrnim prostoru R? a

oo (1 (2 9
nechtu—<3>,V—<1>€R.

(a) Spocitejte hodnoty |[u]l, || V]|, u-v a urcete dhel, ktery sviraji vektory u
av,

(b) najdéte véechny vektory prostoru R?, které jsou kolmé na u,

(c) najdéte vsechny vektory prostoru R2, které jsou kolmé na v,

(d) najdéte viechny vektory prostoru R? kolmé zéroven na u i na v.

(a) Pfipomerime, Ze je standardni skaldrni sou¢in - na redlném aritmetickém
vektorovém prostoru R™ definovdn maticovym ndsobenim u-v := u” -v a norma



je pro kazdy skaldrni sou¢in dand podminkou ||u|| := y/u-u. Proto

Jull=V12+32=V10, [|[v|=vV22+12=V5 uv=1-2+3-1=5

Oznacime-li ¢ dhel svirany vektory u a v, vime, ze

u-v 5 1

Talllvi ~ Viovs 2’

cosp =

tudiz p = §.
(b) Hleddme mnozinu vsech vektort x € R? spliujicich podminku u-x = 0,
tedy mnozinu vsech fe$eni homogenn{ soustavy rovnic s matici (1,3). Snadno na-

jdeme jednoprvkovou bazi <_13> tohoto podprostoru, tedy hledanou podmnozinou
je pravé podprostor (<_13> ). Zavérem poznamenejme, zZe se jednd pravé o piimku

1 VR e
prochézeji potatkem, kterd ma pravé (ndmi Fesenou)

s normdlovym vektorem <3

rovnici 1 4+ 3z, = 0.

(c) Stejné jako v (b) hleddme parametricky popis podprostoru vSech feseni ho-

, . ., L (e -1 .

mogenni soustavy rovnic s matici (2,1). Kterym je pravé pifmka (( 9 )) s béazi

-1

9 )

(d) Tentokrat se ptame, které vektory x € R? spliiuji podminku u-x = 0 a
zaroven v-x = 0, coz maticové zapsano znamend, ze hleddme fe§eni homogenni

soustavy rovnic s matici . Hledana mnozina, jak jsme mohli zjistit i geome-

1 3
1 2
trickou uvahou obsahuje pouze nulovy vektor. O

10.2. Uvazujme standardni skaldrni souéin - na redlném linedrnim prostoru R* a

-1 1
nechfu={1],v=|[2] € R3.
2 1
(a) Spocitejte ||u]|, || v|| a thel, ktery sviraji vektory u a v,
(b) najdéte bazi podprostoru vech vektort prostoru R?, které jsou kolmé na
u7
(c) najdéte bazi podprostoru viech vektort prostoru R?, které jsou kolmé na
v’
(d) najdéte bazi podprostoru viech vektorii prostoru R?® kolmé zaroveii na u i
na v.

(a) Stejné jako v predchozi dloze postupujeme podle definice:

lull=viTi+d=v6 |v|=vitd+i=v6
Oznacime-li opét ¢ dhel svirany vektory u a v, pak
u-v -1+2+2 1

fulllvll— veve 2

cosp =

tudiz ¢ = Z.



(b) Opét hleddme mnozinu vsech re§eni homogenni{ soustavy rovnic, tentokrat
1 2
s matici u? = (—1,1,2). Obvyklym postupem uréime bazi (| 1|, |0 |) tohoto
0 1
podprostoru.
-2 -1
(c) Stejnym postupem jako v ¢asti (b) najdeme bézi ([ 1 |, [ 0 ]) roviny s
0 1
norméalovym vektorem v rovnicovym popisem z; + 2z + z3 = 0.
(d) Tentokrat fesime homogenni soustavu rovnic s matict

-1 1 2 -1 1 2
1 21 0 3 3)°
1

Snadno najdeme jednoprvkovou bazi | —1 |. O
1

10.3. Uvazujme standardni skaldrni soucin - na redlném linedrnim prostoru R* a

1 1
necht u = _11 ,V = 1 € R%.
1 1

(a) Spocitejte ||u]l, || v || a dhel, ktery sviraji vektory u a v,

(b) najdéte bazi podprostoru vsech vektort prostoru R*, které jsou kolmé na
uav,

(¢) najdéte vechny vektory x = (a,b,0,0)?, které s vektorem sviraji tihel z

(d) existuje-li, najdéte bazi podprostoru R* obsahujici vektor u, v niz jsou
kazdé dva ruzné vektory vzdjemné kolmé.

(a) Opét jen vypocteme z definice:

Jull=|v|=VIti+titi=2 oY L
ul|l=\||vil = = COSPp = 7 = —— = —
’ lalllv)  2-2 2
kde ¢ znaci thel svirany vektory u a v, proto opét ¢ = %.
(b) Resfme soustavu rovnic s matici

11 1 1 1 1 1 1
11 -1 1 0 0 2 0)°
-1 -1
proto hledanou bézi tvoii napiiklad posloupnost ( (1) o )-
0 1

T a ze hleddme vektory x =

(c) Nejprve poznamenejme, ze (a,b)” # (0,0)
(a,b,0,0)T spliiujici podminku

xX-u a+b 1~ 1

Ix[lfull  2va2+02  v23 2
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coze je po prendsobeni ekvivalentni podmince a + b = Va? + b%2. Umocnime-li a
odeéteme-li od obou stran a? + b? dostavame opét ekvivalentni podminku

2ab =0 a zaroven a+b> 0.

To je splnéno, praveé kdyz a = 0,b > 0 nebo a > 0,b = 0, tedy hledany vektory lezi
pravé v mnoziné

a 0
0 X b 4
{0 |ae]R}U{0 | beRT}
0 0
-1 -1
proto hledanou bézi je napiiklad posloupnost ( E 8 ).
0 1

(d) Postupujeme obdobné jako v tloze (b), jen tvahu pouzivime induktivné a
v kazdém kroku najdeme jen jeden nenulovy kolmy vektor. Nejprve zvolime vektor
napiiklad (0,0,1,1)7, ktery je kolmy na vektor u a poté hleddme vektor kolmy na
oba tyto vektory, tedy feseni soustavy s matici

11 -1 1
00 1 1)°

jimz je napiiklad vektor (—1,1,0,0)?. Nyni zbyva najit vektor kolmy na vsechny
tii vektor, tj. feseni

1 1 -1 1 11 -1 1
0 0 1 1)|~]0 2 -1 1},
-1'1 0 O 00 1 1
1 1 0 -1 1
P o 1 U ‘- 1 0 1 1
jimz je naptiklad e Nasli jsme béazi ( et bo ) O
-1 1 1 0 -1

10.4. Najdéte bazi ortogonalniho dopliku podprostoru
U=(1,2,1,1,17%0,-1,1,1,2)1)
realného vektorového prostoru R® se standardnim skalarnim sou¢inem.
Pripomenme, ze
Ut ={veR|u" - v=0WuecU}={veRu"-v=0Vuc B}

kde B je néjakd baze U. Snadno uvazime, ze potiebujeme najit pravé reseni homo-
0 _21 } } ;) Tedy bazi U+ tvoii napiiklad
vektory (—3,1,1,0,0)7,(=3,1,0,1,0)7, (=5,2,0,0,1)T. O

genni soustavy rovnic s matici <

10.5. Je-li A = (; _11>, definujme zobrazeni -, které dvojici vektori u a v z

redlného linedrniho prostoru R? piitadi hodnotu u-v = u” ATA v.

(a) Dokazte, ze je - skaldrni souéin,



(b) spocitejte ||e1]|, ||ez|] a e1 - es pro vektory kanonické béze a urcete cos ¢ pro
thel ¢ svirany vektory e; a es,

(c) najdéte bazi podprostoru viech vektorti prostoru R?, které jsou kolmé na
e; vzhledem ke skaldrnimu soucinu -.

(a) Podminka linearity v obou slozkdch plyne okamzité z linearity ndsobeni ma-
tici a podminka symetrie plyne ze symetrie ¢tvercové matice stupné jedna. Zbyva si
v§imnout, 7e je matice A reguldrni, a proto A u # 0 pro vsechny nenulové vektory
u. Protoze je hodnota standardniho skaldrniho soucinu vektoru A u se sebou rovna
pravé hodnoté u” AT A u, je ta nutné nenulové (a tedy matice AT A pozitivne
definitni).

(b) Spocitdmeli B = ATA — (? ;) 7byvé pHmotate urcit

lei]| = ve1 -e1 = y/eIBe; =5

llez]] = Ves - €2 = egBez =2

€] - €y o 1 o 1
leulllexll  v5-v2 V10

(c) Hleddme mnozinu vsech vektoru x € R? spliujicich podminku

e ey = elTBeg =1, cosp=

e x=elBx=0,
to znamend, Ze pocitdme homogenni soustavy rovunic s matici (5, 1). Snadno najdeme

jednoprvkovou bazi <_51> . O

5.3.

10.6. Je-li A = (0 1
1 =2

komplexniho linedrntho prostoru C? piifadi hodnotu u-v = u* A*A v.

), definujme zobrazeni -, které dvojici vektoru u a v z

(a) Dokazte, Ze je - skaldrn{ soucin,

s 0 0 1
(o) spociteie el feall I ()l en-exa () (1),

(c) najdéte bazi podprostoru viech vektori prostoru C2, které jsou kolmé na
e; vzhledem ke skaldrnimu soucinu -,

(d) najdéte ortogonalni bazi C? vzhledem ke skaldrnimu sou¢inu -,

(e) najdéte ortonormalni bazi C? vzhledem ke skaldrnimu souéinu -,

(a) Uvazujeme obdobné jako v predchozi iloze. Linearity v druhé slozce plyne z
linearity ndsobeni matici, maticovym vypoctem zjistime, ze

(u-v)" = AAV)" = v ' mathbfA*Au=v-u

protoze je matice A reguldrni, a tudiz je Au # 0 pro vSechny nenulové vektory
u. Protoze se hodnota u-u rovnd pravé standardnimu skalarnimu souéinu vektoru
A u se sebou samym, mdme u-u € RT.
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(b) Opét nejprve urcime B = A*A = (_1% 252) Ztejmé hodnoty ||e;|| = 1,

llez]] =5 a e; - €s = 24 uréime pifmo z matice B a snadno pfimocare spoéitdme

0 .
1(3) 1= Wil el = el =

0 1 . 1 21 1 . 1
() () =0 (G 3)(4)-t2 - (L) -
(c) Tentokrat hleddme mnozinu vsech vektortt x € C? spliiujicich podminku
e;-x=e/Bx=0,

to znamend, ze pocitame homogenni soustavy rovnic s matici (1 22'), pro kterou

Sras oy —24
tvori bazi napiiklad vektor ( 1 Z) .
(d) Ortogondln{ bazi jsme nasli v pifedchozim bodé, nebot jsme zjistili, Ze po-
1 —2i\, . P bt
sloupnost ( o)\ 1 Z)) je ortogondlni, tudiz linedrné nezavisla i generujici.
(e) Nyni sta¢i, abychom nalezenou ortogonalni bazi normalizovali. Uz jsme spoci-
tali, ze ||e1|| = 1, zbyva spocitat

() (3= 0 (% 2)(F)=0 v(F)=

tedy baze nalezend v bodeé (d) uz byla ortonormalni. O
1 1 1
10.7. Necht M = $ 7§ , b = ? by = —Z5 ,bs = Tg
i v 0 7 0 G

jsou redlné matice a uvazujme standardni skaldrni soucin na redlném aritmetickém
vektorovém prostoru R3.
(a) Ovéite, ze B = (b1, by, b3) je ortonorméaln{ bize R?,
(b) spoéitejte soufadnice vektorta (0,0,1)7, (2,1,0)T a (1,2,3)7 vzhledem k
ortonormalni bazi B,
(¢) urcete ortogonalni projekce vektort (0,0,1)%, (2,1,0)* do podprostoru U =
(bl y b2 > .

(a) Podle definice spocitdme



8

tedy zjistili jsme, ze B je ortonormdlni, a proto linedrné nezavisla posloupnost.
Protoze jde o tfiprvkovou linedrné nezavislou posloupnost ve vektorovém prostoru
dimenze 3, musi jit o bazi. Setadime-li vektory by, by, bg do matice N, mohli jsme
otazku zformulovat maticové, konkrétné jsme méli zjistit (a zjistili), zda N7-N = I.

(b) Pripomenme, Ze pro kazdou ortonormdln{ bazi B = (by, bs, bs) tvori soufad-
nice vektoru v € R? vzhledem k b4zi B jednozna¢né uréeny aritmeticky vektor
(z1,29,23)T € R3, pro ktery plati v = Z?:1 x;b;. Vyuzijeme-li ortonormality bazi,
vidime, ze

3 3
T . WA E _ E T —
bj -V = bj - {I,'Zb, = l‘ibj - bz =y,
i=1 =1

tedy soufadnicev jsou pravé Fourierovy koeficienty. Konkrétné dostavame, ze

NT.(0,0,1)" = (1- %, 1-0,1- \_/—%)T = %(\/5,0, —2)7 jsou soufadnice vektoru

(0,0,1)” vzhledem k B,
T To_ (241 2.1 241
N (2’ 170) - ( \/§ I’ 0 bl \/g
(2,1,0)T vzhledem k B a
NT.(1,2,3)T = (ngg, %, 1*3/’63'2)T = (2\/3,—%, —\/g)T jsou soufadnice
vektoru (1,2,3)” vzhledem k B.
(¢c) V predchozi vaze jsme zjistili, ze

)T = (V3 %@, 3)T" jsou soufadnice vektoru

) A
. /6 1 2 5 P3
0 1
proto ortogondlni projekci vektoru (1J do U tvoii vektor % -by = 3\1/5 }
Obdobné protoze
2 1 3
1]=v3-bj+—-b —-b
. V3-b; + /3 2 + \/g 3,
8 2
je vektor v/3-by + % by = | 5 | ortogondlni projekef vektoru | 1| dodo U. O
1 0

10.8. Uvazujme standardni skaldrni sou¢in na redlném vektorovém prostoru R®, U
podprostor R? a v € R3. Najdéte vektoru € U aut € U, aby v=u+u',

(a) je'h U= ((1737 _2)T7 (17 ]-7 _1)T> av = (27473)T7

(b) jeli U = (1,2,1)7,(2,1,—-1)T) a v = (1,2,4)7,

(¢) jeli U= ((1,2,)7,(2,1,-1)T) a v = (4,2,1)7.

Hleddme takovou linedrni kombinaci vektorti a(1,3, —2)7 + (1,1, —1)7, aby byl
vektor (2,4,3)7 —a(1,3,—-2)" —b(1,1,—1)" kolmy na prostor U. To miizeme ekvi-
valentné vyjadiit tak, ze vektor (2,4,3)T —a(1,3,-2)7 —b(1,1,-1)7 je kolmy na
vektor (1,3,-2)7 i (1,1,-1)7 a odtud dostdvame soustavu rovnic

(1,3,-2) - [(2,4,3)" —a(1,3,-2)" = b(1,1,-1)"] =0,

(1,1,-1)-[(2,4,3)" — a(1,3,-2)" —b(1,1,-1)"] = 0.
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Tuto soustavu upravime na nehomogenni soustavu linedrnich rovnic, sepiSeme do
(Gramovy) matice a vyfesime:

14 6 8

6 3 3/

Snadno zjistime, ze @ = 1 a b = —1, ortogonalni projekce vektoru (2,4,3)” na
podprostor U je u = (1,3,-2)7 — (1,1,-1)* = (0,2,-1)Y a ut = v—u =
(2,4,3)T — (0,2, -1)7 = (2,2,4)7.

3 9 s e s
3 6 0) vyjadiujici
podminku, ze (1,2,4)7 — 2(1,2,1)7 — 4.(2,1,-1)7 je kolmé na podprostor U a
dopoéitdme x = 2 a y = —1. Ortogonélni projekce vektoru (1,2,4)” na podprostor
Ujetedyu=2-(1,2,1)T=1-(2,1,-1)T = (0,3,3)T aut = (1,2,4)7 - (0,3,3)T =
(1,-1,1)7.

(c) Vsimnéme si, Ze pocitame-li stejné jako v (b), dostaneme Gramovu matic se
6 3 9
3 6 9
(L,2,)7+ (2,1, -1)T =(3,3,00T aut = (4,2, 1) - (3,3,00" = (1,-1,1)T. O

(b) I tentokrat standardné najdeme Gramovu matici <

stejnymi levymi stranami, tj. ( ) adopocitaimerz = lay = 1, protou =

12.3.

10.9. Uvazujme standardni skaldrni soucin - na realném vektorovém prostoru R3
anecht V = ((1,1,0)7,(1,3,2)7).

(a) Najdéte néjakou ortonormalni bazi prostoru V,

(b) najdéte ortogondlni bazi V' obsahujici vektor (2,4,2)7,

(¢) uréete ortonormalni bézi (cy, c2, c3) prostoru R?, pro niz V = (cy, ca).

(d) uréete ortogonalni projekei vektoru (2,2, —1)7 do podprostoru V,

(a) Budeme upravovat napiiklad bézi ((1,1,0)7, (1, 3,2)7) Gramovu-Schmidtovu
. <. . _ 1 T _ 1 T D4

ortogonalizaci. Polozime nejprve vy = W(l’ 1,00 = ﬁ(l, 1,0)*. Dale hle-
ddme vektor uy ve tvaru uy = (1,3,2)7 +¢-v;. Z podminky vI - vy = 0 dostdvame,
7ec=—vi-(1,3,2)7 = —%, proto us = (—1,1,2)7. Nyni vektor uy normalizu-
jeme a dostaneme v; = m(—l, 1,2)T = iﬁ(—l, 1,2)7.

Hledanou ortonormélni bézi V' je tedy posloupnost (%(1, 1L,0)T, %(—1, 1,2)7).

(b) Postupujeme obdobné jako v (a) jen zvolime bédzi V zacinajici vektorem
(2,4,2)T, napiiklad bazi ((2,4,2)7,(1,1,0)7). Poznamenejme, 7e kdybychom nasli
postupem (a) ortonormdlni bazi, jednalo by se ur¢ité i o bazi ortogonalni. My
nyni pouZijeme dvahu obdobnou jako v (a), tentokrdt ovéem nebudeme (protoze
nemusime) normalizovat:

Polozime nejprve vi = (2,4,2)” a hleddme vektor v, ve tvaru vy = (1,1,0)7 +c-
T T
v1. Z podminky v, - vo = 0 tentokrat dostavame, ze ¢ = —"1‘,'?7"1‘,’?) =-3%=-1

proto vy = (1,1,0)7 — 1 -(2,4,2)T = 1(1,0,-1)7T.

Hledanou ortogonalni bazi V' je tedy posloupnost ((2,4,2)",1(1,0,-1)") nebo
posloupnost ((2,4,2)%,(1,0,-1)7).

(c) V (a) jsme nalezli ortonormaln{ bazi (%(1, 1,0)7T, %(—1, 1,2)T). Piipomeii-
me, ze kazdy vektor kolma na bazi podprostoru V je kolmy na jeho vSechny vek-
tory. Sta¢i ndm tedy najit vektor u, pro (1,1,0)u = 0 a (1,3,2)u = 0, tedy
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1 ;) 2). Snadno spocitame,
7e takovym fesenim je napiiklad vektor (—1,1, —1)7. Staéf tedy tento vektor nor-
malizovat, abychom nagli posledni vektor hledané ortonormadlni baze. Tedy je-li
c; = %(1, L0, ¢y = %(—1, 1,2)T ¢35 = %(—1, 1,-1)T, dostdvame orto-
normélni bazi (c1, ¢, c3) pozadovanych vlastnosti.

(d) Souradnice ortogondlni projekce vektoru u na podprostor V' vzhledem k orto-
normélni bazi B = (by,bsy) lze spocitat jako Fourierovy koeficienty, tj. oznac¢ime-li
vu € V ortogondlnf projekci vektoru u na V a v, = a1by + asbs, pak (ay,as) =
({b1, V), (b2, Vv)), kde (b bs) = (%(1,1,0) ’f( 1,1,2)T) je ortonormélni béze

nalezend v uloze (c). Tedy

PRNSRSE , . .. (1 0
hledame feseni homogenn{ soustavy rovnic s matici

2

e i . J— T L — - — T P 44 J— T
(a17a2)_(\/§(17170) (2527 1) ’\/6( 17172) (2727 1) )_(\/57 \/6) ’
a proto
_ 41 r_ 21 7_ Lo s oy
Vu—\/i\/i(lalao) \/6\/6( 17172) _3(7757 2) .

Na zavér si zkontrolujme, ze u — v lezi v ortogonalnim dopliiku V, tedy, ze je vek-
tor (2,2,-1)7 — %(7,5, -2)7 = %(—1, 1, -1)* kolmy na viechny (bazické) vektory
prostoru V. O

10.10. Bud M = ((1,1,0)”, (0,1,1)T, (1,1,1)T) baze redlného vektorového pro-
storu R? se standardnim skaldrnim sou¢inem. Najdéte takovou ortonormdlni bazi
B = (Vl,Vg,Vg) prostoru ]Rga aby ((17170)T> = (V1> a <(1v170)T7(07171)T> =
<V1,V2>.

Postupujme opét Gramovu-Schmidtovu ortogonalizaci.

L Vi = [rg = T = #(LLOT

2. vy = (0,1, 1)f ﬁ(1,1,0)(0,1,1)T . %(1,1,0)T = 1(-1,1,2)*. Proto
vl =48 v = Z=(-1,1,2)7

3. Piedné %(1,1,0)(1 1 1) \fa Z(-11 2)(1,1,1)T = 2, proto vj =
% avs = \/g(l -1,1D)T.

Nasli jsme ortonormalni bazi (%(1,1,0) ’f( 1,127, (1, -1, 1)7).
Chceme-li vytvoiit ortonormélni bézi z baze ((1,1,0)%, (0,1,1)%, (1,1,1)*) mo-
difikovanym Gramovym-Schmidtovym algoritmem, dostavame:
Lovi=(1,1,07, vh = (0,1,1)7 avh = (1,1,1)7.
2. vh=1(-1,1,2)7, v = (1,1,1)7 = v2- £(1,1,0)7 = (0,0,1)" a normu-

jeme vy = %(—1 1,2)T.

3. vb =(0,0,1)7 ff( 1,1,2)T (1,—1,1)T avg = %(1,—1,1)?
Vysledek modifikovaného algoritmu je stejny jako v piipadé klasického algoritmu,
zménili jsme jen usporddéni uprav. O

Pripomenme, ze QR-rozkladem matice A nad redlnym nebo komplexnim télesem
rozumime rozklad A = QR, kde QT - Q je jednotkova matice a R je reguldrni horni
trojihelnikova matice s kladnymi redlnymi hodnotami na diagondle.



11

10.11. Najdéte QR rozklady matic (a)

O = =
—_— O =

0 101
L, ()11 1 11),(c)
1 01 1

—

0

Uvazujme obecnou matici A = (ay|...|a,,) s linedrné nezdvislymi sloupci. Je-li
di, - - -, qm je posloupnost ortonormaélnich vektoru, kterou z posloupnosti ay, . .., a,,
vytvorime Gramovou-Schmidtovou ortogonalizaci a polozime-li Q = (qi1]. .. |am) a
R = (r), kde 7;; = q! - a;, potom je A = QR pravé QR rozklad matice A.
Navic poznamenejme, 7e r; = q! - a; = ||q}||, tedy matice Q sestéva z vyslednych
ortonormélnich vektori a matice R obsahuje pravé vSechny tudaje, které pii Gra-
mové-Schmidtové ortogonalizaci spoéitame (tedy nad diagondlou vsechny potfebné
skaldrni souciny a na diagondle véechny potrebné normy).

(a) Protoze jsou sloupce prvn{ matice pravé prvni dva vektory z tdlohy 10.10,
vyuzijeme prvnich dvou kroku Gramovy-Schmidtovy ortogonalizace z 10.10 a sepi-
Seme tdaje do matic

1 1
Ve 1,1,0)7 1,1,0)(0,1,1)7 2 L
T A e (U Vg
z g 0 15(-1,1,2)7)] 0 ¥
NG
(b) Tentokrét sepiseme do matic idaje celé Gramovy-Schmidtovy ortogonalizace
z 10.10, prvni dva sloupce matic Q a R uz zndme (u prvnich dvou sloupcu R

piddme nulovy poslednf fédek). Tedy dostavame Q= | 75 = —.5 | aR=
U

\/§ ? 7(1’170)(171a1)T \/i % \/i

0 ¥ (- 1,1,2)(1,1,1)T =lo & %

0 0 (50,107 0 0 &

(¢) Nyni budeme Gramovou-Schmidtovou ortogonalizaci upravovat linedrné neza-
vislou posloupnost vektort (1,1,1,1)7, (1,0,1,0)7, (0, 1,0,2)” mezivysledky sepsat
do matic Q a R. Vsimnéme si, ze r;; = (q; a;) = ||d}||.

T

1l.q = % = (%a% % 1)T arn = ||(1’17151)T|| 2.

2. ¢, =(1,0,1,0)7"-1(1,1,1,1)7(1,0,1,0)7-1(1,1,1,1)" = 2(1,-1,1,-1)".
PI“OtO(?;lg —1 %1(1, 11,)]_7:]_)T ( 0,1,0) ) =1, 719 = ||§( -1, ,—]_)TH =1a
A2 =13, 73,3,73) -

3. Konetné r13 = (qi, (0,1,0,2)7) = 2, ro5 = (q2,(0,1,0,2)") = =3, proto
ql3 = (0717072)T_1%1(%71%7%;1%) +%.(%,_%1’%’_%)TT: (0; %707%)11
Tedy 33 = ||(Oa_§70:§) || = V2 aqs = (Oa_ﬁvoﬂ \7@)

1 1
5 5 0
1 (1) (1) T _a /21 3
Dostavdme QR rozklad 11 0l= T2 6/5 01 -2 O
? E1 1 0 0 %
1 0 2 2 T3 A

10.12. Najdéte néjakou ortonormélni bazi podprostoru V = (((1,1,-2,1)7, (2,0,1,0)7,
(0,1,0,1)T) redlného aritmetického vektorovém prostoru R* se standardnim skaldrnim
soucinem.
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Nejprve zvolime vhodnou bazi prostoru V', kterou budeme ortogonalizovat po-
moci Gramovy-Schmidtovy ortogonalizace. Vektor (2,0,1,0)7 je ziejmé kolmy na
zbyvajici vektory, zvolme tedy bazi V, tak aby byl vektor (2,0,1,0)? na jejim
prvnim misté. Tedy vyjdeme napiiklad z baze ((2,0,1,0)7,(0,1,0,1)7, (1,1, -2,1)T).
Gramovu-Schmidtovu ortogonalizaci tentokrat mirné modifikujeme: najdeme nej-
prve ortogondlni bazi a tu budeme normalizovat az na zaveér.

Uz jsme v&imli, ze ((2,0,1,0)7 - (0,1,0,1)7 = 0, tedy mame prvni dva (zatim
jen ortogonélni, nikoli ortonormdlni) vektory hledané béze: v/, = (2,0,1,0)7, v, =
(0,1,0,1)T. Nyni budeme hledat tieti bazicky vektor ve tvaru v = (1,1,-2,1)7 —
¢1 v —co v, Pfitom mé spliovat podminky, ze v}-vf = 0 pro ¢ = 1,2, z ¢ehoz
vyuzitim linearity skaldrniho soucinu v druhé slozce dostavame, ze

(]-7 1,-2, ]-) ) (2707 170)T _

1,1,-2,1)-(0,1,0,1)T
201,020,107 o= o 0L T

—1.
(07 ]‘7 07 1) ' (07 ]‘7 07 I)T

Cc1 =

Vsimnéme si, ze koeficient je roven 0 diky volbé vektoru v{ kolmého na vsechny
nasledujici vektory, proto nam stacilo hledat ortogonalni bazi podprostoru ((1,1, —2,1)7,
(0,1,0,1)), kterd musi byt kolmé na vektor (2,0,1,0)%. Tedy v§ = (1,1,-2,1)¥ —
(0,1,0,1)7 = (1,0,-2,0)™ je poslednim hledanym kolmym vektorem. Posloupnost
vektort ((2,0,1,0)7,(0,1,0,1)7,(1,0,-2,0)") tvoii ziejmé ortogondlni bazi pro-

storu V. Zbyva ndm jednotlivé vektory normalizovat: v; = H::—,l” = %(2, 0,1,0)7,
1

vy = H:"ﬁ = %(0,1,0, N vy = H:”ZH = %(1,0,—2,0)2 Ortonormalni bézi je

tedy napiiklad posloupnost vektort (%(2, 0,1,0)7, %(0, 1,0,1)7, %(1, 0,-2,0)T.

O

10.13. Uvazujme standardni skaldrni soucin - na komplexnim vektorovém prostoru
T

C3 tj.u-v=ulv.
(a) Najdéte ortonormdlni bézi podprostoru U = {(1,i,1 —4)T, (i,2 +i,-1)T),
(b) najdéte bézi ortogonélniho doplitku U7,
(¢) spotitejte ortogonalni projekci vektoru (1,0, —i)? do podprostoru U.

(a) Vyuzijeme Gramovu-Schmidtovu ortogonalizaci provedenou na posloupnost
u; = (1,i,1—0)7, uy = (i,2+4,—1)7. Nejprve uréime vy = % = %(1,2’,1—
i)". Poté spocitdme c = vy -(i, 2+, —1)7 = 2(1, —i, 1+i)-(i, 244, -1)T = =2 = —i
adéle vh =uy —cvy = (i,2+14,-1)T + £(1,i,1—4)" = 1(3i,3+2i,—1+i)7, proto
vy = \/%(32',3 +2i,—14+4)7T.

(b) u; <(1,-1,0,0,1)7 = 0, u; -(1,-1,0,0,1)" = 0 Protoze potiebujeme najit
nenulovy vektor v kolmy na vektory uj, us, tj. ma platit, ze (1,i,1 —4)T -v =
1,—-i,1+)7 - v=0a(,2+i,-1)T-v=(-i,2—i,—-1)T-vT =0, coz snadno
zformulujeme matici

1 - 141 1 1 —144 1 —i 141
- 2—-1 -1 —i 2—1 -1 0 3—i —-244/)°

tedy vidime, Ze bazi feseni soustavy i bazi U+ je vektor (—3 — 3i,3 +i,4 + 2i)7.
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(c) Staci, abychom spocitali souradnice ortogondlni projekce vzhledem k orto-
normalni bazi U, tedy hodnoty

1 1+ (144)- (=) 2—i
a1 =vi+(1,0,-)T = S(1,—i,1+0) | 0 | = +( +21) (=1) _ 22,

1 L .
1 -3i+i—1 —-1-—2
as =vy+(1,0,—)" = —(=3i,3—-2i,-1—49) | 0 | = =
2 =va (10, - = —( e - =
Tedy ortogondlni projekce je vektor
2—1 —2i
4 24

- 1
(1,i,1 —i)T + (3i,342i, -1+ i) = 57 (18— 90,7 +4i,21 + 5i)7T.

O

19.3.

10.14. Uvazujme standardni skaldrni sou¢in na realném vektorovém prostoru R*.
(a) najdéte néjakou ortogonalni bazi podprostoru U = ((1,1,0,1)7,(1,0,1,1)7),
(b) najdéte n&jakou ortogonalni bazi ortogonalniho dopliku U+,
(¢) spotitejte ortogonélni projekci vektoru (—1,1,0,4)? do podprostoru W =
((17 25 L _1)T7 (L 17 Oa 1)T>

(a), (b) Muzeme postupovat nékolika zpusoby. Jednak muzeme doplnit vektory
(1,1,0,1)7,(1,0,1,1)7 na bézi celého prostoru R* (napiiklad vektory (1,0,0,0)” a
(0,1,0,0)T) a tuto bazi upravit Gramovou-Schmidtovou ortogonalizaci. Prvni dva
vektory ortogonalizované baze budou pfitom tvofit ortogondlni bazi U, dalsi dva
vektory budou tvofit ortogondlni bézi doplitku U+.

Rovnéz ndm staci najit libovolnou bazi UL (napiiklad tymz postupem z 10.4)
a obé baze ortogonalizovat. Postupujme druhym zptsobem: Bazi U~ tvoif napiiklad
posloupnost (—1,1,1,0)7,(0,1,1,—=1)T. Vektor (0,1, 1, —1)7 muzeme upravit jednim
krokem Gramovy-Schmidtovy ortogonalizace
(-1,1,1,0) - (0,1,1,-1)T

3
a proto posloupnost (—1,1,1,0)7,(2,1,1,=3)7 tvoif ortogonalni b4zi U~. Obdobné
zjistime, ze ((1,1,0,1)T, (1,-2,3,1)7) tvoii ortogonalni bazi U.

(c) Potfebujeme nejprve uréit soufadnice z1,xs ortogonalni projekce u = z; -
(1,2,1,-1)7 4+ 25 - (1,1,0,1)7, aniz budeme hledat ortogondlni bézi W, jak jsme
¢inili v predchozi tloze. Resime tedy nehomogenni soustavu rovnic s matici:

1 -1
| (172717_1) :

(07 17 17 _I)T -

1
(_17 17 17 O)T = 5(27 17 17 _3)T7

1
2
(1)2717_1)' 1 (172717_1)'

_— O =

-1

L
—
|
— s O

(1,1,0,1) - (1,1,0,1) - | (1,1,0,1)-

—_— O =
= O =
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(7 2 -3
~\2 3 4 )

Snadno zjistime, ze 1 = —1 a x5 = 2, proto u = (1,0,—1,3

Pro kontrolu jesté ovéime, zda je vektor v —u = (=2,1,1,1)7 skuteéné kolmy
na podprostor U. Ziejmé (—2,1,1,1)-(1,2,1, —-1)T =0a (-2,1,1,1)-(1,1,0,1) =
0. O

)T

—_

0

—_

1
L . 7 7 7 _
Alol vl 1 } je podprostor redlného vektorového pro
1 -1
storu R* se standardnim skal4rnim sou¢inem.

10.15. Necht U = (L

(a) Najdéte ortogonalni bézi ortogonélniho doplitku U+,

(b) najdéte ortogonalni bazi (vy,...,v4) prostoru R?*, tak aby U = (v, vs),

(c) Urcete matice [Py](y’) a [Py ](y:) vzhledem k bézim (v;) ortogondlni pro-
jekce na podprostory U a U=, které chdpeme jako linedrniho operdtory na
R?,

(d) Uréete matice [Py]j* a [Py.]p! vzhledem ke kanonickym bézim K.

(a) Mizeme najit bazi UL a poté pouzit Grammovu-Schmidtovu ortogonalizaci,
ale jednodussi nejprve najit pomoci feSeni soustavy rovnic jeden kolmy vektor,

_11 _01 1 10 1
napiiklad 1 ]2 poté vektor 1 fesi soustavu | 0 1 1 —1], kterd na
0 1 -1 0 1 1

fadcich obsahuje bazi U a diive nalezeny kolmy vektor. Nyni zbyva vektory nor-
malizovat. Ortogonalni bazi ortogonélniho doplitku U+ tvoif napiiklad posloupnost

1 -1
(L -1 1 0 )
V3 1 1’v3 | 1 ’
0 1

(b) V8imneme-li si, Ze je generujici mnozina z definice U uz je ortogondlni béze,
sta¢i ndm tyto vektory sepsat spolu s vektory z tlohy (a):

1 0 1 -1

U U 0 T T S U SR T
(Vl,Vg,Vg,V4)—(ﬁ 0 7% 1 7% 1 773 1 )

1 -1 0 1

0 0 0 O
y . w_ [0 000

Py + Py, tedy [Poe](00 = DA = [PI00 = | g o 1 o
0 0 0 1
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(d) Vyuzijeme vysledek a Tvrzeni o matici linedrniho zobrazeni vzhledem ke
zménéné bazi

[Pyl = 1y - [PV - [Lagies

(vi) (vi)
1 0 1 -1
Véimne Lo . [Id](v")—i 1 1 -1 0 " . ¢
simneme si, ze je matice K. T /3 0 1 1 1 ortogonaini, a proto
1 -1 0 1
1 1 0 1
- Vi) — vi 0 1 1 -1 o
platf, e [Id]f!) = ([d]¥;) =t = (1IF)T = & 1 11 o |- Nymizbyvé
-1 0 1 1
vynasobit
1 0 1 -1 1000 1 1 0 1
[P]K4_L11—10 0100/ 1[0 1 1 -1|_
ki o 1 1 1 0000 3|1 -1 1 0]~
1 -1 0 1 000 0 -1 0 1 1
11 0 1
12 1 0
-1
=s5lo 1 1 -1 -
10 -1 2

10.16. NapiSte matici ortogonalni projekce redlného vektorového prostoru R? se

standardnim skaldrnim sou¢inem na pifmku ( (f) ) vzhledem ke kanonickym bazim.

Nejprve spoéitdme ortonormdlni bazi R?, jejiz prvni vektor generuje pravé piimku

((?) ): B = (% G) , % <_21> ). Nyn{ pifmo z definice matice homomorfismu do-

1 s , . ..
staneme [p]5 = <0 8) . Zbyvé standardni cestou uréit matici [] > = [Id]£, [¢]5[1d] 5>
Nejprve si véimnéme, ze béze B je ortonormdlni, tedy matice prechodu [Id]%5? je
ortogondlni a je tedy velmi snadné urcit matici k ni inverzni

[Id]?=<[Id]f22>-1=<[1d1f22>T=jgﬁ _21>T:\}5<—21 5>'

Nyni snadno dopoc¢itame:

s =g = o2 (3 5 (0 o) s (5 2) =50 1)
]

10.17. Metodou nejmensich ¢tvercu najdéte pfibliznd regeni soustavy redlnych rov-
nic A x = v, jestlize

._\
[ o R S
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1 2 0 1
2 1 2 4
) A=|1 -2 1 |av=]6
1 2 2 2
0 -1 -1 -1

Podle Tvrzeni 8.71 z predndsky mame fesit soustavu rovnic A*Ax = A* v:
(a) Pocitame tedy (jednoznacné Fesitelnou) soustavu s matici

el (T2 | -3
(Al = (] \ NE

s e . .. T -1
jejiz feseni je praveé dvojice y =9 )

(b) Hleddme tentokrat feseni soustavy rovnic s matici

T 4 7 17

(A*AJA*v)=[4 14 5 -1

7 5 10 19
T 2
Zbyva nam dopocitat, ze |y | = | —1
z 1

26.3.

11. VLASTNI CISLA A VLASTNI VEKTORY

11.1. Oznaéme 1) ortogonalni projekci realného vektorového prostoru R® se stan-
dardnim skaldrnim sou¢inem na rovinu ((1,2,3)%, (1,0,1)%).

(a) Najdéte vsechna vlastni ¢isla a v8echny vlastni vektory 1,
(¢) rozhodnéte, zda je 1) diagonalizovatelny,
(d) urcete vsechna vlastni éfsla a véechny vlastni vektory matice [@b]ﬁg

(a) Nejprve si v§imneme, Ze linedrn{ operator ¢ nenf izomorfismem, protoze nenf
na, tedy podle Tvrzeni 9.10 a 9.14 je 0 jeho vlastni ¢islo. Vlastni vektory piislusné
vlastnimu &islu 0 tvoif pravé jadro Keryp = ((1,2,3)T,(1,0,1)T)L = ((1,2,-1)T).
Protoze na roviné {(1,2,3)7, (1,0,1)7) ptisobi 1 jako identita, jedn4 se o podprostor
véech vlastnich vektort pislusnych vlastnimu éislu 1. Zadné dalsi nenulové vlastni
¢fslo nemtize existovat, protoze jiné pifmky nez ty, které lezi v {(1,2,3)%, (1,0, 1)%)
nejsou vzhledem k operdtoru ¢ invariantni.

Geometrickymi uvahami jsme zjistili, ze linedrni operdtor ortogondalni projekce
mé pravé vlastni ¢isla 0 a 1 a mnozinu vlastnich vektoru tvoii vsechny nenulové
vektory z mnoziny {(1,2,3)7,(1,0,1)T) u((1,2,-1)T).

(b) Nahlédneme, ze napiiklad posloupnost M = ((1,2,-1)*,(1,2,3)7, (1,0, 1)7)
tvoii bazi R? slozenou z vlastnich vektori linedrniho operatoru 1, tedy ortogonalni
projekce je diagonalizovatelny linearn{ operétor. Zavérem si viimnéme, ze [1]}) =

1 00
010
0 0 0
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(c) Vyuzijeme-li Tvrzen{ 9.14, nemusime nic pocitat, protoze vlastuf ¢isla linedrniho
operatoru v a matice [w]gz jsou shodnd, tedy 0 a 1 a soufadnicové vektory vzhle-
dem ke kanonické bazi se rovnéz neméni, proto ((1,2,3)7, (1,0, )Ty u ((1,2,-1)T)
tvoi{ mnozinu viech vlastnich vektora matice [w]ﬁz O

V nésledujicim textu budeme pro jednoduchost psat ] misto [¢]5 pro jakykoli
linedrni operdtor ¢ na vektorovém prostoru s bazi B.

11.2. Mé&jme linedrnf operator ¢ na redlném linedrnim prostoru R? s matici [@]gz =

<g g) vzhledem ke kanonické bazi Ks.

(a) Ovéite, ze je ¢ izomorfismus,

(b) najdéte vSechna vlastni ¢isla a vSechny vlastni vektory ¢,

(c) najdéte vsechna vlastni ¢isla a vsechny vlastni vektory ¢ 1,
)

(d) rozhodnéte, zda jsou linedrni operdtory ¢ a ¢~! diagonalizovatelné,

(a) Staci si vS§imnout, ze je matice [gp]?;‘ reguldrni.
(b) Vime, ze A je vlastni ¢islo linedrniho operdtor ¢, pravée kdyz je to vlastni
¢islo matice [(p]ﬁz, coz nastava prave tehdy, kdyz je parametrickd matice

Ky (3= A 2
[el ks )‘In—< 0 3_,\>

singuldrni. Protoze se jednd o horni trojihelnikovou matici, nemusime pouzivat cha-
rakteristicky polynom (tedy v daném piipadé polynom (3 — X)?), abychom zjistili,
ze ma linearni operator ¢ jediné vlastni ¢islo 3.

Nyni pomoci Véty 9.15 spocitdme vlastni vektory matice [go]% jako nulovy pro-

stor
Ker([glfs ~ 31 =Ker (0 5) = ()

Podle Tvrzeni 9.14 jsme pravé nagli soufadnice vlastnich vektoru ¢ vzhledem ke
kanonické bazi, tedy mnozinu vlastnich vektoru tvoii pravé nenulové vektory pod-

prostoru { (é) ),

(c) Poznamenejme, Ze ani ¢ a ¢~ ' nemohou mit diky Tvrzen{ 9.10 a 9.14 vlastn{
¢isla 0, protoze se jedna o izomorfismy. Déle si v§imnéme, Ze pro nenulovy vektor v
a nenulové ¢islo A mame p(v) = A v, pravé kdyz ¢ !(v) = A~! v. Piimo z definice
vlastniho ¢isla a vlastniho vektoru tak dostdvame pozorovani, ze v je vlastni vektor
linedrniho operatoru ¢ piislusny vlastnimu ¢islu A, pravé kdyz je to vlastni vektor
line4rniho operdtoru ¢! pifslusny vlastnimu &islu A~1. Odtud bez dalstho poéitani
vidime, ze ¢! L

1

m4 jediné vlastni éislo 37! = 3 amnozina vlastnich vektori je stejnd

0 )
(d) Zjistili jsme, ze pro dané endomorfismy nemame béazi slozenou z vlastnich
vektort, tedy podle Tvrzeni 9.8 ¢ ani ¢! neni diagonalizovatelny. O

jako u ¢, tedy (<1>

11.3. Je-li p linedrni operétor na na redlném linedrnim prostoru R? s matici [ga]gz =

<:)1 3,) vzhledem ke kanonické bazi K, spocitejte viechna vlastni ¢isla a vsechny

jim piislusné vlastni vektory p a rozhodnéte, zda je p diagonalizovatelny.
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Postupujeme obdobné jako v predchozi iloze. Nejprve zjistime, ze je matice

- C(4-x 2
s -an= (1514 2))

singuldrni pravé pro A = 3 a A = 4 (charakteristicky polynom m4 matice i linearn{
operator (3—\)(4—\)) a pomoci Véty 9.15 a Tvrzen{ 9.14 spocitdme vlastn{ vektory
matice [ap]%, tedy i vlastni vektory operdtoru p jako jader matic

Ker([p]&? — 3I,) = Ker <[1) 3) = <<_12>>,

Ker (ol - 1) =Ker () ¢) = (o))

Zjistili jsme, Ze (<_12>> U (<(1)>) jsou vsechny vlastni vektory p.

Konec¢né tentokrat vidime, ze najdeme bazi slozenou z vlastnich vektoru, konkrét-

né naptiklad pro bazi C = ((?) ) (é)) mame diagondlni [p]¢ = (g 2) -

11.4. Uvazujme linedrn{ operétor ¢ na realném vektorovém prostoru R? s matici

o)k, = (2 Z) vzhledem ke kanonické bazi K.

(a) Najdéte vsechna vlastni ¢isla a vsechny jim prislusné vlastni vektory .

(b) Rozhodnéte, zda je ¢ diagonalizovatelny,

(c) Existuje ortonormélni bazi R? se standardnim skaldrnim souc¢inem, viéi niz
ma ¢ diagonalni matici?

(a) Mame zjistit, pro kterd redlnd (vlastni) ¢isla A\ existuje nenulovy (vlastni)
vektor v, aby ¢(v) = Av. To muzeme ekvivalentné vyjddfit ve tvaru (¢ —Ald)(v) =
0, a v maticovém zdpisu pro libovolnou bazi B prostoru R? ve tvaru

([els — A2)[v]f = [(p — Ald)]s[v]5 = [0]5 = (0,0)T.

Hledédme tedy vsechna takova A € R, pro néz existuje netrividlni feSeni homogenni
soustavy rovuic se ¢tvercovou matici [(¢ — AId)]p. To nastava praveé tehdy, kdyz je
matice [¢]p — ALz singuldrni. Spocitdme tedy nejprve vlastni ¢isla matice linedrniho
operatoru vzhledem k néjaké pevné zvolené bazi. Poznamenejme, Ze pii tom nezalezi
na volbé baze, ale je dulezité, abychom pocitali s matici linedrniho operdtoru, tj.
s matici daného homomorfismu vzhledem k stejné bazi v definiénim oboru i oboru
hodnot. V nasem piipadé budeme pracovat s matici [¢]k,.
Urcime charakteristicky polynom matice

det([plry, —AL) = (3 —=A)(6—-A) —4=XA2 =9\ +14=(\A-2)(A=T7).

Vlastni ¢isla matice [p]k, jsou tedy prévé kofeny charakteristického polynomu,
tedy ¢isla 2 a 7. Déle budeme postupné dosazovat do matice [¢]k, — ALz vypoctend
vlastni ¢isla a budeme hledat vlastni vektory matice [¢]xk,, tedy nenulova fedent
homogennich soustav rovnic s maticemi, kterd tvoii pravé souradnicové vektory
vlastnich vektorii linedrniho operatoru ¢:

[@]1@—2'12:(; Z) [¢1K2—7-12:<_24 _21>
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i . s -2\ . .
Snadno zjistime, ze vSechny nenulové nasobky vektoru < 1 > jsou vlastnimi vektory

. e s S -« Lo 1
matice [¢] g, prislusnymi vlastnimu ¢islu 2 a vSechny nenulové nasobky vektoru <2>

jsou vlastnimi vektory matice [p]k, piislusnymi vlastnimu ¢islu 7.

Kone¢né mame-li spocitané soufadnice vlastnich vektort [v]g, vzhledem ke ka-
nonické bézi, okamzité vidime, Zze mnozinu vSech vlastnich vektoru pfislusnych
vlastnimu &islu 2 tvoii ((—2,1)T) — {(0,0)?} a mnozinu viech vlastnich vektort
pifslugnych vlastnimu é&islu 7 tvoii ((1,2)T) — {(0,0)7}.

(b) Uvéazime-li, Ze mame dvé ruznd vlastn{ éisla linedrniho operdtoru na prostoru
dimenze 2, vime, Ze jde o diagonalizovatelny linedrni operdtor. Protoze jsme v (a)
nasli vlastni vektory staéf vzit bazi M = ((—=2,1)7,(1,2)7), abychom dostali matici

[plm = ((2) 3) vzhledem k bazi M.

(c) Nahlédneme, Ze je baze M ortogondlni (brzy ukdzeme, Ze to nenf ndhoda),
tedy normovénim dostaneme ortonormaln{ bazi B = (%(—2, D", 2=(1,2)") pro-

storu R? se standardnim skaldarnim soucinem sestavajici s vlastnich vektort, tedy

¢l = ((2) 2) Na zavér poznamenejme, ze bazi s pozadovanymi vlastnostmi
existuje pravé osm: (£-1 2 +-L1 1 Ya (£-L1 1 4+ 1 —2 ) 0
jep 1 )T e vile) Tl )

11.5. Najdéte pro redlnou matici A = (g 2) reguldrni matici R a diagondlni
matici D spliujici D = R71AR.

Vse potiebné jsme spocitali v piedchozi dloze, kde A = [¢]k,. Stati si uvédomit,
peviai 31 = (1) (3)) mime (§2) = [elar = DUF LAY, - R AR,

kde R = [Id]}{, = (‘12 ;) O

2.4.

11.6. Najdéte vS8echna vlastni ¢isla a v8echny vlastni vektory redlné matice A =

2 11
1 2 1] arozhodnéte, zda je (ortogonélné) diagonalizovatelna.
11 2

Nejprve uréime vlastni ¢isla. Mohli bychom standardné spocitat charakteris-
ticky polynom det(A — A\I3) a najit jeho kofeny. V nasem pifpadé je ovsem snadné

1 11
uhadnout vlastni ¢islo 1, protoze matice A—1-I, = |1 1 1| jezjevné singularni.
1 1 1
Vyfes§ime-li homogenni soustavu rovnic s matici A — 1 - I, dostaneme v§echny
1 1
pifslugné vlastni vektory vy, tedy vi([ —1],| 1 |). Brzy bude na pfednasce
0 -2

dokéazano, ze vlastni vektory pfislusné ruznym vlastnim ¢islim redlné symetrické
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matice jsou ortogondlni vzhledem ke standardnimu skaldrnimu soucinu. To zna-
mend, ze dalsi vlastni vektor musi byt kolmy na vektory pfislusné vlastnimu éislu

1 1 1 1
1, tedy musi lezet v podprostoru (| —=1|,[ 1 |)- =(|1]). Proto |1 | musi
0 -2 1 1
1 4
byt vlastni vektor matice A a spocitame-li soucin A - | 1] = | 4|, dostdvame
1 4
druhé (a posledni) vlastni ¢islo 4. Zopakujme, 7e v4 je vlastni vektor pifslusny
1 1
vlastnimu é&fslu 4, prave kdyz v4 € (| 1 |), tedy, ze (| 1 |) je mnozina vSech feSen{
1 1
-2 1 1
homogenn{ soustavy s matici | 1 -2 1
1 1 -2

Na zavér poznamenejme, ze z nalezenych vlastnich ¢isel a dimenzi podprostoru
vlastnich vektoru (tzv. geometrické nasobnosti) muzeme zjistit, ze charakteristicky
polynom matice A je det(A — AI3) = —(A — 1)2(A —4). O

11.7. Necht ¢ je linedrni operator na vektorové prostoru R® nad télesem redlnych

2 11
¢isel s matici [flx, = |1 2 1] vzhledem ke kanonické bazi K.
1 1 2

(a) Dokazte, ze je f bijekce,

(b) najdéte viechna vlastni ¢isla a vsechny vlastni vektory linedrnich operatoru
faf?,

(b) existuje-li, najdéte baze B_; a Bs, vu¢i nim7 maji linedrni operatory f—!
a f3 diagondlni matici.

Protoze pracujeme s matici z predchozi ilohy, vét§inu potiebnych vypoctu uz
jsme provedli.

(a) f bijekce, pravé kdyz nemé 0 jako vlastni ¢islo, coz jsme ukézali v piikladu
11.6.

(b) Je-li v vlastni vektor linedrnfho operdtoru f prislusny vlastnimu éfslu A, tedy
plati f(v) = Av, pak

M) = 0v) =,

proto je v vlastni vektor f~! pifslugny vlastnimu ¢fslu A~!. Stejnou tivahu mizeme
naopak provést pro vlastni ¢isla a vlastni vektory linedrniho operatoru f~!, proto
maji operdtory f a f~' stejnou mnozinu vlastnich vektori, jiz podle 11.6 tvoii

1 1 1
(-t L pu{{1rp
0 —2 1

a vlastnf ¢fsla f~! jsou 1 a %.

Obdobnou tivahou zjistime, ze f3(v) = A* v, tedy vSechny vlastni vektory operatoru
f jsou i vlastnimi vektory operatoru f° pifslusnymi vlastnimu éislu A3, Protoze
vlastni vektory f generujf cely prostor R*®, nemohou se Zz4dnd nové vlastni ¢isla ani
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vlastni vektory f2 objevit, tedy podobné jako pro inverzni operdtor zjistujeme, ze

jsou viechny vlastni vektory a 1,64 viechna vlastnif &fsla operdtoru f3.
(¢) Muzeme zvolit dokonce ortonormélni (vzhledem ke standardnimu skaldrnimu
souc¢inu) bézi stejnou pro oba operdtory

AR I A A
B=B_,=Bs=(—|-1|,—|1],—=[1
1 3 (\/§ 0 \/6 Ty \/g 1 )
1 0 0 1 0 O
a dostavame [f~p=(0 1 0)a[flz=|0 1 0 O
00 % 0 0 64
4 0 2
11.8. Méjme matici A= |4 1 1] nad télesem Zs.
2 0 4
(a) Najdéte (nad Zs) vsechna vlastni ¢fsla a véechny vlastni vektory matice A,
(b) dokazte, zZe je matice A diagonalizovatelnd,
(c) najdéte regularni matici P nad Zs, pro niz je P~ AP diagonalni.
(d) Spocitejte A%

(a) Nejprve hleddme nad télesem Zs koreny polynomu p(A\) = det(A — \I3) =
4X\3 + 4X\? + 2. Prostym dosazenim, zjistime, ze p(1) = 0 a p(2) = 0, tedy vlastn{
¢isla matice A jsou pravé 1 a 2. Déle fesime homogenni soustavy rovnic s matici
A—].Ig A—2'132

3.0 2 2 0 2
A-1-I;=4 0 1|, A-2.I,=(4 4 1
2 0 3 2 0 2

Ziejmé napiiklad vektory (1,0,1)7 a (0,1,0)” tvoii bazi podprostoru vlastnich
vektort pifslugnych vlastnimu éislu 1 a vektor (1,3,4)7 tvoif bazi podprostoru
vlastnich vektoru pfislusnych vlastnimu ¢islu 2.
(b) Uvéazime-li, ze posloupnost M = ((1,0,1)T, (0,1,0)7, (1,3,4)7) je baze Zs,
vidime, ze je matice A diagonalizovatelna.
(c) Interpretujeme-li matici A jako matici linedrniho operatoru ¢ vzhledem ke
kanonické bézi a vezmeme-li matici prechodu P = [Id]f}a, pak vidime, ze P~TAP =
100
[1d]5s [cp]ﬁz A%, =[elg = |0 0 |. Tedy zjistili jsme, ze
0 2
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(d) Oznacme J = [p]B. Vimneme-li si, ze A0 = PJIOP~! 3 7e J10 =
1100 0 0

0 110 9 = I, protoze uz 2* = 1, pak vidime, ze

0 0 2100

A =pJIP ! = PLP ' =1;.
O

11.9. Necht ¢ je linedrni operator na vektorové prostoru R? nad télesem redlnych
¢isel dany predpisem ¢ ((z,y,2)7) = (z + 2y + 2,27 — y + 22, -2y) 7.

(a) Najdéte vsechna vlastni ¢isla a vechny vlastni vektory linedarniho operédtoru

v,
(b) existuje-li, najdéte bazi B, vuci niz mé linedrni operdtor ¢ diagonalni ma-
tici,
(¢) najdéte matici linedrnich operatort ¢! a ¢)'°* vzhledem ke kanonické bazi,
(d) urcete vlastni ¢isla a viechny vlastni vektory linedrniho operatoru 12,
(e) najdéte vSechny invariantni podprostory linedrniho operatoru v,
(f) najdéte vSechny invariantni podprostory linedrniho operatoru 2.
1 2 1
(a) Nejprve snadno uréime matici linedrniho operdtoru [¢]x, = [2 -1 2
0 -2 0
vzhledem ke kanonické bdzi K3 a poté najdeme jeji vlastni ¢isla. Mame tii ruznd
2 2 1
vlastni ¢isla 0, 1 a —1. Vyfesime-li soustavy s maticemi [¢|g, +1Is=[2 0 2],
0 -2 1
1 2 1 0 2 1
W]k, —0I3=[2 —1 2|, [¥]k,—1I3=1|2 —2 2 |, najdeme pravé viechny
0 -2 0 0 -2 -1

vlastni vektory ((1,0,—1)T), ((3,1,-2)T) a ((—2,1,2)T).
(b) Posloupnost B = ((3,1,-2)T,(1,0,-1)T,(=2,1,2)7) je tvorena vlastnimi
vektory piislusnymi ruznym vlastnim &islim, tudiz jde o linedrné nezévislou po-

10 0
sloupnost. Proto je B baze R® a [)]g= |0 0 0
0 0 -1

(c) Uvédomime-li si, ze [¢)"]p = 1], uréime snadno matice ¢! a 1)'%4 vzhledem
k bazi:

111 9 0 1 0 O

W' e=wE=[0 0 0 |=(00 0])=[s,
0 0 (—n 00 —1
1154 ¢ 0 1 0 0

W s=Wg*'= 0 0 0 =10 0 0] =[5,
0 0 (=1)™* 00 1
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1 2 1 1 2 1
Tedy okamzité vidime, ze [k, = |2 -1 2| a[W®g, =2 -1 2| =
0 - 0 -2 0
5 =2 5
0 1 0
-4 2 -4

(d) Utinime-li obdobnou tdvahu jako v (c), vidime, ze matice [¢"]p = [¢]}, a
tedy i linedrni operdtor ¢ ma vlastni ¢isla A" pro vlastni ¢isla linedrniho operatoru
1, tedy 92 pravée vlastni ¢isla 0, 1. Je-li navic v vlastni vektor p 1)(vy) = A v, pak
P (vy) = A" vy, tedy ((3,1,-2)T) a ((=2,1,2)7) jsou vlastni vektory ¢? piisluiné
vlastnimu é&slu 1 a ((1,0,—1)) jsou vlastni vektory 4® piislugné vlastnimu éislu
0. Uvazime-li, ze s vlastnimi vektory pfisluSnymi stejnému vlastnimu ¢&islu jsou
vlastnimi vektory i jejich linedrni kombinace, pak

1 3 —2
(ptoputr].{1)
-1 —2 2

jsou pravé vsechny vlastni vektory linearniho operatoru 2.

(e) Nejprve si uvédomme, Ze trividlni podprostory {0} a R?® jsou invariantni pod-
prostory pro kazdy linedrni operdtor. Nalezené vlastni vektory nadm piimo dévaji
generdtory vSech invariantnich piimek, tedy podprostoru dimenze 1. Tedy invari-
antni podprostory dimenze 1 jsou

1 3 -2

Zbyva popsat invariantni podprostory dimenze 2. Vyuzijeme faktu, ze nas linedrni
operator je diagonalizovatelny. Protoze charakteristicky polynom linearniho operatoru
omezeného na invariantni podprostor je stupné 2 a musi délit charakteristicky poly-
nom puvodniho linedrniho operatoru podle Tvrzeni 9.47, mé pravé 2 ruznd vlastni
¢isla (viz také ivaha Pozorovani 9.46). Protoze je zjevné kazdy vlastni vektor ome-
zeného operatoru podle Pozorovani 9.46 vlastnim vektorem puvodniho operdtoru,
musi byt invariantni tedy i stejné jim piislusné vlastni vektory. Proto musi byt
invariantni rovina generovana pravé odpovidajicimi vlastnimi vektory. Tedy dvou-
dimenziondlni invariantni podprostory jsou praveé:

1 3 3 —2 —2 1
(Lot (pr s (fr].10.
-1/ \-2 —2 2 2 -1

(f) T linedrni operétor ¢? je podle (d) diagonalizovatelny, proto mtizeme postu-
povat stejné jako v predchozi iloze. Budeme invariantni podprostory probirat podle
dimenze.

dim=0: Zjevné je vzdy jedinym invariantnim podprostorem dimenze 0 pravé pod-
prostor {0}.

dim=1: Jednodimenziondlni invariantni podprostory jsou vzdy uréeny vlastnim vek-
torem, tedy tentokrat mame opét jeden invariantni podprostor {(1,0,—1)7)
dany vlastnim éislem 0 a nespoc¢etné mnoho invariantnich pfimek (v) pro
kazdy vektor v € ((3,1,-2)T,(-2,1,2)7).
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dim=2: Dvoudimenziondlni invariantni podprostory jsou opét generovany dvojici
vlastnich vektoru. Tentokrat mame tedy invariantni roviny:

3 -2 1

pro kazdy vektor v € ((3,1,-2)T,(-2,1,2)T).
dim=3: Trividlné je podprostor R?® vidy jedinym invariantnim podprostorem di-
menze 3. O

O
9.4.

11.10. Ovéite, ze podprostor U = ((3,1,-2)7,(=2,1,2)?) invariantnim podpro-
storem linedrniho operdtoru ¢ z dlohy 11.9. Oznaéme ¢ linedrni operdtor na U,
ktery vznikne zizenim ¢ na U (tedy ¢(u) = ¢(u)). Najdéte matice:

(a) [¢)B pro bézi B = ((3,1,-2)7,(-2,1,2)T),

(b) [¢*]3 pro bizi B 7 (a),

(¢) [#]S pro bézi C = ((1,2,0)7,(-2,1,2)T),

(d) [¢?]& pro bézi C z (c).

Ze jde o invariantni podprostor jsme dokdzali v 11.9. Obecné staci dokézat, 7e
¥(u;) € U pro jakoukoli generujici mnozinu uy ..., u; podprostoru U.
(a) Protoze jsou B vlastni vektory linedrniho operdtoru v dostdvame piimo z

definice matici [¢]8 = <(1) _01>

(b) Podobné jako v (a) vyuzijeme faktu zjisténého v 11.9(d), ze B obsahuje
pravé vlastni vektory linedrniho operdtoru ¢? piislusné vlastnimu éislu 1. Tedy

W= (5 ).

(c) Tentokrdt bud mizeme pouzit vétu o tom, jak se zméni matice homomor-
fismu, kdyz zménime béaze nebo lze opét postupovat piimo podle definice. Protoze
(1,2,0)7 = (3,1,-2)" + (-2,1,2)” mame

1 3 -2 3 -2 1 -2
o2 =o(| 1 hrof 1t h={ 1) 1]=(2]-2{1]
0 -2 2 -2 2 0 2

proto [d’]g = <_12 _01

(d) V (b) jsme zjistili, ze ¢ na U operuje jako identita, tedy nemusime nic

poéitat, abychom videli, ze [¢2]S = (é (1)> pro libovolnou bazi C' U
4 0 2

11.11. Najdéte vSechny invariantni podprostory matice A = [4 1 1| nad
2 0 4

télesem Zs. Kolik jich celkem je?
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Vyuzijeme vlastnich vektort matice, které jsme nasi v tloze 11.8 a postupujeme
stejné jako v 11.9:
dim=0: {0} je invariantni podprostor.
dim=1: Pfimky jsou urceny vlastnim vektorem, tedy mame invariantni pfimky

1
(3P a (v,
4

kde v € {(1,0,1)7,(0,1,0)7).
dim=2: Dvoudimenziondlni invariantni podprostory jsou generovany dvojici vlastnich
vektortu, tedy dostdvdme invariantni roviny:

1\ /o 1
(oy-{1]) a (3]
1) \o 4

pro kazdy vektor v € ((1,0,1)7,(0,1,0)7)
dim=3: Z2 je invariantn{ podprostor.
Vidime, Ze invariantnich piimek i rovin je prédvé 7 (piimek v roviné nad Zs
totiz najdeme pravé 6 = 5;%11), tedy celkem m& matice A pravé 16 invariantnich
podprostoru . O

11.12. Uvazujme linedrni operdtor f na redlném vektorovém prostoru R*® s matici

1 -2 0
[f]K3 =|1 =1 0] vzhledem ke kanonické bazi K3. Najdéte vSechny invariantni
“ N0 0 1

podprostory linedrniho operatoru f.

Spocitdme-li charakteristicky polynom [f]gz — A3 = (1 - X)(\% +1), vidime, ze
f ma jediné realné vlastni ¢islo 1 a jemu odpovidajici podprostor vlastnich vektoru
je {(0,0,1)T). Jedinym invariantnim podprostorem dimenze 1 je tudiz podprostor
((0,0,1)7).

Pifmo z matice [f]gz vidime, ze

fler) =e; + ey a f(ex) = —2e; — es, proto f(ey), f(e2) € (e1,ez)

a (e;,ey) je invariantni podprostor dimenze 2. Trividlni podprostory {0} a R? jsou
samoziejmeé invariantni podprostory. Zbyva nahlédnout, ze zadné dalsi invariantni
podprostory f neexistuji.

Nyni budeme f chépat jako linedrni operdtor na komplexnim vektorovém pro-
storu C? se stejnou matici. V takovém ptipadé se charakteristicky polynom [ f]gz —
Al = (1—-A)(A+4)(A—1) rozkldda na kofenové ¢initele, mame tii komplexni vlastni
¢fsla 1,4, —i jednodimenziondlni invariantni podprostory jsou pravé ((0,0,1)T),
(2,1 — 4,007, ((2,1 +i,0)T). Obvyklym zptsobem nahlédneme, Ze invariantni
roviny jsou v tomto piipadé prave

0 2 0 2 2 2
Ur=(0],{1=i|])Us=(lo],[14i])Us=([1—i],|1+i]).
1 0 1 0 0 0
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Protoze je kazdy invariantni podprostor redlného operdtoru f invariantnim pod-
prostorem komplexniho operatoru f, sta¢i abychom si vsimli, ze

0 0 1 0
UNRP=({0]),UsnR*=(|0]),UsnR*=([0],]|1]).
1 1 0 0
Tim jsme nahlédli, Ze (e;,es2) je jediny invariantni podprostor redlného operdtoru
f dimenze 2. O

11.13. Necht (vy,vs,v3,vy) je bdze R* a uvazujme linearni operator g na realném
vektorovém prostoru R* dany vztahy g(vy) = vo +v3, g(va) = —2vs — v3, g(v3) =
vi+veag(vy) =2vVy—vy.
(a) Oveérte, ze je V = (vy, vy + v3) invariantni podprostor g,
(b) jeli h restrikce g na V, spoéitejte matici [h]3 pro bdzi (vi,va+v3) a
spocitejte vlastni ¢isla h,

(c) rozhodnéte, zda je vlastni ¢islo linedrniho operatoru g.

(a) Staci spocitat g(vi) =va+vz €V a
g(va+v3) =g(ve) + g(vs) = —2vo—v3+vi+va=v; —(va+v3z) €V

(b) Udaje potebné pro sestaveni matice [h]} = <(1) _11> uz jsme spocitali v

(a). Nyni zbyva najit kofeny charakteristického polynomu det <_)\ 1 > =

1 —-1-2A
A2 + X — 1. Vlastn{ é&fsla h jsou tedy pravé hodnoty %‘/‘?’

(c) Podle Pozorovani 9.46 je kazdé vlastni ¢islo linedrniho operatoru h vlastnim

¢islem linedrniho operdtoru g. Protoze jsme v (b) zjistili, ze — 1+2\/g je vlastn{ ¢fslo

linedrniho operatoru h, nemusime uz nic pocitat. O

16.4.

12. JORDANUV KANONICKY TVAR

) (5 3 (1 1 (20 . -
12.1. Bud M = <_3 _1>, N = (_1 3>, K = <3 1> matice nad télesem

redlnych ¢isel.
(a) Spocitejte vlastni ¢isla a vlastni vektory matic M, N a K,

(b) existuje-li, najdéte Jordanuv kanonicky tvar matic M, N a K,
(¢) rozhodnéte, které dvojice matic M, N a K, jsou podobné.
(d) najdéte reguldrni matice P Q nad télesem redlnych éisel, aby P~'MP a

Q 'INQ byly Jordanovy matice,
(e) najdéte reguldrni matici S, aby S™'MS = N.

(a) Obvyklym zpusobem snadno zjistime, ze charakteristicky polynom matice
M a N je (A — 2)? a charakteristicky polynom matice K je (A — 2)(A — 1), proto
maji matice M jediné vlastni ¢islo 2 algebraické nasobnosti 2, a matice K ma
prave vlastnf ¢isla 1 a 2 (obé algebraické a tedy i geometrické ndsobnosti 1). Nynf

vytesime homogenni soustavy rovnic s maticemi M — 21, = (_33 _33> , N—-2I, =
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(:} }), K-1I, = (; 8) aK-2I, = <g _02> Tedy mnozina vlastnich

vektort matice M je ((1,—1)7), mnozina vlastnich vektorti matice N je ((1,1)7) a
mnozina vlastnich vektorti matice K je ((0,1)7)u {(2,3)7).

(b) Poznamenejme, ze se charakteristické polynomy vsSech tfi matic rozkladaji
na soucin kotenovych ¢initel, proto podle Véty 17.8 vSechny matice maji Jordanuv
normalni tvar.

Ziejmé m4 Jordanuv normdlni tvar matice na diagondle praveé hodnoty spektra
a nad diagondlou nuly nebo jednicky. Ptitom ruznd vlastni ¢isla urcuji ruzné Jor-
danovy buiiky, proto je matice K diagonalizovatelnd, a tudiz podobné Jordanové

matici (g 2) Matice M i N mohou byt podobné pouze Jordanovym maticim

(g g) nebo <g ;), Podobnost s prvni z nich by ov§em znamenala, ze je matice

M ¢i N diagonalizovatelnd, zatimco v (a) jsme zjistili, ze vlastni vektory ani ma-
tice M ani matice N netvoi{ bazi, tedy matice diagonalizovatelné nejsou. Tedy je

. i . . - - 2 1
Jordanuv kanonicky tvar matice M i N roven pravé Jordanové burice (0 2).

(c) Vime, ze dvé podobné matice maji nutné stejné charakteristické polynomy,
tedy matice K neni podobna matici M ani N. Na druhou stranu, dvé matice se
stejnym Jordanovym kanonickym tvarem jsou podobné, tedy M ~ N.

(d) Oznatme ¢ linedrni operdtor na prostoru R? s matici [p]x, = M vzhledem
ke kanonické bazi. Podobné jako u tdloh tykajicich se diagonalizovatelnosti muzeme
problém pfevést na otdzku nalezeni baze B = (vi,Vvsy) vici niz bude mit matice
linedrniho operatoru ¢ Jordanav kanonicky tvar, tj [¢]p = (3 ; . To ovSem
znamend, ze p(vy) = 2vy a ¢(vs) = v +2vy. Odtud okamzité vidime, ze vektor
v je pravé vlastnim vektorem matice M, zvolme napiiklad vektor (1, —1) a druhy
vektor vy dostaneme jako feseni nehomogenni soustavy rovnic (M — 2Iy) v_ vy s

matici <_33 _33 ‘ _11> . Vidime, ze soustavu fesf napiiklad vektor (3,0)%, nasli
1
jsme tak hledanou matici P = [Id]f = (_11 8)
Stejné postupujeme pro matici Q. Nejprve najdeme vlastni vektor v; = 1)

matice N a poté hleddme druhy vektor Jordanova fetizku, tedy vektor vo spliujici
rovnost p(vs) = vi +2vy. Potfebujeme tedy vyfesit nehomogenni soustavu s maticf

-1 1 1
-1 1 1

v _ (10
[Id]K2 - (1 1)'

(e) Staci uvazit, ze jsou obé matice podobné téze Jordanové matici, tedy, ze
P~I!MP = Q7 !NQ, a proto (PQ~})"'MPQ~! = N. Obvyklym zptisobem tedy

. . (PO (3 s
najdeme soucin S = PQ —<_1 O> (1 1) —<_1 0). O

), nalezenym feSenim je napiiklad vektor vo = <(1)> Proto Q =
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12.2. Existuje-li, najdéte nad télesem Zs Jordanuv kanonicky tvar matic D; =
2 00 2 00 2 00
2 2 0],Do=10 2 0}),D3 =12 1 O0]. Existuji-li, najdéte dale re-
4 3 2 4 3 2 4 3 2
guldrni matice P;, aby P;lDiPi byly Jordanovy matice.
(a) Existuje-li, najdéte Jordanav kanonicky tvar matic D; pro i = 1,2, 3.
(b) najdéte regulédrni matice P;, aby P; 'D,;P; pro i = 1,2,3 byly Jordanovy,

2 00
(¢) rozhodnéte pro kterd a € Zs je matice F, = |a 2 0| podobnd Dy,
4 3 2

(d) rozhodnéte, kolik existuje matic Py, aby P;'D;P; byla Jordanova.

(a) Protoze je matice Dy dolnf trojihelnikovda, okamzité dostaneme jeji charak-
teristicky polynom (2 — \)3, tedy diky Dusledku 9.61 vime, ze Jordaniv kano-
nicky tvar matice D existuje. Postupujeme-li stejné jako v iloze 12.1, zjistime, ze

0 00 2 10
rank(D; —2I3) =rank([{2 0 0))=2,aprotoD~ |0 2 1|, tedy Ze geome-
4 30 0 0 2

trickd nasobnost vlastniho ¢isla 2 matice D je 1. Protoze je geometrickd ndsobnost
vlastnich ¢isel podobnych matic stejnd, proto musi byt matice D; nutné podobnd

2 1 0
Jordanoveé bunce |0 2 1
0 0 2

Podobné zjistime, Ze je charakteristicky polynom matice Dy opét (2 —\)? a rank
matice Ds —21I3 roven 1, proto ma vlastni ¢islo 2 matice D, geometrickou nasobnost

2 10
2. Tudiz Jordantv kanonicky tvar matice Dy je nutné tvaru [0 2 0
0 0 2

Kone¢né vlastni ¢islo 1 matice D3 mé algebraickou i geometrickou nasobnost 1
a vlastni ¢islo 2 matice D3 m4 algebraickou i geometrickou nasobnost 2, tedy se

2 00
jedna o diagonalizovatelnou matici s Jordanovym kanonickym tvar {0 2 0
0 0 1
(b) P#i hledani matic P; opét vyuzijeme postup z 12.1.
0
Nejprve najdeme vlastni vektor vi = | 0 | matice Dy a poté pocitame postupné
1
nehomogenni soustavy rovnic
0 0 0 |0 0 0 0 0 |0 1
2 0 0 |0)=vy=1|2], 2 00 2| =>vy=12
4 3 0 |1 0 4 3 0 |0 0
0 01
Spocitali jsme Py = |0 2 2
1 00
Pro matici D, opét snadno spoéitdme jeji charakteristicky polynom (2 — X)3,

0 1
déle podprostor vlastnich vektoru je tentokrdt dvoudimenziondlnf ([ 0|, {2 |),
1 0
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proto nejprve vybereme vlastni vektor vy tak, aby rovnice (Ds — 2I3) x = vy méla
feSeni (tj. vektor z pruniku Ker(Dy — 2I3) N Im(Dy — 2I3)). Snadno nahlédneme,

~—

0
7e tuto podminku opét spliiuje vlastni vektor v; = 0), pro néjz dopocitame
1
4 0 0 0 |0
vektor vo = | 0 | spliiujici nehomogenni soustavu [0 O 0 |0 |. Za posledni
0 4 3 0 |1
vektor staci vzit kterykoli linedrné nezavisly vlastni vektor, napiiklad opét vektor
1 0 4 1
vy = | 2 |. Tentokrat jsme nasli matici P = [0 0 2| (poznamenejme zde,
0 1 00
ze by podminkdm vyhovovala i pfedchozi matice P;). Navic si vSimnéme pokud
1 0 4
vhodné zménime poradi sloupcu dostaneme matici P,=(2 0 0 , kterd také
0 1 0

splituje pivodni podminky, avsak souc¢iny ndm davaji rizné byt podobné Jordanovy
matice:

2 10 . (200
P,'D,P,=(0 2 0 a Py, DyPy=(0 2 1
00 2 00 2

Konec¢né posledn{ tiloha obnasi pouze nalezeni béze slozené z vlastnich vektoru a jeji
serazeni do sloupcu matice P3 (viz napiiklad 11.8). Hleddme tedy béze podprostoru

0 0 O 1 00 0 10
Ker{2 4 0)aKer|{2 0 0] adostanemeP3={[0 2 1
4 3 0 4 3 1 1 0 2

(c) Protoze ma matice dolni trojihelnikova matice F, opét charakteristicky po-
lynom (2 — \)?, staéf obdobné jako v piipadé (a) uréit, kdy je Jordantv kanonicky
tvar matice F, stejny jako matice D;. Tedy se ptadme, kdy je hodnost matice

0 00
F,—2I3=[a 0 0] rovna dvéma, coz nastava pravé tehdy, kdyz a € Zs \ {0}.
4 3 0

(d) Vsimnéme si, Ze postup, jak sestavit matici Py ndm poskytne viechny takové
matice, tedy, ze je nutné prvni sloupcovy vektor vlastnim vektorem a dalsi sloupcovy
vektor fesi nehomogenni soustavu s touz matici levych stran a vektorem pravych
stran obsazenym v pfedchozim sloupci. Tedy se ptame, kolik vhodnych feSeni sou-
stav existuje. Podprostor vlastnich vektoru je jednodimenziondlni, tedy existuji 4
nenulové vlastni vektory, druhy i tieti sloupcovy vektor potom muzeme vybrat péti
zpusoby (fesime nehomogenni soustavu, tedy se mezi FeSenimi nulovy, respektive
linedrné zdvisly vektor nevyskytne). To znamend, ze existuje pravé 4 -5 -5 = 100

ruznych matic Py. O
-1 3 2 4 3 1

12.3. Uvazujme maticce A= | -1 1 1|aB=|-3 -2 —1| nad télesem
-2 3 3 0o o0 1

racionalnich ¢isel.

(a) Existuje-li, najdéte Jordanuv kanonicky tvar matic A a B
(b) rozhodnéte, zda jsou si matice A a B podobné.
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(a) U obou matic snadno zjistime, ze
det(A — MI3) = det(B — A\I3) = =A% + 30 =3\ + 1 = (1 —))>.

Obé tedy maji vlastni ¢islo 1 ndsobnosti 3, proto musi byt podle Dusledku 9.61
podobné jedné z nasledujicich matic v Jordanové normdalnim tvaru:

1 00 1 10 1 10
J;j=10 1 0], Jo={(0 1 0}, J3={0 1 1
0 01 0 01 0 01

To znamend, ze existuji reguldrni matice P4 a Pp a indexy i4 a ip, pro néz
Ji, =P'AP, aJ;, = P;'BPg. Déle si viimnéme, ze pro kazdé \ plati

P,'(A-)E)P,=P'AP, - \P'EP, =J,;, — \E.

Zvolime-li za A vlastn{ ¢islo 1, vidime, Ze matice A — 1E a J;, — 1E se li§{ jen
vynasobenim zprava a zleva reguldrni matici, proto musi mit stejnou hodnost.

000

Piitom snadno nahlédneme, ze rank(Jy —Is) =rank({0 0 0|) =0, rank(J; —
0 00
010 010

Is) =rank({0 0 0])=1arank(J3—1I3) =rank({0 0 1])=2, tedy zbyvd
0 00 0 00

spocitat rank(A —I5) = 2 a rank(B — E) = 1. Matice A nutné podobnd Jordanove
matici J3 a matice B je podobna Jordanové matici J,.
(b) Matice J2 a J3 ziejmé nejsou podobné, proto nejsou podobné ani matice A

a B. O
23.4.
2 -2 -1
12.4. M&jme linedrni operétor ¢ na C?* s matici [(p]gz =11 3 1 | vzhledem
1 2 4

ke kanonické bazi K3.
(a) Najdéte bazi B, vuci niz bude mit ¢ Jordanovu matici,
spocitejte pro bazi B z (a),
b Citejte [p*°]5 bazi B
(c) polozime-li A = %[go]gz, spocitejte mocninu A5,

(a) Nejprve spocitame charakteristicky polynom linedrniho operédtoru ¢, jimz je
(3 — A\3). Definujme-li f = ¢ — 3Id. Urcime déle jadro

-1 -2 -1 1
Ker(p —3Id) = Ker([¢]x, —3L;) = 1 0 1 | =(| 0])
1 2 1 -1
-2
Zvolime si napiiklad vlastni vektor vi = | 0 | a déle poc¢itame obvyklym zpusobem
2
Jordanuv fetizek
-1 -2 -1 -2 -1 -1 -2 -1 -1 1
1 0 1 0O |=ve=1|1], 1 0 1 1 | =>vs=1{0
-1 -2 -1 2 1 -1 -2 -1 1 0
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-2 -1 1 3 10
Nasli jsme bazi B=(| 0 |,| 1 |,[0]),proniz[p]lp=]0 3 1
2 1 0 0 0 3

(b) Jordanova véta ndm muze pomoct pii po€itdni mocnin matic. Nejdiive
pripomenme, ze mocninu libovolné Jordanovy bunky dostaneme jako

T T T N R o R AN Py
o N 1 ... 0 0 /\i,f (’1@)/\571 o (nEQ) /\f—n+2

=l = DU
0O 0 ... 0 XN\ 0 0 0 /\f

kde definitoricky polozime (:f) )\f_r pro r > k. To pouzijeme na matici

=0
3 1 0\ /3% 45.31 990.3%
POl = (e =0 3 1) =(0 3% 4534
0 0 3 0 0 34
(c) V (a) jsme fakticky spocitali reguldrni matici P = [Id] , tak, Ze platf 3A =
PJP~ !, kde J je Jordantv kanonicky tvar matice [cp]gi Proto

1 1 1 1
AF =P JPT'P_JP'.. . P IJP ' =P _JfP.
3 3 3 3k
Popsanym postupem tedy najdeme mocninu A*®:
L[-2 -1 1\ (3% 45.31 990.3%\ /-2 -1 1\
AY=—[0 1 0 0 31 45.3% 0 1 0] =
345 s
2 1 0 0 0 3 2 1 0
-2 -1 1 1 15 110 0 —% % —234 =30 -235
=10 1 0 0 1 15 0 1 0)= 15 1 15
2 1 0 0 0 1 1 0 1 235 30 236
O
1 1 2 -2 3 2
12.5. Méjme komplexni maticeG=| 1 -2 1 |, H=[|-1 0 1
-1 -2 =2 -2 3 2

(a) Najdéte Jordanuv kanonicky tvar matic G a H,
(b) spocitejte G0,
(c) existuje-li, najdéte pfirozené n, pro které H™ = 0.

(a) Opét nejprve spocitame charakteristické polynomy det(G—AE) = —(A+1)% a
det(H-AE) = =A%, tedy 0(G) = {—1,-1,—-1} ac(H) = {0,0,0}. Nynf stejné jako
v 12.3 vyuzijeme pozorovéni, ze pro dvé podobné matice h(A — AE) = h(B — AE)
A a B plati, ze h(A — AE) = h(B — AE) pro kazd4 skalar A, specidlné pro vlastnf
¢isla. Protoze h(G + E) =2 a h(H) = 2, dostdvame

-1 1 0 010
G~|0 -1 1|, H~|0 0 1
0 0 -1 00 0

(b) Zname-li Jordantv normalni tvar J matice G a spoc¢itame-li regularni matici
P, pro kterou G = PJP~! G?° = PJ°P~!, zbude ndm proto uréit J°.
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Matici P spocitame obvyklym zpusobem. Nejdiive hleddme vlastni vektor vy,
tj. vyfesime homogenni soustavu rovnic s maticf G + E a poté feSime nehomogenni
soustavy rovnic (G +E) vl = vl a (G+E) vl = vl (A+E)v3=v2, tedy postupné
hleddme teSeni soustav s maticemi:

2 1 2 0 2 1 2 1 2 1 2 %
1 -1 1 0], 1 -1 1 0], 1 -1 1 3
-1 -2 -1 0 -1 -2 -1 -1 -1 -2 -1 0
Spocitali jsme, ze napiiklad v; = (1,0, —1), vo = %(1, 1,0) avs = %(2, —1,0). Tyto
1 L 2
9
vektory sepiSeme do matice prechodu P = | 0 g _71 od béz (vq,va,vs) ke
-1 0 0

0
kanonické bézi a obvyklym zptisobem uréime inverznf matici P~ = (1
3

(_1 510) 520)
Déle uréime podobné jako v 11.10(c) hodnotu J°° = 0 —1)°0 —(510
0 0 (—1)0
Koneéné zbyva dopoéitat G0 = PJOP~! =
1 % 2 1 —-50 1225 0 0 -1 3576 3725 3575
=0 3 F 0 1 -50 1 2 1 ]=| -50 51 —50
-1 0 0 0 O 1 3 -3 3 —3625 3775 3624
(c) Uvazujeme stejné jako v (b), tedy uvédomime si, ze existuje reguldrni matice
01 0\" 0 1 0\°
Q, prokterot H*=Q |0 0 1| Q7! sta¢f nahlédnout,ze |0 0 1| #0a
0 00 0 0O
01 0\°
0 0 1] =0, tedy hledané minimalni n = 3. O
0 00
10 0 0 10 00
" o . 11 0 O {1 1 00 1
12.6. Méjme redlné matice A; = 20 1 0 alA, = 9 0 1 0 . Najdéte
4 2 -1 1 4 2 1 1

jejich Jordantv kanonicky tvar a rozhodnéte, zda jsou si podobné.

Okamzité ze zadani vidime, ze maji obé matice jediné vlastni ¢islo 1 algebraické
néasobnosti 4 a snadno spocitame, ze je jeho geometrickd nasobnost 2. Proto maji
obé matice jednu z nésledujicich Jordanovych matic

110 0 1100
0110 0100
Ji=1o 010" 2700 1 1
000 1 000 1

To znamend, Ze existuji reguldrni matice Py a Py a indexy % a ¢2, pro néz J;, =
P, 'A,P; aJ;, =P, A,P,. Viimnéme si, ze plati

(J2 — 14)2 = 0, zatimco (J1 — 14)2 7é 0.
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Protoze (J;; —14)? = P;'(A; —1,)?P}, stacf tedy rozhodnout, zda (A; —14)? = 0:

2

00 0 0 0000
cwe_ |10 0 0] _f0o0 00

(A114)_2000_0000’
4 2 -1 0 00 0 0
0000 /0000
twe_|1 000 _[00O00O
(A114)_2000_0000
4 2 10 4 0 00

Zjistil jsme, ze je matice A; mé Jordaniv kanonicky tvar J, a matice Ay mé
Jordantv kanonicky tvar Ji, coz znamend, ze matice A; a As nejsou podobné. O

13. UNITARN{ DIAGONALIZOVATELNOST

13.1. Najdéte redlnou ortogondlni matici U, pro niz je nad R

(a) matice UT (‘; i) U diagonélni,
5 2 2

(b) matice UT [ 2 5 2| U diagonalni.
2 2 5

Nejprve si uvédomme, ze obé matice jsou symetrické, tedy normdlni, a proto
unitarné diagonalizovatelna.
(a) Snadno si vsimneme (nebo obvyklym zpusobem spocitdme), ze —2 je vlastnf
¢islo algebraické i geometrické nasobnosti 1 a jemu pfislusny normalizovany vlastni
; b1 1 e 1
vektor je bud ﬁ(?’a —1)T nebo ——(-3,1)T. Zvolme napiiklad u; = ﬁ(i’), -17T.

V10
Protoze je matice unitarné diagonalizovatelnd, nezbyva nez, aby kazdy vektor kolmy
na ﬁ(:&,—l)T byl také vlastnim vektorem, zvolme tedy normalizovany vektor

-1 3\ /1 8

| T Ve s . _

u, = m(l,S) . Véimneme si, Zze z podminky (3 7) <3> = (24> snadno
urc¢ime druhé vlastni ¢islo 8. Baze B je nyni ortonormalni a sklada se s vlastnich

vektort, proto polozime-li U = [Id]f%3 = \/% _13 ;’

-3 1 -1 3 -3 1 -2 0
AT T _ _1 1
ortogonalmaU AU_\/E<1 3) <3 ]> \/E(l 3) _<0 3)

(b) Uréime vlastni ¢isla a jim prislusné vlastni vektory. Jedno vlastni &islo je

, je tato matice pirechodu

2 2 2
ziejmé A = 3 a vyreSime homogenni soustavu rovnic s matici A—-3-E= |2 2 2
2 2 2

a dostaneme vlastni vektory v € ((—1,1,0)7,(=1,0,1)T) \ {0}, a protoze dalsi
vlastni vektor musi byt kolmy na vektory piislusné vlastnimu ¢islu 3, tj. lezi v pod-
prostoru ((—1,1,0)7,(=1,0,1)")* = ((1,1,1)T), je jim napiiklad vektor (1,1,1)7.
Nyni spoéitdame A(1,1,1)7 = (9,9,9)7, odkud dostadvame vlastnimu éislo A = 9.
Nyni najdeme ortonormalni baze obou podprostoru vlastnich vektora. Pro vlastni
1
¢islo 9 stac¢i normalizovat, abychom dostali vektor % 1] a pro A = 3 najdeme
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-1 -1 -1 -1
ortonormélni bazi (% é , % —2 1 |) podprostoru ( (1) , ;) ) napiiklad
Gramovou-Schmidtovou ortogonalizaci. Nyni polozme

1 -1 -1
B (2 LI B L B

Protoze je B ortonormdlni baze, je zfejmé matice prechodu U = [Id]ﬁ3 ortogonaln{
1 1 1 1 o-1 -1
V3 V3 V3 5 2 2 V3 oV2 Ve 9 0 0
aUTAU= |22 5 0|25 2)|% 55 Z#|=(03 0] O
=1L -1 2 2 2 5 L 0 Z 0 0 3
V6 V6 V6 V3 V6
30.4.

13.2. Najdéte ortonormalni bazi B reilného vektorového prostoru R?, aby byla
matice [f]5 diagondlni, jestlize

5 2 2
@) [flxe=1[2 5 2],
2 2 5
2 1 2
b) [l =1 2 2
2 2 5

(a) Sta¢i ndm vzit ortonormaln{ bézi B z 13.1, o niz vime, zZe
4 0 0
/15 = (Id]%,) ™' [f]x, [1d]%, = UTAU = {0 1 0],
0 01

1 -1 -1
tedy B = (% 1 ,% (1) ,% —21 ) je hledand ortonormalni baze.

(b) Postupujeme stejné jako v tloze (a). Nejprve standardnim zpusobem na-
jdeme vlastni ¢isla matice [f]gz, jimiz jsou 1 (algebraické nasobnosti 2) a 7 (alge-
braické nasobnosti 1) Pro vlastn{ ¢islo 1 najdeme podprostor vlastnich vektora V; =
((1,-1,0)T,(2,0,—1)T) a pro vlastni &islo 7 tvoif podprostor vlastnich vektort Vy =
((1,1,2)T). Zbyva nam napiifklad pomoci Grammovy-Schmidtovy ortogonalizace
najit ortonormélni bdzi Vi (tedy napiiklad (%(1,—1,0)2 %(1,1, —-1))T a nor-
malizovat vektor (1,1,2)7. Nyni je B = (2=(1,-1,0)7, %(1, 1,-1)7T, %}(1, 1,2)7

V2
1 00
takovou ortonormdln{ bézi R3, ze [f]E=[0 1 0 O
0 0 7
1 1—14 -1
13.3. Jestlize A = [ 1+ 2 —1—1 |, najdéte komplexni unitarni matici

-1 =143 1
U, pro niz je ﬁTAU diagondlni.
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Snadno spocitdme, ze KT = A, a proto je komplexni matice A normalni,
tedy unitdrné diagonalizovatelnd. Chceme-li najit ortonormalni bazi C?® slozenou
z vlastnich vektoru, sta¢i ndm najit ortonormalni baze podprostoru feseni homo-
genni soustavy rovnic s matici A — AE pro jednotliva vlastni ¢isla A.

Charakteristicky polynom matice A je —\% +4\2, proto jsou vlastni ¢isla matice
A préave 0 a 4. Snadno najdeme ortonormalni bazi mnoziny vsech feseni soustavy
s matici A — 4E =

1 1—1 -1 4 0 0 -3 1—1 -1
=141 2 —1—-2|—-10 4 0)=|1+: -2 —1—1
-1 143 1 0 0 4 -1 —1+3 -3

Podprostor vsech teseni je jednodimenziondlni, jeho béazi tvori naptiklad vektor
(1,14 14,-1)". Protoze je norma [|(1,1+i,-1)7|| = 2, je vektor $(1,1+4,—1)7
hledanym normalizovanym vektorem. Déle snadno zjistime, ze napiiklad vektory
-1+ 1
1 , | 0] tvoii bazi dvoudimenzionalniho podprostoru vech feseni soustavy
0 1
s matici A. Zbyva tyto vektory ortogonalizovat a normalizovat. To mtzeme provést
napiiklad Gramovou-Schmidtovou ortogonalizaci, tak dostaneme ortonormalni bazi

1 -1+ 4 0 0
1 1 s s .
—=10]), = 2 . Zjistili jsme, ze |0 0 0] =
A 00 0
i . 1 1 =14
% %— 3 —1% 1 1—1 -1 . 2 B 2\1@1
= 7 0 7 141 2 —1—14 5+5 0 7
—1—3 1 1—i -1 144 1 1 1 1—3
22 V2 22 2 vz 22

O

13.4. NapiSte linedrni operator f na redlném vektorovém prostoru R™ se stan-
dardnim skaldrnim soucinem jako linedrni kombinaci projekei na piimku, jestlize

aneser ()= (20)

x 5x + 2y + 22
(b)n=3afly]| =|2c+5y+2z
z 2x + 2y + 5z

Nejprve piipomenme obecné pozorovani pro linedrni operator f na realného vek-
torového prostoru se standardnim skaldrnim souc¢inem: Je-li B = (b;) ortonormaln{
béze slozend z vlastnich vektoru linedrniho operdtoru f, potom

A 0 ... O . o; 0 ... 0 .
0 X ... O 0 &y ... 0

Ae=|~ N Z)‘i s = Z[/\ifi]ga
0 0 ... X/ Tt \o o ... &) T

kde f; je pravé ortogonalni projekce na piimku (b;). To znamend, ze f = Y. | A; fi.
Potiebujeme tedy pouze najit vlastni ¢isla a ortonormalni bazi slozenou z vlastnich

5 2 2
vektoru. Snadno nahlédneme, ze (a) [f]% = (_31 ?) a (b) [f]ﬁg =(2 5 2
2 2 5
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deaje, které potiebujeme k vyreseni ulohy jsme spocitali uz v prikladu 13.1, nyni
jich tedy vyuzijeme:
(a) Ortonormalni bazi B slozenou z vlastnich vektoru linearniho operdtoru f

=3 1
tvoii posloupnost B = ((@) , <\/3T0>) a sklada se s vlastnich vektori. Proto je

V1o

V10

linedrni operator f; pravé ortogondlni projekci na primku <<

1 )), linedrni operétor
5 je ortogondlni projekci na piimku ! a f=-2f1 +8f>. Pfipomenme, ze
& 3

. i -3 1\ . . oy .
zname-li matici ptechodu U = [Id]23 = \/% 13 3]s e snadné spocitat matice

obou ortonormalnich projekci vzhledem ke kanonickym béazim:

10 =32 L\ 1 o0\ [ L 9 -3
[mﬁz:U(O O)UT=(%T° f) (0 0) (f r>=(% )

Vvio V10 V10 V10 10 10

1 0 =3 _1_ 0 0 =3 _1_ 1 3
[f2]§§:U<O O)w:(g §> (0 1) (; g):( )

dostavame tak také maticovy rozklad

-1 3 95 =3 1 3
( ):_2.<1% 110>+8-<130 190)_
3 T 10 i 10

(b) Tentokrat méme spocitdnu ortonormélni bézi slozenou z vlastnich vektoru
1

~J

B = (ug,us,u3) = ( 7| \% N % ). To znamend, ze mame ortogonalni
1 2
3 0 NG

-
projekce f; na piimky (u;). Navic plati rovnost f = 9f; + 3f2 + 3f3 a opét tedy
muzeme spocitat matice ortogondlnich projekci vzhledem ke kanonickym bé&zim
jako [fz]ﬁg =u;-ul:

7 111
()% = v’ (L 1 L) _ (i i3
Ks \{ﬁ V3 V3 VB [
% 3 3 3
\% 1 =1
K -1 1 2 ?
Lli=| 05 (75 e 0) =3 35 O},
0 0 0 0
=1 101 -1
[fa] s = V8 (;1 -1 L) Y O ]
K; ol \ve VB Ve 5 5 3
Vi 3 3 3
O
1 1 01
13.5. Najdéte singularni rozklad redlné matice A= |2 0 1 1
1 -1 1 0
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6 0 3 3
. crrs =T 0 2 -11 . oy p
Nejprve spocitame A~ A = 3 _1 2 112 standardni cestou ur¢ime vlastni
3 1 1 2

¢isla matice O'(XTA): {0,3,9}. Singuldrni hodnoty matice A jsou v/3, 3. Obvyklou
cestou najdeme normalizované vlastni vektory piislusné vlastnim ¢islaim 3 a 9:

2 1 1 2 1 1
V3 = 077)_7a7T7V = 770)777T'
DS8le spocitame, ze tuto dvojici miizeme doplnit dvojici vektori (—%, %, %, 0)7,

(%, %,O,—%)T vlastnich vzhledem k vlastnimu ¢islu 0 na ortonormadlni bazi

celého prostoru R%.
Nyni spocitdme usz = %Av3 = (%,0, —\%)T aug = %AVQ = (%, %, %)T.
Vektor (%, —%, %)T dopliiuje dvojici us, ug na ortonormalni bazi R*. Nyni uz

1 1 01
muzeme napsat singularni rozklad maticce A= 12 0 1 1] =

1 -1 10

0 =2 _1 1
1 1 1

i g (Voo g
— 2 _ 1 6 6 6
= 0 75 73 0 3 00 S T T 0
—% % % 0 0 0 0 Ve vE o VB 2
% v 0 %

14. BILINEARNI A KVADRATICKE FORMY

14.1. Bud A néjaka ¢tvercova matice stupné n nad télesem T' a definujme zobrazeni
f:T" xT" — T piedpisem f(u,v) =u-A -v’ a dile pro kazdé u € T™ dvojici
zobrazeni fy,u f : T™ — T podminkou f,(v) = f(v,u) a o f(v) = f(u,v). Dokazte,
7e fu @ of jsou pro kazdé u € T™ linearni formy.

Obé zobrazeni f, i f zobrazuji vektorovy prostor nad télesem T' do télesa T,
tedy staci ovérit linearitu. Vyuzijeme k tomu vlastnosti sé¢itdni a ndsobeni matic
a dostaneme pro kazdé u,v,vi, vy € T" a kazdé t € T, ze fu(vi + va) = (vi +
vo)Au = viAu+voAu = fu(vi) + fu(vae) a fu(tv) = tvAu = tf,(v). Symetricky
Luf(vi +vo) =uA(vy +v2) =4 f(V1) +u f(V2) a uf(tv) = tuAv =t,f(v). O

Poznamenejme, ze zobrazeni, které jsme zavedli v 14.1 je bilinearni forma.

14.2. Uvazujme zobrazeni f : Z2xZ2 — Z; dané piedpisem (analytickym vyjddfenim)

x
f( <x1> ; <y1>) = z1y1 + 2z1Y2 + 422y1 + 3T2y2
2 Y2
(a) Ovérte, ze je f bilinedrni forma,
(b) najdéte matici f vzhledem ke kanonické bazi,
)

(¢) najdéte matici f vzhledem k bézi B = (<§> , (?))
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(a) Staci, abychom si vsimli, ze f f( (2) , (g;)) = (x1,22) <i :23> <Zi>,

proto se jedné o bilinedrni formu podle pozorovani piredchoziho piikladu.
(b) Oznacme [f]k, matici f vzhledem ke kanonické bazi. Postupujeme-li podle
definice, tedy uvazime, ze obsahuje na i-tém fadku a j-tém sloupci pravé hodnotu
1 2
—\4 3)
(c) Ozna¢me [f]p matici f vzhledem k béazi B. Vyuzijeme definice a Vétu 10.6
z prednasky, ktera tika, ze

s = (T2,)7 - A - 1), = (i i’) . (411 §> . (g 411> _ (g g)

flei,ej) = eiAe;fp, vidime, 7e [f]x,

O

14.3. Bud g bilinedrni forma na raciondlnim vektorovém prostoru Q® s matici

1 2 0
gl =0 —1 1] vzhledem k bézi B = ((1,1,1)7,(1,1,0)7,(1,0,0)T).
1 0 1

(a) Spocitejte g((1,1,0)", (1,1,1)7).
(b) spotitejte g((1,2,1)7,(0,2,2)7),
(b) najdéte matici g vzhledem k bazi M = ((1,0,2)T, (2, -1,0)%,(1,0,1)7).

(a) Protoze jsou vektory (1,1,0)7, (1,1,1)" pifmo bazické vektory béze g, tidaj
odeétem piimo z matice g vzhledem k bazi B, tedy g((1,1,0)7,(1,1,1)7) = 0.

(b) Vyuzijeme Tvrzeni 11.9, které iika, jak zjistit hodnotu bilinedrni formy z
matice a soufadnicovych vektort g(u,v) = [u]} - A - [v]p. Obvyklym zpisobem
uréime soutadnice [(1,2,1)T]5 = (1,1,-1)T a [(0,2,2)T]5 = (2, -2,0)T, proto

1\ /o0 1 2 0 2
go(2].12h=@a,1,-1)- {0 -1 1|-[-2]=-2
1) \2 1 0 1 0

(c) Nejprve obvyklym zpusobem standardni cestou spoéitdme matici prechodu

-1

1 11 1 2 1 2 0 1
)y = (Id)%,) ' -Id¥, =1 1 0 10 -1 0)=(-2 -1 -1
0 0 2 0 1 1 3 1
Nyni zbyva vyuzit Vétu 10.6:
2 -2 1 1 2 0 2 0 1
lglar = (MAJE)" - [glp -] = [0 -1 3)-|0 -1 1) (-2 -1 -1
1 -1 1 1 0 1 1 3 1
-7 -9 —4
Snadno dopocitame, 7ze [glpy = 6 5 4 |. O
-2 -3 -1

14.4. Rozhodnéte, zda je zobrazeni hs : R? — R dané predpisem h2(<il>) =
2

T2 + 4z1ys + 373 kvadratickd forma.
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Snadno nahlédneme, ze muzeme dané zobrazeni vyjadfit ve tvaru

iz = 5 5)- (3) wreemCD=1(2). (2)

! 2). Tedy ho(u) = h(u,u)

pro symetrickou bilinedrni formu h s matici [h]x, = <2 3

je podle definice kvadraticka forma.

14.5. Mgjme kvadratickou formu f, na Z2 danou analytickym vyjadfenfm
fo((z1, 2, 3)T) = 322 + zy2y + 223 + 3woxs + 422
vzhledem ke kanonické bazi.

(a) Najdéte symetrickou bilinedrn{ formu f na Z%, kterd vytvaii kvadratickou
formu f5,

(b) urcete radikal f,

(¢) urcete hodnost a nulitu f.

(a) Stejné jako v predchozi dloze piimocaie (tj. ,,rozpulenim”koeficientu u ¢lenu
x;y; pro i # j) ur¢ime matici hledané symetrické bilinedrni formy f vzhledem

330
ke kanonické bazi [flx, = |3 2 4|. Tuto bilinedrni formu muzeme popsat i
0 4 4

analyticky (vzhledem ke kanonické bézi):

F((@1,m0,23)7, (y1,92,53)") = 32191 +32152+322y1 +222y> +402y3 + 4w 3y +423Ys3.
(b) Vzhledem k tomu, Ze radikdlem kvadratické formy je pravy (nebo levy) ra-
dikal symetrické bilinedrni formy f, kterd vytvaii kvadratickou formu fo, staci najit
feSeni homogenni soustavy rovnic s matici [f]x,. Protoze
330 110
fle,=(3 2 4| ~[0 4 4
0 4 4 0 0O
je radikal rad(f) = ((1,4,1)T).
(c) Hodnost bilinedrni formy f je rovna hodnosti matice [f]k,, tedy je rovna 2
a nulita je dimenze radikalu a je tudiz rovna 1. O

14.6. Nechf je f symetrickd bilinedrn{ forma na redlném vektorovém prostoru R?

5 2 2
s matici [flg, = |2 5 2| vzhledem ke kanonické bazi. Najdéte bazi B, kterd
2 2 5

je ortonormdalni vzhledem ke standardnimu skaldrnimu soucinu w a ortogondlni
vzhledem k symetrické bilinearni formé f.

Staci ndm vzit ortonormdlni bazi B, o niz vime, ze

4 0 O
[f1s = Md)gk, [flk:[1d]sk, = UTAU = [0 1 0],
0 0 1

kterou jsme spocitali v 13.1(b), tedy B = (% 1,21 1),2-1]) O
1
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14.7. Najdéte ortogonalni bazi symetrické bilinedrni formy g na vektorovém pro-
storu R3, ktera je ortonorméalni vzhledem ke standardnimu skaldrnimu souéinu,

2 1 2
jestlize [glr, = |1 2 2
2 2 5

Nejprve standardnim zptusobem najdeme vlastni ¢isla matice [g]k,, jimiz jsou 1 a
7. Pro vlastni ¢islo 1 najdeme podprostor vlastnich vektort V; = {(1,—-1,0)%,(2,0,-1)%)
a pro vlastni &islo 7 tvoif podprostor vlastnich vektora V; = ((1,1,2)T). Zbyv4 ndm
napiiklad pomoci Grammovy-Schmidtovy ortogonalizace najit ortonormdalni bazi
V1 (tedy napriklad (%(1,—1,0)T7 %(1,1,—1)T) a normalizovat vektor (1,1,2).
Nyni je M = (%(1, -1,0)7, %(1, 1,-1)7, %(1, 1,2)7) ortonorméalni bazi R?,
kterd je zaroven ortogondlni vzhledem ke g. Zivérem poznamenejme, ze [g]ly =

1 00

01 0]. O

0 0 7

1/.5.

14.8. Bud h symetricka bilinedrn{ forma na vektorovém prostoru Z3 dand podmin-
kou h(e;,e;) = 2 pro vsechna i,j = 1,...,n Najdéte néjakou bdzi radikalu a
néjakou ortogondlni bazi h.

Z podminky, jiz je zaddna bilinedrni forma h, vidime, 7e matice h vzhledem ke ka-

2 2 2 2 2
2 2 2 2 2
nonické bézi sestava ze samych dvojek, tedy [hlg, = |2 2 2 2 2. Hledame-
2 2 2 2 2
2 2 2 2 2

li radikdl, staci jako obvykle vyfesit homogenni soustavu rovnic s matici [h]g
Vidime, ze napiiklad posloupnost

M = ((6,1,0,0,0)",(6,0,1,0,0)",(6,0,0,1,0)", (6,0,0,0,1)")

5-

je baze radikdlu h. Vzhledem k tomu, Ze je hodnost dané bilinedrni formy (tj.
hodnost kterékoli jeji matice) rovna jedné, stac¢i ndm v tomto pripadé pro nalezenf
ortogonaln{ baze najit libovolny doplnék posloupnosti M na bazi Z3 (v jednodimen-
zionélnim doplitku totiz uz nenf co dale upravovat). Tedy dostavdme h-ortogonalnf
bazi

N =( ) proniz [hly =

OO O = O
OO = OO
O = O OO
_ OO OO
_o o o O
OO O OO
OO O OO
OO O OO
OO O OO
OO OO

O

14.9. (a) Najdéte matice vzhledem ke kanonické bazi a vzhledem k bézi B symet-
rické bilinedrni formy fs a antisymetrické bilinearni formy f,, pro které f = fs+ fa,
kde forma f a baze B jsou z 14.2.
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(b) Najdéte matice vzhledem k bazi B symetrické bilinedrn{ formy g, a antisy-
metrické bilinearni formy g,, pro které g = g5 + g., kde forma ¢ a baze B jsou z
14.3.

(a) Z prednasky vime, Ze staéi polozit fs(u,v) = $(f(u,v)+f(v,u)) a fo(u,v) =
1(f(u,v) — f(v,u)), abychom dostali jednoznaéné uréenou symetrickou bilinedrn{
formu f, a antisymetrickou bilinedrni formu f,, pro nez f = f; + f,. Ozna¢me
[fs]k, matici fs a [f.]x, matici f, vzhledem ke kanonické bazi. Diky izomorfismu,
ktery pro pevné zvolenou bazi C' prifadi bilinearni formé jeji matici vzhledem k C,

muzeme otdzku vyfesit piimo v maticovém zdpisu, tj.

s =27 Wl + ) =3+ (5 3) + (3 5)=(5 3)-

il =27 (e~ ) =3+ (3 3) = (3 3)= (3 o)

Vsimnéme si, ze misto druhého vypoctu jsme mohli uvazit, ze [fulx, = [flks —

[fs]K3'
Pii hledénf matic [fs]5 a [f,] B pracujeme s matici [f]p bilinedrn{ formy f vzhle-
dem k bazi B = ((3,3),(4,1)):

e e+ 11D =3-((3 5)+ (0 3)=(1 3):

ma=0e-1a= (3 5) - (3 5)= (3 o)-

(b) Opét oznacime [gs]p matici g5 a [gs]p matici g, vzhledem k bazi B a postu-
pujeme stejné jako v piikladu (a):

1 (1 2 0 1 0 1 1 1 %
osle =59l +llp) = 5([0 -1 1)+|2 -1 0))={1 -1 3],
1 0 1 0 1 1 1 11
1 2 0 1 1 % o 1 -1
YalB=l9lB—l9sl=(0 -1 1] -1 -1 5]=(-1 0 %
too1) 3 or 1) s 40

Vsimnéme si, ze v obou piipadech je diagonéla matice symetrické ¢asti rovna di-
agonale matice puvodni formy a ze diagondla matice antisymetrické ¢asti je nulovd,
to znamend, Ze staci, abychom poécitali hodnoty nad (¢i pod) diagondlou symetrické
matice a hodnoty antisymetrické snadno dopocitali. O

14.10. Bud g bilinearni forma dana analytickym vyjaddienim

9((@1,22,23) ", (1,92, ¥3) ") = Ty1 + 3T1y2 — T1Ys + T3y + 2220 — 2230
vzhledem ke kanonické bazi na raciondlnim vektorovém prostoru Q3.

(a) Najdéte matici g vzhledem ke kanonické bazi,

(b) najdéte matice symetrické g; a antisymetrické g, ¢dsti g vzhledem ke ka-
nonické bazi,

(c) urcete analytické vyjadreni symetrické g, a antisymetrické g, ¢asti g vzhle-
dem ke kanonické bazi,



42

(a) Staci si uvédomit, ze koeficient u ¢lenu x;y; v analytickém vyjddreni vzhledem
ke kanonické bazi je pravé hodnota na i-tém radku a j-tém sloupci matice bilinedrni
formy vzhledem ke kanonické bazi, tedy

1 3 -1
[9ls =10 2 0
1 -2 0
(b) Postupujeme jako v 14.9 s vyuzitim zndmé matice [g]k,, proto [gs]x, =
1 2 0 0 2 -1
%([Q]Ks + [g]ﬂz,») = % 2 —-1)a [ga]K3 = [g]K3 - [gs]Ks = _% 0 1
0 -1 0 1 -1 0

(c) Uzijeme dvahu pfipomenutou v (a), abychom z matic nalezenych v (b) dostali

3 3
9s((z1,22,23)7, (Y1,92,93)7) = 2191 + ST + S + 202ys — Tays — T3y,

3 3
9o (1, 22,23)7, (1,92, 93)7) = 5T1Y2 = STl — T1Y3 + T3y1 + TaY3s — T3Ya.
|

14.11. Bud B &tvercovd matice stupné 2 nad télesem Z; a uvazujme zobrazeni
f 7% x 72 — 7y dané predpisem f(u,v) = u- B v’. Urcete matici B, vite-li, ze
f((174)a (174)) = f((1v4)7 (3a 3)) =1, f((373)5 (174)) =2a f((373)7 (3a 3)) =0.

7. pozorovani piikladu 14.1 vime, ze je f bilinedrni forma. Vezmeme-li bazi
M = ((1,4)T,(3,3)T) vektorového prostoru Z2, vidime, 7e v zadéni piikladu mame
1 1
2 0
f vzhledem k bazi M. Uvazime-li, Ze je matice B pravé matici f vzhledem ke kano-
nické bazi Ko, staci podobné jako v 14.2(b) vyuzit vztahu dokdzaného na prednésce

B = [flx; = Wic,ar - [l - Macomr-

Obvyklym zpusobem potom spocitame

e = ) = g)” - (3 3).
a proto

=@ e nae = (2 3)- (3 o) (3 3) = (3 o)

uvedeny tdaje, které muzeme sepsat do matice [f]y = f bilinearni formy

O
25.4.

14.12. Nechf go(w1,22,23) = 4w122 + 42103 + 303 — 62273 + 23 je kvadratickd
forma.
(a) Najdeéte matici symetrické bilinedrni formy g na R? vzhledem ke kanonické
bazi, kterd vytvari kvadratickou formu gs,
(b) urcete hodnost g a rozhodnéte, zda je g regularni
(¢) najdéte ortogonalni bazi symetrické bilinedrn{ formy g.
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(a) Opét bezprostredné z predpisu uréime matici hledané symetrické bilinearnf

0 2 2
formy g vzhledem ke kanonické bézi [g]x, = |2 3 —3 |. Budeme postupovat
2 -3 1

metodou Pozorovéni 10.22 z prednasky.

(b) Staci spocitat hodnost matice rank[g]x, = 3, tedy matice i forma jsou re-
gularni.

(c) Nejprve zvolime vektor py, pro ktery g2(p1) # 0. Z matice B vidime, Ze sice
g2(e1) = 0, ale pro druhy vektor kanonické baze je go(e1) = 3 # 0. Polozime tedy
napiiklad p; = es.

Je-li to mozné, volime nyni vektor po € (p1)—9, pro ktery go(p2) # 0, tj.
potifebujme nejprve vyfesit homogenni soustavu rovnic s matici

)J_

plB:(Ovlao)

NN O
w
|
w
I
—
[\
w
|
w
~

a poté mezi témito fesenimi najit takové, na némz je hodnota g, nenulova. Ptripomenme,
ze prvni otdzku umime zodpovédét vzdy a kdyby poté neexistoval vektor s nenu-
lovou hodnotou g5, mohli bychom uz zbylé vektory ortogonalni béze volit mezi na-
lezenymi fesenimi libovolné. V nasem pifpadé vidime, 7e napiiklad po = (0,1,1)7
fesf rovnici a g2(p2) = pIBps = —2 # 0.

Konecné tentokrat volime vektor ps € (p1, P2
matici

)19, tedy fesfme soustavu rovnic s

<p1>.B_<0 1 0)_ g g _23 _(2 3 —3>
P2 01 1 9 -3 1 4 0 -2

Snadno uréime posledni bazicky vektor ps = (3,4, 6) a pro néj dopocitame g»(p3) =
(

6
0,

piBps = 60. Nagli jsme ortogonéln{ bazi P = 2,0)7,(0,1,1)7,(3,4,6)T) vaci
3 0 0

niz mé bilinedrni forma g matici [g]p = [0 -2 0 O
0 0 60

14.13. Najdéte néjakou ortogonalni bazi symetrické bilinedrni formy f z 14.5 na
vektorovém prostoru Z2.

Postupujme stejné jako v tloze 14.12. V 14.5 jsme nasli bézi ((1,4,1)7) radikédlu
f- Vektor (1,4,1)” mizeme doplnit na bézi Z; napiiklad vektory e; a es kanonické
3 3
3 2
f na podprostor U = (eq,es), vzhledem k bazi N = (e1,es). Déle pocitdme v
soutadnicich vzhledem k N. Nejprve tedy pfimo vidime, ze f~2(e1) =3 #0 a poté
vytesime homogenni soustavu rovnic s matici

baze. Snadno ur¢ime matici A = bilinearni formy f, ktera je restrikci

etk A=0- (3 5) =6 3.
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Vidime, ze soustavu iesf [pa]p = (4,1)7, tedy p2 = (4,1,0)T a fo(p2) = (4,1) - A -

(4,1)T = 4. Nagli jsme ortogondlni bazi ((1,4,1)7,(1,0,0)7,(4,1,0)T) formy f s
0 0 O

matici vaci této bazi {0 3 0. O
0 0 4

14.14. Najdéte néjakou ortogonalni bazi symetrické bilinearni formy g na vekto-

rovém prostoru R? dané piedpisem g( <§1> ) (yl
2

y2> ) = Z1y1 — 3z 1Y2 — 3T2y1 +222Y>.

Nejprve obvyklym zpusobem urcime matici symetrické bilinearni formy g vzhle-

—13 _23> Matici [g]k, budeme tentokrdt upravo-

vat posloupnosti symetrickych elementarnich iprav, tedy v kazdém kroku provadime
vzdy stejnou fadkovou a sloupcovou upravu tak, abychom nakonec dostali dia-
gondlni matici. Rédkové tipravy budeme zachycovat obvyklym zptusobem (jako pii
hledani inverzni matice) do matice.

1 -3 1 0 1 0 10
-3 2 0 1) *\0 -7 3 1)°

Budeme-li vzniklou diagondlni matici chapat jako matici bilinedrni formy f

vzhledem k néjaké nové bazi M, vidime, ze vpravo dostdvame matici transpono-

vanou k matici prechodu od baze M ke kanonické béze k , tedy [Id]}] = (é i’)

Nyni snadno uréime bazi M = ((é) , <i’>), pro niz [g]p = <(1) _07>, tedy M je

f-ortogonalni baze.

dem ke kanonické bazi [g]k, =

21.5.

14.15. Najdéte néjakou ortogonalni bazi symetrické bilinedrni formy f a matici f
vzhledem k ortogondlni bazi, je-li

(a) f bilinearni forma na vektorovém prostoru Q? s matici [f]x, = <(1) é)

vzhledem ke kanonické bazi,
(b) f bilinedrni forma na vektorovém prostoru Z2 s analytickym vyjadfenim

f( <zl> , <zl)) = 2x1ys + 22511 + T2yo vzhledem ke kanonické bézi,
2 2

(¢) f bilinedrni forma na vektorovém prostoru ZZ s matici [flp = <O 1)

1 3
vzhledem k bézi B = ((1,2),(2,3)),
(d) f bilinedrni forma na vektorovém prostoru R?® s analytickym vyjadienim
(@1, 20, 23) T, (y1,Y2,93) ") = L1y + T201 — T2ys — 23y» vzhledem ke ka-

nonické bazi,

1 60
(e) f biline4rni forma na vektorovém prostoru Z2 s matici [f]lg = |6 3 2
0 2 2

vzhledem k bazi B = ((1,0,2)7,(1,0,1)7,(0,3,1)7).
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Postupujeme stejné jako v Prikladu 14.14.
1 N . (. PR
1 o) “evné ndm pii hledéani ortogondlni baze ne-
pomiuze piehozeni dvou fadkil, jak jsme na to byli zvykli u Gaussovy eliminace,
protoze naslednou vyménou dvou sloupci, vynucenou symetrickymi upravami, dostavame
puvodni matici. Misto toho pfi¢teme druhy fadek k prvnimu a poté druhy sloupec
k prvnimu (uvédomme si, Ze tento postup v maticovém zdpisu odpovida tvaze Véty
12.23) a nésledné uz muzeme postupovat standardné:

(a) Pracujeme-li s matic{ <0

0 1 1 0 2 1 11 2 0 1 1
10 0 1) *\1 0 0 1) *\0 -1 -1+ 1)
1 -1
Tedy [Id]ll'}2 = 1% ) je matice pfechodu od kanonické baze k ortogonalni
2
=1
bazi P, proto P = ( ! A% ))alfle= 2 01 .
(b) Nejprve snadno uréime matici [f]x, = (2) ? vzhledem ke kanonické bazi.

Tentokrdt ndm k dpravé matice symetrickd vymeéna radku a sloupce pomuze, na-

. , 2 . o
opak obdobnd uprava jako v piikladu (a) (g 1> ~g (g ?) je zbytecnd a k
nalezeni diagondlni matice nevede. Poc¢itame tedy

0 2 1 0 1 2 01 1 0 01
2 1 0 1) *\2 0 1 0/ °\0 1 1 3)°

Tedy v fadcich pravé poloviny posledni matice nachdzime bdzi P = ((?) , (;’) ),

pro niz [f]p = L.
(¢) Postupovali-li bychom stejné jako v tloze (a) a upravovali-li bychom sy-

C . .. 1 10 - .
metrickymi dpravami matici > nasli bychom, poté, co bychom v

1 3 0 1
levé ¢asti matice dostali diagondlni matici, v pravé Casti pravé matici transpono-
vanou k matici pfechodu od baze B ke hledané ortogondlni bazi P. Uvazime-li, ze
(Md]f,)” = (d)5)™ - ([1d]E,)", staci abychom misto jednotkové matice umistili
napravo transponovanou matici pfechodu od od kanonické béaze k bazi B a tu ob-
vyklym zptsobem upravovali:

0 1 1 2 3 1 2 3 3 0 2 3
1 3 2 3/ °\1 0 1 2) *\0 3 2 1)
Vidime, ze pravé Casti posledni matice mame transponovanou matici prechodu

%, = ()" - Qi) proto P = ((5). (1)) Komeene 1 = (G 5).
(d) Postupujeme stejné jako v piipadé (a) a (b), tedy uréime matici [f]x, =
1 0

0
1 0 —1] bilinedrni formy f vzhledem ke kanonické bazi a pak standardné
0 -1 0
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symetricky upravujeme, tentokrdt se symetrickym ndsobenim fadku a sloupcu vy-
hneme zlomkum:

0 1 0 1 0 0 2 1 -1 1 10
1 0 -1 01 0]~ 1 0 -1 0 1 0]~
0 -1 0 0 01 -1 -1 0 0 01
2 2 =2 1 10 2 0 -2 1 10
~s 12 0 -4 0 2 0]~s10 —2 —6 -1 1 0] ~s
-2 -4 0 0 0 2 -2 0 0 0 2
2 0 O 1 10 0 1 1 0
~s |0 -2 -6 -1 10 0 -1 1 0]~
0 -6 -2 1 1 2 16 4 -2 2
2 0 0 1 1 0
~s 10 =2 0 -1 1 0
0 0 4 2 -1 1
Dostdvame ortogondlni bazi P = ((1,1,0)T,(-1,1,0)%,(2,-1,1)T) a matici bi-
2 0 0
linedrni formy [f]p = [0 —2 0| vzhledem k P.
0 0 4
(e) Tentokrat uvazujeme stejné jako v (c), proto upravujeme matici
1 60 1 0 2 1 00 1 0 2
6 3 2 1 0 1]~s(0 2 2 2 0 3|~
0 2 2 0 3 1 0 2 2 0 31
1 00 1 0 2
~s {0 2 0 2 0 3
0 00 5 3 5
Nasli jsme ortogonalni bazi P = ((1,0,2)%,(2,0,3)%,(5,3,5)7), viéi niz mé bi-
100
linedrni forma f matici [flp =0 2 0]. O
0 0O

14.16. Najdéte bazi radikélu symetrické bilinearni formy f z piikladu 14.15(e).
Podle Véty 13.8 staci vzit ty vektory nalezené ortogondlni baze, na nichz je

hodnota f nulova. Proto bazi radikélu tvoif prave vektor (5,3,5)7. O

14.17. Najdéte néjakou ortogonalni bazi kvadratické formy fs na vektorovém pro-
storu Z2 s analytickym vyjadienim fy(z1, 29, 23)T = 222 + 2123 + 23 + 42273,

2 0 4
Stejné jako v piedchozi tdloze snadno uréime matici [f]lg, = [0 1 2] sy-
4 2 0

metrické bilinedrni formy f, kterd vytvaii kvadratickou formu fy, vzhledem ke
kanonické bazi a poté postupujeme standardné:

2 04 |1 0O 2 00 |1 0O 2 00 |1 0O
012 |01 0]~ [0 1T 2 |01 O0]~10 10 |0 1O
4 2 0 |0 01 0 2 6 |5 01 00 2 |5 51
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V tadcich pravé strany upravené matice vidime, ze ortogonalni bazi f tvoii naptiklad
vektory (1,0,0)7,(0,1,0)7, (5,5,1)7. O

14.18. Necht h je symetricka bilinedrni forma na redlném vektorovém prostoru R?
1 -1 -1

smatici [h]p = | -1 2 1 | vzhledem k néjaké bézi B. Rozhodnéte, zda je h
-1 1 5

skaldrnf sou¢in na R3.

Polozme A = [h]p a oznatme A; matici, kterd vznikne z A vynechdnim po-
slednich n — i tadkd a sloupcli a vyuzijme Véty 11.32 z pfednasky, podle néjz
staCi zjistit, zda jsou vSechny hlavni minory matice det A kladné. Tedy pocitame

det A1 = 1,det Ay = det <_11 _21> =2—-1=1a

1 -1 -1
det A3 =det [ -1 2 1 ] =10+14+1-2-5-1=4,
-1 1 5
coz znamend, ze h je skalarni soucin. O

14.19. Spocitejte signaturu symetrické bilinedrni formy h na R® dané kvadratickou
formou hs((x1, 79, 73)) = 23 + 21122 + 62173 + 323 + 62273 + 513,

11 3
Obvyklym zpusobem urc¢ime matici [h]g, = |1 3 3| a tuto matici upravime
3 3 5
posloupnosti symetrickych uprav na diagondlni matici:
11 3 10 3 1 0 O
1 3 3]~:10 2 0]~;10 2 0
3 3 5 3 0 5 0 0 —4
Protoze vime, ze existuje ortogondlni bdze M vuéi niz ma symetrickd bilinedrni
1 0 O
forma h matici [h]p = [0 2 0 |, sta¢i podle definice pfepocitat nuly, kladna
0 0 —4
¢isla a zapornd ¢isla na diagondle této matice a sefadit idaje do signatury (0,2,1)
symetrické bilinearni formy h. O

14.20. Rozhodnéte, zda existuje vektor v a zda existuje vektor u, aby pro kvad-
ratickou formu hs z dlohy 14.19 platilo ha(v) < 0 a hy(u) = 0.

V piikladu 14.19 jsem zjistili, ze je kvadraticka forma hs indefinitni, tedy existuji
vektory v a u, pro které plati ha(v) < 0 a hy(u) = 0. O
14.21. Rozhodnéte, zda existuji redlna ¢isla x1, 2, z3, pro ktera

w% — 4z 19 — 22123 + 4x§ + 31,% < 0.

Definujeme-li kvadratickou formu g = 273 —4z1 75 — 4z 73 +423 4522, vidime, Ze
feSime stejnou lohu jako 14.20, sta¢i ndm tedy zjistit signaturu go. Symetrickymi
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tpravami tedy bude upravovat matici [g]x, vytvaiejici bilinedrni formy g

2 =2 =2 2 0 0 2 00

[g]Kg =1-2 4 0 ~s |0 2 -2 ~s10 2 0

-2 0 5 0 -2 3 0 01
Zjistili jsme, ze signatura g» je (0,3, 0), tedy g» je pozitivné definitni, a proto go(v) >
0 pro viechny vektory v € R?. Hledan4 redln4 ¢isla tedy neexistuji. O

14.22. Uvazujme kvadratickou formu g, = 2} — 6z129 + 223. Urcete signaturu
symetrické bilinedrni formy, kterd kvadratickou formu g vytvaii. Existuje-li, najdéte
nenulovy vektor v € R2, pro ktery

(a) g2(v) >0,
(b) g2(v) <0,
(€) g2(v) =0,

kde g- je kvadratickd forma vytvofend bilinearni formou z piikladu 14.14.

. - 1 - e
Snadno ur¢ime matici [g]x, = | 3 23> vytvérejicl symetrické bilinedrn{ formy

g vzhledem ke kanonické bazi. Ziejmé se jedna o regularni formu a spoc¢itame-li sub-
determinanty det(1) = 1 a det <_13 _23
skaldrni soucin. Protoze je oviem hodnota go(es2) kladnd, nemuze jit o negativné
definitn{ bilinedrn{ formu, a proto mé g signaturu (0,1,1).

(a) a Z matice [g]k, vidime, Ze hodnota g, je kladné napiiklad na obou vektorech
kanonické béze, tedy ga(e1) =1 a ga(es) = 2.

(b) Zjistit jsme, ze kvadraticka forma g, neni pozitivné semidefinitni a v piikladu

14.14 jsme nasli ortogonalni bazi M = ((1,0)%,(3,1)*) a matici [g]y = <1 0 )

> = —7 nejednd se podle Tvrzeni 10.35 o

0 -7
Protoze mé matice g vzhledem béazi M jedno kladné a jedno zaporné ¢islo, je g
indefinitni. Opét piimo z matice vidime, ze ¢((3,1)) = —7.

(c) Vyjadieme si hledany vektor v pomoci zndmé ortogonalni baze M, tedy v =
a-(1,0)T +b-(3,1)7, tj. {v}a = (a,b). Nyni vime, 7e g2(v) = {v}ar[g2]a[V];- =
a? — 7-b?. Chceme-li, aby g»(v) = 0, dostdvdme rovnici a® — 7 - b*> = 0, kterou resi
napiiklad (a,b) = (v/7,1). Nagli jsme tedy vektor v = /7. (1,007 + 1.3, )T =
(V7 +3,1)T, pro ngjz plati, ze g»(v) = 0. O

15. AFINNI PROSTORY

st (1.)-()) -2 (().0)- ()

(a) Ovéite, Ze se jednd o souiadné soustavy afinntho prostoru ZZ,

(b) spocitejte souradnice bodu b = <g> vzhledem k soustavé soufadnic S,

(c) najdéte bod ¢, pro ktery [c]s = <4

3> vzhledem k soustavé soufadnic S,

(d) pro bod a afinniho prostoru najdéte [a]g, jestlize [a]gr = (3)
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(a) Staci ovérit, ze dvojice M = ((i) , (é)) a dvojice N = (<i’> , <§>) tvori
béze vektorového prostoru Z2, coz zjevné plati.

(b) Hleddme soutadnice vektoru b— ? = <i’> vzhledem k bazi M, tedy fesime

.. (1 1 |3 .y 3 (1
soustavu s matici <1 0 ‘ 1). Snadno spocitame [b]g = [<1>]M = <2>

c¢) Postupujeme piimo podle definice. Tedy ¢ = 2 +4 ! +3 1 = 4 .
(c) 1 1 0 0

(d) Pro vypocet zmény soufadnic pouzijeme Tvrzeni 12.10, které iika, ze
0
als = 1§ )ls + B fale

Potiebujme tedy uréit [Id]}; a soutadnice [<(1)>]5 = [(?) - (?)]M Nejprve proto

najdeme matici pechodu

s = oty - nay, =y~ = (3 2) (5 0) =5 0)

a poté dopocitame [alg = [(‘1))]5 + 1Y [a] ( ) (; g) ( > @) O

1 0 2 2
15.2. Uvazujme posloupnost bodua B = o],|l1),]10]),11 afinniho pro-
0 0 1 1
storu s body i vektory A =V = Q?
(a) Ovéite, ze je B barycentrickd soustava soufadnic afinniho prostoru A,

1
(b) spocitejte barycentrické souradnice bodu b = | 1 | vzhledem k soustavé B,
1
(¢) najdéte bod ¢ s barycentrickymi soufadnicemi (%, ¢, 1, 5)” vzhledem k sou-
stavé B,
1
(d) spocitejte barycentrické souradnice bodu b = | 1| vzhledem k soustave
1
2 0 2 1
B=|{1],[1],[o],[0
1 0 1 0
(a) Uvedomme si, ze staci ovéfit, zda je posloupnost
1 0 1 2 1 2 1
s=((o).(1]=(o].(o]=(o],[1]=1{0]]|=
0 0 0 1 0
1 -1 1 1
=((o],[ 1], [o], (1
0 0 1 1

soutfadnou soustavou. K tomu staci standardni cestou nahlédnout, ze tvoii posledni
3 vektory posloupnosti S bézi vektorového prostoru V.
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(b) Podle Tvrzen{ 12.12 nejprve najdeme soufadunice bodu b vzhledem k souradné
soustavé b z bodu (a). Vyfesime tedy nehomogenni soustavu

-1 1 1| 0 -1 1 1| O -1 1 1| 0
1 01 1]~ 0 1 2 1]~ 0 11 1
0 11 1 0 11 1 0 0 1] 0

Zjistili jsme, As = A3 = 1 a Ay = 0 a zbyva dopocitat \; = 1 — 310, \; = —1.
Bod b tedy dostaneme jako afinni kombinaci bodu barycentrické soustavy B se

A1 -1

s N DN N |
soufadnicemi N
A1 0

(c) Postupujeme duélné k tuvaze (b). Hledany bod musi mit souiadnice [c]s =
(%, i, %)T vzhledem k soutadné soustavé S, proto
1 -1 1 1 17
1 1 1 1
0 0 1 1 7

(d) Protoze barycentrickd soustava souradnic B’ afinnitho prostoru A vznikla ze

soustavy B permutaci bodu, stac¢i diky Tvrzeni 12.12 adekvatné piepermutovat
0

soufadnice nalezené v (b). Mame tedy } . O

-1

15.3. V afinnim prostoru s body i vektory A = V = Z3 uvazujme podprostory

2 1 2 1 1

3 0 2 1 2
D1:< 21 1ol |2 >7 D, = 1 +< 9 >7

1 3 4 1 1

Dy = {a€ A (; - §>-a:<§>}.

(a) Najdéte soustavu soufadnic a barycentrickou soustava soufadnic afinnich
prostoru Dq, Dy a Ds.

) uréete parametrické vyjddieni podprostoru D; a Ds,

) uréete rovnicové vyjadireni podprostora D; a Do,

) urcete podprostory Dy a D3 jako afinni{ kombinace bodu,

b

—

c
d

A~ o~

(a) Postupujeme podobné jako v piedchozi dloze. Nejprve najdeme jeden bod
podprostoru a potom béazi piislu§ného vektorového prostoru.

2
Pro D; si muzeme vzit napiiklad jeho bod a = 3 a poté spocitat vektory
1
1 2 4 2 2 0
0 3 2 2 3 4 L.
vy = ol = 121= 1|3 avy = o= 121= 10| Protoze jsou vektory vy
3 1 2 4 1 3
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a vy ziejme linedrné nezdvislé, dostdvame souradnou soustavu S; = (a, vy, va) =

2\ [4\ [0 2 /1\ /2
= ol 13! |o . proto posloupnost B; = S 1ol |5
17 \2) \3 1) \3) \4

tvori barycentrickou soustava soufadnic afinntho prostoru D;.
Pro prostor Ds neni tfeba nic pocitat, abychom dostali

1\ /1 1\ /1 1 1N\ /3
1] |2 1] |2 1 1] (2
S2=111]2 a Ba=1 11 (o1 =112
1) \1 1] \1 1 1] \3

soustavu soutradnic a barycentrickou soustavu souradnic prostoru Ds.

2
Pro prostor D3 je tieba najit jedno feSeni 8 nehomogenni soustavy a bazi
1
0 0
reSeni homogenni sousta 1 0 s maticl 100 2 4 Nyni mame
& Y o]0t 300 2 3)°7
0 0
2 0 0 2 2 2
0 1 0 s . 0 1 0
S3 = ol lol |1 a dopotitame Bz = ol 1ol 11
1 0 0 1 1 1

soustavu soufadnic a barycentrickou soustavu podprostoru Ds.

Nalezené souradné soustavy vyuzijeme pro zodpovézeni dloh (b), (c) a (d).

(b) Tim, ze uz jsme pro dané podprostory nasli soustavu soutadnic, zbyva jen
sepsat

2 4 0 2 0 0
3 2 4 0 1 0
Dl — |2 + < 31’10 >7 DS ~— 1o + < ol’11 >
1 2 3 1 0 0
(¢) Vyuzijeme parametricky popis prostoru D; a najdeme takovou matici Ay, zZe
4 0
.. y S , .- 2 4
mnozina vSech feseni homogenni soustavy s matici A; bude rovna ( 3|0 )s
2 3

01 0 2
Bézi fesenf tvoii napiiklad vektory (3,0,1,0)7,(3,3,0,1)7, které setadime do tadki

hledané matice A;. Nyni zbyva spocitat b; = A;(2,3,2,1)T = <3> Zjistili jsme,

. e , . ., (1 3 2 3
tedy potiebujeme opét vyresit homogenni soustavu rovnic s matici < > .

1
ze bod x lezi v podprostoru D pravé tehdy, kdyz je x feSenim soustavy rovnic

(330 9)=()
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Protoze mame prostoru Dy dédn parametricky, postupujeme stejné jako u hledani
rovnicového popisu Dq. Nejprve najdeme bazi feSeni jediné (homogenni) linearnf

3100
rovnice s matici (1 2 2 1) atu sepiSeme do fadkii matice A, = {3 0 1 0
4 0 0 1
Nyni dopocitame vektor pravych stran
i 3100 i 4
b2:A2'1:3010 1:4
1 4 0 0 1 1 0

Zjistili jsme, ze Do tvoii pravé mnozina vsech feSeni soustavy linedrnich rovnic s
31 0 0] 4
matici {3 0 1 0| 4
4 0 0 1] O
(d) Tim, Ze jsme v (a) nalezli barycentrickou soustavu soufadnic, dlohu uz jsme
vytesili, staci totiz vzit jeji body, tedy:

1 2 2 2 2

1 3 0 1 0
D2:<Bz>:( 1113 >7 D3:<B3):< ol’lol’ |1 >

1 2 1 1 1

Dalsi tlohy
(1) Najdéte pro libovolnd a € Q nad Q rekurentn{ vzorec pro vypocet deter-
minant ¢tvercové matice G, = (g;;) stupné n, kde ¢g;; = 1, gsi+1 = a a
gi+1; = b a jinde je g;; = 0.
(2) Bud - je standardni skaldrni soucin na redlném vektorovém prostoru R°.
(a) Najdéte né&jakou ortonormdlni bazi podprostoru V = ((1,3,-2,1,1)7,
(2,0,1,1,0)7, (1,3,1,2, —1)T),
(b) najdéte ortonorméalni bazi ortogondlniho dopliku V+,
(c) uréete ortogonalni projekci vektoru (2,1,—1,0,4)” do podprostoru V'
a do podprostoru V+,
(d) jeliU =((2,1,0,1,-1)T, (1,1,0, -1,3)7, (4, -1, —1,-2,3)T), najdéte
vektory u € U a ut € U*, aby (1,1,0,0, -2)7 = u+ut,
(e) najdéte ortonormdlni baze podprostora U + V, Ut +V, U + V4,
Ut+vi, unv,urnv,unviautnvi
(3) Mé&jme komplexni vektorovy prostor C* se standardnim skalarnim souéinem.
(a) Najdéte ortonormalni bazi podprostoru V = ((1,1 —4,1+ 1,2 — 3i)7,
(i+1,-1,142i,2 —i)7T),
(b) najdéte ortonorméalni bazi ortogonalniho dopliku V+,
(c) uréete ortogonalni projekci vektoru (1 + 3,2 —i,—1,2i)” do podpro-
storu V' a do podprostoru V=,
(d) je-liU = {(i,—i,2+14,1-30)T, (1,1,i,2+3i)T), najdéte vektory u € U
aut €Ut aby (144,1,i,2—49)7 =u+ut,
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(4) Najdete viechna vlastni ¢fsla a véechny jim piislusné vlastni vektory linedrntho
operatoru ¢ na realném vektorovém prostoru R* a a rozhodnéte, zda je ¢
(unitdrné) diagonalizovatelny jestlize

3 4 2 7 3 4 2 7

0 2 1 1 0 2 0 1
(3‘) [(P]K4 = 00 2 3|’ (b) [QO]K4 = 00 2 3|

0 0 0 4 0 0 0 4

3 4 4 4 3 4 0 0

4 2 4 4 4 2 0 O
(C) [QO]K4 a4 4 2 4| ( ) [‘p]KzL “lo 0o 2 4|°

4 4 4 4 0 0 4 4

( =Id, (f) p=0.
(5) Najdéte vsechna vlastni ¢isla a vsechny vlastni vektory redlné matice A =

, a rozhodnéte, zda je matice diagonalizovatelna

3330
(6) Najdéte nad télesem ZsvSechna vlastn{ ¢isla a vSechny vlastn{ vektory ma-
3 4 4
tice A= |2 3 1] a existuje-li, najdéte regularni matici P, pro niz je
3 3 2

P~!AP diagonélni.
(7) Méjme komplexni matice G =

(a) Najdéte Jordanuv kanonicky tvar matic G a H,
(b) najdéte reguldrni matici P, pro niz je P~ AP Jordanova,
(c) spocitejte G® a H?,
(d) najdéte Jordaniv kanonicky tvar matic GH a HG.
(8) Je-li g linedrni operator, najdéte ortonormélni bazi vektorového prostoru
R™ se standardnim skaldrnim soucinem pro

1 1 2
(@) n=3algil=1{1 2 2],
2 2 4
01 1
b) n=3alglgz=1 0 1},
1 1 1

(c) n=8ag(e;) =e; + ijl ej,
(d) n=4dagle) =370 +ie;.
(9) Dokaite, 7e je bilinedrni forma zobrazeni f : R* x R* — R definované
predpisem f((z1,22,%3), (Y1, Y2, ¥3)) = 2z141 + 3T1Y2 — T1Y3 — 273Y)>.
ajdéte matici f z predchozi ilohy vzhledem
10) Najd ici f dchozi tloh hled
(a) ke kanonické bazi,
(b) k bazi B = ((1,-1,0),(1,1,0)(1,2,1)),
() k bz € = ((0,1,0), (~1,1,~1)(~1,2,0)).
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(11) Necht f = fs + fo je rozklad bilinedrni formy f z pifkladu 1 na symet-
rickou a antisymetrickou ¢ast, tj. f; je symetrickd bilinedrni forma f, je
antisymetricka bilinedrni forma. Najdéte matice f; a f, vzhledem

(a) ke kanonické bézi,
(b) k bézi B = ((1,-1,0),(1,1,0)(1,2,1)),
(c) k bézi C = ((0,1,0),(-1,1,-1)(-1,2,0)).
(12) Uvazujme symetrickou bilinedrni formu ¢ na redlném vektorovém prostoru

R* s maticf [g]k, =

—_ O
== O = O

1 1
1 0 P
1 1 vzhledem ke kanonické bazi K.
0 0
(a) Najdete ortogonalni bézi g,
(b) rozhodnéte, zda je g skaldrni soucin na R*,
(c) najdéte viechny vektory v € R%, pro které go(v) = 0.
(13) Bud g, kvadratické forma na Z2 dand piedpisem go (21, T9, 73, 24) = T179+
T1T3 + T1T4 + Toxz + ToT4 + T3T4
(a) Najdéte symetrickou bilinedrn{ formu g, pro niz g»(v) = g(v,v),
(b) uréete matici g vzhledem k bézi B = ((1,1,0,0),(2,1,0,0)(0,0,2,2),
(07 07 ]" 2))7
) urcete matici g vzhledem k kanonické bazi,
) spocitejte bédzi radikalu symetrické bilinedrni formy g,
) najdéte ortogonélni bazi P symetrické bilinedrni formy g,
) najdéte matici g vzhledem k nalezené bazi P.



