20.11.

5. LINEARNI PROSTORY A LINEARN{ NEZAVISLOST

5.1. Rozhodnéte, zda je posloupnost vektoru X aritmetického vektorového prostoru
T™ nad nad télesem T linedrné zavisld ¢i nezavisla, jestlize

(a) X = ((]‘707 27 l)T’ (2707 ]‘) ]‘)T7 (17 07 ]‘5 _1)T)’ n = 4 a T = Q?

(b) X =((1,1,2)%, (2,0,1)%, 2,1,1)T), n=3 a T = Zs,

() U=(1,1)7,(1,00",(3,4)7) pro T = Z.

(a) Staci zjistit, zda existuje (a v takovém piipadé pujde o linedrné zavislé vek-
tory) ¢i neexistuje (coz by znamenalo, ze dané vektory by byly linedrné nezavislé)
netrivialni feseni vektorové rovnice

Zy - (17 07 27 I)T +x2 - (2707 17 I)T +x3 - (1707 ]-7 _I)T = (07 07070)
Ulohu pievedeme na otédzku, zda existuje jednoznainé (tedy pouze trividlnf) Fesent
homogenni soustavy rovnic s matici A:

12 1 1 2 1 12 1
A_|00 0o o -3 -1] (o 12
2 1 1 0 -1 -2 005
11 -1 0 0 0 00 0

7, upravené soustavy dostdvame jednoznacéné feseni z; = zo» = x3 = 0, tedy
vektory (1,0,2,1)7, (2,0,1,1)7, (1,0,1,—1)T jsou linedrné nezavislé.

1 2 2
(b) stejné jako v (a) se ptame, jakou ma hodnost hodnost matice |1 0 1
2 1 1
1 2 2 1 2 2
Protoze {1 0 1] ~ [0 1 2], vidime, ze ma tato matice hodnost 2, tedy
2 11 0 00

existuje netrivialni feSeni homogenni soustavy s touto matici, a proto je posloupnost
vektora linedrné nezavisla.

. . . . . . 11 .
(c) Tentokrat nemusime nic pocitat, protoze hodnost matice <1 0 i) urcité
nemuze byt 3 (na to ma mélo fadku), tudiz existuje netrividlni feseni homogenn{

soustavy s takovou matici a posloupnost vektoru je linearné zavisla. O

5.2. Najdéte néjakou béazi podprostoru U aritmetického vektorového prostoru T4
nad nad télesem T, jestlize

(a) U ={(0,0,0,0)T} pro libovolné téleso T,

(b) U =T pro libovolné téleso T,

() U =((1,0,2,)T,(2,0,1,)T,(1,0,1,~1)T) pro T = Q,

(d) U=1{((2,1,1,1)7,(4,2,1,3)7,(3,4,3,0)7, (1,3,4,2)T) pro T = Zs,

( ) U= ((2707 374)T7 (37 3,1, 2)T7 (31 1,1, 2)T> pro T = Zs,

f) U=1((1,1,3,6)",(5,5,1,0)7,(3,3,2,6)") pro T = Zj.
(a) Protoze podprostor {(0,0,0,0)7} generuje prazdna posloupnost, je prave

prazdné posloupnost () baze U.

(b) Snadno nahlédneme, 7e bézi celého aritmetického vektorového prostoru T
tvofi napiiklad kanonickd béze, tedy posloupnost sloupcovych vektoru obsazenych
ve sloupcich jednotkové matice.
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(c) Protoze mnozina X = {(1,0,2,1)7,(2,0,1,1)%,(1,0,1,-1)"} podle definice
generuje U a v predchozim piikladu jsme dokéazali, ze jde o linedrné nezavislou
mnozinu aritmetickych vektort, tvoii mnozina X bazi U.

(d) Sefadime si vektory generujici podprostor U do fadku matice, jiz upravime
na odstupiiovanou, a vyuzijeme Tvrzeni 5.27 a 5.37 z prednésky, kterd ndm iikaji,
7e nenulové fadky matice tvoii linedrné nezavislou generujici mnozinu vektoru:

2111 1 3 4 2 1 3 4 2 1 3 4 2
A—4213~2111~0032 0 0 3 2
34 3 0 4 21 3 0 0 0 O 0 0 0O
1 3 4 2 34 30 0 01 4 0 0 0O

Zjistili jsme, Ze posloupnost ((1,3,4,2)7,(0,0,3,2)7) je baze podprostoru U. Zavé-
rem poznamenejme, 7e U = ImA.

(e) Stejné jako v (d) si podprostor U vyjadifme jako fddkovy vektorovy prostor
jisté matice B, kterou upravime na odstupiovany tvar:

2 0 3 4 2 0 3 4 2 0 3 4
B=1|3 3 1 2|]~[0 3 4 1]~([0 3 41
3 1 1 2 01 4 1 0 01 4
Tedy napiiklad posloupnost ((2,0,3,4)%,(0,3,4,1)%,(0,0,1,4)%) tvoif bazi pod-

prostoru U = ImB.
(f) Opét upravujme matici do jejiz fddku jsme sepsali generujici vektory pod-
prostoru U:

1 1 3 6 113 6 113 6
5 5 1 0|]~([0 00 5]~(0 0 0 5
33 2 6 0 0 0 2 0 00O
Vidime, ze bazi U tvoif napiiklad posloupnost ((1,1,3,6)%,(0,0,0,5)%). O

5.3. Spocitejte dimenzi podprostoru z predchozi ulohy.

Podle definice staci spocitat poéty vektoru baze, kterou jsme nasli v predchozim
prikladu:

(a) dimU =0,
(b) dimU =4,
(c) dimU =3,
(d) dimU = 2,
(e) dimU = 3,
(f) dimU = 2.

O

5.4. Dokazte, ze mnozina komplexnich ¢isel C tvoii s obvyklym s¢itanim a ndsobe-
nim vektorovy prostor nad télesem realnych cisel R.

Je tieba zcela piimocaie ovérit platnost axiomatiky vektorového prostoru. Pfitom
vime, ze C je se s¢itanim a nasobenim téleso, odkud okamzité dostdavame asocia-
tivitu a komutativitu séiténi, stejné jako existenci nulového vektoru (0). Protoze
r(c¢ + d) = rc + rd pro vSechna komplexni r, ¢, d plati tato rovnost i v piipade, ze
zvolime r € R. Stejny argument ukazuje, ze pro kazdé r,s € R a ¢ € C mame
(r+s)c=rc+ sca (rs)c =r(sc). Koneéné ziejmé 1¢ = c. O
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5.5. Najdéte néjakou bazi a urcete dimenzi C jako vektorového prostoru nad
télesem R.

Protoze C = {a + bi| a,b € R}, okamzité vidime, 7e posloupnost 1,4 generuje C
nad R. Predpoklddame-li, ze a -1 4+ b i = 0 pro néjaka redlnd a,b € R, pak nutné
a =b =0, ¢imz jsme ovéfili, ze 1,4 je bdze C nad R, tedy dimg(C) = 2. O

5.6. Rozhodnéte, zda dvojice komplexnich ¢isel 3 — i, 2 + 3¢ tvoii bazi vektorového
prostoru C nad télesem R.

Diky tomu, Ze jsme v piedchozim piikladu spocitali, ze dimg (C) = 2, stadi zjistit,
zda je dvojice 3 — ¢, 2+ 3¢ linedrné nezdvisld nebo generujici, zbyvajici vlastnost je
totiz podle Véty 2.19 dusledkem kazdé z nich. Ukazeme napiiklad, Ze jde o linedrné
nezdvislou mnozinu. Jestlize 0 = a(3 — i) + b(2 + 3i) = (3a + 2b) + (—a + 3b)i, tedy
z realné i imaginarni ¢asti dostavame jednu rovnici:

3a + 2b =0

—-a + 3b =0
zjevné hodnost 2, tedy pouze trividlni feseni.

Tim jsme dokdzali, ze je dvojice 3 — i, 2 + 3¢ linedrné nezdvisla, tedy jde o bazi
C nad R. O

2 s
), kterd ma

a fesime homogenni soustavu s matici ( 1 3

5.7. Vyberte z posloupnosti X = ((2,1,1,1)7,(4,2,1,3)7,(3,4,3,0)7, (1,3,4,2)7),
resp. Y = ((2,0,3,4)7,(1,3,1,2)7,(1,0,1,2)7) béze podprostori U = (X), resp.
V = (Y) aritmetického vektorového prostoru Z.

Nejprve si véimnéme, 7ze uz jsme v Piikladu 5.2(d),(e) bdze U i V hledali. Neslo
ovSem o béaze vybrané. Vyuzijme tedy spocitanych dimenzi a hleddme dvouprv-
kovou linedrné nezavislou mnozinu v U, tedy dvojici vektori, které nejsou svymi
nasobky, coz ziejmé splituje naptiklad dvojice vektora (2,1,1,1)%,(3,4,3,0)? nebo
(3,4,3,0)7, (1,3,4,2)T a tifprvkovou generujici mnozinu U, ji7 je ziejmé celé Y. [

5.8. Vyberte z posloupnosti
X =((240147,(43,0,23)7,(1,234,07,(3,1,1,1,2)7,(4,3,4,0,2)")
bazi podprostoru U = (X)) vektorového prostoru Z2 nad télesem Zs.

Pottebujeme si uvédomit, které vektory z daného seznamu jsou linedrni kom-
binaci predchozich. Sefadime si tedy vektory do posloupnosti a budeme zjisfovat,
které vektory jsou linedrni kombinaci pfedchozich ¢lenu posloupnosti. Nejprve si
tedy seradime vektory do fadkt matice, ¢cimz mame déanu posloupnost vektoru, a
tu budeme upravovat Gaussovou eliminaci dokud neziskdme odstupifiovanou ma-
tici. Jednd se tedy o posloupnost elementarnich uprav, kdy k nize polozenym
Ffadkum pricitdme vyse polozené Fadky, piipadné nelze-li ngjakym fadkem upra-
vit nize polozené fadky, pak takovy vektor) vymeénime z niZe polozenym vekto-
rem piehazujeme ndsob tvar. Pfitom si fadky puvodni matice ozna¢ime fimskymi
Cislicemi a budeme zaznamendavat v8echna prehazovani radku a staci zjistit, kterym
fadkim puvodni matice odpovidaji nenulové fadky Gaussovy matice.

Poznamenejme, 7e je podstatné, abychom neménili poradi téch vektoru, pomoci
nichZ jsme upravovali vSechny néasledujici, tj. téch fadku matice, které uz jsme
pouzili k eliminaci nasledujicich. Takovy fadek uz totiz odpovida vektoru, ktery je
linedrné nezavisly na pifedchozich a jeho ptipadna zdmeéna za néktery z nasledujicich
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vektoru pro ngj samoziejmé podminku linedrni nezavislosti na piedchozich radcich
nemusi zachovat. V daném piipadé nejprve piicteme vhodné nasobky prvniho fadku
k ostatnim a poté prehodime druhy a treti fadek, jimz stejnym zpusobem vynulu-
jeme paty a Sesty radek:

2 4 01 4 1 2 401 4 ) 2 4 01 4 ]
4 3 0 2 3 1 00 0 0O 1% 0 0 3 1 3| qdu
1 2 3 4 0| @wi|~]0 03 1 3] 4w|]~]0O0O0O0O0 0
31 1 1 2| 4w 001 2 1| 4w 0 0 0 0 0] 4w
4 3 4 0 2 v 0 0 4 3 4 v 0 0 0 0O v

Ukazalo se, ze fadek ii je ndsobkem radku i a fadky iv a v jsou linedrni kombinaci
radku i a iii. Naopak fadek iii neni linedrni kombinaci fadku i. Hledanou bazi tvori

2 1

4 2
naptiklad prvni a tiet{ vektor posloupnosti X, tedy posloupnost ([ 0|, |3 [). O

1 4

4 0

5.9. Doplite linedrné nezdvislou mnozinu B = {(2,4,0,1,4)7,(1,2,1,0,3)7} na
bazi aritmetického vektorového prostoru ZZ.

Pfipomeiime, Ze podle Dusledku 5.27 se fadkovy vektorovy prostor matice nezmé-
ni, upravime-li ji posloupnosti elementarnich radkovych uprav. Seradime-li vektory
mnoziny B do fadku matice, kterou upravime na odstupnovanou matici, vidime, ze

o (330 w3 20 )

Nyni snadno doplnime matici na odstupniovanou ¢tvercovou matici, jejiz vSechny
fadky jsou nenulové, napiiklad vektory standardni baze (i-ty pridame, pravé kdyz
i-ty sloupec matice neni bézovy) a pfitom si vSimneme, Zze:

2 4 01 4 2 4 01 4 2 4 01 4
01 0 0O 001 21 1 210 3
0 01 21|~]010O0O0|~]0100O0TO0]=A
00 010 0 0010 0 0010
00 0 01 000 01 00 001

Z¥ejmé ma fddkovy prostor matice A dimenzi 5, proto je roven Z2. Tedy mnozina
{(0,1,0,0,0)%, (0,0,0,1,0)%,(0,0,0,0,1)”} dopliiuje mnozinu B na bdzi Z2. O

5.10. Rozhodnéte, zda vektor a) (1,1,4)" a b) (4,1,1)7 lezi v podprostoru U =
((1,4,3)T, (3,1,1)T) vektorového prostoru Z$ nad télesem Zs.

Ptame se, zda existuji hodnoty =,y € Zs, které fesi vektorovou rovnici x -
(1,4,3) + y - (3,1,1)T = v, tedy chceme zjistit, zda existuje feseni soustavy 3
rovnic o 2 nezndmych (pro kazdou souiadnici dostdvame jednu rovnici) s maticemi,
které snadno upravime na odstupiiovany tvar.

a)

1 3|1 1 3|1 1 3|1
4 1|1 ] ~10 4{2|~|0 13
3 1|4 0 21 0 00
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Vidime, ze hodnost matice homogenni soustavy i matice rozsitené se shoduji, tedy
podle Frobeniovy véty (5.80) fesen{ existuje a vektor (1,1,4)7 je linearn{ kombinaci
vektort (1,4,3), (3,1,1)7, proto (1,1,4)T € U.

b)
1 3|4 1 3|1 1 3|1
4 1{1]~{0 4{0)~]0 1]0
3 1|1 0 2|4 0 04
Tentokrét soustava zjevné feseni nemd, tedy (4,1,1)7 ¢ U. O

5.11. Ovéite, 7ze B = ((1,4,3)", (3,1,1)T) je baze podprostoru U = ((1,4,3)7,
(3,1,1)T) vektorového prostoru Z nad télesem Zs a najdéte soutadnice vektoru
(1,1,4)7 vzhledem k bazi B. (1,4,3)T, (3,1,1)T

Okamzité z definice vidime, ze posloupnost B je linearné nezivisla, tedy jde o
bézi U. Nyni hleddme hodnoty z,y € Zs, které fesi vektorovou rovnici z- (1,4, 3)7 +
y-(3,1,1)T = (1,1,4)T, kterou jsme fegili uz v minulé tloze. Zbyva tedy zpétnou
substituci dopotitat (jednoznacné) fesent:

1 3|1 1 3|1
4 1|11 ~(0 1|3
3 1|4 0 0|0

Spocitali jsme, 7e soutadnice (1,1,4)7 vzhledem k bazi B jsou (;)

(3) ©

1 1

5.12. Rozhodnéte, zda je posloupnost vektoru M = (| 0], 1],[1]) béze vek-
2 1 1

torového prostoru Q2 nad télesem Q.

Podle pozorovani 5.61 z predndsky staci ovérit, zda je posloupnost linedrné
nezévisld ¢i zda generuje cely prostor Q* a to nastava pravé tehdy, kdyz je matice

1 0 2
A=12 1 1] regularni. Budeme tedy matici A upravovat:
111
1 0 2 1 0 2 1 0 2
2 1 1}]~(0 1 -3|~(0 1 -3
111 01 -1 0 0 2
Zjistili jsme, ze M je bazi Q3. O

5.13. Najdéte souradnice vektoru v vzhledem k bazi M z ptedchoziho ptikladu,

0 2 4
jestlize (a) v= 1|0 (by v=11 (c) v=|1
0 1 3
a 1 2 1
Hleddme aritmeticky vektor [vlpy = b ], abyv=a 0] +0[1] +c|1],
c 2 1 1

tedy budeme pocitat feSeni nehomogenni soustavy rovnic:
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0 0
(a) Prov=[0] ziejmé [v]yy = | O
0 0
(b) Tentokrét je vektor v jednim z bazovych vektort baze M, proto bez pocitan{
0
vidime, ze [v]y = | 1
0
(¢) Nyni obvyklym zpusobem spoéitdme jednoznacné feseni nehomogenni sou-
1 2 1 4 1
stavy smatici {0 1 1 |1 ]. Zjistili jsme, ze [V]py = | 2 |. O
2 1 1 3 -1

5.14. Najdéte néjakou bazi podprostoru U = ((3,1,4,2)7,(2,3,5,1)7, (1,5,6,1)T)
aritmetického vektorového prostoru Z# a dopliite ji bézi celého prostoru Zi.

I tentokrat muzeme vyuzit Disledku 5.23 o faddkovém vektorovém prostoru ma-

31 4 2
ticeM= (2 3 5 1], pronizplati, ze U=ImM?. Nejprve standardni cestou
1 5 6 1
upravime matici M na matici odstupniovanou:
31 4 2 31 4 2 31 4 2
235 1]~(0 00 2]~10 0 0 1}|]=N.
1 5 6 1 0 0 0 3 0 0 0O

Vidime, ze baze InM” = ImN7? = U je tvofena napiiklad nenulovymi fadkovymi
vektory odstupiiované matice N. Tedy {(3,1,4,2)7,(0,0,0,1)7} je baze U. Nyni
uz postupujeme stejné jako v predchozi uloze, doplnime nenulové fadky matice N
pomoci vektoru standardni baze, abychom dostali odstupiiovanou reguldrni matici

31 4 2 0 0 3 0

0100 . 1 0 .. 1 0

0010l Tudiz posloupnost ol |1 dopliiuje posloupnost 4l o

0 0 01 0 0 2 1
na bézi celého Z31. O
4.12.

1 3 3 1
5.15. Uvazujme dvé posloupnosti vektoru M = (|2 |,|2])aN=([0],[3])
4 1 3 3

v linedrnfm prostoru Z nad télesem Zs.
(a) Overte, ze je posloupnost M linedrné nezdvisla,
(b) dokazte, ze N C (M),
(¢c) spocitejte souradnice vektoru posloupnosti N vzhledem k bézi M,
(d) ovéite, ze N tvoii bézi podprostoru (M).

(a) Staci si v§imnout, ze jeden z vektoru neni ndsobkem druhého, tedy, Ze ma
1 3
matice | 2 2] m4 hodnost 2.
4 1
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(b) Ptédme se, zda jsou vektory z posloupnosti N linedrni kombinaci vektoru
z posloupnosti M, to znamend, ze se ptame, zda existuje feSeni soustav rovnic s

1 3] 3 1 3| 1
maticemi [2 2| 0| a |2 2| 3. Tuto dlohu miazeme pomoci Frobeniovy
4 1| 3 4 1| 3
1 3] 31 1 3
véty preformulovat na otazku, zda jsou hodnosti matic [ 2 2| 0 3] a |2 2
4 1] 3 3 4 1

stejné, tedy podle (a) rovnd dvéma. To zjistime oviem standardné Gaussovou eli-
minaci:

protoze je hodnost matice 2, plati, ze ze N C (M).
(¢) Nyn{ méme najit feseni soustav s maticemi uvedenymi v bodé (b). Obé pfitom
upravujeme stejné, proto poéitame obvyklym zpusobem s vyuzitim tprav v (b):

1 3 3 1 1 3 3 1 1 0 1 3

2 2 0 3] ~10 1 4 1] ~1(0 1 4 1

4 1 3 3 0 0 0 0 0 0f 0 O

3 1 ! 3

Stejné jako v 5.13 jsme zjistili, ze [| 0 | |ar = all3|lm= .

3 4 3 1
(d) Stejnou uvahou jako v bodu (a) nahlédneme, Ze je posloupnost N linedrné
nezdvisla, proto jde podle (c) o bézi podprostoru (M). O

5.16. Ovéite, ze (3 — 5i,1 — 2i) tvoii bazi linedrniho prostoru komplexnich éisel C
nad télesem realnych ¢isel R.

Protoze K = (1,i) je ziejmé baze C nad R, stac¢i pfejit k soufadnicovym vek-

tortm [3 — 5ilg = <_35> a [l —2ig = (_12> a u nich obvyklym zptsobem
nahlédnout, Ze jde o bazi aritmetického vektorového prostoru R?, tj. v§imnout si,
Ze je matice <_5 _12> reguldrni. O

5.17. Najdéte matice pfechodu:

1

(@ B, o G52, ke B = ((

) , (;’)) a K je kanonickad baze v linedrnim
prostoru R? nad télesem R
b) [id]Y; a [id]%, kde N a M jsou béze z tlohy 5.15,
M N
c) [id]¥, kde N = 1 , 0 k bazi M = 2 , 1 jsou baze Z2 nad
N 1 1 1 1 3
télesem Zs.

(d) [id]% a [id]¥, kde K = (1,i) a L = (3 — 5i, 1 — 2i) jsou béze C nad télesem
R.

(a) Postupujeme-li podle definice, vidime, Ze souradnice vektoru vzhledem ke
kanonické bazi jsou tytéz vektory a protoze matice [id]f%2 obsahuje ve sloupcich
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pravé souradnice vektoru bdze B vzhledem ke kanonické bézi, sta¢i do sloupcu
11

2 3)

Provedeme-li stejnou dvahu jako v Piikladu 5.74 z prednasky, potiebujeme na-

piepsat bézi B. Tudiz [id]f, =

2 3
tory pravych stran z baze Ks. Tedy postupujeme stejné jako pii hledani inverzni

matice.
1 1 1 0 1 1 1 0 1 0 3 -1
2 3 0 1 0 1 -2 1 0 1 -2 1

Spocitali jsme, ze [id]}> = ([id)Z,)~! = ( 3 _1>

. . . . , . 1 1
jednou vyTesit dvé soustavy rovnic s matici levych stran [1d]f;2 = < ) a s vek-

-2 1
(b) Protoze jsme v 5.15(c) nasli soufadnice vektoru baze N vzhledem k bazi M,

4 1
Obdobnou tdvahou jako v udloze (a) tentokrat ovSem v soufadnicich zjistime a

stacf je sepsat do sloupci, abychom dostali [id]}; = <1 3>

-1
obvyklym zpisobem spotitame, ze [id]A = ([id]{;) ! = (i ?) = (i i)

(c) Postupujeme-li podle definice , potfebujeme vyfesit maticovou rovnici [id]}7, -
X = [id]%z, kde X je pravé hledand matice piechodu [id]¥ Staéi ndm tedy zndmym
zpusobem spocitat

bl = Gy e = (2 1) (0 )= (0 )

(d) V tloze 5.16 jsme urcili soufadnice vektoru bdze L vzhledem ke K, proto
[idL = (_35 _12> Nyni zbyva podobné jako v (a) a (b) nahlédnout a dopocitat,

e ialf = G = (% ) 0

1 2 3
5.18. Urcete nad télesy R a Zs hodnost matice A = [2 1 1] a matice A7 a
1 4 3

dimenze prostori ImA, ImAT, KerA, KerA™.

Podle Vét 5.82, 5.94 a definice hodnosti sta¢i spoc¢itat hodnost matice. Upra-
vujme tedy matici posloupnosti elementdrnich dprav nejprve nad télesem R:

1 2 3 1 2 3 1 2 3
21 1)~10 -3 -5]~10 1 0
1 4 3 0 2 0 0 0 -5

Zjistili jsme, ze nad télesem R plati, ze rank(A) = 3, a proto
rank(A) = rank(A7) = dimImA = dim ImA” = 3.
Diky 5.94 je potom
KerA = 3 —rank(A) =3 — 3 =0,KerA” =3 — rank(A?) =3 -3 =0.
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Podobné uré¢ime hodnost A nad télesem Zs:

1 2 3 1 2 3
21 1)]~(0 10
1 4 3 0 0 0
Tedy nad télesem Zs je rank(A) = rank(A?) = dimImA = dimImA? = 2 a
KerA = KerAT =3 —rank(A) =3-2=1. O

5.19. Najdéte nad télesem Zjs baze prostort ImA, ImA” | KerA, KerAT pro matici
A 7 predchozi tlohy.

7 odstupniovaného tvaru matice

1 2 3 1 2 3
2 1 1}]~10 1 0
1 4 3 0 0 0
1 0
Okamzité vidime, ze [ 2], | 1| je bdze ImA” a snadno spocitdme bazické feseni
3 0

2
0 | homogenni soustavy s matici A, tj. bazi KerA. Pro nalezeni baze KerA”
1

faddkové upravime AT:

1 2 1 1 21
2 1 4] ~10 2 2
31 3 0 0 O
1
Zpétnou substituci najdeme bézi | 4 | prostoru KerAT. Ziroven vidime, ze baze
1
1 0
ImA je napiiklad [ 2|, [ 2 | (nebo kterdkoli jind dvojice linedrné nezdvislych vek-
1 2

tort tohoto prostoru).
11.12.

5.20. Urcete dimenzi prﬁnlku podprostori U aVv rac1onaln1’ho vektorového pro-

1
storu Q% je-li U= (2], 1
1 0
11 1 1
Snadno zjistime, 7e dim U =rank(|[2 0])=2,dimV =rank([{1 —-1])=2
1 2 0 1
1 11 1
adim(U+V)=rank([{2 0 1 -1])=3, proto je diky Vété o dimenzi souctu
1 2 0 1
a pruniku podprostoru (5.98) dim(UNV) =dimU+dimV —dim(U+V)=1. O
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—

0
2
1

N DN =
N OO

5.21. Jestlize U = ( , , yaV ={ ) podprostory

N = OO
— N = O

—_

1 1
linedrniho prostoru Z3 nad télesem Zgz, spocitejte dimenze a najdéte baze podpro-
storu U, V, U+V, UNV.

)

1 0 0
. o . 1 2 Ofy . 1+ .
Nejprve snadno zjistime, ze posloupnost B = ( R ) je linedrne
1 1 2
1 0 0
(s s .. 2 1 0 NP
nezavisla, tudiz baze U a podobné je posloupnost C' = ( al:192]:]1 ) linedrneé
1 1 2
nezavisld, a proto baze V. Protoze 3 < dimU + V < 4, stac¢i si v§imnout, ze
0 0 0
0 0 0 ., . .
vektor e4 = ol =11 + 9 lezi v U + V. To znamend, ze U + V obsahuje
1 2 2

ctyiprvkovou linedrné nezavislou posloupnost B U (ey4), a proto dimU + 'V = 4.
Nyni zbyva pouzit Vétu 5.98, abychom zjistili, ze
dim(UNV)=dimU+dimV —dim(U+V)=3+3-4=2.
Pti pocitani dimenzi jsme zjistili, ze je B baze U, dale C je baze V a napiiklad
kanonicka baze je bazi U +V = Z3.
Zbyva nejit bazi U N'V. Hleddme tedy vsechny vektory, které lezi zaroven v U
ive V, coz si opét vyjadiime rovnici:

1 0 0 1 0 0
1 n 2 n 0] _ 2 n 1 n 0
T 1 T2 1 T3 11 = Y1 9 Y2 9 Ys 9|
1 1 2 1 1 2
kterou opét upravime na
1 0 0 2 0 0 0
1 n 2 N 0 n 1 n 2 + 01 _10
I 1 T2 1 T3 1 Y1 1 Y2 1 Ys 11 = 1|o
1 1 2 2 2 1 0

Znovu pocitdme vSechna feSeni homogenni soustavy s matici:

100 20 0 100200
p_|t 20120 fo20220|_
111111 011211
112 2 21 012021
1 0020 0 1 00200
0202 20 020220
“lo o110 1] |loo0o 1101
002 211 00001 2
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Nyni obvyklym zpusobem spoc¢itdme najit bazi podprostoru KerD, napiiklad bazi
(1,2,2,1,0,0)7, (0,2,2,0,1,1)T. Zjistili jsme, ze:

1 1 0 0 1 0 0
2 1 2 0 2 1 0
Sl =122 = oy Ho o]
1 1 1 2 1 1 2

a
0 1 0 0 1 0 0
1 1 2 0 2 1 0
=0l e L =0 s F o s |
0 1 1 2 1 1 2

Tudiz vektory (1,2,2,1)T a (0,1,1,0)7 lezi v podprostoru U N V. Konecné si
uvédomime, ze libovolné feseni soustavy lze napsat ve tvaru

ay - (1,2,2,1,0,007 +ay-(0,2,2,0,1,1)T = (a1, 2a; + 2a2,2a; + 2as,ay,as,as)%,
kde ay,as € Zs, proto lze kazdy vektor z pruniku vyjadfit:
ar - (1,1,1, D)7 + (2a; 4 2a3) - (0,2,1,1)7 + (2a1 + 2a) - (0,0,1,2)7 =
=a;-(1,2,2,1)" +as-(0,1,1,0).

1
Tim jsme zjistili, ze kazdy vektor z podprostoru UNV lze napsat ve tvaru a; - ; +
1
0 1 0
1 2 1 . L
az- 4| tedy posloupnost ( 2|11 ) podprostor U NV generuje. Zjevné se
0 1 0

jedna o posloupnost linedrné nezavislou, tedy jde o bazi pruniku. Neni ptitom tézké
si uvédomit, ze vysledné vektory budou jisté linearné nezavislé, jestlize jsme hledali
jejich soutradnice vzhledem k bazim prostora U a V.

Zaveérem si jesté vsimnéme, Ze jsme soustavu nemuseli dopoé¢itévat, nebot ndm
stacilo najit soufadnice bdze reeni odpovidajici proménnym y; (tj. posledni 3
soutadnice) nebo z; (tj. prvni 3 soufadnice). O

5.22. Najdéte nenulovy redlny polynom stupné (nejvyse) 2, jehoz kofenem je kom-
plexni ¢islo 3 — .

Staci kdyz uvazime, ze jsou vektory (3 —4)° =1, (3 —i)! =3—ia (3—1i)? =
8 — 67 nad télesem R nutné linedrné zavislé, tedy existuje trojice (ag,ar,a2) €
R3\ {(0,0,0)}, pro niz ag + a1(3 — i) + a2(8 — 6i) = 0. Obdobnou tivahou jako
v predchozim piikladu zjistime, Ze potiebujeme vytesit homogenni soustavu s ma-

0 -1 -6
(10, -6, 1), proto je komplexni ¢&islo 3 — i kotenem polynomu z2? — 6z + 10. O

. (1 i e iy .
tici ( 3 8 ) Snadno zjistime, ze feSenim je napiiklad trojice (ag, a1, as) =

5.23. Najdéte vSechny redlné polynom stupné nejvyse 2, jejichz kofenem je kom-
plexni ¢islo 3 — .
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V predchozi uloze jsme si uvédomili, ze kazdy takovy polynom odpovida feseni
homogenni soustavy linedrnich rovnic s matici typu (2,3) hodnosti 2. Protoze je
mnozina v8ech feSeni podprostor dimenze 1, jsou hledané redlné polynomy tvaru
ra? — 6rz + 107 pro libovolné redlné r € R. O

5.24. Dokaite, 7e je mnozina Q[v/2] = {a + bv/2 + ¢¥/4| a,b,c € Q} podprostor

racionalniho vektorového prostoru R a navic, ze a - 8 € Q[\%] pro kazdé a, 8 €

Q[V2].

Stacéi pro libovolné d, ay,as, b1, bs, ¢1,c3 € Q nahlédnout, ze
(a1+b1 V2+¢; VA) +(as+bs V2+2 V4) = (a1+as)+(by +b2) V2+(e1+¢2) VA € Q[V2]
a dale, ze
d(ay + b1 V2 + 1 V/4) = day + dby V2 + dey V4 € Q[V/2]

a konecné, ze (a1 + b1 /2 + ¢ \3/41) - (ag + by /2 + ¢y \3/41) =

= (ayag +2byca +2¢1b2) + (arby +braz +2¢1¢2) V24 (a1ca +craz + b by) V4 € Q[V/2)].
O

5.25. Najdéte nenulovy racionalni polynom stupné (nejvyse) 3, jehoz kofenem je
redlné éislo 1 — /2.

Uvazujeme stejné jako v tloze 5.22. Opét si v§imneme, 7e dimQ(Q[\S/ﬁ]) < 3,
proto jsou vektory (1—+/2)° =1, (1 - ¥/2)' =1-+/2, (1 - V22 =1-2V2+ V4
a(l— %)3 = —1—3+/2+3+y/4 nad télesem Q linedrné zavislé. Najdeme tedy opét
netriviadln{ feseni vektorové rovnice

ap + a1 (1 — V/2) + as(1 — 2V/2 4+ V/4) 4+ az(—1 — 3V2 4+ 3V4) =0,
kterd vede na homogenni soustavy linedrnich rovnic s matici

1 1 1 -1
0O -1 -2 -3

0 0 1 3
Vidime, ze feSenim je ¢tvefice (ag,ay,as,as) = (1,3, —3,1), tudiz je ¢islo 1 — /2
kofenem polynomu z* — 322 + 3z + 1. O
18.12.

6. LINEARNI ZOBRAZENI

6.1. Necht f : Z2 — Z% je zobrazeni dané piedpisem f(v) = (11 ; §> V.

Rozhodnéte, zda jde o linedrni zobrazeni.

Na piednésce jsme si uvédomili, ze diky Tvrzenim 4.18 a 4.20 zobrazeni dané
ndsobenim sloupcového vektoru (tedy matice typu (n,1)) matici spliuje axiomy
linedrniho zobrazeni, tedy

A(u+v)=Au+Av a A(r-u)=r-A(un)
pro kazdé u,v € Z2 a r € Zs. O
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Oznacujme K, kanonickou béazi libovolného aritmetického vektorového prostoru
T™ nad télesem T a jeji i-ty vektor e;.

6.2. Najdeéte matici linedrniho zobrazeni f z predchozi dlohy vzhledem
(a) ke kanonickym bézim K3 a K,

1\ /1\ /1
(b) kbézi B=(|1)],[1],[0])a Ko,
1/ \o/ \o

(©) kbéziBaC:(@),(g),

(a) Podle definice nejprve potiebujeme zjistit soufadnice vektoru f(e;) vzhledem
ke kanonické bézi prostoru Z2:

el = 1(1) 1 = (7).
el = 1(3) e = (3)
el = 1(3) 1 = (3) -

Nyni zbyva souradnicové vektory usporadat do sloupcu matice linearniho zobrazeni

vzhledem ke kanonickym bézim [f]K3 = <11 ; g) =A.

(b) Opét postupujeme podle definice a dostavame souradnice

2 )(1)-0)
2 3)7\;) "\
-0
1) =(3).
0

1

0

0

=
I

N
— s

OO OF K —
=
[
I
N
—
[N
w N
N——

[f( ]Kz

[£(

[£(

Zjistili jsme, ze [f]ﬁ2 = <f g ;1>

(c) Tentokrat vyuzijeme Tvrzeni 6.15 muzeme vyjadiit hledanou matici [f]Z
jakou soucin matic: [f]8 = [id]5® - [f1R, = ([d]%,) " - [f]%, Pimo z definice

uréime matici piechodu [id]% s < > . Obvyklym zpusobem nyni pocitame

-1

. 2 3 4

soucin [f]8 = <3 0) - ( 1)
2 3 |2 0 4 3 0 1 3 1 1 0 (2 1 2

30 |1 31 03 |3 30 01 |1 10)°

Spoécitali jsme, ze [f]5 = G } (2)> i
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6.3. Pro linedrni zobrazeni f z piedchozich dvou piiklada najdéte bazi podprostoru
Kerf a Imf a souradnice baze Kerf vzhledem k bazi B z predchozi ulohy.

Piipomerime, 7e Kerf = {v| f(v) = 0} = {v| Av = 0}. Tedy Kerf je prave
mnozina viech feSeni homogenni soustavy s matici A, tj. Kerf = KerA. Snadno

2 2
spocitdme, ze Kerf = ([ 0 | ), tudiz | 0 | je baze Kerf.
1 1

Vezmeme-li libovolnou generujici mnozinu G vektorového prostoru Z3 (napiiklad
kanonickou bédzi), potom f(G) tvoif generujicf mnozinu podprostoru Imf = f(Z3).
Vidime, 7e £((1,0,0)7) = (4, 1)7, £((0,1,07) = (1,27 a £((0,0,1)") = (2,3)",
tj. obrazy vektora kanonické baze tvoii pravé sloupce matice A. To znamend, ze
Imf = ImA = ((i) , (;) , <§>) = Z2. Dimenze Imf je jak vime také podle Véty
o dimenzi jaddra a obrazu 5.94 rovna 3—dim Ker A = 2 a bazi Imf je tudiz libovolna
béze 7%, napiiklad kanonickd béze.

Pro nalezeni soufadnic baze Kerf vzhledem k B muZeme bud obvyklym zpuso-

2
bem spocitat soufadnice nalezeného vektoru | 0 |, coz znamend vyiesit nehomo-
1

genni soustavu rovnic, nebo muzeme vyuzit Tvrzeni 6.25, podle néjz staéi najit

2 0 4

bazi homogenni soustavy rovnic s jiz nalezenou matici [ f]['%2 = > To je

1 3 1
zjevné velmi snadné a vidime, Ze soufadnicovym vektorem béaze Kerf vzhledem k
3
B je napiiklad vektor | 2 |. O
1

6.4. Necht g: R?> — R? je zobrazeni urcené piedpisem

9((z1,22)) = (1 + 222,421 — T2, 225).

Dokazte, ze se jedna o linearni zobrazeni.

Snadno zjistime, ze lze predpis definujici zobrazeni g vyjadrit jako sou¢in matice a

1 2
aritmetického vektoru: g( <x1> )=1(4 -1 <m1> . Proto jde o linedrni zobrazeni.
. 0 2/ \*

6.5. Najdéte matici vzhledem ke kanonickym béazim linedrniho zobrazeni g z pied-
choziho piikladu.

Postupujeme stejné jako v Prikladu 6.2. Stacéi tedy dosadit vektory kanonické
1 2

baze do g a sefadime je do sloupct matice [g][[g =4 —-1]. O
0 2



43

1

1 1 6
.6. Méjme A = , azi prostoru aB = , , azi
6.6. Mej A 4 i) bézi 72 a B 1 0 0 ]) bazi
2 3 )

prostoru Z3. Najdéte matici linedrniho zobrazeni h : Z2 — Z3 vzhledem k bazim A
1 3
a B, zndme-li matici h vzhledem ke kanonickym b4zim [h]ﬁi =14 0
2 6

Dvoji aplikaci Tvrzeni 6.15 muzeme vyjadfit hledanou matici [h]g jakou soucin
matic:

(Al = [id]5* - [P, = [d)5" - [Pl - lidlk, = ([d]R,) ™" - (Bl - [id), -

Snadno uréime piimo podle definice matice piechodu od kanonické béze k bazi A
resp. B, tj. do sloupecku sepiseme bazi A resp. B:

1 3 1 1 6

[id]f‘<2=<4 1), i)z, = (10 0

2 3 5

Dokonceni ulohy je uz jen rutinnim pocitanim s maticemi:
116\ 13\ 3 116 6 6
[h]g:100-40<41:100-45
2 3 5 2 6 2 3 5 5 5

Nyni sou¢in matic dopocitdme standardnim postupem:

116 1 0 0 |4 5
1 016 |2 1]~
2 03 5 |4 2
3 1 )
1 0 0
6 0 6

6.7. Bud A= ((1,1,1)7,(1,0,1)7(1,1,0)T) béze vektorového prostoru Zj a B =
((1,2)T, (1,17)) baze vektorového prostoru ZZ. Najdéte matici linedrniho zobrazeni

¢ : Z3 — 72 vzhledem ke kanonickym bézim, ma-li matici [1)]4 = (; } (1)>
vzhledem k bazim A a B.

i
co
S RN
oo
—_o o
ol O

Zjistili jsme, ze [h]4 =

LUO = o~Oo
DOV m O

Postupujeme stejné jako v pfedchozi tloze s vyuzitim Tvrzeni 6.15:
-1

1 11
i = B, B = (5 1) (o 1 1) (10

, (. o "y 1 2
a nékterym ze znamych zpusobu dopocitame [1/)]2 — (0 > O



44

6.8. Uvazujme prvnf derivaci ()’ na linedrnim prostoru redlnych polynomu Rz], =
{Zfzo a;z?| a; € R} stupné menstho nez 4 a oznatme K = (2°,21, 2% 2%) bazi
R[z]4. Z matematické analyzy vime, Ze je ()’ linedrni zobrazeni.

(a) Najdete matici [()]%,

(b) urcete jadro Ker()" a Im()’,

(c) je-li néjakd B baze R[z]s, najdéte nejmensi n pro které ([()']5)" = 0.

(a) Staci derivovat jednotlivé polynomy baze K a urcit soufadnice derivac{ vzhle-
dem k této bazi:

0 1 0
0 0 2
(0AV _ _ 1y/ _
(") = 0]k = | | [(@)]k = ol ! =Rk = |4 |
0 0 0
0 01 00
0 00 2 0
[(xg)l]K = [3‘772]1( = 3 , tedy [() ]K = 00 0 3
0 0 0 0O
(b) Odpovéd dostaneme bud’ elementdrni iivahou na ptidé matematické analyzy,
kterd iikd, ze nulovou derivaci maji pravé konstantni funkce, tedy Ker()' = (z),

a obrazem polynomu stupné mensiho nez 4 jsou pravé polynomy stupné mensiho
nez 3, tedy Im()’ = (2%, 2%, 22), nebo ty7 vysledek mizeme vyéist v souradnicich
vzhledem ke K z matice [()']5 pomoci Tvrzen{ 6.25.

(c) Uveédomime-li si, Ze slozenim n derivaci dostaneme derivaci n-tého stupné, tj.
(O™ = ()™ a pripomeneme-li si, 7e (R[z]4)™ = 0, pravé kdyz n > 4, pak staéi
jen opakované vyuzit Tvrzeni 6.15, abychom zjistili, ze

(015" = (OB = (0™E) =0 & n>4.
To ovSem znamend, ze nejmensi n pro které ([()']5)" =0 je n = 4. O
6.9. Najdéte matici linedrniho zobrazeni ¢ vektorového prostoru R? vzhledem ke
kanonickym béazim, vite-li, ze ¢((1,2)7) = (3,0)" a ¢((2,1)*) = (3,3)".

Protoze B = ((1,2)7,(2,1)T) tvoii bazi R?, zarutuje ndm Tvrzeni 7.4, ze dana
podminka urcuje linearni zobrazeni f jednoznacné, a bezprostiedné z definice do-

staneme matici [p]%, = <3 3) Déle postupujeme obvyklym zpusobem:

0 3

)i = lolk, - )5 = [elmr, - (HIR,) ' =

(G)6Y -6)E -6

2 31 4
6.10. Je-li [1 1 2 5| matice linedrniho zobrazen{ f : Z% — Z2 vzhledem k
1 2 6 6
1

bazim M = ((1,1,0,
((37 174)T7 (37 370)T’( b 76)T
Imf.

,1,007,(0,0,1,1)7,(1,0,0,0)T) prostoru Z% a N =
prostoru Z32. Urcete dimenze jadra Kerf a obrazu

N o
SN
N
:\
o
_ =
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2 3 1 4
Nejprve standardni cestou uréime hodnost matice [f]¥ = [1 1 2 5] a
1 2 6 6

zjistime, ze h([f]mn) = 2. Nyni vyuzijeme Tvrzeni 5.94, které iikd, ze dim(Imf) =
h([flun) = 2 a ze dim(Imf) + dim(Kerf) = dim(Z%) = 4. Proto dim(Kerf) =
4 — dim(Imf) = 2. O

8.1.

7. DETERMINANTY

7.1. Spocitejte nad télesy Q, R, Zs a Zr7 determinant matice A = (? ;)

Postupujeme pifmo podle definice. Rozmyslime si, ze S = {id, (12)}. a proto
det(A) =3-2—1-1=75 nad télesy Q, R. Obvykld dvaha o pocitani v télesech Z,
nadm umozni vyuzit vysledku spoéitaného v télese redlnych (¢i racionalnich) éisel,
ktery nakonec sta¢i upravit modulo p. To znamend, ze det(A) = (5)mod 5 = 0 nad
télesem Zs a det(A) = (5)mod 7 = 5 nad télesem Z7. O

7.2. Spocitejte nad télesy Q, R, Zs a Z7 determinant matice B =

N s =

2 1
0 3
3 1
I tentokrat budeme fakticky postupovat podle definice. Sudym permutacim id,
(123) a (132) z S3 odpovidaji po fadé souciny 1-0-1,2-3-2 a1-4-3 (vzdy bereme

nejprve hodnotu z prvntho fddku, poté z druhého a nakonec z tiettho) a lichym
permutacim (12), (13) a (23) odpovidaji sou¢iny 2-4-1,1-0-2a 1-3-3, proto

12 1
det(B) =det([4 0 3|)=1-0-1+2-3-24+1-4-3—(2:4-1+1-0-2+1-3-3).
2 3 1

Tedy det(B) = 7 nad télesy Q, R, det(B) = 2 nad télesem Zs a det(B) = 0 nad
télesem Zr. O

7.3. Rozhodnéte, zda je nad télesy Q, Zs a Z; regularni matice:

12 1 2 2 3
A=(2 1 0|,B={1 3 2|,A-BaA%>,
1 4 4 11 3

Diky Tvrzeni 7.22 staci zjistit, zda jsou determinanty jednotlivych matic nenu-
lové. Spocitejme nejprve determinanty matic A a B:
1 21 1 2 1 9 1
detA=det|{2 1 0] =det| 2 1 0] =det <_3 _4> =-5
1 4 4 -3 -4 0
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nad Q, det A =0 nad Zs a det A = 2 nad Z7, coz znamend, ze je A regularni nad
Q a Z7 a A je singularni nad Zs. Podobné

2 2 3 2 0 3 9 3
detB=det |1 3 2| =det|1 2 2 :2-det(1 3>:6
1 1 3 1 0 3

nad Q, det B =1 nad Zs a det B = 6 nad Z7, tedy B jr reguldrni nad vSemi télesy
Q, Zs a Zr. Pouzijeme-li Vétu 7.26, ktera iika, ze det(A -B) = det(A)-det(B), pak
vidime, ze det(A - B) # 0 pravé kdyz det A # 0 a det B # 0. TudiZ matice A - B je
regularni nad Q a Z+ a neni reguldrni nad Zs. Konecné indukénim rozsifenim Véty
7.26 dostaneme, 7e det(A%%®) = det(A)>°, a proto je matice A®® reguldrni pravé
nad télesy Q a Z. O

7.4. Urcete nad télesy Q, R, Zs5 a Z7 determinanty matic

3 4 4 21 00 011
0 2 40 3 0 2 40 3
C,=|0 0 4 3 2 a C;=|0 0 4 3 2
0 0011 34 4 21
0 0 0 0 2 0 0 0 0 2

Determinant matice C; = (c¢;;) miizeme opét spocitat podle definice, uvédomime-
li si, ze pro kazdou neidentickou permutaci o € S; bude existovat aspon jedno j,
pro néz j > o(j), a proto cj,(;) = 0 a cio1) - == - Cs0(5) = 0. Tedy determi-
nant Gaussovy ¢tvercové matice C; je pravé soucin hodnot na hlavni diagonéle, tj.
det(Cy) = 3-2-4-1-2 = 48 nad telesy Q a R, det(Cy) = (48)mod 5 = 3 nad
télesem Zs a det(Cq) = (48)mod 7 = 6 nad télesem Z;.

Nyni si vSimnéme, ze matici Cs dostaneme z matice C; vyménou 1. a 4. fadku.
Proto podle Tvrzeni 7.18 a 7.19 je det(Cz) = — det(Cy), tudiz det(C,) = —48 nad
telesy Q, R, det(Cz) = (—48)mod 5 = 2 nad télesem Zs a det(Cy) = (—48)mod 7 =

1 nad télesem Zr. O
1 0 2 1
ao y . . 11 0 3
7.5. Spocitejte nad télesy Q, R, Zs a Z7 determinant matice D = 02 1 2
1 2 3 4

Piipomenme, ze Tvrzeni 7.18 a 7.19 nam fikaji, jak se zméni determinant ma-
tice, provedeme-li nékterou z tfadkovych tprav. V piedchozi tloze jsme si navic
uvédomili, Ze je velmi snadné urcit determinant Gaussovy matice jako sou¢in hodnot
na hlavni diagondle. Budeme-li tedy standardnimi prostiedky pomoci elementéarnich
uprav radku prevadét matici D na jeji Gaussovu matici, budeme v kazdém kroku
zndt, jak jsme puvodni determinant zménili. Tedy upravujme a pocitejme:

1 0 2 1 1 0 2 1

1 1.0 3 01 -2 2
det(D) = det( 02 1 2 ) = det( 02 1 2 )=

1 2 3 4 02 1 3
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1 0 2 1 1 0 2 1
01 -2 2 01 -2 2
= det( 00 5 _2 ) = det( 00 5 -2 )=1-1-5-1=5.
00 5 -1 00 0 1
Tedy zjistili jsme, ze det(D) = 5 nad télesy Q, R, det(D) = 0 nad télesem Zjs a
det(D) = 5 nad télesem Zs. O
1 0 2 1
e y . . 0 030
7.6. Spocitejte nad télesy Q, R, Zs a Z determinant matice G = 1 4 1 9

[N
(V]
I
o

Tentokrat k vypoctu pouzijeme Tvrzeni 7.18 Vétu 7.32 a budeme determinant
rozvijet podle 2. fadku:

0 2 1
det(G) = (=1)>™-0-det([4 1 2]|)+ (=1)>"2-0-det(
2 4 0
0
+(=1)>T2 . 3. det( 4
2

O = N

1 0
=-3-det(|1 4
2 2

)

L. g

Poznamenejme, ze jsme determinanty ani dal§i ¢leny rozvoje, které prislusi nu-
lovému prvku z fadku, podle néjz determinant rozvijime, viibec nemuseli psat. Navic
si uvédomme, 7Ze tato metoda je vhodnd pravé v pripadé, kdy néktery z fadku nebo
sloupcu, vyuzijeme-li pozorovani obsahuje ,,hodné”nul.

1 3 -3 1 1
3 2 7 5 -9
7.7. Spocitejte determinant maticce H= 12 1 -1 2 0 | nad télesem ra-
1 2 2 1 -1
2 -1 3 2 7

cionalnich ¢isel.

V matici H sice zadny raddek ani sloupec neobsahuje vétsi pocet nul, oviem
prvni a ¢tvrty sloupec se lisf jen na jedné pozici. Vime, ze odec¢teme-li od jednoho
z téchto sloupct druhy, nezméni se podle Tvrzeni 7.19 hodnota determinantu. Po

této dpravé uz ovSem muzeme pouzit metodu rozvoje podle sloupce (tedy Vétu
7.32):

1 3 -3 1 1 0 3 -3 1 1
3.2 7 5 -9 —2 2 7 5 -9
det(H)=det(|2 1 -1 2 0 [)=det(f|0 1 -1 2 0 |)=
1 2 2 1 -1 0 2 2 1 -1
2 -1 3 2 7 0 -1 3 2 7
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3 =3 1 1
1 -1 2 0

- (_1) (_2) 'det( 2 9 1 —1 )
-1 3 2 7

Nyni ode¢teme od prvniho fddku upravené matice trojnasobek druhého rddku. Na
prvnim fadku zustanou dva nenulové prvky, podle nichz determinant rozvedeme a
snadno dopocitdme:

3 -3 1 1 0 0 -5 1
1 -1 2 0 1 1 2 0
det(H) = 2 - det( 95 9 1 -1 ) =2-det( 9 9 1 -1 )=
-1 3 2 7 -1 3 2 7
1 -1 0 1 -1 2
=2.(=5)-det([ 2 2 —1])—2-1-det(| 2 2 1])=
-1 3 7 -1 3 2

=—10-(14—14+3+14) —2- (4+ 1+ 12+4+4—3) = —344.
O

1 1 0
7.8. Rozhodnéte pro kterd redlnd a jsou redlné matice P(a) = {a 1 a |, Q(a) =
1 a O

a -1 -1
a—1 1 1 |,P(a) Qa)aP(a)®® -Q(a)>™ regularni.
a+1 1 0

a -1 -1 2¢—-1 0
det(Q(a)) =det [a—1 1 1 | =det| a—-1 1 =1-2a.
1

1 1 0

Nejprve spocitdme determinanty det(P(a)) =det |a 1 a| =a—a? a

1 a O

0

1
a+1 1 0 a+1 0

Véta 7.22 z prednasky k4, ze je matice regularni, pravé kdyz je jeji determinant
nenulovy. Determinanty matic P(a) a Q(a) uz jsme spocitali, zbyva ndm s vyuzitim
Véty 7.26 spocitat det(P(a) - Q(a)) = det(P(a)) - det(Q(a)) = a(l — a)(1 — 2a).
Vidime, Ze je matice P(a) reguldrni, pravé kdyz a € R\ {0,1}, matice Q(a) je
reguldrni, pravé kdyz a € R\ {%} a soucin P(a) - Q(a) je reguldrni, pravé kdyz
aeR\{0,%,1}.

Kone¢né indukéni aplikaci Véty 7.26 dostavame, ze

det(P(a)®" - Q(a)?™) = det(P(a))®" - det(Q(a))*™ = a®"(1 — a)*"(1 — 2a)3™.

Protoze polynom a?*7(1 — a)?*"(1 — 2a)3™ v proménné a nemé jiné koteny nez
0, £, 1, vidime, Ze je matice P(a)*7 - Q(a)®™ reguldrni opét pravé tehdy, kdyz

aeR\{0,1L,1}. O

39
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2z z+3 2x+1
7.9. Rozhodnéte pro kterd z € Zs je matice | x +4 3z + 2 3 nad télesem
z+1 x 4x
Zs singularni.

2x r+3 2z+1

Opét spocitdme determinant matice A(z) = |z +4 3z +2 3 , nejprve
z+1 x 4x
pri¢teme tieti sloupec k druhému a pak rozvedeme podle tietiho radku:
2z z+3 241 2z 3z+4 22+1
det [z +4 3z+2 3 =det |z+4 3z 3 =
z+1 x 4x z+1 0 4x

=(z+1)- 42> +x+2)+4z-(32° +4x+4) =2 + 2> + 4z + 2.
Stejné jako v predchozi uloze potiebujeme najit x € Zs, pro néz je hodnota
det(A(z)) = 2% + 2% + 42 + 2 = 0, coz snadno zjistime dosazovanim jednotlivych
prvku télesa Zs:

det(A(0)) =2, det(A(1)) = 1 +12+4-1+2 = 3, det(A(2)) = 2°+2°+4-24+2 =2,
det(A(3)) =3 +32+4-34+2=0, det(A(4)=4>+4>+4-4+2=3.

Zjistili jsme, Ze je matice A(x) singuldrni, pravé kdyz je z = 3. O

7.10. Vyfeste nad realnymi ¢isly soustavu rovnic Ax” = (1,0,0)7 s redlnym pa-
2041 a 2a
rametrem a, kde A = a 1 a+1
2a 0 2a

Pro pocitani pouzijeme Cramerovo pravidlo, tedy Véty 7.28 z prednasky. Nejdiive
uréime det A = 2a - (a + 1). To znamend, Ze Cramerovo pravidlo muzeme vyuzit
pro parametr a € R\ {0, —1}, t.j. je-li matice A reguldrni. Déle urc¢ime determinant
matic A;, které vzniknou z matice A nahrazenim i-tého sloupce sloupcem pravych
stran vektorem, tedy (1,0,0)%:

1 a 2a 2a+1 1 2a
detA; =det |0 1 a+1| = 2a, det Ay = det a 0 a+1) =2aa
0 0 2a 2a 0 2a
204+1 a 1
det A3 = det a 1 0] =—2a.
2a 0 0

Nyni pomoci Véty 7.28 spocitdme hodnotu i-té nezndmé jako z; = (det A)~! -

det A;. Tedy z1 = xo = 2(1(%7‘11) = a%rl ax3 = % = —alﬁ. Konecné stan-
dardnim postupem zjistime, ze soustava pro a = —1 nema feSeni a pro a = 0 lezi
vSechna Feseni v mnoziné (1,0,0)T + {((0,1, —1)). O

Dalsi tlohy
(1) Rozhodnéte, zda je posloupnost vektori (1,3,2,1)7, (3,0,1,1)7, (1,4,2,4)7
linedrné zavisla ve vektorovém prostorech R*, C*, Z2 a Z31.
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(2) Uréete bézi a dimenzi podprostoru ((1,3,2,1)7, (3,0,1,1)T, (1,4,2,4)7)

vektorovych prostorit R*, C*, Z} a Z3.

(3) Najdéte véechny podmnoziny mnoziny X = {(1,2,1,1,1)%,(3,1,3,3,3)7,

(2,4,2,2,2)T(1,0,1,3,2)T}, které tvoii bazi podprostoru U = (X) vekto-
rovych prostort Q°, Z2, Z3.

(4) Kolik existuje bazi podprostoru {(1,1,2,0)7, (4,1,3,1)7, (1,3,2,1)T) vek-

torovych prostort Zi a 737

(5) Uréete dimenze podprostortt U, V, U+V a UNV vektorovych prostort Z3

(6)

(7)

nad télesem Zs a Z2 nad télesem Zr, jestlize U = ((1,2,1,3)7,(1,2,4,1)7,
(3747 1’0)T< a V = <(47 1’ 273)T7 (O’ 3737 1)T7 (1727 173)T>'

Uvazujme v linedrnim prostoru Z2 nad télesem Zjs posloupnosti vektort
1 3 1 3 1 1
Bi=(|2],|2],|1)]),B2=([2],[1]),[2])),
4 1 2 1 2 4
2 3 1 2 4 1
Bs=(|3]),|1],12]),Bs=([0],[1]),(0])
4 2 1 3 3 1

a oznatme By kanonickou bdzi linedrntho prostoru Zg nad télesem Zs.
(a) Ovétte, Ze je B; pro kazdé i = 1,2,3,4 baze Z3,

(b) najdéte matice pfechodu [id]g; pro viechna 7,5 € {0,1,2, 3,4},
(c) najdéte pro kazdé i € {0,1,2,3,4} bdze C a D, aby

3 2 2
i) = B, = (2 3 2
2 2 3
2 01
Urcete nad télesy R, Zs a Z7; hodnost matice A = [2 1 0], matice
3 3 1
A+AaA-A.
Najdéte nad télesy R, Zs a Z7 vSechna feeni homogenni soustavy rovnic s

matici A z pfedchozi tlohy.
Najdéte nad télesy Q, Zs a Z+ vSechna feSeni nehomogenni soustavy rovnic
sma‘uicf(1 0 122 2.

2 0211 |0
Je-li podprostor U = ((2,4,0,1,4)7,(1,2,1,0,3)”) vektorového prostoru
Z32 nad télesem Zs, najdéte bdzi néjakého takového podprostoru V, aby
U+V=Z}aUNV = {0}
Uvazujme podprostor W = ((1,6,2,4,5)T) vektorového prostoru Z3 nad
télesem Z;. Najdéte baze néjakych takovych podprostoru U a V, aby
dim(U)T =dim(V)T =3, U+V=Z2aUNV =W.
Kolika zptisoby lze linedrné nezévislou posloupnost ((1,2,2,1)%, (2,1,1,0)7)
doplnit na bézi (chdpanou jako posloupnost, tj. zdlezi na poradi prvku) vek-
torového prostoru Z37?
Bud k < n piirozend &isla, p prvoéislo a U podprostor dimenze k vekto-
rového prostoru Zj; nad télesem Z,. Urcete kolik existuje podprostori V
prostoru Zj, pro néz plati, ze U + V = Z3aU+V ={0}.
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(14) Dokazte, Ze lze nad télesem Q pievést posloupnost{ elementarnich radkovych
1 2 3 .. 10 -1
11 1) na matici B = 13 5
(15) Uvazujme matice A a B z predchoziho piikladu. Najdéte néjakou posloup-
nosti elementarnich faddkovych uprav, pomoci nichz lze prevést matici A na
matici B.
(16) Nechf f : Z* — Z3 je zobrazeni urcené piedpisem g((z1,z2,73,24)) =
(21’1 4322 +6x3+ 4,621+ 522+ 2203+ 324, 321 + 322+ 323 +5l‘4). Spoéftejte

lUprav matici A = <

2
dimenze a baze jadra Kerf a obrazu Imf, rozhodnéte, zda | 3| € Imf a
6
s 1s . Ka B Ka B - . . s 12
najdéte matice [f]x?:, [flx,, [flc* a [f]¢&, jestlize K3 a K4 jsou kanonické
NV A oo
béZe a B = ( Y ) ) )7 C = ( 1 ) 6 ) 3 )
) 4 0 0 1 4 0
6 0 0 0
21 2 0 1 1 0 2
o . o 1101 2101 2
(17) Spocitejte determinant matic A = 121 2| B = 11 2 2l
2 1 10 2 1 0 1

A7', A-BaA-B ! nadtélesy R, C, Zs, Zs a Zr.

(18) Najdeéte pro libovolnd a € Q nad Q rekurentni vzorec pro vypocet deter-
minant ¢tvercové matice G, = (g;;) stupné n, kde ¢g;; = 1, gji+1 = a a
gi+1; = b a jinde je g;; = 0.

(19) Rozhodnéte, zda jsou nad télesy Q, Zs, Zs a Z7 reguldarni matice A =

teny g
2 1 0),B= a B3,
9 1 9 11 01
1 1 10
(20) Najdéte nad telesy Q, Zs, Zs a Z7 adjungované matice k maticim z pfedchozi

dlohy.
a 24a 1
(21) Rozhodnéte, pro kterd a € Z; je nad Zr matice | 3a + 2 1 a
2¢> a+6 2+4a
regulérni.
(22) Najdéte pro vSechna a € Zr, pro néz je to mozné, inverzni matici k matici
z piedchozi tlohy.

—1 —1
s 11 3 2 0 2 1 4\, .
(23) Spocitejte ((2 3> - <2 4) - <3 4> . (1 3>) nad telesy R, Zs

aZ7.



