2.10.

0. VZPOMINKY NA ANALYTICKOU GEOMETRII
0.1. Uvazujme v R? pifmku p s parametrickym vyjadienim
p={(1,2)+t-(1,1)| t € R}.

(a) Urcete obecné vyjadieni piimky p,
(b) najdéte pruseciky pifmky p s osou x a osou y,
(c) rozhodnéte, které z bodu (2,3), (3,2) a (—1,1) lezi na p.

(a) Spocitame normdlovy vektor (1, —1), ktery je préave kolmy na smérovy vektor
pifmky (1, 1). To znamen4, Ze rovnice piimky m4 tvar x — y = ¢, a nyn{ dosazenim
bodu (z,y) = (1,2) z parametrického zaddn{ dostaneme ¢ = 1 —2 = —1, tedy
dostavdme obecné vyjadienf pifmky p = {(x,y) € R?*| x—y = —1}. Poznamenejme,
ze vyjadfeni je uréeno jednoznacné az na nasobek celé rovnice nenulovym realnym
Cislem.

(b) Sta¢i dosadit za x a y nulu do rovnice obecného vyjadieni. Pro y = 0
dostavame £ — 0 = —1 a pro x = 0 mame 0 — y = —1, tudiz hledané pruseciky jsou
(=1,0) a (0,1).

(c) Opét vyuzijeme obecné vyjaddreni, abychom zjistili, ze 2—3 = —1,3—2 # —1
a —1—1%# —1, a proto bod (2,3) na pifmce lezi, zatimco body (3,2) a (—1,1)
nikoli. O

0.2. Uvazujme v R? pifmku ¢ s obecnym vyjadienim
q={(z,y) €R?| = +2y =3}.

(a) Urcete parametrické vyjadieni piimky g,
(b) najdéte prusecik pifmky ¢ s pifmkou p z predchozi dlohy.

(a) Tentokrét zndme z obecného tvaru normdlovy vektor (1,2) a snadno tedy
uréime smérovy vektor (2, —1), ktery je na néj kolmy. Napifklad dosazenim y = 0
najdeme bod (3,0) piimky ¢, proto je ¢ = {(3,0) +¢- (2,—1)] t € R} jedno z
moznych parametrickych vyjadieni primky q.

+ 2y
-y = -1
také zapsat maticové (to znamend poziéné bez prepisovan{ symbolu, x a y) do ma-
tice soustavy <1 2 3

1 -1 -1
jednu rovnici pomoci druhé tak, abychom jednu z proménnych odstranili. Vyberme
si naptiklad odé¢itaci metodu a odectéme od prvni rovnice druhou. V maticovém
zapisu to bude vypadat nasledovné:

1 2 3 12 3 1 2 3
1 -1 -1 0 -3 —4 01 3)’

kde symbol ~ znamena, ze soustava napravo i nalevo maji stejnou mnozinu feseni.

SR . (s X o
(b) Resime soustavu rovnic o dvou nezndmych - kterou mizeme

. Nyni nékterym ze znamych zpusobu upravime

Treti uprava odpovida tomu, ze rovnici —3y = —4 vydélime hodnotou —3 a ziskame
Elak y1: %. Nyni snadno naptiklad z ptvodni druhé rovnice dopoc¢itdme x = —1 +

3 = 3. Hledanym prisecikem pifmek p a g je bod (%, %) O

1



0.3. Najdéte vsechna (a) redlnd, (b) raciondlni, (¢) komplexni feseni soustavy rov-
nic * +t2y =3
r — y = -1

Vsechna realné feseni jsme nasli v pfedchozi tloze. Diky geometrickému nédhledu
piitom bylo zjevné, ze existuje pravé jedno feSeni soustavy (%, %)

Nalezené fesenti je zjevné raciondlni, tedy jde o jediné racionédlni feseni Navic arit-
meticky postup z predchozi tlohy, ktery nezévisel na tom, zda pocitdme v redlném ¢i
komplexnim oboru (vechna zti¢astnén &fsla byla dokonce jen racionalni), zajistuje,
ze bod (%, %) je 1 jedinym komplexnim fesenim dané soustavy. O

0.4. Najdéte v R? obecné i parametrické vyjddieni pifmky u obsahujici body
(3,-1) a (2,1).

Nejprve snadno uré¢ime vektor posunuti jednoho bodu do druhého, tedy naptiklad
(1,-2) = (3,—1) — (2,1). Protoze zndme hned dva body pfimky muzeme okamzité
napsat parametrické vyjadienf v = {(2,1) +¢-(1,-2)| t € R}.

Obecné vyjadieni ziskame stejné jako v tloze 0.1 z parametrického vyjadieni
pomoci norméalového vektoru a dosazenf: u = {(x,y) € R?| 2z +y =5} O

0.5. Uvazujme v R? rovinu r s obecnym vyjadienim
r={(z,y,2) ER}| 2 +y—2z=1}

(a) Urcete parametrické vyjadieni roviny r,
(b) rozhodnéte, které z bodu (1,1,1) a (2,2,2) lezl v roviné r.

(a) Postupujeme obdobné jako ve dvoudimenziondlnim prostoru. Potfebujeme
nejprve najit jeden bod roviny. Pro volbu y = z = 0 dopocitdme bod (1,0,0).
Nyni musime najit dva vektory urcujici rovinu, tedy vektory, které jsou kolmé na
normdlovy vektor (1,1,—1). Snadno spocitdme, ze kolmé jsou napiiklad vektory
(1,0,1) a (0,1, 1), proto dostdvdame parametrické vyjaddieni roviny

r={(1,0,0)+s-(1,0,1) +t-(0,1,1)] s,t € R}

(b) Stejné jako v 0.1(c) prostym dosazenim do obecného vyjadren{ zjistime, zZe
bod (1,1,1) lezi a bod (2,2,2) nelez{ v roviné r. O

0.6. Uvazujme v R? rovinu v s parametrickym vyjadienim
v={3,-1,1)+s-(1,1,2) +¢-(1,0,—-1)| s,t € R}.

(a) Urcete obecné vyjadieni roviny v,
(b) najdéte parametrické vyjadieni piimky dané prusecikem roviny v s rovinou
r z predchoziho ptikladu.

(a) Opét staci najit normélovy vektor kolmy na vektory (1,1,2) a (1,0,—1),
kterym je (az na nenulovy redlny ndsobek prave) vektor (1,—3,1) a dosazenim do
vyrazu x — 3y +z bodu (3, —1, 1) ziskat konstantu 7. Tedy hledané obecné vyjddient
roviny md tvarv = {(z,y,2) € R®*| 2 — 3y + 2 = 7}.

(b) Podobné jako 0.2(b) fesime soustavu rovnic tentokrat o tfech nezndmych

r + vy - z =

1 . . - Y
T - 3y 4 2 = T kterou si opét zapiSseme maticové a budeme ji odéitaci



metodou upravovat:

1 1 -1 1 1 1 -1 1 1 1 -1 1
1 -3 1 7 0 —4 2 6 0 -2 1 3/

Druhou rovnici jsme tedy nahradili rovnici —2y+2z = 3 tak, ze soustavy maji stejnou
mnozinu feseni. Nyni jednak po volbé y = 0 jednoznacné dopocitame soufadnice
bodu piimky z =3 a2 =7—04 3 = 10 a déle najdeme smérovy vektor, ktery
mus{ byt kolmy na normélové vektory (1,1, —1) a (0,2, —1), jimz je vektor (1,1, 2).
Nasli jsme parametricky popis pifmky » Nv = {(10,0,3) +¢-(1,1,2)| t e R}. O

0.7. Spocitejte v komplexnich &islech C hodnotu vyraziu:
(a) 1—2i+2+3i,
(b) 337 a 55,
(c) (1+414)%°.

(a) Redlnd a komplexni hodnota se po slozkdch sectou: 1 —2i + 2 4 3i = 3 + 4.
(b) Obvyklym zpusobem rozsifime zlomky komplexné sdruzenou hodnotou a
dostaneme

11 3-i 3 1
3+i 3+4 3—i 10 10
243 243 1+2i 4+7.
1-2 1-2 1+2 5 5"
(¢) Vyuzijeme goniometricky zdpis komplexnich ¢fsel a Moivreovu vétu:
50T
)

50
(144)% = (\/i(cos% + isin %))50 = 2%(cos Tﬂ + isin

= 2% (cos(6m + 1) + isin(6r + 1)) = 2 (cos T +isin ) = 2%,

9.10.

1. RESENT SOUSTAV LINEARNICH ROVNIC

1.1. Najdéte vSechna redlnd feSeni soustavy rovnic:

r + 2y + z =1
—2r 4+ y + 2z = 2
x 4+ 3y — =z =0

Nejprve si soustavu zapiSeme do rozsitené matice a poté ji pomoci elementarnich
Uprav upravujeme do odstupniovaného tvaru. Vse si budeme zapisovat pomoci ma-
ticového zapisu. Pfipomenme, Ze soustava rovnic nalevo od symbolu ~ ma stejnou
mnozinu feSeni jako soustava rovnic napravo od néj:

1 2 1 1 1 2 1 1
-2 1 2 21 ~10 5 4 4 | ~
1 3 -1 |0 01 -2 -1
1 2 1 1 1 2 1 1
~10 1 =2 1] ~10 1 -2 -1
0 5 4 4 0 0 14 9



Druhy fddek prvni upravené matice, ktery odpovidé rovnici by+4z = 4, jsme dostali
prictenim dvojndsobku rovnice x + 2y + z = 1 k rovnici —2z + y + 2z = 2 (tedy
prictenim dvojnasobku fadku (1 2 1 | 1) k radku (—2 1 2 | 2)) a podobné tieti
Fddek vznikl z puvodniho tfetiho fadku odec¢tenim prvniho. V dalsim kroku jsme
jen prehodili fadky (tedy rovnice) a poté jsme odecetli pétindsobek druhého fadku
od tretiho. Nyni uz vysledek ziskdme zpétnou substituci. Z posledni rovnice 14z = 9
okamzité dostavame z = % a dale dopocitame

142 1422 1-9 1_4.9 3
=- z==l4+-=2 azx=1-2y—z=1—-2——=——.
Y 77 v 714 14
3
t 14
Vidime, ze jediné feseni soustavy je |y | = %
z 14

Uvédomme si, ze muzeme k vysledku dospét i v maticovém zdpisu, tj. muzeme
levou stranu matice posloupnosti elementarnich tprav pfevést az na jednotkovou
matici: :

12 1 1 121 1 100 -2

~lo 1 -2 -1l ~(0 1 0 §~010 %
9

00 1 2 00 1 2 00 1 2

1.2. Najdéte vSechna redlnd feSeni soustavy rovnic:
r + 2y + z =1
2z + y + 2z = 2

Znovu si soustavu zapiSseme do matice a poté ji pomoci pficteni vhodného nasobku
jedné rovnice k rovnici druhé upravime stejné jako v predchozi tloze:

1 2 1 |1 1 2 1 |1
(—2 12 ‘2)“’(0 5 4 ‘4)’
Vidime, 7e se pivoty (v druhé matici vyznaceny tuéné) nachdzi v prvnim a druhém
sloupci a volnd proménnd je tedy ta, kterd odpovidajici tfetimu sloupci. Nyni si
snadno uvédomime (a na pfedndsce byl tento fakt vysloven v pozorovani 2.16), zZe
dosadime-li za z libovolnou hodnotu, pak jednoznacné dopocitame y a x. Polozime-
li napiiklad z = 0, pak z rovnice 5y + 4 - 0 = 4 dostédvame, ze y = % a z rovnice
r+2- % + 0 = 1 spocitame, ze x = —%. Nasli jsme tedy jedno feSeni dané soustavy,
které muzeme zapsat do trojice (z,y,2)T = (—%, %, 0)”. Dosadime-li za z obecny
redlny prvek ¢ muzeme zpétnou substituci dopocitat y:

4 4

a poté stejnym zpusobem i x:

4 4 3 3



Ob 4 nAs ¢ < d _ 4 45 _ 4 54 >
ecné reseni ma tedy tvar |y | = 5~ 5t = 5 +1| —3 | a mnozina
z t 0 1
_3 3
5 5
viech Feseni soustavy je pravé {[ 3 | +¢ | —2 | |t € R}
0 1

Na zaveér si pripomenme geometricky vyznam feSeni dané soustavy: kazdou z
rovnic chdpeme jako rovinu v R? (tvofenou vemi trojicemi (z,y, z), které rovnici
fes{) a mnozina feSenf{ celé soustavy je prunik téchto dvou rovin. Vsimneme-li si
navic, ze roviny zjevné nejsou rovnobézné, musi mnozinu vsech feseni tvotit piimka,
jejiz jeden bod (—g, %, 0) uz jsme nasli a jejiz smér je ddn vektorem (3, —4,5), ktery
je pravé o netrivialni feseni soustav rovnic se stejnymi levymi a nulovymi pravymi
stranami. Z geometrického ndhledu tedy vidime, ze mnozin vSechna feSeni je piimka,
kterou miizeme vyjadFit ve tvaru {(—2 + 3t, 2 — 4¢,5¢)7| ¢t € R}. O

1.3. Najdéte vSechna redlnd feSeni soustavy rovnic:

X + X2 - X4 =1
ro + x3 + x4 = 3
— x3 + 2z4 = 0

r3 + 3x4y = 5

Soustavu si opét muzeme zapsat do matice a poté ji (jedinou elementérni fadkovou
upravou) upravime na odstupiiovanou matici:

11 0 -1 |1 11 0 -1 |1
01 1 1 |3 01 1 1 |3
00 -1 2 |oflTloo0o -1 2 o
00 1 3 |5 00 0 5 |5

Nyni uz snadno jednozna¢né dopoc¢itame neznamé zpétnou substituci. Z posledniho
fadku 5z4 = 5 dostavame, ze x4 = 1, z pfedposledniho fadku —x3+42x4 = 0 vidime,
ze —x3+2 = 0, tedy x3 = 2. Déle z druhé rovnice x3 +x3+ x4 = 3 obdrzime x5 = 0
a konectné z rovnice 1 + x2 — x4 = 1 dostaneme 1 = 2. Vidime, Ze existuje jediné

feSeni soustavy (z1,z2,23,74)7 = (2,0,2,1)7. O
0 1 1 2
1.4. Najdéte vSechna redlnd feseni soustavy rovnic s maticia) (1 2 3 |1],
11 2 |1
11 3 2 |2
10 1 1 |1 (11012—1‘1)
b) , €) .
21 -1 1 |0 2210 -1 1 3
2 2 1 2 |1

Ve vsech piipadech postupujeme standardné posloupnosti elementarnich tprav:

2)

01 1 |2 11 2 |1 11 2 |1
123 [1],~]l0o11 |o],~[0o 11 |o),
11 2 |1 01 1 |2 000 |2



Vidime, ze puvodni soustava je ekvivalentni se soustavou pozadujici rovnost 0 = 2,
tedy mnozina feSeni je prazdna.

b)
11 3 2 |2 10 1 1 1 1 0 1 1 1
10 1 1 1 11 3 2 |2 01 2 1 1
21 -1 1 |0 21 -1 1 |0 01 -3 -1 -2
2 2 1 2 |1 2 2 1 2 |1 02 -1 O -1

1 0 1 1 1 1 0 11 1

01 2 1 1 01 2 1 1

00 -5 =2 -3 0 0 5 2 3

00 -5 -2 -3 0 0 0 O 0

Obdrzeli jsme matici hodnosti 3 s ¢tvrtym volnym sloupcem (pivoty jsme opét vy-
znacili tuéneé). Zvolime-li opét za ¢tvrtou nezndmou u parametr libovolnou redlnou
hodnotu ¢, dopoc¢itame zpétnou substituci:

3 2t 1 1t 2 3t
227—7, :_7_7,3';:7_7
5 5 Y7755 5 5
2 _3
1 _r
Zjistili jsme, ze {| 3° | +¢ 3 | | t € R} je mnozina vsech Feseni dané soustavy.
5 5
0 1

Protoze ¢tvefice (1,0,1,—1)7 rovnéz fesf danou soustavu a vektor (3, 1,2, —5) Fesi
homogenni variantu nasi soustavy, snadno muzeme nahlédnout, ze mnozinu vsech

1 3

o PR 0 1

fegeni také muzeme popsat ve tvaru { 1Tt o | t € R}.
-1 -3

1101 2 -1 |1 11 0 1 2 -1 |1
2210 -1 1 3 001 -2 -5 3 1)
Ziskali jsme odstupiiovanou matici, v niz jsou bez pivotu 2., 4., 5. a 6. sloupec, tedy

volné jsou jim odpovidajici proménné. Oznac¢ime-li si nezndmé postupné z1, ..., xg,
pak pro libovolnd to,t4,t5,ts € R polozime

To =12, Ty =t4, T5 =15, Te =6
a zpétnou substituci dopoc¢itame
r3 =1+ 2ty + 5t5 — 3tg a poté x1 =1 — to — t4 — 2t5 + tg.

Nyni obvyklym zpusobem popiseme mnozinu v8ech feSeni soustavy:

1 -1 -1 -2 1
0 1 0 0 0
1 0 2 5 -3
{ 0 + to 0 +ty 1 + t5 0 + tg 0 + | to, ta,t5,t6 € R}
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1



1.5. Najdéte vSechna racionalni feseni soustavy rovnic z ulohy 1.2.

Staci si rozmyslet, Ze z mnoziny fesSeni ulohy 1.2 musime vybrat ta, kterd jsou
ve vSech slozkédch racionalni. Neni tézké nahlédnout, ze soucin, soucet i rozdil ra-
ciondlnich ¢isel je opét raciondlni, proto mnozina M = {(—% + 3t, % —4t,5t)T| t €
Q} jiste obsahuje raciondlni feSeni soustavy. Protoze soucin, sou¢et a rozdil ne-
nulového raciondlniho a iraciondlnfho ¢isla je zjevné iracionalni, obsahuje vektor
(—% + 3t, % —4t,5t)T pro kazdé iraciondln{ ¢ iracionaln{ hodnoty, tud{z mnozina M
je pravé mnozinou vSech racionalnich feseni soustavy. ]

1.6. Najdéte v zavislosti na parametru a € R vSechna redlnd feSeni soustavy rovnic:
r 4+ y + 3z = a
2 — ay + 2z =1

Soustavu si nejprve napiSeme v maticovém tvaru a upravime na odstupnovany
tvar:

1 1 3| a 1 1 3 a 1 1 3 a
2 —a 1 1 0 —a—2 -5 1-2a 0 a+2 5| 2a-1)°
Protoze leva strana posledni rovnice je vzdy nenulova, méa soustava pro vSechna a

feSeni. musi jen rozlisit situaci, kdy a + 2 = 0, tedy a = —2 a situaci, kdy a # —2.
Necht nejprve a = —2. Pak je y volna proménnd a feSfme soustavu s matici:

1 1 3 -2
0 0 5 -5

Polozime tedy y = 0 a dopo¢itdéme z = —laxz = -2—-3-(-1) = 1. Proy =1
a dopocitame hodnoty homogenni soustavy z = 0 a x = —1, tedy mnozina vSech
fesenf je tvaru {(1,0,—1)T +#(-1,1,0)T| t € R}

Nyni necht a # —2. Potom je volnd proménnd z a fesime soustavu s matici:

1 1 3 a
0 a+2 5| 2a-1

2
Polozime tedy z = 0 a dopocitame y = 2;1_21 axr=a-— 25;21 = aaj;.B Konec¢né
dopocitame-li pro z = 1 hodnoty feseni homogenni soustavy y = — 5 a © =
—(3— aiﬁ) = —3a“j21 a mnozina vSech FeSeni je proto tvaru
a’+1 _ 3a+1 a’+1
pEe) az? el Ja+1
a— -9 — a—
{25 |+t a5z | teR={ o]+t 5 | t € R}
0 1 0 —a—2
O
16.10.
2. SOUSTAVY ROVNIC NAD OBECNYMI TELESY
Séitani a nasobeni v télese Z, = {0,1,...,p — 1} pro prvocislo p budeme vzdy

zapisovat obvyklymi symboly + a -.
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2.1. Najdéte nad télesem Zs feSeni soustavy rovnic:

r3 + x4 = 1
ry + 3 + x4 = 0
ry + x4 = 1
T, + x9 + x3 = 1

Uvédomime si, ze pocitdni v télese obsahujici jen (ve vSech télesech pritomné)
prvky 0 a 1 je velmi snadné, soustavu zapiSseme do matice a s pocitanim v Zs ji
budeme pfimocafe upravovat posloupnosti elementarnich tprav:

001 1 |1 100 1 |1 100 1 |1
101 1 |o 1011 |0 001 0 |1
1 oo0o1 [1]7loo 11 |t loo 11 |1|~
1110 |1 1110 |1 0111 |0
100 1 |1 100 1 |1 100 1 |1
0010 |1 0010 |1 0100 |1
“lo o 11 |t|Tloo o1 |of oo 10 |1
0100 |1 0100 |1 000 1 |0

Nejprve jsme piehodili prvni a tiet{ fddek, a poté pricetli (novy) prvni fadek k
druhému a ¢tvrtému. Dale jsme tieti fadek pricetli ke ¢tvrtému, pak druhy k tFetimu
a nakonec jsme zpiehazeli fadku a dostali jsme jediné feSeni soustavy x; = xo =
T3 = 1la Ty = 0.

Poznamenejme, ze jsme ke stejnému vysledku mohli dospét i jinou posloupnosti
elementarnich iprav, napiiklad standardnim pouzitim Gaussovy eliminace a zpétné
substituce. O

2.2. Spocitejte v télesech:
(a) Z3 hodnoty 171, 27t a 271 . (2 +2)
(b) Zs hodnoty 2~ 3 , 371 47 a (=2)7 1 ((2+4) (444)71) +3,
(¢) Z7 hodnoty 2~ 1 , 37 1 LA 5T 6T a (—2)7 - (244) - (4+4)7Y) + 3,
(d) Z, pro liché prvoc1slo p hodnoty 2 y a(p—1)~L

(a) Staci uvazit definice operam na Zs (tedy modulo 3). Protoze 1-1 =1 a
2.2 =1, dostdvdme 17! =1 a 27! = 2. Podobné snadno spocteme, ze
27t (242)=2-1=2.
(b) Uvazujeme stejné jako v (a). Vidime, ze v Z5 mame 2-3 = 1, proto 27 = 3
a 371 =2 a ‘protoze 4-4 = 1, vidime, ze 4~ ! = 4. Déle
(=2)71(2+4)-4+4)™H+3=3"1-(1-3H+3=2-24+3=2.
(c) Podobné dostdvame nad Z7, ze 271 = 4,371 =5 471 =2 51 =3 a
671 =6,nebot 2-4=3-5=6-6=1 a dile
(—2)7'(2+4) - @d+49)H+3=5"1(6-1")+3=3-6+3=0.
(d) Protoze je p liché , vidime, ze p“ € Zyp a v télese Z, plati, ze 2 - ”'H =1,
tudiz 271 = 2EL
Vime z piednésky, ze v jakémkoli télese je (—1)-(—1) =1, tedy (—1)~"! = (=1).
Protoze v télese Z, mame (p—1)+1 =0, je p—1 ¢islo opacné k ¢islu 1. To znamena,
7e —1 = p — 1 a podle predchozi tvahy tedy (p — 1)~ =p — 1. O



2.3. Najdéte v télese Zs:
(a) z spliujici rovnici 3z +4 =1,
(b) vSechna x a y spliujici rovnici 4o — 3y + 1 = 2.

(a) Budeme zpusobem, na néjz jsme zvykli napiiklad z télese redlnych ¢isel upra-
vovat rovnici ekvivalentnim tpravami. Nejprve od obou stran ode¢teme hodnotu 4,
coz v Zs znamend pricist hodnotu 1 (vzdyt —4 = 1) a dostaneme ekvivalentn{ rov-
nici 3z = 2. Nyni vydélime trojkou tj. vynasobime ¢islem % = 37! = 2 a dostaneme
jediné feseni x = 4.

(b) Postupujeme jako v tiloze (a). Nejprve odecteme od obou stran 1 a uvédomime
si, ze —3 = 2. Obdrzime rovnici 4z + 2y = 1, kde vezmeme y = s € Zs libovolné a
zpétnou substituci za dalsiho vyuziti ekvivalentnich tprav dopocitame

dr=1-2s=1+3s=>a0=4"1(1+3s) =4(1+3s) =4+ 2s.

Mnozina v8ech feSeni je pétiprvkova tvaru
4 2 4 1 3 0 2
(o) =+ ()reemr=1()-()-()- () G

2.4. Najdéte nad télesem Z vSechna feSeni soustavy rovnic s matici

315 2 |1 315 2 |1
a)[3 2 4 6 [1], b3 2 4 6 |2
2 5 6 0 |1 2 56 0 |5

Opét upravime rozsifené matici soustavy na odstupiiované matici.

a)

31 5 2 |1 31 5 2 |1 31 5 2 |1
3246 |1]~10 16 4 |0)J]~f{0 1 6 4 |0
2 5 6 0 |1 0 2 5 1 |5 00 0 0 |5

Protoze posledni fadek predstavuje rovnici 0 = 5, ktera neplati pro zadny vektor
neznamych, je mnozina vsech feSeni soustavy prazdna.

b)
31 5 2 |1 31 5 2 |1 31 5 2 |1
3246 |2]~]1016 4 (1]~(0 1 6 4 |1
2 5 6 0 |5 0 2 5 1 |2 00 0 0 |0
Tentokrat feseni soustavy existuje a my ho obvyklym zptusobem nalezneme zpétnou

substituci pro volbu za volné proménné x3s =7 a x4 = s:
To+6rs+dry=1=>29=1423+324 =141+ 35,
321 4 2o + 523+ 224 = 1 = 27 = 3711 + 629 + 225 + 51y) =
=5(14+6(1+r+3s)+2r+5s) =5(r+2s) =5r+3s
Nasgli jsme mnozinu v8ech feSeni soustavy:

0 5 3
1 1 3

{ ol T 111+ 1o | 7, s € Zz}.
0 0 1



10

2.5. Najdéte nad télesem Zs vSechna feseni soustavy rovnic s matici

311 2 4 |1
1 21 2 1 |2
4 3 01 3 |4

Postupujeme stejné jako v predchozich tdlohach. Nejprve rozsifenou matici stejnymi
elementarnimi dpravami upravime na odstupiiovanou matici a poté najdeme vsechna
feSeni zpétnou substituci:

311 2 4 |1 31 1 2 4 |1 311 2 4 |1

12121 |2f~]10 0 4 3 3 |0)J~f0 01 3 4 |1

4 3 01 3 |4 001 3 4 |1 000 1 2 |1
Polozime za volné proménné zo = s a x5 = t, kde s,t € a obvyklym zpusobem
dopocitame x4 = 14 3t, x3 = 3+ 2t a x1 = 2+ 3s+¢. Nyni zbyva shrnout mnozinu
vsech dvaceti péti feseni soustavy do mnoziny

2 3 1
0 1 0

{13 +s-{o|+¢t-|2]]stezs}
1 0 3
0 0 1

O

2.6. Najdéte nad télesem komplexnich ¢isel mnozinu vSech feSeni soustavy s matici

(1—|—i i 0 i—l)
R

1 1—7 2
I tentokrat nejprve prevedeme matici na odstupnovany tvar:

141 1 0 1—1 1 1—7 2 1
1 1—7 2 1 141 { 0 1—1

1 1—1 2 B} 1 1—-4 2 {
0 1—2 —-2-2 0 0 5 2+61 0"

Pro volnou proménnou z =t € C dostdvdme y = —(2 + Si)t a
2 6 2 4
—i—(1—d)y—2z=i+(1—i)(Z4 i)t —2t =i+ (== + i)t
e=i—(1-dy—2z=i+(1-i)(;+i) i+ (=g +50)
Spocitali jsme, ze mnozina vSech feseni soustavy je prave
i —% %z i —2+4i
0 1 0 5

O

2.7. Najdéte v zdvislosti na parametru a nad télesem a) Zs, b) Z7 ¢) Z11 FeSeni
soustavy rovnic z tlohy 1.6.

Stejné jako v tloze 1.6 prevedeme soustavu do ekvivalentniho odstupnovaného

tvaru
1 1 3 a 1 1 3 a
2 —a 1 1 0 a+2 5 20 — 1
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a provedeme obdobnou diskusi.
Necht a = —2. Pak je y voln4 proménn4 a fesime soustavu s matici:

1 1 3 -2
0 0 5 -5

V pripadech b) a ¢), kdy pracujeme s télesem charakteristiky ruzné od péti je
postup stejny jako v 1.6, proto je mnozina vsech feseni opét tvaru {(1,0,—1)T +
t(—1,1,0)T| t € T} pro téleso T = Z7,Z1;. V pifpadé a), kdy pracujeme s télesem
Zs se nam modulo 5 druhy fadek soustavy vynuluje:

11 3 -2\ (1 1 3 3
005 -5)-\0 0 0 0

Vyse spoc¢itané partikularni feseni po tpravé modulo 5 zustdva v platnosti (a bude
tedy tvaru (1,0,4)T), snadno lze oviem také najit kanonické partikuldrni fesenf pro
nulové hodnoty obou volnych proménnych (3,0,0). Pfi vypoctu fesenf homogenn{
soustavy mame dvé volné proménné zo a xs. Obvyklym postupem nyni najdeme
nad Zs dvé feseni (4,1,0)7 a (2,0,1)T (jednoclenné) homogenni soustavy, viechna
feseni jsou tedy tvaru

(1,0,4)T +t-(4,1,007 +5-(2,0,1)T  pro s,t € Zs.

Zjistili jsme , ze vSechna feSeni tvori pro a = —2 mnozina:
1 4 2
a){[0)+t 1] +s|0]]s,teZs},
4 0 1
1 6 1 10
b){ 0] +t|1 | tEZ7}, C){ 0 +t 1 ‘ teZH}.
6 0 10 0
V piipadé a # —2, je volnd proménnd z a stac¢i vyuzit vysledky tdlohy 1.6:
a4l 3a+1 attl 3a+1
a){ 2a“j24 +t 0 |t €Zs}, b){ % +t 5 | t € Zr},
0 da + 3 0 6a + 5
a2+1
ﬁ 3a + 1
C) (;1-‘:2 +1 5 | te le}
0 10a + 9
Zavérem poznamenejme, Ze symbol £ je v télese Z,, vyraz, ktery je tfeba dopocitat,
tedy ze < =c-d ' O

23.10.

3. POCITANI S MATICEMI

3.1. Uvazujme matice A = (é §>’ B = <} (2) _11) aC = <:1)) g (1)> nad
télesem R, Z7 a le.

(a) Spocitejte soucty B+ C, C + B, BT 4 CT.

(b) Spocitejte souciny A -B, BT - AT BT . A BT-C,CT-Ba5:C-.

(c) Spocitejte A - (A —B-CT)+ (C-BT .- AT)T — A.
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Ve v8ech ptipadech tlohu vyfesime nejprve v télese charakteristiky 0, tedy v
redlnych ¢islech a poté, obdobné jako tomu bylo v Piikladu 1.6 vysledek pouze
upravime modulu ptislusné prvocislo.

(a) Postupujeme nejprve piimo podle definice soué¢tu matic:

(10 <1\ (1 2 0\ _ (141 0+2 —140\_ (2 2 -1
B+C_(1 2 1>+<3 5 1>_<1+3 245 1+1)_(4 7 2)'

Na ptednasce bylo ukazano, ze je s¢itani matic komutativni, nemusime samoziejmé

druhy soucet pocitat a piimo vidime, ze C+ B =B + C = (i 3 21> nad R a
2 2 6 2 2 10

Podobné bylo na prednasce ovéreno, ze BT +CT = (B+C)7T, tedy ndm staéf jen bez

2 4
dalsfho poéitani transponovat matici B+C, abychom dostali BT +CT = [ 2 7
-1 2
nad télesem realnych ¢isel,
2 4 2 4
B"+C"=[2 0] nadZ;, a B"+CT=|2 7| nadZ;.
6 2 10 2

(b) Opét nejprve postupujme bezprostiedné podle definice, tentokrat se jednd o
definici ndsobeni matic: A - B =

r2y(1 0 -1y _ (1-142-1 1-0+2-2 —-1-142-1\ (3 4 1
3 5 1 2 1) \31+5-1 3:-0+5-2 —=3-1+5-1) \8 10 2)°

Protoze bylo na piednédsce ovéieno, ze (A - B)T = BT . AT vidime, ze

T 3 8
T oaT_ (3 4 1 _
B A" = (8 10 2/ le 120

To ndm oviem nepomiize pro vypocet BT - A, ktery opét provedeme podle definice:
1 1 4 7

BT A=|0 2 (?1) §>= 6 10

11 2 3

Pii vypoétu soucinu BT - C ndm pomiize rozklad matice C na dva bloky C =
(A]S), kde A je matice s kterou pracujeme a S = (?) Vypocet ndm usnadnf

jednak to, Ze jsme jiz spoéitali soucin B - A a déle pozorovéani, ze sou¢in BT - S
pravé vybere z matice BT druhy sloupec:

11 L 9 0 4 7 1
BY.c=B" ABT-8)=(0 2 (3 5 } 1): 6 10 2
-1 1 2 3 1
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4 6 2
Konetne CT'-B=C? . (BT)T=B"-C)'=|7 10 3| a
1 2 1

5.C— 5-1 5-2 5-0y (5 10 0
~\5-3 5-5 5-1)  \15 25 5/’
Nasli jsme vysledky v télese realnych ¢isel a nyni je upravime nad obéma kone¢nymi
télesy:

7

3 41 40 4 0 1
A.B(1 5 2), B A=|6 3|, B".C=(6 3 2
2 3 2 3 1

1 45
5 4 1 4 7 4 7 1
AB:(s 10 2), BT-A=1|6 10|, BY.-c=1[6 10 2|,
2 3 2 3 1
4 6 2
CT.B=[7 10 3Ja5-C= > 100 vSe nad télesem Zq.
L9 1 4 3 5

(¢) Vyuzijeme pocetnich pravidel a nejprve upravime:
A (A-B.CT)+(C-BT-ATYT_A=A-A-A-B.CT+(ATT.(BT)T.CT-A =
=A (A-I,)-A-B-.CT+A - B-CT=A-(A-1,).

Nyni snadno dopoéitame

12\ (0 2 6 10
A'(AIQ)<3 5)'(3 4>(15 26> nad K
A'(A—Ig):<? g) nad Z7, a A-(A—Iz):(i 140> nad Z;.

]

3.2. Najdéte nad télesem Z; vSechny matice X spliujici rovnost A -X = B, jestlize

was(t Y () was(3 Y et )

(a) Hledand matice X musi byt zfejmé typu 2 x 2 tvaru X = (x,y) pro dva
sloupcové vektory, x,y € Z2. Uzitim definice ndsoben{ matic snadno nahlédneme,
ze pro X plati, ze spliuje rovnost A - X = B, pravé tehdy kdyz

() + ()

Protoze maji obé soustavy touz matici levych stran, muzeme soustavy zapsat do
jedné matice s obéma vektory pravych stran vpravo a levé strany upravime po-
sloupnosti elementarnich tprav na odstupnovanou matici:

4 5 (01 1 3 |0 2
1 3 |0 2 0 0 |0 0)°
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Dostali jsme tedy dvé soustavy s rozsifenymi maticemi

1 3 |0 a 1 3 |2

0 0 |0 0 0 |0/°
Nyni snadno obvyklym zptsobem dopocitame, ze prvni soustavu fesi pravé vektory
c-(4,1)T pro viechna ¢ € Z7 druhou soustavu fesf prave vektory (2,0)7 +d-(4,1)T

pro vSechna d € Z7. Zbyva vSechna feseni soustav sepsat do feSeni maticové rovnice.
Tedy X je feSenim maticové rovnice A - X = B, pravé kdyz X lezi v mnoziné

{(x,y)3c,d € Z7 :x = c- (?) Ly = <§>d' G)}—

_ f4c 244d
_{(C d )|C7d€Z7}.

(b) T tentokrat nejprve snadno zjistime, ze hledand matice je typu 2 x 3, sestava
ze tif sloupcovych vektorti x,y,z € Z2 tak, ze X = (x,y,z) a plat{

wi=(3) 4v= (1) + ae= ()

Stejné jako v (a) budeme hledat feseni vSech soustav najednou:

5 5 |1 2 5 5 0 |2 1 3 1 0 (6 3 2

01 |4 3 6 01 |4 3 6 01 |4 3 6/
Matici levych stran se ndm postupné podafilo upravit na jednotkovou matici, z niz
okamzité odecteme feSeni jednotlivych neznamych:

G R O E Rt

e s . C PR S . 2
Zjistili jsme, Ze existuje pravé jedno feSeni rovnice X = <6 3 ) (I

4 3 6

3.3. Uvazujme matice A = (; ?) aB= (1 (1) (1)) nad télesem Zs a definujme

zobrazeni fa : Z2 — 72 a fg : Z3 — 72 predpisy fa(v) = Av a fg(v) = Bv
(a) Rozhodnéte, zda je fa ¢i fg prosté zobrazeni.
(b) Rozhodnéte, zda je fa ¢ fp zobrazeni na.

(c) Najdéte vSechny vektory v € Z2, pro néz je fg(v) = (0,0)
(d) Najdéte vsechny vektory v € Z3, pro néz je fg(v) = (1,2)7
(a) Pripomenme, ze je zobrazeni fa prosté, jestlize fa(u) = fa(v) u =

v. Protoze fa(u) = fa(v), pravé kdyz fa(u —v) = fa(u) — fa(v) = 0, lze
ekvivalentné prostotu zobrazeni{ fa vyjadiit podminkou fa(u) = 0 = u = 0.
Tedy ndm staéf zjistit, zda majf soustavy rovnic Ax = (0,0)? a Bx = (0,0)7 ngjaké
nenulové feseni. V obou pfipadech po jediné ekvivalentni ipravé vidime, ze nenulové
feseni existuji, v prvnim pifpadé napiiklad fa((3,1)7) = (0,0)7 = fa((0,0)T) a v
druhém pifkladé napiiklad fg((4,1,1)7) = (0,0)T = fg((0,0,0)7), proto zobrazen{
fa ani fg neni podle definice prosté.

(b) Opét se tiloha redukuje na otdzku feseni soustavy rovnic s danou matici.
Tentokrét se ptame, zda pro kazdou pravou stranu existuje feSeni. V prvnim ptipadé
vidime, ze nikoli, napiiklad pro pravou stranu (1,0)7 vidime, ze feseni soustavy
Ax = (1,0)T neexistuje. V druhém pifpadé vidime, Ze odstupiiovany tvar matice
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B nema zadny nulovy fadek, tedy pivoty kazdé soustavy s matici levych stran B
lezi v ¢asti matice odpovidajici levym strandm, proto feseni vzdy existuje. Tedy fa
nenf na, zatfmco fg je zobrazeni na Z2.

(c) Staci, abychom obvyklym zpusobem vyfesili homogenni soustavu rovnic s

matici
1 0 1
BN(O 1 4)'

Obvyklym zptisobem zjistime, Ze vektor v spliiuje fg(v) = (0,0)7, prave kdyz lezd
4
vmnozing {t- | 1| |t € Zs}.
1
(d) Tentokrat standardné Fesime soustavu rovnic tvaru Bx = (1,2)7 s mati-

covym zapisem
1 0 1 1 1 0 1 1
1 1 0 2 0 1 4 1)

Spoéitdme jedno partikuldrni fegeni (1,1,0)7 a vyuzijeme vysledku (c), vidime, ze

1 4
v splituje fg(v) = (0,0)7, prave kdyz lez{ v mnoziné { [ 1 | +¢- | 1| |t € Zs}. O
0 1

50.10.

3.4. Definujme zobrazeni fa : Q? — Q? predpisem fa(v) = Av pro raciondlnf

.. 2 3
matici A = <3 4).

(a) Spocitejte jadro matice A,
(b) dokazte, ze je fa bijekee,
) existuje-li, najdéte raciondln{ matici X, pro niz AX = I,
) existuje-li, najdéte matici B, pro niz plati fg o fa = fa o fB = Id, tedy
B = f;l, kde je fg definovéno pfedpisem fg(v) = Bv.
(e) spocitejte soucin X - A.

(a) Jadro matice je pravé mnozina vsech FeSeni homogenni soustavy rovnic s
danou matici, tj. Ker A = {x € Q%] Ax = 0}. Standardnim postupem v jediném
kroku upravime matici A na odstupnovanou

G9-6 )

a vidime, Zze matice levych stran neobsahuje zadny sloupec odpovidajici volné
proménné, tudiz jediné feseni soustavy je trividlni a Ker A = {0}.

(b) Méme dokdzat, Ze je zobrazeni dané matici A prosté a na, tedy mame
ukézat, ze pro kazdy vektor v € Q2 existuje pravé jeden vektor x € Q2, pro ktery
fa(x) = Ax = v. Opét tedy fesime soustavy rovnic. Uvédomime-li si, ze podle
Véty 4.33 z prednasky je kazdé feSeni soustavy rovnic s matici A tvaru u+ Ker A
pro néjaké partikularni feSeni, sta¢i pro ovéfeni prostoty zobrazeni zjistit, zda je
jadro Ker A jednoprvkové. To jsme oviem uz spocitali v iloze (a). Navic jsme v (a)
zjistili, ze odstupnovany tvar matice A neobsahuje zadny nulovy fadek, tedy pro
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kazdou pravou stranu v umime soustavu A x = v vyfesit. Tim mame ovéfeno, ze
je zobrazeni fa prosté i na.
(c) Budeme postupovat stejné jako v tloze 3.2, tj fesime dvé soustavy rovnic se

stejnou matici levych stran
1 0
ax= (o) 2v= (1)

a hledanou matici (existuji-li obé feseni) sestavime ze sloupcui X = (x,y). Obé
soustavy pfitom upravujeme spole¢né v jedné rozsifené matici.

2 3 1 0 -1 -1 1 -1 -1 -1 1 -1
3 4 |0 1 3 4 0 1 0 1 3 =2
11 -1 1 1 0 -4 3
0 1 3 =2 0 1 3 =2/

Postupné jsme odéitali druhy fadek od prvniho, pri¢itali trojnasobek prvniho fadku
ke druhému, vynasobili prvni fadek hodnotou —1 a odecetli druhy fadek od prvniho,
P —4
abychom zjistili, ze X = < 3 _9
na jednotkovou znamend, ze uz nemusime dopocitdvat sloupce matice X, protoze
se na levé strané upravené matice hledand matice X objevi.
(d) Vyuzitim definice zobrazeni fa a fg pro kazdy vektor v € Q? dostaneme

faofs(v)=fa(B-v)=A -B-v.

-4 3
3 -2

) . V8imnéme si, ze upravenim levé strany matice

polozime-li tedy B = X = < ), tj. vezmeme matici nalezenou v dloze (c),
obdrzime pro kazdé v € Q2

faofB(v)=A - X-v)=(A-X). v=IL-v=v.
Tim jsme dokazali, ze fa o fg = Id. Protoze je fa bijekce, vime Ze existuje f;l,
proto

fal=falold=f3'o(facfe)=(fs' ofa)ofe=1do fs = fb,

proto i fg o fa = Id.
(e) Pifmym vypoéctem lze snadno zjistit, ze X- A = I,. Stejny zdvér ovéem plyne
také z pozorovani ulohy (d), ze fg o fa = Id. O

3.5. Uvazujme matici B a zobrazen{ fg : Z3 — Z2 z tlohy 3.3. nad télesem Zj
a definujme zobrazeni fa : Z2 — Z2 a fg : Z2 — 72 predpisy fa(v) = Av a
fB(v) =Bv
(a) Najdéte vSechny matice X nad Zs, pro niz BX = I,
(b) najdéte vsechny matice Y nad Zs, pro niz YB = I.
(a) Postupujeme obdobné jako v predchozi tiloze. Nejprve Fesime soustavy rovnic

se spolecnou matici levych stran Bx = ((1)) By = (?) :

1 01 1 0 1 0
1 1 0 0 1 0 1

N
=~ =
=)
N——
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Zpétnou substituci pro hodnotu tieti proménné 0 ziskdme dvé partikularni feSeni

10
soustav, které umistime do sloupctt matice X = |4 1 |. Vyuzijeme-li jadro
0 0
4
KeeB={t-[1]]|teZs}
1
nalezené v uloze 3.3, snadno popiseme mnozinu vSech matic X spliujici BX = I:
10 4s 4t 4s+1 4t
{{4 1)+ |s t]|steZs}t={|s+4 t+1]]steZs}
0 0 st S t

(b) Tentokrat muzeme bud pomoci transpozice a feSen{ soustav rovnic pifmocafe,
byt ponékud tézkopadné spocitat, ze pozadované matice Y Zadnd neexistuje, nebo
lze zopakovat dvahu tlohy 3.4(d). Kdyby totiz matice Y existovala, muselo by pro
indukované zobrazeni fy platit, ze fy o fg = Id. Zobrazeni fg ovSem neni prosté,
tedy zadné zobrazeni g spliiujici g o fg = Id nemuze existovat, tedy mnozina vSech
matic Y je prazdna (I

3.6. Existuje-li, najdéte matici X splnujici

1 2 1
(a) | =2 =3 1] -X =13 nad télesem raciondlnich éisel,
2 4 3
2 2 .
(b) 3 1) X =15 nad télesem Zs,
0 1 11
(c) 1 (1) (1) } - X =14 nad télesem Zo.
1110

(a) Pocitdme obdobné jako v tloze 3.4:

1 2 1 1 0 0 1 2 1 1 0 0
-2 -3 1 |01 0)J~{f0 1 3 2 1 0|~
2 4 3 |0 01 0 0 1 -2 0 1
1 20 3 0 -1 1 00 -13 -2 5
~(0 1 0 8 1 -3]~(0 1 0 8 1 -3
0 0 1 -2 0 1 0 0 1 -2 0 1
-13 -2 5
Vidime, ze X = 8 1 -3
-2 0 1

(b) Opét upravujeme faddky rozsifené matice nad télesem Zs:

2 2 1 0 2 2 1 0 11 3 0 1 0 1 3

3 1 0 1 0 3 1 1 0 1 2 2 0 1 2 2
Postupné jsme 1) pricetli 1. fddek ke 2. (protoze —3 = 2 v Zs), 2) vyndsobili 1.
iddek ¢islem 3 a 2. fadek éfslem 2 (protoze 271 = 3 a 371 = 2 v Zs), 3) odecetli



18

2. tddek od 1. nebo ekvivalentné feceno pficetli 4-ndsobek 2. fddku k 1. (protoze
—4=1v Z5)
Nyni vidime, ze X = (1 3
’ 2 2
(¢) Postupujeme standardné, pricemz nejprve pricteme vSechny nize polozené
Fddky k prvnimu a poté prvni fadek pfi¢teme k nize polozenym Fadkum:

> nad télesem Zs.

01 11 (1 000 1111 j1 1 11
101 1 |01 00 101 1 (01 0O
1101 (0 0 1 0 1101 (00 10
1 110 |00 01 1110 |0 0 01
11 1 1 |1 1 11 10 00 |01 11
0100 |1 011 01 00 (1 011
001 0 |1 1 0 1 0010 (1 101
0001 |1 110 0001 (1 110
01 11
Spocitali jsme, ze X = 1 (1) (1) } O
1 1 1 0
15.11.

3.7. Rozhodnéte, které z nasledujicich matic jsou reguldrni. K reguldrnim maticim
najdéte jejich inverzni matice.
1 2 SRS
(a) B= <3 6> nad télesem racionélnich ¢isel,

(b) C= (; ?) nad télesem redlnych ¢isel a nad télesem Zs,

(¢c) D= (1 reo ) nad télesem komplexnich éisel.

2 3—1
1 2 4
(f) G=1(3 2 6| nad téelesem Zr,
1 0 5

(g) GT nad télesem Zr

Potifebujeme nejprve zjistit, zda odstupnovana matice kazdé ze uvedenych ¢tvercovych
matic obsahuje ¢ neobsahuje nulovy fadek. V prvnim pfipadé jde o singularni a v
druhém o regularni matici. Inverzni matice potom pocitame stejné jako v prikladu
3.6.

(a) Jedinou tpravou dostaneme B ~ ( >, tudiz matice B nen{ reguldrni.

1 2
0 0
1 2

0 =5
redlnych ¢isel, coz znamend, Ze je matice regularni. Nad télesem Zs matici upravime

modulo 5, tedy C ~ <(1) (2)) a matice C je nad Zs singularni. Zbyva najit inverzni

(b) Opét jedinou elementarni ipravou dostaneme, ze C ~ ) nad télesem

matici C nad R:

12 |10 12 1 0 10 -5 2
31 |01 0 -5 -3 1 0 1 3 -1
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1 (b2
5 3 —-1)

(c) Postupujeme jako v (b) s vyuzitim aritmetiky komplexnich éisel, béhem
vypoctu pritom zjistime, ze inverz existuje:

141 1 1 0 1+ 1 1 0
2 3—7 (0 1 0 2 -1+4+4 1

Dostali jsme, ze C™! =

1—24 1—1 2_4; i—1
SR . -1 _ ) _1
Spocitali jsme, ze D < 24 % ) 3 <2i 9 9 |

(d) Pocitdame tentokrat nad Zr:
1 2 4 1 0 0 1 0 5 0 0 1 1 0 0 2 5 5
326 |01 0J~10 25 |01 4]~10 1 0 |1 3 4
1 0 5 0 0 1 0 2 6 1 0 6 0 0 1 1 6 2
2 5 5
Dostali jsme G™'= |1 3 4].
1 6 2

(e) Tentokrat pouze vyuzijeme predchozi vysledek a tvrzeni z prednésky, které
2 5 5\" /2 1 1

itka, ze (GT)"'=(GHT =1 3 4 =15 3 6]. O
1 6 2 5 4 2

3.8. Napiste vSechny regularni matice z predchozi tlohy jako soucin elementarnich
matic.

Vyuzijeme postup dukazu Véty 4.66. Staci ndm tedy zaznamenat inverzni ele-
mentarni dpravy k tém, které jsme provadéli pii pfevodu matice na inverzni, do

elementarnich matic:

Matici C = :1)) ? nad télesem redlnych ¢isel jsme pievedli na jednotkovou
tak, ze jsme nejprve odecetli trojndsobek prvniho fadku k druhému, poté vydélili
druhy fadek ¢islem —5 a nakonec odecetli dvojnasobek druhého fadku od prvniho.

To znamena, ze

6 )6 ) GG D6

proto hledané elementdrni matice dostavame prenasobenim rovnosti zleva pfislus-
nymi inverznimi elementarnimi maticemi, které jsou samoziejmeé také elementdrni:

o S I Y I Gl B CR R G R ]

V piipadé matice D = 1 ; ! 3 iz nad télesem komplexnich ¢isel jsme po-
stupné upravovali: 1) (1 — i)-ndsobek prvnfho fadku jsme odecetli od druhého, 2)
prvniho fadek jsme vyndasobili hodnotou %ﬂ a druhy fadek hodnotou % 3) 1;—

nasobek druhého fadku jsme odecetli od prvniho. Nyni zbyva elementarni matice
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opacnych elementarnich uprav sepsat do matic

(3= GL )08 )6 2) 6 7))

1 2 4
Podobné pro matici G = |3 2 6 | nad télesem Z; stac¢i zaznamenat prove-
1 0 5
dené elementarni ipravy do inverznich elementdrnich matic G =
0 0 1 1 0 0\ /1 100 100 1 0 5 100
0 10 310 010 010 01 5 01 0 0 2 0
1 00 0 01 1 01 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1

Koneéné pro matici transponovanou ke G staci transponovat cely sou¢in elementarnich
matic, tedy GT =

100 1 00 1 00 1 00 1 01 1 30 0 01

0 2 0 0 1 0 010 0 11 0 1 0 0 10 0 10

0 01 5 0 1 0 5 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 1 00
(]

3.9. Rozhodnéte, pro ktera a z télesa je matice A, regularni a pro tato a spocitejte
matici At

(a) A, = <2 8) nad télesem Zz,

3

(b) A, = (11 9 @ 1) nad télesem Q,
a 1 0

(¢c) Au=|1 0 a| nad télesem Zs.
1 2 a

Budeme obvyklym zpusobem poéitat inverzni matice a pfitom zaroven prove-
deme diskusi, pro ktera a inverzni matice existuje.

(a)
2 a (1L 0y (30 |0 1) (1 0 |05
3 0 |0 1 2 a |10 0 a |1 4
e . VP . _ 0 5
Vidime, ze A, regularni, pravé kdyz a # 0 a tehdy A" = a

—1 4a—1
(b) Postupujeme stejné jako v (a):

1 a 1 0 1 a 1 0
a 2a—1 0 1 0 2a—1—a? —a 1

Tentokrat je ziejmé matice A, reguldrni, pravé kdyz 2a — 1 —a? = —(a — 1)? # 1,
tedy praveé kdyz a # 1. Pro a € Q \ {1} pokracujeme v tpravéach:

~<1 a 1 91 >N 1 0| (i:%)lz ﬁ
O 1 (a71)2 (a71)2 0 1 | (afl)z (a:1)2

1—2a a
Zjistili jsme, ze A, e =@ 11)2 ( a _1>'
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(¢) Nejprve si véimnéme, Ze pro a = 0 je posledn{ sloupec matice nulovy, tedy
matice Ag je singuldrni. Déle uvazujme jen a € Zs \ {0}:

a 1 0|1 0 0 1 0 a |01 0 1 0 a 0 1 0
1 0 alf0 1 0)~(|1 2 a |0 0 1]~|0 2 O 0 4 1]~
1 2 a|0 0 1 a 1 0 1 0 0 0 1 4a? 1 4a O
1 0 a 0 1 0 1 0 0 a! 3a7! 247!
~10 1 0 0 2 3l ~(0 1 0 0 2 3 ~
0 0 4a? 1 4a+3 2 0 0 4a? 1 4a+3 2
a! 3a7 ' 2a7!
Nyni snadno dopoc¢itdme, ze A, = | 0 2 3 pro a € Zs \ {0}. O
4 a+2 3
aZ a2 a?

3.10. Spocitejte souciny redlnych matic
-1 2 0 -1
2 3 13 1 -1 3 4
(&) (1 1) '<2 0 -1 2)’ (b) _11 2 '(2 3) '

) (2 3 /13 1 -1
(a) Oznacme A = (1 1)@ B = (2 0 -1 92 ) Rozsifime-li matici A o
matici B a budeme-li vzniklou matici (A|B) upravovat stejné jako v predchozich
tlohéch takovymi elementarnimi tpravami, abychom vlevo obdrzeli jednotkovou

matici, snadno nahlédneme, ze
(AlB) ~ A~ (A[B) = (L|A~'B),

Tedy vpravo dostaneme hledany souéin A ~'B. Poéitejme:

23 |1 3 1 -1 11 (2 0 -1 2
11 (2 0 -1 2 23 |13 1 -1

1 1 2 0 -1 2 1 0 5 -3 —4 7
0 1 -3 3 3 =5 0 1 -3 3 3 =5)°
-1
(23 13 1 -1\ (5 -3 —4 7
Spocitali jsme, ze (1 1> . <2 0 -1 2 > = (_3 3 3 _5>. O
2.0 3 4
(b) Oznaéme C= [ -1 3| aD= (2 3>. Vyuzijeme-li Tvrzeni 4.20 a 4.65,
1 2

dostaneme (C-D~HT = (D~HT.CT = (DT)~!.C7, a proto miizeme postupovat
stejnym zpusobem jako v bodu (a), ovSem pro souéin transponovanych matic v
obraceném poradi:

3.2 |2 -1 1 12 8 |8 —4 4 3 2 2 -1 1
43 o 3 2 12 9 (o 9 6 0 1 8 13 2
30 18 —27 -3 10 6 -9 -1
0 1 -8 13 2 0 1 -8 13 2 )

6 -9 -1 6 -8
Zjistilijsme,ée(DT)‘lCT=(8 13 2),apr0toC-D_1: -9 13]. O

-1 2
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3.11. Existuje-li, najdéte LU rozklad redlné matice:

5 o 1 1 2 2 1 -2
(a)A:(4 9),(b)B: —4 -1 1], eCc=(-2 2 3],
2 5 -1 2 7 2
2.0 00
31 2 1
D=1y 7 7 3
00 0 3

(a) Vsimnéme si, ze staéi provést jedinou elementdrni upravu tfetiho typu,
. . . .. (2 2 L e
abychom z matice A dostali odstupnovanou matici (O 5), coz muzeme zapsat

v maticové podobé pomoci ndsobeni zleva prislusnou elementarni matici:

2 2\ _ (1 0y (2 2
05/ \-21 49
0\ _ (1 0
9 1) = (2 1) jerovnéz dolni trojihelnikova

s jednotkami na diagonale a pfendsobime-li vyse uvedenou rovnost zleva matici
-1
1 0 (s
( , dostavame

NG IEY-C

odkud vidime, ze LU rozklad matice A je A = <1 0> . <2 2>.

Uvédomime-li si, ze inverzni matice <

2 1 0 5
(b) I tentokrat budeme matici B upravovat elementdrnimi tpravami. P¥islusné
Upravy si budeme pamatovat a poté si je prepiSseme v maticovém zépisu jako soucin
elementarnich matic:

1 1 2 1 1 2 11 2
B=|-4 -1 1]~(03 9]~(03 9 =U.
2 5 -1 0 3 -5 0 0 —-14

Pii upravovéni jsme nepotiebovali prehazovat fddky (ani ndsobit fddek nenulovym
skaldrem), tedy dostali jsme Ly...L;B = U, kde L; jsou vSechno elementdrnf
transformaé¢ni matice odpovidajici pficteni vySe polozeného fadku k fadku nize
polozenému:

1 0 0 1 00 1 0 0 1 1 2 11 2
o 1 O0f-{0 1 0})-{4 1 O0fJ-{-4 -1 1 |=103 9
0 -1 1 -2 0 1 0 01 2 5 -1 0 0 —-14

Matice L; jsou zfejmé dolni trojihelnikové s jednotkami na diagondle a okamzité
vidime, ze souc¢in L = Lfl . L,;l rovnéz dolni trojuhelnikova matice s jednotkami
na diagonale. Navic B = LU. Tudiz jsme nasli LU rozklad matice B. Vidime, Ze
sou¢in matic L. ..L,:l obsahuje na piislusnych pozicich hodnoty jednotlivych
elementarnich matic (tj. -ty fadek a j-ty sloupec, ¢ > j, obsahuje hodnotu ¢,
pravé kdyz jsme béhem Gaussovy eliminace odecitali od i-tého fadku matice B a
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¢i;-nasobek jejiho j-tého fadku):
1 00 1 00 1 00 1 00
L=|-410]=|-410])-10 1 0}J-10 1 O
2 1 1 0 0 1 2 01 0 1 1

Nasli jsme tedy (jednoznacéné uréeny) LU rozklad

1 1 2 1 00 11 2
-4 -1 1 ]=1-4 120 03 9
2 5 -1 2 11 0 0 —-14

Vsimnéme si, ze vyslednd matice L obsahuje na ¢-tém fadku a j-tém sloupci prave
opacnou hodnotu k nasobku, jimz jsme nasobili j-ty fadek pii jeho pric¢itani k i-
tému sloupci béhem elementarnich dprav (tedy béhem Gaussovy eliminace). To,
ze se jednd o obecny zpusob, jak nalézt dolni trojihelnikovou matici LU rozkladu
matice ukazuje dikazu Véty 4.69 z prednasky a na témze misté je ukézéno, ze horni
trojuhelnikova matice LU rozkladu je pravé odstupiiovanad matice, kterou ziskame
Gaussovou eliminaci.

(c) Tentokrat budeme postupovat jako v dikazu Véty 4.69, tedy staci gaussovsky
upravovat matici C a pifslusné (opa¢né) hodnoty sestavovat do matice L:

2 1 -2 2 1 -2 2 1 -2
—2 2 3|~[03 1]~[0 3 1],
2 7 2 06 4 00 2

kde jsme postupné odecetli 1) —1-ndsobek 1. fadku od 2., 2) 1-ndsobek 1. fddku od
3. a 3) 2-nédsobek 2. fddku od 3. Tedy dostdvéame tedy LU rozklad

2 1 =2 1 0 0 2 1 =2
-2 2 3 |=(-1 1 0)-10 3 1
2 7 2 1 2 1 0 0 2
(d) Opét upravujeme gaussovou eliminaci matici D:
2 0 00 2 0 00 20 0 O
3 1 2 1 01 2 1 01 2 1
1 1 1 3 01 1 3 00 -1 2
0 0 0 3 00 0 3 00 0 3

Provedené tpravy zaznamendme do matice L a dostaneme hledany LU rozklad

2 0 0 0 1 0 00 20 0 O
31 2 1| % 100 01 2 1
1113 |5 110 0 0 -1 2
0 00 3 0 0 0 1 00 0 3
O
20.11.
2 1 =2
3.12. Pomoci LU rozkladu redlné matice A = | —2 2 3 | spocitejte vsechna
2 7 2

fesen{ soustavy rovnic Ax" =y pro vektor pravych stran y = (—3,2, —1).



24

Mame-li LU rozklad matice A = LU a uvazujeme-li nehomogenni soustavu
rovnic Ax"' = yT, potom muZeme tlohu rozdélit na dva jednodussi tkoly, najit
nejprve feseni soustavy Lz' = yT a poté soustavy UxT = z'. V obou piipadech
pocitame s trojuhelnikovymi maticemi, takze pfi vypoctu uz jen dosazujeme, aniz
musime matice jakkoli ddle gaussovsky upravovat.

1 00 2 1 =2
LU rozklad matice jsme uz spocitali: A= | -1 1 0 0 3 1 ].Potom
1 2 1 0 0 2

pro pro vektor pravych stran y = (—3,2,—1) spocitdme nezndmé z = (z1, 22, 23)
piimou substituci z; = y; = —3, dédle =121 + 20 =3+ 20 =yo =2, tedy 20 = —1 a
konetné zg3 =—1—-1-(=3)—2-(-1) =4.

Nyni poéitdme soustavu UxT = zT a tentokrat tedy postupujeme zpétnou substi-

tuci: 2x3 = z3, tedy x3 = 2, ddle x4 = % =—lax = w =1 0O

3.13. Existuje-li, najdéte LU rozklad matic:

9 9 2 1 2
(a) A= (1 4) nad télesem Zs, (b) B= |3 1 4| nad télesem Zs,
1 0 3

(c) B nad télesem Z7,

Postupujeme v 3.11 s pocitanim v télesech Zs a Z7, tedy gaussovsky upravime
matici na matici U a pfislusné hodnoty sepiSeme do matice L:
10 2 2
GG 5

2 2 2 2 - 2 2
(a) <1 4> ~ (O 3) a dostavame LU rozklad (1 4>

(b)

2 1 2 2 1 2 2 1 2
31 4] ~10 2 1]~10 2 1
1 0 3 0 2 2 0 0 1
1 0 0 2 1 2
Spocitali jsme LU rozklad matice B=[4 1 0 0 2 1| nad télesem Zs.
311 0 0 1
(c)
2 1 2 2 1 2 2 1 2
31 4] ~10 3 1] ~(0 3 1
1 0 3 0 3 2 0 0 1
1 00 2 1 2
Spocitali jsme nad Z7 LU rozklad matice B= |5 1 0 0 3 1 O
4 1 1 0 0 1
1 1 2 2
[ .. -1 -1 -2 1 . . [
3.14. Pro redlnou matici A = 9 1 0 1 ovéite, ze nemé LU-rozklad,

2 2 -1 1
najdéte permutacni matici P tak, aby matice PA méla LU rozklad a ten spocitejte.

Budeme matici postupné upravovat Gaussovu eliminaci, tj. budeme kanonickym
zpusobem, pouzivat pouze prehazovani radku a pri¢itani ndsobku vyse polozeného
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k nize polozenému fadku. Oba typy uprav budeme zaznamendvat (pravy sloupec
jen ¢isluje radky):

1 1 2 2 |1 1 1 2 2 1 1 1 2 2 1

-1 -1 -2 1 2 10 0 0 3 21 |0 -1 -4 =3 |3

2 1 0o 1 |3 0 -1 -4 -3 |3 0 0 -5 -3 |4

2 2 -1 1 |4 0 0 -5 =3 |4 0o 0o 0 3 2

Tedy permutacni matice, kterou potifebujeme zménit puvodni matici A, odpovida
10 00

permutaci fadku zachycené v pravém sloupci, ¢ili P = . Puvodnim

0 01 0
0 0 01
01 0 0

transformacim typu pfic¢teni vyse polozeného fddku k nize polozenému odpovidala

1 0 0 0
matice L = _21 (1) (1) 8 , my ale musime adekvatné matici P, jako jsme to
2 0 01

udélali i v prubéhu dikazu Véty 5.4, zménit polohu upravovanych fadku, takze
dostavame LU rozklad matice PA:

1000 1 1 2 2 1 0 0 O 1 1 2 2
0 010 -1 1 -2 1] |2 100 0 -1 —4 -3
0 0 01 2 1 0 1] |2 010 0 0 -5 =3
01 00 2 2 -1 1 -1 0 0 1 0 0 0 3

3.15. Existuje-li, najdéte nad télesem Zs vSechny matice X spliujici

o (2 1) xer.

(b) X- G : (1)) 1.

(a) Pocitdme obdobné jako v tilohdch 3.2 a 3.6:

1 2 1 1 0 1 2 1 1 0 1 01 2 2
11 0 |01 0 2 0 |2 1 01 0 |1 2
2+2s 242t
Nyni zpétnou substituci snando zjistime, ze X € { 1 2 | s,t € Zs}.
s t

(b) Nyni bud muZeme zjistit, Ze hledand matice X neexistuje, stejnymi prostiedky
jako v ptredchozi 1iloze, nebo si vSimneme, ze otazka je ekvivalentni podmince

1 0 0
e1=(0],ea=|1],e3=[0] € far(Z2)
0 0 1
1 21 ) 2 3. 1. . T
kde A = 11 0)? zobrazeni far : 25 — Z3 je ddno predpisem far(v) = Al v.

Ovsem far(Z3) je pravé fadkovy vekltorovy prostor matice A, tedy mé (nejvyse)
devét prvku, zatimco podprostor, ktery by obsahoval viechny vektory e, es, e by
musel obsahovat vSechny jejich linearni kombinace, tedy vsechny vektory linearniho
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prostoru Z3, tedy 27 rtznych vektorii, coz neni mozné. Pozadovand matice tudiz
neexistuje. (I

3.16. Najdéte étvercovou matici A nad télesem T fadu n spliiujicf podminky A2 =
I, a A#1,, jestlize

(a) n=1aT=R,
(b) n=2aT=R,
(c) n=2aT="2Zs,
(d) n=3aT=R,
(e) n=4aT=127Z.

(a) Ctvercové matice Fadu 1 odpovidaji prvkum téles, tedy se ptame, kdy a? = 1
a a # 1 nad redlnymi &isly. Okamzité vidime, ze podminku spliiuje pouze matice
(-1).

(b) V tloze ndm muze pomoct geometricky ndhled. Uvdzime-li matici zobra-
zeni fa, hleddme takova zobrazeni, kterd jsou sama k sobé inverzni. Ta ovSem
snadno najdeme mezi symetriemi, napiiklad osova soumérnost podle osy x ¢i y
nebo soumérnost podle pruseciku os jsou zobrazeni sama k sobé inverzni. Nyni staci

, y 1 0. .. y . -1
nahlédnout, ze A, = (0 _1) je matici soumérnosti podle osy x, A, = ( 0 (1))
-1

0o -1
pocétku soutadnic, a 7e A2 = A32/ =A% =1,.

(¢) V tomto piipadé ndm sice geometrickd predstava chybi, ale algebraické duvody
ukazuji, ze predchozi priklady matic

G269 G- (0 5)-65)

i nad télesem Zs splituji podminku A? = I,. Poznamenejme ovSem, Ze existujf i

je matici soumeérnosti podle osy y a A, = ( ) je matici soumérnosti podle

dalsf matice spliiuji A% = I, napifklad matice (? ;)

(d) Tentokrat muzeme pouzit geometrickou dvahu z (b), abychom si uvédomili,
Ze osové soumérnosti s maticemi

1 0 0 10 0 -1 0 0
0 -1 0|, o 1 0], 0 -1 o},
0 0 -1 0 0 -1 0 0 1

symetrie podle rovin uréenych dvojici os s maticemi

1 0 0 1 0 0 -1 0 0
o1 0], 0 -1 0}, 0 1 0},
0 0 -1 0 0 1 0 0 1
-1 0 0
stejné jako stfedova symetrie s matici | 0 —1 0 | nasi podminku spliuji.
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(e) Nad télesem Zs plati, ze —1 = 1, tedy tivahu z (b) vyuzit nemuzeme. Ptesto

01 1 1
y . 01 1| ) ) .
napiiklad matice H = 110 1]% ulohy 3.7(h) podminku H? = I spliiuje.
1 1 10
O
Dalsi dlohy
(1) Najdete vsechna redlna feseni soustavy rovnic:
B . T + y + 2z + u =3
@2 TV T e o+ 2y b 3+ = 0
y o x + 4y =0
(2) Najdéte nad télesy Zs a Zr aspon vSechna soustavy rovnic:
z + y + z + u = 3
r + 2y + 3z + 4du = 0
r + 4y =0
(3) Existuje-li, najdéte nad télesy R, Q, C, Zs, Zs a Zr viechna fesen{ soustavy
rovnic:
2c — y 4+ 2z =1
r + y — z =1

(4) Vyfeste v télese Zy rovnici 52 +3 =471 + 4.
(5) Najdete pro parametr a nad télesy R, Zs a Z; vSechna feSeni soustavy

2 0 1 a
rovinic s matici {2 1 0 a
3 31 0

(6) Najdete nad télesy Q, Zs a Z; vSechna feSeni soustavy rovnic s matici
1 01 2 2 2
<2 02 11 ‘0)'
1 2 9 4 2 3 1
(7) Uvazujme matice A = <3 1 4> aB= |1 4 0 3] nad télesy T
1 0 3 2
Q, Zs, Z7, Z11. Pro kazdé téleso uvazujme zobrazeni @4 : T3 — T2, 14 :
T? - T3 op : T* — T3, v : T3 — T* dané piedpisy pa(v) = Av,
Ya(v) = ATv, pp(v) = Bv, ¢p(v) = BTv.
(a) Rozhodnéte, kterd ze zobrazeni va, Va4, v5, ¥B, paps, Wpa jsou
prosta.
(b) Rozhodnéte, kterd ze zobrazen{ pa, ¥4, ¢B, ¥B, Pars, Yeha jsou
na.
(¢) Najdéte u zobrazeni w4, ¥4, B, VB, Paps, Wpa vechny vektory,
které se zobrazi na nulovy vektor.
1+7 3—1 1
(8) Pro komplexni matice A= [2—¢  —i 1+ ],
1 1+2 1—2
1-31 243 1 1-4: 3 0
B= <2+i 1+ 2i z) aC—( —i i1
(a) spocitejte B+C, BT + A-CT, A-BT" B-A,B"-CaB-C7T,
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(b) existuje-li, najdéte matici X spliujici rovnost X - A = C.
(c) existuje-li, najdéte matici inverzni k matici A a k matici B - CT,
(d) dokazte, ze matice BT - C nenf regulérni,
(9) Rozhodnéte, zda jsou nad télesy Q, Zs, Zs a Z7 reguldrni matice A =

- 01 1 1 121 2
(1011 o0 2 2| . or
g}g’_llol’c_lzolA’BaBC'
1110 1010

(10) Tam, kde je to mozné, najdéte inverzni matice, rozklad na soucin ele-
mentarnich matic a LU rozklad k maticim z pfedchozi tlohy.

1 —1
. 1 1 3 2 0 2 1 4\, .
(11) Spocitejte ((2 3) . (2 4> . <3 4> . (1 3>) nad télesy R, Zs

a Z7.
(12) Existuji-li najdéte inverzni matice, rozklady na soué¢in elementarnich matic
1 12 8 9 9 15 16 3
a LU rozklady k maticim (13 14>, 9 8 91a|9 0 5| nad
9 9 8 12 0 15

téleby Z17, Zlg, Z53 a Zlog.
(13) Rozhodnéte, pro kterd a € C je matice A, reguldrni, a pro tato a spocitejte
matici AL

(a) Aq = a+3 a+4

a—1 3
a+1 2a)’

a+1 a—|—2>

=
S—
>
e
I
NN

a 1 1
a a 0],
a 0 O

a—1 a a—+2
3a 1 a—1]1,
a+1 a-1 0
(14) Rozhodnéte, pro kterd a € Z; je matice A, reguldrni, a pro tato a spocitejte
matici AL

O
>
I~}

[

a 1 3
_f(fa+1 a+2 _(2a 3a .
(a)A“(a—i—?) a+4)’(b)A”<4a a+2>,(c)Aa a 1 al,
20 3a 6
atl o a DR
(d) A, = a a+2 a , (e) A, =
a a a+1 a
a a a+3
a a a a+1

(15) Rozhodnéte, pro kterd a,b,c € R je matice A, . reguldrni, a pro tato a

spocitejte matici A;}) .

a b c
@ Anne= (2 0)0 0 Aune=("1" 3} @ Aune= [ a0 b
1 1 1



