
2.10.

0. Vzpoḿınky na analytickou geometrii

0.1. Uvažujme v R2 př́ımku p s parametrickým vyjádřeńım

p = {(1, 2) + t · (1, 1)| t ∈ R}.

(a) Určete obecné vyjádřeńı př́ımky p,
(b) najděte pr̊useč́ıky př́ımky p s osou x a osou y,
(c) rozhodněte, které z bod̊u (2, 3), (3, 2) a (−1, 1) lež́ı na p.

(a) Spoč́ıtáme normálový vektor (1,−1), který je právě kolmý na směrový vektor
př́ımky (1, 1). To znamená, že rovnice př́ımky má tvar x− y = c, a nyńı dosazeńım
bodu (x, y) = (1, 2) z parametrického zadáńı dostaneme c = 1 − 2 = −1, tedy
dostáváme obecné vyjádřeńı př́ımky p = {(x, y) ∈ R2| x−y = −1}. Poznamenejme,
že vyjádřeńı je určeno jednoznačně až na násobek celé rovnice nenulovým reálným
č́ıslem.

(b) Stač́ı dosadit za x a y nulu do rovnice obecného vyjádřeńı. Pro y = 0
dostáváme x− 0 = −1 a pro x = 0 máme 0− y = −1, tud́ıž hledané pr̊useč́ıky jsou
(−1, 0) a (0, 1).

(c) Opět využijeme obecné vyjádřeńı, abychom zjistili, že 2−3 = −1, 3−2 ̸= −1
a −1 − 1 ̸= −1, a proto bod (2, 3) na př́ımce lež́ı, zat́ımco body (3, 2) a (−1, 1)
nikoli. �

0.2. Uvažujme v R2 př́ımku q s obecným vyjádřeńım

q = {(x, y) ∈ R2| x+ 2y = 3}.

(a) Určete parametrické vyjádřeńı př́ımky q,
(b) najděte pr̊useč́ık př́ımky q s př́ımkou p z předchoźı úlohy.

(a) Tentokrát známe z obecného tvaru normálový vektor (1, 2) a snadno tedy
urč́ıme směrový vektor (2,−1), který je na něj kolmý. Např́ıklad dosazeńım y = 0
najdeme bod (3, 0) př́ımky q, proto je q = {(3, 0) + t · (2,−1)| t ∈ R} jedno z
možných parametrických vyjádřeńı př́ımky q.

(b) Řeš́ıme soustavu rovnic o dvou neznámých
x + 2y = 3
x − y = −1

, kterou můžeme

také zapsat maticově (to znamená pozičně bez přepisováńı symbol̊u, x a y) do ma-

tice soustavy

(
1 2

 3
1 −1

 −1

)
. Nyńı některým ze známých zp̊usob̊u uprav́ıme

jednu rovnici pomoćı druhé tak, abychom jednu z proměnných odstranili. Vyberme
si např́ıklad odč́ıtaćı metodu a odečtěme od prvńı rovnice druhou. V maticovém
zápisu to bude vypadat následovně:(

1 2
 3

1 −1
 −1

)
∼
(
1 2

 3
0 −3

 −4

)
∼
(
1 2

 3
0 1

 4
3

)
,

kde symbol ∼ znamená, že soustava napravo i nalevo maj́ı stejnou množinu řešeńı.
Třet́ı úprava odpov́ıdá tomu, že rovnici −3y = −4 vyděĺıme hodnotou −3 a źıskáme
tak y = 4

3 . Nyńı snadno např́ıklad z p̊uvodńı druhé rovnice dopoč́ıtáme x = −1 +
4
3 = 1

3 . Hledaným pr̊useč́ıkem př́ımek p a q je bod ( 13 ,
4
3 ). �
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0.3. Najděte všechna (a) reálná, (b) racionálńı, (c) komplexńı řešeńı soustavy rov-

nic
x + 2y = 3
x − y = −1.

Všechna reálná řešeńı jsme našli v předchoźı úloze. Dı́ky geometrickému náhledu
přitom bylo zjevné, že existuje právě jedno řešeńı soustavy (13 ,

4
3 ).

Nalezené řešeńı je zjevně racionálńı, tedy jde o jediné racionálńı řešeńı Nav́ıc arit-
metický postup z předchoźı úlohy, který nezávisel na tom, zda poč́ıtáme v reálném či
komplexńım oboru (všechna zúčastněná č́ısla byla dokonce jen racionálńı), zajǐst’uje,
že bod ( 13 ,

4
3 ) je i jediným komplexńım řešeńım dané soustavy. �

0.4. Najděte v R2 obecné i parametrické vyjádřeńı př́ımky u obsahuj́ıćı body
(3,−1) a (2, 1).

Nejprve snadno urč́ıme vektor posunut́ı jednoho bodu do druhého, tedy např́ıklad
(1,−2) = (3,−1)− (2, 1). Protože známe hned dva body př́ımky můžeme okamžitě
napsat parametrické vyjádřeńı u = {(2, 1) + t · (1,−2)| t ∈ R}.

Obecné vyjádřeńı źıskáme stejně jako v úloze 0.1 z parametrického vyjádřeńı
pomoćı normálového vektoru a dosazeńı: u = {(x, y) ∈ R2| 2x+ y = 5} �

0.5. Uvažujme v R3 rovinu r s obecným vyjádřeńım

r = {(x, y, z) ∈ R3| x+ y − z = 1}.
(a) Určete parametrické vyjádřeńı roviny r,
(b) rozhodněte, které z bod̊u (1, 1, 1) a (2, 2, 2) lež́ı v rovině r.

(a) Postupujeme obdobně jako ve dvoudimenzionálńım prostoru. Potřebujeme
nejprve naj́ıt jeden bod roviny. Pro volbu y = z = 0 dopoč́ıtáme bod (1, 0, 0).
Nyńı muśıme naj́ıt dva vektory určuj́ıćı rovinu, tedy vektory, které jsou kolmé na
normálový vektor (1, 1,−1). Snadno spoč́ıtáme, že kolmé jsou např́ıklad vektory
(1, 0, 1) a (0, 1, 1), proto dostáváme parametrické vyjádřeńı roviny

r = {(1, 0, 0) + s · (1, 0, 1) + t · (0, 1, 1)| s, t ∈ R}
.

(b) Stejně jako v 0.1(c) prostým dosazeńım do obecného vyjádřeńı zjist́ıme, že
bod (1, 1, 1) lež́ı a bod (2, 2, 2) nelež́ı v rovině r. �

0.6. Uvažujme v R3 rovinu v s parametrickým vyjádřeńım

v = {(3,−1, 1) + s · (1, 1, 2) + t · (1, 0,−1)| s, t ∈ R}.
(a) Určete obecné vyjádřeńı roviny v,
(b) najděte parametrické vyjádřeńı př́ımky dané pr̊useč́ıkem roviny v s rovinou

r z předchoźıho př́ıkladu.

(a) Opět stač́ı naj́ıt normálový vektor kolmý na vektory (1, 1, 2) a (1, 0,−1),
kterým je (až na nenulový reálný násobek právě) vektor (1,−3, 1) a dosazeńım do
výrazu x−3y+z bodu (3,−1, 1) źıskat konstantu 7. Tedy hledané obecné vyjádřeńı
roviny má tvarv = {(x, y, z) ∈ R3| x− 3y + z = 7}.

(b) Podobně jako 0.2(b) řeš́ıme soustavu rovnic tentokrát o třech neznámých
x + y − z = 1
x − 3y + z = 7

, kterou si opět zaṕı̌seme maticově a budeme ji odč́ıtaćı
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metodou upravovat:(
1 1 −1

1
1 −3 1

7
)

∼
(
1 1 −1

1
0 −4 2

6
)

∼
(
1 1 −1

1
0 −2 1

3
)
.

Druhou rovnici jsme tedy nahradili rovnićı−2y+z = 3 tak, že soustavy maj́ı stejnou
množinu řešeńı. Nyńı jednak po volbě y = 0 jednoznačně dopoč́ıtáme souřadnice
bodu př́ımky z = 3 a x = 7 − 0 + 3 = 10 a dále najdeme směrový vektor, který
muśı být kolmý na normálové vektory (1, 1,−1) a (0, 2,−1), j́ımž je vektor (1, 1, 2).
Našli jsme parametrický popis př́ımky r ∩ v = {(10, 0, 3) + t · (1, 1, 2)| t ∈ R}. �

0.7. Spoč́ıtejte v komplexńıch č́ıslech C hodnotu výraz̊u:

(a) 1− 2i+ 2 + 3i,
(b) 1

3+i a 2+3i
1−2i ,

(c) (1 + i)50.

(a) Reálná a komplexńı hodnota se po složkách sečtou: 1− 2i+ 2 + 3i = 3 + i.
(b) Obvyklým zp̊usobem rozš́ı̌ŕıme zlomky komplexně sdruženou hodnotou a

dostaneme
1

3 + i
=

1

3 + i
· 3− i

3− i
=

3

10
− 1

10
i

a
2 + 3i

1− 2i
=

2 + 3i

1− 2i
· 1 + 2i

1 + 2i
= −4

5
+

7

5
i.

(c) Využijeme goniometrický zápis komplexńıch č́ısel a Moivreovu větu:

(1 + i)50 = (
√
2(cos

π

4
+ i sin

π

4
))50 = 225(cos

50π

4
+ i sin

50π

4
) =

= 225(cos(6π +
π

4
) + i sin(6π +

π

4
)) = 225(cos

π

4
+ i sin

π

4
) = 225i.

�
9.10.

1. Řešeńı soustav lineárńıch rovnic

1.1. Najděte všechna reálná řešeńı soustavy rovnic:
x + 2y + z = 1

−2x + y + 2z = 2
x + 3y − z = 0

Nejprve si soustavu zaṕı̌seme do rozš́ı̌rené matice a poté ji pomoćı elementárńıch
úprav upravujeme do odstupňovaného tvaru. Vše si budeme zapisovat pomoćı ma-
ticového zápisu. Připomeňme, že soustava rovnic nalevo od symbolu ∼ má stejnou
množinu řešeni jako soustava rovnic napravo od něj: 1 2 1

1
−2 1 2

2
1 3 −1

0
 ∼

1 2 1
 1

0 5 4
 4

0 1 −2
 −1

 ∼

∼

1 2 1
 1

0 1 −2
 −1

0 5 4
 4

 ∼

1 2 1
 1

0 1 −2
 −1

0 0 14
 9


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Druhý řádek prvńı upravené matice, který odpov́ıdá rovnici 5y+4z = 4, jsme dostali
přičteńım dvojnásobku rovnice x + 2y + z = 1 k rovnici −2x + y + 2z = 2 (tedy
přičteńım dvojnásobku řádku

(
1 2 1

1) k řádku
(
−2 1 2

2)) a podobně třet́ı
řádek vznikl z p̊uvodńıho třet́ıho řádku odečteńım prvńıho. V daľśım kroku jsme
jen přehodili řádky (tedy rovnice) a poté jsme odečetli pětinásobek druhého řádku
od třet́ıho. Nyńı už výsledek źıskáme zpětnou substitućı. Z posledńı rovnice 14z = 9
okamžitě dostáváme z = 9

14 a dále dopoč́ıtáme

y = −1 + 2z = −1 +
9

7
=

2

7
a x = 1− 2y − z = 1− 4

7
− 9

14
= − 3

14
.

Vid́ıme, že jediné řešeńı soustavy je

xy
z

 =

− 3
14
2
7
9
14

.

Uvědomme si, že můžeme k výsledku dospět i v maticovém zápisu, tj. můžeme
levou stranu matice posloupnost́ı elementárńıch úprav převést až na jednotkovou
matici: :

∼

1 2 1
 1

0 1 −2
 −1

0 0 1
 9

14

 ∼

1 2 1
 1

0 1 0
 4

14
0 0 1

 9
14

 ∼

1 0 0
 − 3

14
0 1 0

 2
7

0 0 1
 9

14

 .

�

1.2. Najděte všechna reálná řešeńı soustavy rovnic:
x + 2y + z = 1

−2x + y + 2z = 2

Znovu si soustavu zaṕı̌seme do matice a poté ji pomoćı přičteńı vhodného násobku
jedné rovnice k rovnici druhé uprav́ıme stejně jako v předchoźı úloze:(

1 2 1
1

−2 1 2
2
)

∼
(
1 2 1

1
0 5 4

4
)
,

Vid́ıme, že se pivoty (v druhé matici vyznačeny tučně) nacháźı v prvńım a druhém
sloupci a volná proměnná je tedy ta, která odpov́ıdaj́ıćı třet́ımu sloupci. Nyńı si
snadno uvědomı́me (a na přednášce byl tento fakt vysloven v pozorováńı 2.16), že
dosad́ıme-li za z libovolnou hodnotu, pak jednoznačně dopoč́ıtáme y a x. Polož́ıme-
li např́ıklad z = 0, pak z rovnice 5y + 4 · 0 = 4 dostáváme, že y = 4

5 a z rovnice

x+2 · 45 +0 = 1 spoč́ıtáme, že x = −3
5 . Našli jsme tedy jedno řešeńı dané soustavy,

které můžeme zapsat do trojice (x, y, z)T = (− 3
5 ,

4
5 , 0)

T . Dosad́ıme-li za z obecný
reálný prvek t můžeme zpětnou substitućı dopoč́ıtat y:

5y + 4 · t = 4 ⇒ y =
4

5
− 4

5
t

a poté stejným zp̊usobem i x:

x+ 2 · y + z = 1 ⇒ x = 1− 2 · (4
5
− 4

5
t)− t = −3

5
+

3

5
t.
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Obecné řešeńı má tedy tvar

xy
z

 =

− 3
5 + 3

5 t
4
5 − 4

5 t
t

 =

−3
5

4
5
0

 + t

 3
5

−4
5
1

 a množina

všech řešeńı soustavy je právě {

− 3
5

4
5
0

+ t

 3
5

− 4
5
1

 | t ∈ R}.

Na závěr si připomeňme geometrický význam řešeńı dané soustavy: každou z
rovnic chápeme jako rovinu v R3 (tvořenou všemi trojicemi (x, y, z), které rovnici
řeš́ı) a množina řešeńı celé soustavy je pr̊unik těchto dvou rovin. Všimneme-li si
nav́ıc, že roviny zjevně nejsou rovnoběžné, muśı množinu všech řešeńı tvořit př́ımka,
jej́ıž jeden bod (− 3

5 ,
4
5 , 0) už jsme našli a jej́ıž směr je dán vektorem (3,−4, 5), který

je právě o netriviálńı řešeńı soustav rovnic se stejnými levými a nulovými pravými
stranami. Z geometrického náhledu tedy vid́ıme, že množin všechna řešeńı je př́ımka,
kterou můžeme vyjádřit ve tvaru {(−3

5 + 3t, 45 − 4t, 5t)T | t ∈ R}. �

1.3. Najděte všechna reálná řešeńı soustavy rovnic:
x1 + x2 − x4 = 1
x2 + x3 + x4 = 3

− x3 + 2x4 = 0
x3 + 3x4 = 5

Soustavu si opět můžeme zapsat do matice a poté ji (jedinou elementárńı řádkovou
úpravou) uprav́ıme na odstupňovanou matici:

1 1 0 −1
1

0 1 1 1
3

0 0 −1 2
0

0 0 1 3
5
 ∼


1 1 0 −1

1
0 1 1 1

3
0 0 −1 2

0
0 0 0 5

5


Nyńı už snadno jednoznačně dopoč́ıtáme neznámé zpětnou substitućı. Z posledńıho
řádku 5x4 = 5 dostáváme, že x4 = 1, z předposledńıho řádku −x3+2x4 = 0 vid́ıme,
že −x3+2 = 0, tedy x3 = 2. Dále z druhé rovnice x2+x3+x4 = 3 obdrž́ıme x2 = 0
a konečně z rovnice x1 + x2 − x4 = 1 dostaneme x1 = 2. Vid́ıme, že existuje jediné
řešeńı soustavy (x1, x2, x3, x4)

T = (2, 0, 2, 1)T . �

1.4. Najděte všechna reálná řešeńı soustavy rovnic s matićı a)

0 1 1
2

1 2 3
1

1 1 2
1
 ,

b)


1 1 3 2

2
1 0 1 1

1
2 1 −1 1

0
2 2 1 2

1
 , c)

(
1 1 0 1 2 −1

1
2 2 1 0 −1 1

3
)
.

Ve všech př́ıpadech postupujeme standardně posloupnost́ı elementárńıch úprav:
a) 0 1 1

2
1 2 3

1
1 1 2

1
 ,∼

1 1 2
1

0 1 1
0

0 1 1
2
 ,∼

1 1 2
1

0 1 1
0

0 0 0
2
 ,
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Vid́ıme, že p̊uvodńı soustava je ekvivalentńı se soustavou požaduj́ıćı rovnost 0 = 2,
tedy množina řešeńı je prázdná.

b)
1 1 3 2

2
1 0 1 1

1
2 1 −1 1

0
2 2 1 2

1
 ∼


1 0 1 1

1
1 1 3 2

2
2 1 −1 1

0
2 2 1 2

1
 ∼


1 0 1 1

 1
0 1 2 1

 1
0 1 −3 −1

 −2
0 2 −1 0

 −1

 ∼

∼


1 0 1 1

 1
0 1 2 1

 1
0 0 −5 −2

 −3
0 0 −5 −2

 −3

 ∼


1 0 1 1

 1
0 1 2 1

 1
0 0 5 2

 3
0 0 0 0

 0

 .

Obdrželi jsme matici hodnosti 3 s čtvrtým volným sloupcem (pivoty jsme opět vy-
značili tučně). Zvoĺıme-li opět za čtvrtou neznámou u parametr libovolnou reálnou
hodnotu t, dopoč́ıtáme zpětnou substitućı:

z =
3

5
− 2

5
t, y = −1

5
− 1

5
t, x =

2

5
− 3

5
t

Zjistili jsme, že {


2
5

−1
5

3
5
0

+ t


− 3

5
− 1

5
− 2

5
1

 | t ∈ R} je množina všech řešeńı dané soustavy.

Protože čtveřice (1, 0, 1,−1)T rovněž řeš́ı danou soustavu a vektor (3, 1, 2,−5) řeš́ı
homogenńı variantu naš́ı soustavy, snadno můžeme nahlédnout, že množinu všech

řešeńı také můžeme popsat ve tvaru {


1
0
1
−1

+ t


3
1
2
−5

 | t ∈ R}.

c) (
1 1 0 1 2 −1

1
2 2 1 0 −1 1

3
)

∼
(
1 1 0 1 2 −1

1
0 0 1 −2 −5 3

1
)
.

Źıskali jsme odstupňovanou matici, v ńıž jsou bez pivot̊u 2., 4., 5. a 6. sloupec, tedy
volné jsou jim odpov́ıdaj́ıćı proměnné. Označ́ıme-li si neznámé postupně x1, . . . , x6,
pak pro libovolná t2, t4, t5, t6 ∈ R polož́ıme

x2 = t2, x4 = t4, x5 = t5, x6 = t6

a zpětnou substitućı dopoč́ıtáme

x3 = 1 + 2t4 + 5t5 − 3t6 a poté x1 = 1− t2 − t4 − 2t5 + t6.

Nyńı obvyklým zp̊usobem poṕı̌seme množinu všech řešeńı soustavy:

{


1
0
1
0
0
0

+ t2


−1
1
0
0
0
0

+ t4


−1
0
2
1
0
0

+ t5


−2
0
5
0
1
0

+ t6


1
0
−3
0
0
1

+ | t2, t4, t5, t6 ∈ R}

�
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1.5. Najděte všechna racionálńı řešeńı soustavy rovnic z úlohy 1.2.

Stač́ı si rozmyslet, že z množiny řešeńı úlohy 1.2 muśıme vybrat ta, která jsou
ve všech složkách racionálńı. Neńı těžké nahlédnout, že součin, součet i rozd́ıl ra-
cionálńıch č́ısel je opět racionálńı, proto množina M = {(−3

5 + 3t, 45 − 4t, 5t)T | t ∈
Q} jistě obsahuje racionálńı řešeńı soustavy. Protože součin, součet a rozd́ıl ne-
nulového racionálńıho a iracionálńıho č́ısla je zjevně iracionálńı, obsahuje vektor
(−3

5 +3t, 45 − 4t, 5t)T pro každé iracionálńı t iracionálńı hodnoty, tud́ıž množina M
je právě množinou všech racionálńıch řešeńı soustavy. �

1.6. Najděte v závislosti na parametru a ∈ R všechna reálná řešeńı soustavy rovnic:
x + y + 3z = a
2x − ay + z = 1

Soustavu si nejprve naṕı̌seme v maticovém tvaru a uprav́ıme na odstupňovaný
tvar:(
1 1 3

 a
2 −a 1

 1

)
∼
(
1 1 3

 a
0 −a− 2 −5

 1− 2a

)
∼
(
1 1 3

 a
0 a+ 2 5

 2a− 1

)
.

Protože levá strana posledńı rovnice je vždy nenulová, má soustava pro všechna a
řešeńı. muśı jen rozlǐsit situaci, kdy a+ 2 = 0, tedy a = −2 a situaci, kdy a ̸= −2.

Necht’ nejprve a = −2. Pak je y volná proměnná a řeš́ıme soustavu s matićı:(
1 1 3

 −2
0 0 5

 −5

)
Polož́ıme tedy y = 0 a dopoč́ıtáme z = −1 a x = −2 − 3 · (−1) = 1. Pro y = 1
a dopoč́ıtáme hodnoty homogenńı soustavy z = 0 a x = −1, tedy množina všech
řešeńı je tvaru {(1, 0,−1)T + t(−1, 1, 0)T | t ∈ R}

Nyńı necht’ a ̸= −2. Potom je volná proměnná z a řeš́ıme soustavu s matićı:(
1 1 3

 a
0 a+ 2 5

 2a− 1

)
Polož́ıme tedy z = 0 a dopoč́ıtáme y = 2a−1

a+2 a x = a − 2a−1
a+2 = a2+1

a+2 . Konečně

dopoč́ıtáme-li pro z = 1 hodnoty řešeńı homogenńı soustavy y = − 5
a+2 a x =

−(3− 5
a+2 ) = − 3a+1

a+2 a množina všech řešeńı je proto tvaru

{

a2+1
a+2
2a−1
a+2

0

+ t

−3a+1
a+2

− 5
a+2

1

 | t ∈ R} = {

a2+1
a+2
2a−1
a+2

0

+ t

3a+ 1
5

−a− 2

 | t ∈ R}

�
16.10.

2. Soustavy rovnic nad obecnými tělesy

Sč́ıtáńı a násobeńı v tělese Zp = {0, 1, . . . , p − 1} pro prvoč́ıslo p budeme vždy
zapisovat obvyklými symboly + a ·.
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2.1. Najděte nad tělesem Z2 řešeńı soustavy rovnic:
x3 + x4 = 1

x1 + x3 + x4 = 0
x1 + x4 = 1

x1 + x2 + x3 = 1

Uvědomı́me si, že poč́ıtáńı v tělese obsahuj́ıćı jen (ve všech tělesech př́ıtomné)
prvky 0 a 1 je velmi snadné, soustavu zaṕı̌seme do matice a s poč́ıtáńım v Z2 ji
budeme př́ımočaře upravovat posloupnost́ı elementárńıch úprav:

0 0 1 1
1

1 0 1 1
0

1 0 0 1
1

1 1 1 0
1
 ∼


1 0 0 1

1
1 0 1 1

0
0 0 1 1

1
1 1 1 0

1
 ∼


1 0 0 1

1
0 0 1 0

1
0 0 1 1

1
0 1 1 1

0
 ∼

∼


1 0 0 1

1
0 0 1 0

1
0 0 1 1

1
0 1 0 0

1
 ∼


1 0 0 1

1
0 0 1 0

1
0 0 0 1

0
0 1 0 0

1
 ∼


1 0 0 1

1
0 1 0 0

1
0 0 1 0

1
0 0 0 1

0
 .

Nejprve jsme přehodili prvńı a třet́ı řádek, a poté přičetli (nový) prvńı řádek k
druhému a čtvrtému. Dále jsme třet́ı řádek přičetli ke čtvrtému, pak druhý k třet́ımu
a nakonec jsme zpřeházeli řádku a dostali jsme jediné řešeńı soustavy x1 = x2 =
x3 = 1 a x4 = 0.

Poznamenejme, že jsme ke stejnému výsledku mohli dospět i jinou posloupnost́ı
elementárńıch úprav, např́ıklad standardńım použit́ım Gaussovy eliminace a zpětné
substituce. �

2.2. Spoč́ıtejte v tělesech:

(a) Z3 hodnoty 1−1, 2−1 a 2−1 · (2 + 2),
(b) Z5 hodnoty 2−1, 3−1, 4−1 a (−2)−1 · ((2 + 4) · (4 + 4)−1) + 3,
(c) Z7 hodnoty 2−1, 3−1, 4−1, 5−1,6−1 a (−2)−1 · ((2 + 4) · (4 + 4)−1) + 3,
(d) Zp pro liché prvoč́ıslo p hodnoty 2−1 a (p− 1)−1.

(a) Stač́ı uvážit definice operaćı na Z3 (tedy modulo 3). Protože 1 · 1 = 1 a
2 · 2 = 1, dostáváme 1−1 = 1 a 2−1 = 2. Podobně snadno spočteme, že

2−1 · (2 + 2) = 2 · 1 = 2.

(b) Uvažujeme stejně jako v (a). Vid́ıme, že v Z5 máme 2 · 3 = 1, proto 2−1 = 3
a 3−1 = 2, a ¨protože 4 · 4 = 1, vid́ıme, že 4−1 = 4. Dále

(−2)−1 · ((2 + 4) · (4 + 4)−1) + 3 = 3−1 · (1 · 3−1) + 3 = 2 · 2 + 3 = 2.

(c) Podobně dostáváme nad Z7, že 2−1 = 4, 3−1 = 5, 4−1 = 2, 5−1 = 3 a
6−1 = 6, nebot’ 2 · 4 = 3 · 5 = 6 · 6 = 1 a dále

(−2)−1 · ((2 + 4) · (4 + 4)−1) + 3 = 5−1 · (6 · 1−1) + 3 = 3 · 6 + 3 = 0.

(d) Protože je p liché , vid́ıme, že p+1
2 ∈ Zp a v tělese Zp plat́ı, že 2 · p+1

2 = 1,

tud́ıž 2−1 = p+1
2 .

Vı́me z přednášky, že v jakémkoli tělese je (−1) · (−1) = 1, tedy (−1)−1 = (−1).
Protože v tělese Zp máme (p−1)+1 = 0, je p−1 č́ıslo opačné k č́ıslu 1. To znamená,
že −1 = p− 1 a podle předchoźı úvahy tedy (p− 1)−1 = p− 1. �
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2.3. Najděte v tělese Z5:

(a) x splňuj́ıćı rovnici 3x+ 4 = 1,
(b) všechna x a y splňuj́ıćı rovnici 4x− 3y + 1 = 2.

(a) Budeme zp̊usobem, na nějž jsme zvykĺı např́ıklad z tělese reálných č́ısel upra-
vovat rovnici ekvivalentńım úpravami. Nejprve od obou stran odečteme hodnotu 4,
což v Z5 znamená přič́ıst hodnotu 1 (vždyt’ −4 = 1) a dostaneme ekvivalentńı rov-
nici 3x = 2. Nyńı vyděĺıme trojkou tj. vynásob́ıme č́ıslem 1

3 = 3−1 = 2 a dostaneme
jediné řešeńı x = 4.

(b) Postupujeme jako v úloze (a). Nejprve odečteme od obou stran 1 a uvědomı́me
si, že −3 = 2. Obdrž́ıme rovnici 4x+ 2y = 1, kde vezmeme y = s ∈ Z5 libovolně a
zpětnou substitućı za daľśıho využit́ı ekvivalentńıch úprav dopoč́ıtáme

4x = 1− 2s = 1 + 3s⇒ x = 4−1(1 + 3s) = 4(1 + 3s) = 4 + 2s.

Množina všech řešeńı je pětiprvková tvaru

{
(
4
0

)
+ s

(
2
1

)
| s ∈ Z5} = {

(
4
0

)
,

(
1
1

)
,

(
3
2

)
,

(
0
3

)
,

(
2
4

)
}.

�

2.4. Najděte nad tělesem Z7 všechna řešeńı soustavy rovnic s matićı

a)

3 1 5 2
1

3 2 4 6
1

2 5 6 0
1
, b)

3 1 5 2
1

3 2 4 6
2

2 5 6 0
5
.

Opět uprav́ıme rozš́ı̌rené matici soustavy na odstupňované matici.
a) 3 1 5 2

1
3 2 4 6

1
2 5 6 0

1
 ∼

3 1 5 2
1

0 1 6 4
0

0 2 5 1
5
 ∼

3 1 5 2
1

0 1 6 4
0

0 0 0 0
5


Protože posledńı řádek představuje rovnici 0 = 5, která neplat́ı pro žádný vektor
neznámých, je množina všech řešeńı soustavy prázdná.

b) 3 1 5 2
1

3 2 4 6
2

2 5 6 0
5
 ∼

3 1 5 2
1

0 1 6 4
1

0 2 5 1
2
 ∼

3 1 5 2
1

0 1 6 4
1

0 0 0 0
0


Tentokrát řešeńı soustavy existuje a my ho obvyklým zp̊usobem nalezneme zpětnou
substitućı pro volbu za volné proměnné x3 = r a x4 = s:

x2 + 6x3 + 4x4 = 1 ⇒ x2 = 1 + x3 + 3x4 = 1 + r + 3s,

3x1 + x2 + 5x3 + 2x4 = 1 ⇒ x1 = 3−1(1 + 6x2 + 2x3 + 5x4) =

= 5(1 + 6(1 + r + 3s) + 2r + 5s) = 5(r + 2s) = 5r + 3s

Našli jsme množinu všech řešeńı soustavy:

{


0
1
0
0

+ r ·


5
1
1
0

+ s ·


3
3
0
1

 | r, s ∈ Z7}.

�
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2.5. Najděte nad tělesem Z5 všechna řešeńı soustavy rovnic s matićı3 1 1 2 4
1

1 2 1 2 1
2

4 3 0 1 3
4
 .

Postupujeme stejně jako v předchoźıch úlohách. Nejprve rozš́ı̌renou matici stejnými
elementárńımi úpravami uprav́ıme na odstupňovanou matici a poté najdeme všechna
řešeńı zpětnou substitućı:3 1 1 2 4

1
1 2 1 2 1

2
4 3 0 1 3

4
 ∼

3 1 1 2 4
1

0 0 4 3 3
0

0 0 1 3 4
1
 ∼

3 1 1 2 4
1

0 0 1 3 4
1

0 0 0 1 2
1
 .

Polož́ıme za volné proměnné x2 = s a x5 = t, kde s, t ∈ a obvyklým zp̊usobem
dopoč́ıtáme x4 = 1+3t, x3 = 3+2t a x1 = 2+3s+ t. Nyńı zbývá shrnout množinu
všech dvaceti pěti řešeńı soustavy do množiny

{


2
0
3
1
0

+ s ·


3
1
0
0
0

+ t ·


1
0
2
3
1

 | s, t ∈ Z5}

�

2.6. Najděte nad tělesem komplexńıch č́ısel množinu všech řešeńı soustavy s matićı(
1 + i i 0

 i− 1
1 1− i 2

 i

)
.

I tentokrát nejprve převedeme matici na odstupňovaný tvar:(
1 + i i 0

 i− 1
1 1− i 2

 i

)
∼
(

1 1− i 2
 i

1 + i i 0
 i− 1

)
∼(

1 1− i 2
 i

0 i− 2 −2− 2i
 0

)
∼
(
1 1− i 2

 i
0 5 2 + 6i

 0

)
.

Pro volnou proměnnou z = t ∈ C dostáváme y = −( 25 + 6
5 i)t a

x = i− (1− i)y − 2z = i+ (1− i)(
2

5
+

6

5
i)t− 2t = i+ (−2

5
+

4

5
i)t

Spoč́ıtali jsme, že množina všech řešeńı soustavy je právě

{

i0
0

+ t

−2
5 + 4

5 i
−2

5 − 6
5 i

1

 | t ∈ C} = {

i0
0

+ t

−2 + 4i
−2− 6i

5

 | t ∈ C}.

�

2.7. Najděte v závislosti na parametru a nad tělesem a) Z5, b) Z7 c) Z11 řešeńı
soustavy rovnic z úlohy 1.6.

Stejně jako v úloze 1.6 převedeme soustavu do ekvivalentńıho odstupňovaného
tvaru (

1 1 3
 a

2 −a 1
 1

)
∼
(
1 1 3

 a
0 a+ 2 5

 2a− 1

)
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a provedeme obdobnou diskusi.
Necht’ a = −2. Pak je y volná proměnná a řeš́ıme soustavu s matićı:(

1 1 3
 −2

0 0 5
 −5

)
V př́ıpadech b) a c), kdy pracujeme s tělesem charakteristiky r̊uzné od pěti je
postup stejný jako v 1.6, proto je množina všech řešeńı opět tvaru {(1, 0,−1)T +
t(−1, 1, 0)T | t ∈ T} pro těleso T = Z7,Z11. V př́ıpadě a), kdy pracujeme s tělesem
Z5 se nám modulo 5 druhý řádek soustavy vynuluje:(

1 1 3
 −2

0 0 5
 −5

)
=

(
1 1 3

 3
0 0 0

 0

)
Výše spoč́ıtané partikulárńı řešeńı po úpravě modulo 5 z̊ustává v platnosti (a bude
tedy tvaru (1, 0, 4)T ), snadno lze ovšem také naj́ıt kanonické partikulárńı řešeńı pro
nulové hodnoty obou volných proměnných (3, 0, 0)T . Při výpočtu řešeńı homogenńı
soustavy máme dvě volné proměnné x2 a x3. Obvyklým postupem nyńı najdeme
nad Z5 dvě řešeńı (4, 1, 0)T a (2, 0, 1)T (jednočlenné) homogenńı soustavy, všechna
řešeńı jsou tedy tvaru

(1, 0, 4)T + t · (4, 1, 0)T + s · (2, 0, 1)T pro s, t ∈ Z5.

Zjistili jsme , že všechna řešeńı tvoř́ı pro a = −2 množina:

a){

1
0
4

+ t

4
1
0

+ s

2
0
1

 | s, t ∈ Z5},

b){

1
0
6

+ t

6
1
0

 | t ∈ Z7}, c){

 1
0
10

+ t

10
1
0

 | t ∈ Z11}.

V př́ıpadě a ̸= −2, je volná proměnná z a stač́ı využ́ıt výsledky úlohy 1.6:

a){

a2+1
a+2
2a+4
a+2

0

+ t

3a+ 1
0

4a+ 3

 | t ∈ Z5}, b){

a2+1
a+2
2a+6
a+2

0

+ t

3a+ 1
5

6a+ 5

 | t ∈ Z7},

c)

a2+1
a+2
2a−1
a+2

0

+ t

 3a+ 1
5

10a+ 9

 | t ∈ Z11}

Závěrem poznamenejme, že symbol c
d je v tělese Zp výraz, který je třeba dopoč́ıtat,

tedy že c
d = c · d−1. �

23.10.

3. Poč́ıtáńı s maticemi

3.1. Uvažujme matice A =

(
1 2
3 5

)
, B =

(
1 0 −1
1 2 1

)
a C =

(
1 2 0
3 5 1

)
nad

tělesem R, Z7 a Z11.

(a) Spoč́ıtejte součty B+C, C+B, BT +CT .
(b) Spoč́ıtejte součiny A ·B, BT ·AT , BT ·A, BT ·C, CT ·B a 5 ·C·.
(c) Spoč́ıtejte A · (A−B ·CT ) + (C ·BT ·AT )T −A.
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Ve všech př́ıpadech úlohu vyřeš́ıme nejprve v tělese charakteristiky 0, tedy v
reálných č́ıslech a poté, obdobně jako tomu bylo v Př́ıkladu 1.6 výsledek pouze
uprav́ıme modulu př́ıslušné prvoč́ıslo.

(a) Postupujeme nejprve př́ımo podle definice součtu matic:

B+C =

(
1 0 −1
1 2 1

)
+

(
1 2 0
3 5 1

)
=

(
1 + 1 0 + 2 −1 + 0
1 + 3 2 + 5 1 + 1

)
=

(
2 2 −1
4 7 2

)
.

Na přednášce bylo ukázáno, že je sč́ıtáńı matic komutativńı, nemuśıme samozřejmě

druhý součet poč́ıtat a př́ımo vid́ıme, že C+B = B+C =

(
2 2 −1
4 7 2

)
nad R a

C+B = B+C =

(
2 2 6
4 0 2

)
nad Z7 a C+B = B+C =

(
2 2 10
4 7 2

)
nad Z11.

Podobně bylo na přednášce ověřeno, žeBT+CT = (B+C)T , tedy nám stač́ı jen bez

daľśıho poč́ıtáńı transponovat matici B+C, abychom dostali BT +CT =

 2 4
2 7
−1 2


nad tělesem reálných č́ısel,

BT +CT =

2 4
2 0
6 2

 nad Z7, a BT +CT =

 2 4
2 7
10 2

 nad Z11.

(b) Opět nejprve postupujme bezprostředně podle definice, tentokrát se jedná o
definici násobeńı matic: A ·B =(
1 2
3 5

)
·
(
1 0 −1
1 2 1

)
=

(
1 · 1 + 2 · 1 1 · 0 + 2 · 2 −1 · 1 + 2 · 1
3 · 1 + 5 · 1 3 · 0 + 5 · 2 −3 · 1 + 5 · 1

)
=

(
3 4 1
8 10 2

)
.

Protože bylo na přednášce ověřeno, že (A ·B)T = BT ·AT , vid́ıme, že

BT ·AT =

(
3 4 1
8 10 2

)T

=

3 8
4 10
1 2

 .

To nám ovšem nepomůže pro výpočet BT ·A, který opět provedeme podle definice:

BT ·A =

 1 1
0 2
−1 1

 ·
(
1 2
3 5

)
=

4 7
6 10
2 3

 .

Při výpočtu součinu BT · C nám pomůže rozklad matice C na dva bloky C =

(A|S), kde A je matice s kterou pracujeme a S =

(
0
1

)
. Výpočet nám usnadńı

jednak to, že jsme již spoč́ıtali součin BT ·A a dále pozorováńı, že součin BT · S
právě vybere z matice BT druhý sloupec:

BT ·C = (BT ·A|BT · S) =

 1 1
0 2
−1 1

 ·
(
1 2

 0
3 5

 1

)
=

4 7 1
6 10 2
2 3 1

 .
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Konečně CT ·B = CT · (BT )T = (BT ·C)T =

4 6 2
7 10 3
1 2 1

 a

5 ·C =

(
5 · 1 5 · 2 5 · 0
5 · 3 5 · 5 5 · 1

)
=

(
5 10 0
15 25 5

)
.

Našli jsme výsledky v tělese reálných č́ısel a nyńı je uprav́ıme nad oběma konečnými
tělesy:

A ·B =

(
3 4 1
1 3 2

)
, BT ·A =

4 0
6 3
2 3

 , BT ·C =

4 0 1
6 3 2
2 3 1

 ,

a CT ·B =

4 6 2
0 3 3
1 2 1

 a 5 ·C =

(
5 3 0
1 4 5

)
vše nad tělesem Z7. Obdobně

A ·B =

(
3 4 1
8 10 2

)
, BT ·A =

4 7
6 10
2 3

 , BT ·C =

4 7 1
6 10 2
2 3 1

 ,

CT ·B =

4 6 2
7 10 3
1 2 1

 a 5 ·C =

(
5 10 0
4 3 5

)
vše nad tělesem Z11.

(c) Využijeme početńıch pravidel a nejprve uprav́ıme:

A ·(A−B ·CT )+(C ·BT ·AT )T −A = A ·A−A ·B ·CT +(AT )T ·(BT )T ·CT −A =

= A · (A− I2)−A ·B ·CT +A ·B ·CT = A · (A− I2).

Nyńı snadno dopoč́ıtáme

A · (A− I2) =

(
1 2
3 5

)
·
(
0 2
3 4

)
=

(
6 10
15 26

)
nad R

A · (A− I2) =

(
6 3
1 5

)
nad Z7, a A · (A− I2) =

(
6 10
4 4

)
nad Z11.

�

3.2. Najděte nad tělesem Z7 všechny matice X splňuj́ıćı rovnost A ·X = B, jestliže

(a) A =

(
4 5
1 3

)
, B =

(
0 1
0 2

)
, (b) A =

(
5 5
2 3

)
, B =

(
1 2 5
3 1 1

)
,

(a) Hledaná matice X muśı být zřejmě typu 2 × 2 tvaru X = (x,y) pro dva
sloupcové vektory, x,y ∈ Z2

7. Užit́ım definice násobeńı matic snadno nahlédneme,
že pro X plat́ı, že splňuje rovnost A ·X = B, právě tehdy když

Ax =

(
0
0

)
a Ay =

(
1
2

)
Protože maj́ı obě soustavy touž matici levých stran, můžeme soustavy zapsat do
jedné matice s oběma vektory pravých stran vpravo a levé strany uprav́ıme po-
sloupnost́ı elementárńıch úprav na odstupňovanou matici:(

4 5
0 1

1 3
0 2

)
∼
(
1 3

0 2
0 0

0 0

)
.
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Dostali jsme tedy dvě soustavy s rozš́ı̌renými maticemi(
1 3

0
0 0

0
)

a

(
1 3

2
0 0

0
)
.

Nyńı snadno obvyklým zp̊usobem dopoč́ıtáme, že prvńı soustavu řeš́ı právě vektory
c · (4, 1)T pro všechna c ∈ Z7 druhou soustavu řeš́ı právě vektory (2, 0)T +d · (4, 1)T
pro všechna d ∈ Z7. Zbývá všechna řešeńı soustav sepsat do řešeńı maticové rovnice.
Tedy X je řešeńım maticové rovnice A · X = B, právě když X lež́ı v množině

{(x,y)|∃c, d ∈ Z7 : x = c ·
(
4
1

)
,y =

(
2
0

)
d ·
(
4
1

)
} =

= {
(
4c 2 + 4d
c d

)
| c, d ∈ Z7}.

(b) I tentokrát nejprve snadno zjist́ıme, že hledaná matice je typu 2× 3, sestává
ze tř́ı sloupcových vektor̊u x,y, z ∈ Z2

7 tak, že X = (x,y, z) a plat́ı

Ax =

(
1
3

)
, Ay =

(
2
1

)
a Az =

(
5
1

)
Stejně jako v (a) budeme hledat řešeńı všech soustav najednou:

∼
(
5 5

1 2 5
0 1

4 3 6

)
∼
(
5 0

2 1 3
0 1

4 3 6

)
∼
(
1 0

6 3 2
0 1

4 3 6

)
.

Matici levých stran se nám postupně podařilo upravit na jednotkovou matici, z ńıž
okamžitě odečteme řešeńı jednotlivých neznámých:

x =

(
1 0
0 1

)
x =

(
6
4

)
, y =

(
1 0
0 1

)
y =

(
3
3

)
a z =

(
1 0
0 1

)
z =

(
2
6

)
Zjistili jsme, že existuje právě jedno řešeńı rovnice X =

(
6 3 2
4 3 6

)
. �

3.3. Uvažujme matice A =

(
1 2
3 1

)
a B =

(
1 0 1
1 1 0

)
nad tělesem Z5 a definujme

zobrazeńı fA : Z2
5 → Z2

5 a fB : Z3
5 → Z2

5 předpisy fA(v) = Av a fB(v) = Bv

(a) Rozhodněte, zda je fA či fB prosté zobrazeńı.
(b) Rozhodněte, zda je fA či fB zobrazeńı na.
(c) Najděte všechny vektory v ∈ Z3

5, pro něž je fB(v) = (0, 0)T

(d) Najděte všechny vektory v ∈ Z3
5, pro něž je fB(v) = (1, 2)T

(a) Připomeňme, že je zobrazeńı fA prosté, jestliže fA(u) = fA(v) =⇒ u =
v. Protože fA(u) = fA(v), právě když fA(u − v) = fA(u) − fA(v) = 0, lze
ekvivalentně prostotu zobrazeńı fA vyjádřit podmı́nkou fA(u) = 0 =⇒ u = 0.
Tedy nám stač́ı zjistit, zda maj́ı soustavy rovnicAx = (0, 0)T a Bx = (0, 0)T nějaké
nenulové řešeńı. V obou př́ıpadech po jediné ekvivalentńı úpravě vid́ıme, že nenulové
řešeńı existuj́ı, v prvńım př́ıpadě např́ıklad fA((3, 1)T ) = (0, 0)T = fA((0, 0)T ) a v
druhém př́ıkladě např́ıklad fB((4, 1, 1)

T ) = (0, 0)T = fB((0, 0, 0)
T ), proto zobrazeńı

fA ani fB neńı podle definice prosté.
(b) Opět se úloha redukuje na otázku řešeńı soustavy rovnic s danou matićı.

Tentokrát se ptáme, zda pro každou pravou stranu existuje řešeńı. V prvńım př́ıpadě
vid́ıme, že nikoli, např́ıklad pro pravou stranu (1, 0)T vid́ıme, že řešeńı soustavy
Ax = (1, 0)T neexistuje. V druhém př́ıpadě vid́ıme, že odstupňovaný tvar matice
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B nemá žádný nulový řádek, tedy pivoty každé soustavy s matićı levých stran B
lež́ı v části matice odpov́ıdaj́ıćı levým stranám, proto řešeńı vždy existuje. Tedy fA
neńı na, zat́ımco fB je zobrazeńı na Z2

5.
(c) Stač́ı, abychom obvyklým zp̊usobem vyřešili homogenńı soustavu rovnic s

matićı

B ∼
(
1 0 1
0 1 4

)
.

Obvyklým zp̊usobem zjist́ıme, že vektor v splňuje fB(v) = (0, 0)T , právě když lež́ı

v množině {t ·

4
1
1

 | t ∈ Z5}.

(d) Tentokrát standardně řeš́ıme soustavu rovnic tvaru Bx = (1, 2)T s mati-
covým zápisem (

1 0 1
 1

1 1 0
 2

)
∼
(
1 0 1

 1
0 1 4

 1

)
.

Spoč́ıtáme jedno partikulárńı řešeńı (1, 1, 0)T a využijeme výsledku (c), vid́ıme, že

v splňuje fB(v) = (0, 0)T , právě když lež́ı v množině {

1
1
0

+ t ·

4
1
1

 | t ∈ Z5}. �

30.10.

3.4. Definujme zobrazeńı fA : Q2 → Q2 předpisem fA(v) = Av pro racionálńı

matici A =

(
2 3
3 4

)
.

(a) Spoč́ıtejte jádro matice A,
(b) dokažte, že je fA bijekce,
(c) existuje-li, najděte racionálńı matici X, pro ńıž AX = I2,
(d) existuje-li, najděte matici B, pro niž plat́ı fB ◦ fA = fA ◦ fB = Id, tedy

fB = f−1
A , kde je fB definováno předpisem fB(v) = Bv.

(e) spoč́ıtejte součin X ·A.

(a) Jádro matice je právě množina všech řešeńı homogenńı soustavy rovnic s
danou matićı, tj. KerA = {x ∈ Q2| Ax = 0}. Standardńım postupem v jediném
kroku uprav́ıme matici A na odstupňovanou(

2 3
3 4

)
∼
(
2 3
0 −1

2

)
a vid́ıme, že matice levých stran neobsahuje žádný sloupec odpov́ıdaj́ıćı volné
proměnné, tud́ıž jediné řešeńı soustavy je triviálńı a KerA = {0}.

(b) Máme dokázat, že je zobrazeńı dané matićı A prosté a na, tedy máme
ukázat, že pro každý vektor v ∈ Q2 existuje právě jeden vektor x ∈ Q2, pro který
fA(x) = Ax = v. Opět tedy řeš́ıme soustavy rovnic. Uvědomı́me-li si, že podle
Věty 4.33 z přednášky je každé řešeńı soustavy rovnic s matićı A tvaru u+KerA
pro nějaké partikulárńı řešeńı, stač́ı pro ověřeńı prostoty zobrazeńı zjistit, zda je
jádro KerA jednoprvkové. To jsme ovšem už spoč́ıtali v úloze (a). Nav́ıc jsme v (a)
zjistili, že odstupňovaný tvar matice A neobsahuje žádný nulový řádek, tedy pro



16

každou pravou stranu v umı́me soustavu Ax = v vyřešit. T́ım máme ověřeno, že
je zobrazeńı fA prosté i na.

(c) Budeme postupovat stejně jako v úloze 3.2, tj řeš́ıme dvě soustavy rovnic se
stejnou matićı levých stran

Ax =

(
1
0

)
,Ay =

(
0
1

)
a hledanou matićı (existuj́ı-li obě řešeńı) sestav́ıme ze sloupc̊u X = (x,y). Obě
soustavy přitom upravujeme společně v jedné rozš́ı̌rené matici.(

2 3
1 0

3 4
0 1

)
∼
(
−1 −1

1 −1
3 4

0 1

)
∼
(
−1 −1

1 −1
0 1

3 −2

)
∼

∼
(
1 1

 −1 1
0 1

 3 −2

)
∼
(
1 0

 −4 3
0 1

 3 −2

)
.

Postupně jsme odč́ıtali druhý řádek od prvńıho, přič́ıtali trojnásobek prvńıho řádku
ke druhému, vynásobili prvńı řádek hodnotou−1 a odečetli druhý řádek od prvńıho,

abychom zjistili, že X =

(
−4 3
3 −2

)
. Všimněme si, že upraveńım levé strany matice

na jednotkovou znamená, že už nemuśıme dopoč́ıtávat sloupce matice X, protože
se na levé straně upravené matice hledaná matice X objev́ı.

(d) Využit́ım definice zobrazeńı fA a fB pro každý vektor v ∈ Q2 dostaneme

fA ◦ fB(v) = fA(B · v) = A ·B · v .

polož́ıme-li tedy B = X =

(
−4 3
3 −2

)
, tj. vezmeme matici nalezenou v úloze (c),

obdrž́ıme pro každé v ∈ Q2

fA ◦ fB(v) = A · (X · v) = (A ·X) · v = I2 · v = v .

T́ım jsme dokázali, že fA ◦ fB = Id. Protože je fA bijekce, v́ıme že existuje f−1
A ,

proto

f−1
A = f−1

A ◦ Id = f−1
A ◦ (fA ◦ fB) = (f−1

A ◦ fA) ◦ fB = Id ◦ fB = fB,

proto i fB ◦ fA = Id.
(e) Př́ımým výpočtem lze snadno zjistit, že X ·A = I2. Stejný závěr ovšem plyne

také z pozorováńı úlohy (d), že fB ◦ fA = Id. �

3.5. Uvažujme matici B a zobrazeńı fB : Z3
5 → Z2

5 z úlohy 3.3. nad tělesem Z5

a definujme zobrazeńı fA : Z2
5 → Z2

5 a fB : Z3
5 → Z2

5 předpisy fA(v) = Av a
fB(v) = Bv

(a) Najděte všechny matice X nad Z5, pro ńıž BX = I2,
(b) najděte všechny matice Y nad Z5, pro ńıž YB = I3.

(a) Postupujeme obdobně jako v předchoźı úloze. Nejprve řeš́ıme soustavy rovnic

se společnou matićı levých stran Bx =

(
1
0

)
,By =

(
0
1

)
:(

1 0 1
 1 0

1 1 0
 0 1

)
∼
(
1 0 1

 1 0
0 1 4

 4 1

)
.
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Zpětnou substitućı pro hodnotu třet́ı proměnné 0 źıskáme dvě partikulárńı řešeńı

soustav, které umı́st́ıme do sloupc̊u matice X =

1 0
4 1
0 0

. Využijeme-li jádro

KerB = {t ·

4
1
1

 | t ∈ Z5}

nalezené v úloze 3.3, snadno poṕı̌seme množinu všech matic X splňuj́ıćı BX = I2:

{

1 0
4 1
0 0

+

4s 4t
s t
s t

 | s, t ∈ Z5} = {

4s+ 1 4t
s+ 4 t+ 1
s t

 | s, t ∈ Z5}

(b) Tentokrát můžeme bud’ pomoćı transpozice a řešeńı soustav rovnic př́ımočaře,
byt’ poněkud těžkopádně spoč́ıtat, že požadované matice Y žádná neexistuje, nebo
lze zopakovat úvahu úlohy 3.4(d). Kdyby totiž matice Y existovala, muselo by pro
indukované zobrazeńı fY platit, že fY ◦ fB = Id. Zobrazeńı fB ovšem neńı prosté,
tedy žádné zobrazeńı g splňuj́ıćı g ◦ fB = Id nemůže existovat, tedy množina všech
matic Y je prázdná �

3.6. Existuje-li, najděte matici X splňuj́ıćı

(a)

 1 2 1
−2 −3 1
2 4 3

 ·X = I3 nad tělesem racionálńıch č́ısel,

(b)

(
2 2
3 1

)
·X = I2 nad tělesem Z5,

(c)


0 1 1 1
1 0 1 1
1 1 0 1
1 1 1 0

 ·X = I4 nad tělesem Z2.

(a) Poč́ıtáme obdobně jako v úloze 3.4: 1 2 1
1 0 0

−2 −3 1
0 1 0

2 4 3
0 0 1

 ∼

1 2 1
 1 0 0

0 1 3
 2 1 0

0 0 1
 −2 0 1

 ∼

∼

1 2 0
 3 0 −1

0 1 0
 8 1 −3

0 0 1
 −2 0 1

 ∼

1 0 0
 −13 −2 5

0 1 0
 8 1 −3

0 0 1
 −2 0 1

 .

Vid́ıme, že X =

−13 −2 5
8 1 −3
−2 0 1

.

(b) Opět upravujeme řádky rozš́ı̌rené matice nad tělesem Z5:(
2 2

1 0
3 1

0 1

)
∼
(
2 2

1 0
0 3

1 1

)
∼
(
1 1

3 0
0 1

2 2

)
∼
(
1 0

1 3
0 1

2 2

)
Postupně jsme 1) přičetli 1. řádek ke 2. (protože −3 = 2 v Z5), 2) vynásobili 1.
řádek č́ıslem 3 a 2. řádek č́ıslem 2 (protože 2−1 = 3 a 3−1 = 2 v Z5), 3) odečetli
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2. řádek od 1. nebo ekvivalentně řečeno přičetli 4-násobek 2. řádku k 1. (protože
−4 = 1 v Z5).

Nyńı vid́ıme, že X =

(
1 3
2 2

)
nad tělesem Z5.

(c) Postupujeme standardně, přičemž nejprve přičteme všechny ńıže položené
řádky k prvńımu a poté prvńı řádek přičteme k ńıže položeným řádk̊um:

0 1 1 1
1 0 0 0

1 0 1 1
0 1 0 0

1 1 0 1
0 0 1 0

1 1 1 0
0 0 0 1

 ∼


1 1 1 1

1 1 1 1
1 0 1 1

0 1 0 0
1 1 0 1

0 0 1 0
1 1 1 0

0 0 0 1

 ∼

∼


1 1 1 1

1 1 1 1
0 1 0 0

1 0 1 1
0 0 1 0

1 1 0 1
0 0 0 1

1 1 1 0

 ∼


1 0 0 0

0 1 1 1
0 1 0 0

1 0 1 1
0 0 1 0

1 1 0 1
0 0 0 1

1 1 1 0

 .

Spoč́ıtali jsme, že X =


0 1 1 1
1 0 1 1
1 1 0 1
1 1 1 0

. �

13.11.

3.7. Rozhodněte, které z následuj́ıćıch matic jsou regulárńı. K regulárńım matićım
najděte jejich inverzńı matice.

(a) B =

(
1 2
3 6

)
nad tělesem racionálńıch č́ısel,

(b) C =

(
1 2
3 1

)
nad tělesem reálných č́ısel a nad tělesem Z5,

(c) D =

(
1 + i 1
2 3− i

)
nad tělesem komplexńıch č́ısel.

(f) G =

1 2 4
3 2 6
1 0 5

 nad tělesem Z7,

(g) GT nad tělesem Z7

Potřebujeme nejprve zjistit, zda odstupňovaná matice každé ze uvedených čtvercových
matic obsahuje či neobsahuje nulový řádek. V prvńım př́ıpadě jde o singulárńı a v
druhém o regulárńı matici. Inverzńı matice potom poč́ıtáme stejně jako v př́ıkladu
3.6.

(a) Jedinou úpravou dostaneme B ∼
(
1 2
0 0

)
, tud́ıž matice B neńı regulárńı.

(b) Opět jedinou elementárńı úpravou dostaneme, že C ∼
(
1 2
0 −5

)
nad tělesem

reálných č́ısel, což znamená, že je matice regulárńı. Nad tělesem Z5 matici uprav́ıme

modulo 5, tedy C ∼
(
1 2
0 0

)
a matice C je nad Z5 singulárńı. Zbývá naj́ıt inverzńı

matici C nad R:(
1 2

1 0
3 1

0 1

)
∼
(
1 2

 1 0
0 −5

 −3 1

)
∼
(
1 0

 − 1
5

2
5

0 1
 3

5 −1
5

)
∼
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Dostali jsme, že C−1 = 1
5 ·
(
−1 2
3 −1

)
.

(c) Postupujeme jako v (b) s využit́ım aritmetiky komplexńıch č́ısel, během
výpočtu přitom zjist́ıme, že inverz existuje:(

1 + i 1
1 0

2 3− i
0 1

)
∼
(
1 + i 1

 1 0
0 2

 −1 + i 1

)
∼

∼
(
1 1−i

2

 1−i
2 0

0 1
 i−1

2
1
2

)
∼
(
1 0

 1−2i
2

i−1
4

0 1
 i−1

2
1
2

)
Spoč́ıtali jsme, že D−1 =

(
1−2i
2

i−1
4

i−1
2

1
2

)
= 1

4

(
2− 4i i− 1
2i− 2 2

)
.

(d) Poč́ıtáme tentokrát nad Z7:1 2 4
1 0 0

3 2 6
0 1 0

1 0 5
0 0 1

 ∼

1 0 5
0 0 1

0 2 5
0 1 4

0 2 6
1 0 6

 ∼

1 0 0
2 5 5

0 1 0
1 3 4

0 0 1
1 6 2

 .

Dostali jsme G−1 =

2 5 5
1 3 4
1 6 2

.

(e) Tentokrát pouze využijeme předchoźı výsledek a tvrzeńı z přednášky, které

ř́ıká, že (GT )−1 = (G−1)T =

2 5 5
1 3 4
1 6 2

T

=

2 1 1
5 3 6
5 4 2

 . �

3.8. Napǐste všechny regulárńı matice z předchoźı úlohy jako součin elementárńıch
matic.

Využijeme postup d̊ukazu Věty 4.66. Stač́ı nám tedy zaznamenat inverzńı ele-
mentárńı úpravy k těm, které jsme prováděli při převodu matice na inverzńı, do
elementárńıch matic:

Matici C =

(
1 2
3 1

)
nad tělesem reálných č́ısel jsme převedli na jednotkovou

tak, že jsme nejprve odečetli trojnásobek prvńıho řádku k druhému, poté vydělili
druhý řádek č́ıslem −5 a nakonec odečetli dvojnásobek druhého řádku od prvńıho.
To znamená, že(

1 −2
0 1

)
·
(
1 0
0 −1

5

)
·
(

1 0
−3 1

)
·
(
1 2
3 1

)
=

(
1 0
0 1

)
,

proto hledané elementárńı matice dostáváme přenásobeńım rovnosti zleva př́ısluš-
nými inverzńımi elementárńımi maticemi, které jsou samozřejmě také elementárńı:

C =

(
1 0
−3 1

)−1

·
(
1 0
0 −1

5

)−1

·
(
1 −2
0 1

)−1

=

(
1 0
3 1

)
·
(
1 0
0 −5

)
·
(
1 2
0 1

)
,

V př́ıpadě matice D =

(
1 + i 1
2 3− i

)
nad tělesem komplexńıch č́ısel jsme po-

stupně upravovali: 1) (1 − i)-násobek prvńıho řádku jsme odečetli od druhého, 2)
prvńıho řádek jsme vynásobili hodnotou 1

1+i a druhý řádek hodnotou 1
2 3) 1−i

2 -
násobek druhého řádku jsme odečetli od prvńıho. Nyńı zbývá elementárńı matice
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opačných elementárńıch úprav sepsat do matic(
1 + i 1
2 3− i

)
=

(
1 0

1− i 1

)
·
(
1 + i 0
0 1

)
·
(
1 0
0 2

)
·
(
1 1−i

2
0 1

)
.

Podobně pro matici G =

1 2 4
3 2 6
1 0 5

 nad tělesem Z7 stač́ı zaznamenat prove-

dené elementárńı úpravy do inverzńıch elementárńıch matic G =0 0 1
0 1 0
1 0 0

1 0 0
3 1 0
0 0 1

1 0 0
0 1 0
1 0 1

1 0 0
0 1 0
0 1 1

1 0 0
0 1 5
0 0 1

1 0 5
0 1 0
0 0 1

1 0 0
0 2 0
0 0 1

 .

Konečně pro matici transponovanou keG stač́ı transponovat celý součin elementárńıch
matic, tedy GT =1 0 0
0 2 0
0 0 1

1 0 0
0 1 0
5 0 1

1 0 0
0 1 0
0 5 1

1 0 0
0 1 1
0 0 1

1 0 1
0 1 0
0 0 1

1 3 0
0 1 0
0 0 1

0 0 1
0 1 0
1 0 0

 .

�

3.9. Rozhodněte, pro která a z tělesa je matice Aa regulárńı a pro tato a spoč́ıtejte
matici A−1

a .

(a) Aa =

(
2 a
3 0

)
nad tělesem Z7,

(b) Aa =

(
1 a
a 2a− 1

)
nad tělesem Q,

(c) Aa =

a 1 0
1 0 a
1 2 a

 nad tělesem Z5.

Budeme obvyklým zp̊usobem poč́ıtat inverzńı matice a přitom zároveň prove-
deme diskusi, pro která a inverzńı matice existuje.

(a) (
2 a

1 0
3 0

0 1

)
∼
(
3 0

0 1
2 a

1 0

)
∼
(
1 0

0 5
0 a

1 4

)
Vid́ıme, že Aa regulárńı, právě když a ̸= 0 a tehdy A−1

a =

(
0 5
a−1 4a−1

)
(b) Postupujeme stejně jako v (a):(

1 a
1 0

a 2a− 1
0 1

)
∼
(
1 a

 1 0
0 2a− 1− a2

 −a 1

)
Tentokrát je zřejmě matice Aa regulárńı, právě když 2a− 1− a2 = −(a− 1)2 ̸= 1,
tedy právě když a ̸= 1. Pro a ∈ Q \ {1} pokračujeme v úpravách:

∼
(
1 a

 1 0
0 1

 a
(a−1)2

−1
(a−1)2

)
∼

(
1 0

 1−2a
(a−1)2

a
(a−1)2

0 1
 a

(a−1)2
−1

(a−1)2

)

Zjistili jsme, že A−1
a = 1

(a−1)2

(
1− 2a a
a −1

)
.
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(c) Nejprve si všimněme, že pro a = 0 je posledńı sloupec matice nulový, tedy
matice A0 je singulárńı. Dále uvažujme jen a ∈ Z5 \ {0}:a 1 0

1 0 0
1 0 a

0 1 0
1 2 a

0 0 1

 ∼

1 0 a
0 1 0

1 2 a
0 0 1

a 1 0
1 0 0

 ∼

1 0 a
0 1 0

0 2 0
0 4 1

0 1 4a2
1 4a 0

 ∼

∼

1 0 a
0 1 0

0 1 0
0 2 3

0 0 4a2
1 4a+ 3 2

 ∼

1 0 0
 a−1 3a−1 2a−1

0 1 0
 0 2 3

0 0 4a2
 1 4a+ 3 2

 ∼

Nyńı snadno dopoč́ıtáme, že Aa =

a−1 3a−1 2a−1

0 2 3
4
a2

a+2
a2

3
a2

 pro a ∈ Z5 \ {0}. �

3.10. Spoč́ıtejte součiny reálných matic

(a)

(
2 3
1 1

)−1

·
(
1 3 1 −1
2 0 −1 2

)
, (b)

 2 0
−1 3
1 2

 ·
(
3 4
2 3

)−1

.

(a) Označme A =

(
2 3
1 1

)
a B =

(
1 3 1 −1
2 0 −1 2

)
. Rozš́ı̌ŕıme-li matici A o

matici B a budeme-li vzniklou matici (A|B) upravovat stejně jako v předchoźıch
úlohách takovými elementárńımi úpravami, abychom vlevo obdrželi jednotkovou
matici, snadno nahlédneme, že

(A|B) ∼ A−1 · (A|B) = (I2|A−1B),

Tedy vpravo dostaneme hledaný součin A−1B. Poč́ıtejme:(
2 3

1 3 1 −1
1 1

2 0 −1 2

)
∼
(
1 1

2 0 −1 2
2 3

1 3 1 −1

)
∼

∼
(
1 1

 2 0 −1 2
0 1

 −3 3 3 −5

)
∼
(
1 0

 5 −3 −4 7
0 1

 −3 3 3 −5

)
.

Spoč́ıtali jsme, že

(
2 3
1 1

)−1

·
(
1 3 1 −1
2 0 −1 2

)
=

(
5 −3 −4 7
−3 3 3 −5

)
. �

(b) Označme C =

 2 0
−1 3
1 2

 a D =

(
3 4
2 3

)
. Využijeme-li Tvrzeńı 4.20 a 4.65,

dostaneme (C ·D−1)T = (D−1)T ·CT = (DT )−1 ·CT , a proto můžeme postupovat
stejným zp̊usobem jako v bodu (a), ovšem pro součin transponovaných matic v
obráceném pořad́ı:(

3 2
2 −1 1

4 3
0 3 2

)
∼
(
12 8

8 −4 4
12 9

0 9 6

)
∼
(
3 2

 2 −1 1
0 1

 −8 13 2

)
∼

∼
(
3 0

 18 −27 −3
0 1

 −8 13 2

)
∼
(
1 0

 6 −9 −1
0 1

 −8 13 2

)
.

Zjistili jsme, že (DT )−1·CT =

(
6 −9 −1
−8 13 2

)
, a protoC·D−1 =

 6 −8
−9 13
−1 2

. �
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3.11. Existuje-li, najděte LU rozklad reálné matice:

(a) A =

(
2 2
4 9

)
, (b) B =

 1 1 2
−4 −1 1
2 5 −1

, (c) C =

 2 1 −2
−2 2 3
2 7 2

,

(d) D =


2 0 0 0
3 1 2 1
1 1 1 3
0 0 0 3

.

(a) Všimněme si, že stač́ı provést jedinou elementárńı úpravu třet́ıho typu,

abychom z matice A dostali odstupňovanou matici

(
2 2
0 5

)
, což můžeme zapsat

v maticové podobě pomoćı násobeńı zleva př́ıslušnou elementárńı matićı:(
2 2
0 5

)
=

(
1 0
−2 1

)
·
(
2 2
4 9

)

Uvědomı́me-li si, že inverzńı matice

(
1 0
−2 1

)−1

=

(
1 0
2 1

)
je rovněž dolńı trojúhelńıková

s jednotkami na diagonále a přenásob́ıme-li výše uvedenou rovnost zleva matićı(
1 0
−2 1

)−1

, dostáváme

(
1 0
2 1

)
·
(
2 2
0 5

)
=

(
1 0
2 1

)
·
(

1 0
−2 1

)
·
(
2 2
4 9

)
=

(
2 2
4 9

)
,

odkud vid́ıme, že LU rozklad matice A je A =

(
1 0
2 1

)
·
(
2 2
0 5

)
.

(b) I tentokrát budeme matici B upravovat elementárńımi úpravami. Př́ıslušné
úpravy si budeme pamatovat a poté si je přeṕı̌seme v maticovém zápisu jako součin
elementárńıch matic:

B =

 1 1 2
−4 −1 1
2 5 −1

 ∼

1 1 2
0 3 9
0 3 −5

 ∼

1 1 2
0 3 9
0 0 −14

 = U.

Při upravováńı jsme nepotřebovali přehazovat řádky (ani násobit řádek nenulovým
skalárem), tedy dostali jsme Lk . . .L1B = U, kde Li jsou všechno elementárńı
transformačńı matice odpov́ıdaj́ıćı přičteńı výše položeného řádku k řádku ńıže
položenému:1 0 0

0 1 0
0 −1 1

 ·

 1 0 0
0 1 0
−2 0 1

 ·

1 0 0
4 1 0
0 0 1

 ·

 1 1 2
−4 −1 1
2 5 −1

 =

1 1 2
0 3 9
0 0 −14

 .

Matice Li jsou zřejmě dolńı trojúhelńıkové s jednotkami na diagonále a okamžitě
vid́ıme, že součin L = L−1

1 . . .L−1
k rovněž dolńı trojúhelńıková matice s jednotkami

na diagonále. Nav́ıc B = LU. Tud́ıž jsme našli LU rozklad matice B. Vid́ıme, že
součin matic L−1

1 . . .L−1
k obsahuje na př́ıslušných pozićıch hodnoty jednotlivých

elementárńıch matic (tj. i-tý řádek a j-tý sloupec, i > j, obsahuje hodnotu cij ,
právě když jsme během Gaussovy eliminace odeč́ıtali od i-tého řádku matice B a
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cij-násobek jej́ıho j-tého řádku):

L =

 1 0 0
−4 1 0
2 1 1

 =

 1 0 0
−4 1 0
0 0 1

 ·

1 0 0
0 1 0
2 0 1

 ·

1 0 0
0 1 0
0 1 1

 .

Našli jsme tedy (jednoznačně určený) LU rozklad 1 1 2
−4 −1 1
2 5 −1

 =

 1 0 0
−4 1 0
2 1 1

1 1 2
0 3 9
0 0 −14

 .

Všimněme si, že výsledná matice L obsahuje na i-tém řádku a j-tém sloupci právě
opačnou hodnotu k násobku, j́ımž jsme násobili j-tý řádek při jeho přič́ıtáńı k i-
tému sloupci během elementárńıch úprav (tedy během Gaussovy eliminace). To,
že se jedná o obecný zp̊usob, jak nalézt dolńı trojúhelńıkovou matici LU rozkladu
matice ukazuje d̊ukazu Věty 4.69 z přednášky a na témže mı́stě je ukázáno, že horńı
trojúhelńıková matice LU rozkladu je právě odstupňovaná matice, kterou źıskáme
Gaussovou eliminaćı.

(c) Tentokrát budeme postupovat jako v d̊ukazu Věty 4.69, tedy stač́ı gaussovsky
upravovat matici C a př́ıslušné (opačné) hodnoty sestavovat do matice L: 2 1 −2

−2 2 3
2 7 2

 ∼

2 1 −2
0 3 1
0 6 4

 ∼

2 1 −2
0 3 1
0 0 2

 ,

kde jsme postupně odečetli 1) −1-násobek 1. řádku od 2., 2) 1-násobek 1. řádku od
3. a 3) 2-násobek 2. řádku od 3. Tedy dostáváme tedy LU rozklad 2 1 −2

−2 2 3
2 7 2

 =

 1 0 0
−1 1 0
1 2 1

 ·

2 1 −2
0 3 1
0 0 2

 .

(d) Opět upravujeme gaussovou eliminaćı matici D:
2 0 0 0
3 1 2 1
1 1 1 3
0 0 0 3

 ∼


2 0 0 0
0 1 2 1
0 1 1 3
0 0 0 3

 ∼


2 0 0 0
0 1 2 1
0 0 −1 2
0 0 0 3

 .

Provedené úpravy zaznamenáme do matice L a dostaneme hledaný LU rozklad
2 0 0 0
3 1 2 1
1 1 1 3
0 0 0 3

 =


1 0 0 0
3
2 1 0 0
1
2 1 1 0
0 0 0 1

 ·


2 0 0 0
0 1 2 1
0 0 −1 2
0 0 0 3

 .

�
20.11.

3.12. Pomoćı LU rozkladu reálné matice A =

 2 1 −2
−2 2 3
2 7 2

 spoč́ıtejte všechna

řešeńı soustavy rovnic AxT = yT pro vektor pravých stran y = (−3, 2,−1).
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Máme-li LU rozklad matice A = LU a uvažujeme-li nehomogenńı soustavu
rovnic AxT = yT, potom můžeme úlohu rozdělit na dva jednodušš́ı úkoly, naj́ıt
nejprve řešeńı soustavy LzT = yT a poté soustavy UxT = zT. V obou př́ıpadech
poč́ıtáme s trojúhelńıkovými maticemi, takže při výpočtu už jen dosazujeme, aniž
muśıme matice jakkoli dále gaussovsky upravovat.

LU rozklad matice jsme už spoč́ıtali: A =

 1 0 0
−1 1 0
1 2 1

2 1 −2
0 3 1
0 0 2

 . Potom

pro pro vektor pravých stran y = (−3, 2,−1) spoč́ıtáme neznámé z = (z1, z2, z3)
př́ımou substitućı z1 = y1 = −3, dále −1z1 + z2 = 3+ z2 = y2 = 2, tedy z2 = −1 a
konečně z3 = −1− 1 · (−3)− 2 · (−1) = 4.

Nyńı poč́ıtáme soustavu UxT = zT a tentokrát tedy postupujeme zpětnou substi-

tućı: 2x3 = z3, tedy x3 = 2, dále x2 = −1−1·2
3 = −1 a x1 = −3−1·(−1)+2·2

2 = 1. �

3.13. Existuje-li, najděte LU rozklad matic:

(a) A =

(
2 2
1 4

)
nad tělesem Z5, (b) B =

2 1 2
3 1 4
1 0 3

 nad tělesem Z5,

(c) B nad tělesem Z7,

Postupujeme v 3.11 s poč́ıtáńım v tělesech Z5 a Z7, tedy gaussovsky uprav́ıme
matici na matici U a př́ıslušné hodnoty seṕı̌seme do matice L:

(a)

(
2 2
1 4

)
∼
(
2 2
0 3

)
a dostáváme LU rozklad

(
2 2
1 4

)
=

(
1 0
3 1

)
·
(
2 2
0 3

)
.

(b) 2 1 2
3 1 4
1 0 3

 ∼

2 1 2
0 2 1
0 2 2

 ∼

2 1 2
0 2 1
0 0 1

 .

Spoč́ıtali jsme LU rozklad matice B =

1 0 0
4 1 0
3 1 1

 ·

2 1 2
0 2 1
0 0 1

 nad tělesem Z5.

(c) 2 1 2
3 1 4
1 0 3

 ∼

2 1 2
0 3 1
0 3 2

 ∼

2 1 2
0 3 1
0 0 1

 .

Spoč́ıtali jsme nad Z7 LU rozklad matice B =

1 0 0
5 1 0
4 1 1

 ·

2 1 2
0 3 1
0 0 1

. �

3.14. Pro reálnou matici A =


1 1 2 2
−1 −1 −2 1
2 1 0 1
2 2 −1 1

 ověřte, že nemá LU-rozklad,

najděte permutačńı matici P tak, aby matice PA měla LU rozklad a ten spoč́ıtejte.

Budeme matici postupně upravovat Gaussovu eliminaci, tj. budeme kanonickým
zp̊usobem, použ́ıvat pouze přehazováńı řádk̊u a přič́ıtáńı násobku výše položeného
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k ńıže položenému řádku. Oba typy úprav budeme zaznamenávat (pravý sloupec
jen č́ısluje řádky):

1 1 2 2
1

−1 −1 −2 1
2

2 1 0 1
3

2 2 −1 1
4
 ∼


1 1 2 2

1
0 0 0 3

2
0 −1 −4 −3

3
0 0 −5 −3

4
 ∼


1 1 2 2

1
0 −1 −4 −3

3
0 0 −5 −3

4
0 0 0 3

2
 .

Tedy permutačńı matice, kterou potřebujeme změnit p̊uvodńı matici A, odpov́ıdá

permutaci řádk̊u zachycené v pravém sloupci, čili P =


1 0 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
0 1 0 0

. Původńım

transformaćım typu přičteńı výše položeného řádku k ńıže položenému odpov́ıdala

matice L′ =


1 0 0 0
−1 1 0 0
2 0 1 0
2 0 0 1

, my ale muśıme adekvátně matici P, jako jsme to

udělali i v pr̊uběhu d̊ukazu Věty 5.4, změnit polohu upravovaných řádk̊u, takže
dostáváme LU rozklad matice PA:

1 0 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
0 1 0 0




1 1 2 2
−1 −1 −2 1
2 1 0 1
2 2 −1 1

 =


1 0 0 0
2 1 0 0
2 0 1 0
−1 0 0 1



1 1 2 2
0 −1 −4 −3
0 0 −5 −3
0 0 0 3

 .

�

3.15. Existuje-li, najděte nad tělesem Z3 všechny matice X splňuj́ıćı

(a)

(
1 2 1
1 1 0

)
·X = I2,

(b) X ·
(
1 2 1
1 1 0

)
= I3.

(a) Poč́ıtáme obdobně jako v úlohách 3.2 a 3.6:(
1 2 1

1 0
1 1 0

0 1

)
∼
(
1 2 1

1 0
0 2 0

2 1

)
∼
(
1 0 1

2 2
0 1 0

1 2

)

Nyńı zpětnou substitućı snando zjist́ıme, že X ∈ {

2 + 2s 2 + 2t
1 2
s t

 | s, t ∈ Z3}.

(b) Nyńı bud’ můžeme zjistit, že hledaná maticeX neexistuje, stejnými prostředky
jako v předchoźı úloze, nebo si všimneme, že otázka je ekvivalentńı podmı́nce

e1 =

1
0
0

 , e2 =

0
1
0

 , e3 =

0
0
1

 ∈ fAT (Z2
3)

kdeA =

(
1 2 1
1 1 0

)
a zobrazeńı fAT : Z2

3 → Z3
3 je dáno předpisem fAT (v) = AT v.

Ovšem fAT (Z2
3) je právě řádkový vekltorový prostor matice A, tedy má (nejvýše)

devět prvk̊u, zat́ımco podprostor, který by obsahoval všechny vektory e1, e2, e3 by
musel obsahovat všechny jejich lineárńı kombinace, tedy všechny vektory lineárńıho
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prostoru Z3
3, tedy 27 r̊uzných vektor̊u, což neńı možné. Požadovaná matice tud́ıž

neexistuje. �

3.16. Najděte čtvercovou matici A nad tělesem T řádu n splňuj́ıćı podmı́nky A2 =
In a A ̸= In, jestliže

(a) n = 1 a T = R,
(b) n = 2 a T = R,
(c) n = 2 a T = Z5,
(d) n = 3 a T = R,
(e) n = 4 a T = Z2.

(a) Čtvercové matice řádu 1 odpov́ıdaj́ı prvk̊um těles, tedy se ptáme, kdy a2 = 1
a a ̸= 1 nad reálnými č́ısly. Okamžitě vid́ıme, že podmı́nku splňuje pouze matice
(−1).

(b) V úloze nám může pomoct geometrický náhled. Uváž́ıme-li matici zobra-
zeńı fA, hledáme taková zobrazeńı, která jsou sama k sobě inverzńı. Ta ovšem
snadno najdeme mezi symetriemi, např́ıklad osová souměrnost podle osy x či y
nebo souměrnost podle pr̊useč́ıku os jsou zobrazeńı sama k sobě inverzńı. Nyńı stač́ı

nahlédnout, že Ax =

(
1 0
0 −1

)
je matićı souměrnosti podle osy x, Ay =

(
−1 0
0 1

)
je matićı souměrnosti podle osy y a Ao =

(
−1 0
0 −1

)
je matićı souměrnosti podle

počátku souřadnic, a že A2
x = A2

y = A2
o = I2.

(c) V tomto př́ıpadě nám sice geometrická představa chyb́ı, ale algebraické d̊uvody
ukazuj́ı, že předchoźı př́ıklady matic(

1 0
0 −1

)
=

(
1 0
0 4

)
,

(
−1 0
0 1

)
=

(
4 0
0 1

)
,

(
−1 0
0 −1

)
=

(
4 0
0 4

)
.

i nad tělesem Z5 splňuj́ı podmı́nku A2 = I2. Poznamenejme ovšem, že existuj́ı i

daľśı matice splňuj́ı A2 = I2 např́ıklad matice

(
2 2
1 3

)
.

(d) Tentokrát můžeme použ́ıt geometrickou úvahu z (b), abychom si uvědomili,
že osové souměrnosti s maticemi1 0 0

0 −1 0
0 0 −1

 ,

−1 0 0
0 1 0
0 0 −1

 ,

−1 0 0
0 −1 0
0 0 1

 ,

symetrie podle rovin určených dvojićı os s maticemi1 0 0
0 1 0
0 0 −1

 ,

1 0 0
0 −1 0
0 0 1

 ,

−1 0 0
0 1 0
0 0 1

 ,

stejně jako středová symetrie s matićı

−1 0 0
0 −1 0
0 0 −1

 naši podmı́nku splňuj́ı.
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(e) Nad tělesem Z2 plat́ı, že −1 = 1, tedy úvahu z (b) využ́ıt nemůžeme. Přesto

např́ıklad matice H =


0 1 1 1
1 0 1 1
1 1 0 1
1 1 1 0

 z úlohy 3.7(h) podmı́nku H2 = I4 splňuje.

�

Daľśı úlohy

(1) Najděte všechna reálná řešeńı soustavy rovnic:

(a)
2x − y + 2z = 1
x + y − z = 1

(b)
x + y + z + u = 3
x + 2y + 3z + 4u = 0
x + 4y = 0

(2) Najděte nad tělesy Z5 a Z7 aspoň všechna soustavy rovnic:
x + y + z + u = 3
x + 2y + 3z + 4u = 0
x + 4y = 0

(3) Existuje-li, najděte nad tělesy R, Q, C, Z3, Z5 a Z7 všechna řešeńı soustavy
rovnic:

2x − y + 2z = 1
x + y − z = 1

(4) Vyřešte v tělese Z7 rovnici 5 · x+ 3 = 4−1 + 4.
(5) Najděte pro parametr a nad tělesy R, Z5 a Z7 všechna řešeńı soustavy

rovnic s matićı

2 0 1
 a

2 1 0
 a

3 3 1
 0

.

(6) Najděte nad tělesy Q, Z3 a Z7 všechna řešeńı soustavy rovnic s matićı(
1 0 1 2 2

2
2 0 2 1 1

0
)
.

(7) Uvažujme matice A =

(
1 2 2
3 1 4

)
a B =

4 2 3 1
1 4 0 3
1 0 3 2

 nad tělesy T :

Q, Z5, Z7, Z11. Pro každé těleso uvažujme zobrazeńı φA : T 3 → T 2, ψA :
T 2 → T 3, φB : T 4 → T 3, ψB : T 3 → T 4 dané předpisy φA(v) = Av,
ψA(v) = ATv, φB(v) = Bv, ψB(v) = BTv.
(a) Rozhodněte, která ze zobrazeńı φA, ψA, φB, ψB , φAφB , ψBψA jsou

prostá.
(b) Rozhodněte, která ze zobrazeńı φA, ψA, φB, ψB , φAφB , ψBψA jsou

na.
(c) Najděte u zobrazeńı φA, ψA, φB , ψB , φAφB , ψBψA všechny vektory,

které se zobraźı na nulový vektor.

(8) Pro komplexńı matice A =

1 + i 3− i 1
2− i −i 1 + i
1 1 + 2i 1− 2i

,

B =

(
1− 3i 2 + 3i 1
2 + i 1 + 2i i

)
a C =

(
1− 4i 3 0
−i i 1

)
(a) spoč́ıtejte B+C, BT +A ·CT , A ·BT , B ·A, BT ·C a B ·CT ,
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(b) existuje-li, najděte matici X splňuj́ıćı rovnost X ·A = C.
(c) existuje-li, najděte matici inverzńı k matici A a k matici B ·CT ,
(d) dokažte, že matice BT ·C neńı regulárńı,

(9) Rozhodněte, zda jsou nad tělesy Q, Z3, Z5 a Z7 regulárńı matice A =1 2 1
2 1 0
2 1 2

, B =


0 1 1 1
1 0 1 1
1 1 0 1
1 1 1 0

, C =


1 2 1 2
0 0 2 2
1 2 0 1
1 0 1 0

 AT , BT a B ·C.

(10) Tam, kde je to možné, najděte inverzńı matice, rozklad na součin ele-
mentárńıch matic a LU rozklad k matićım z předchoźı úlohy.

(11) Spoč́ıtejte (

(
1 1
2 3

)−1

·
(
3 2
2 4

)
·
(
0 2
3 4

)−1

·
(
1 4
1 3

)
)−1 nad tělesy R, Z5

a Z7.
(12) Existuj́ı-li najděte inverzńı matice, rozklady na součin elementárńıch matic

a LU rozklady k matićım

(
11 12
13 14

)
,

8 9 9
9 8 9
9 9 8

 a

15 16 3
9 0 5
12 0 15

 nad

tělesy Z17, Z19, Z53 a Z103.
(13) Rozhodněte, pro která a ∈ C je matice Aa regulárńı, a pro tato a spoč́ıtejte

matici A−1
a :

(a) Aa =

(
a+ 1 a+ 2
a+ 3 a+ 4

)
,

(b) Aa =

(
a− 1 3
a+ 1 2a

)
,

(c) Aa =

a 1 1
a a 0
a 0 0

,

(d) Aa =

a− 1 a a+ 2
3a 1 a− 1
a+ 1 a− 1 0

,

(14) Rozhodněte, pro která a ∈ Z7 je maticeAa regulárńı, a pro tato a spoč́ıtejte
matici A−1

a :

(a) Aa =

(
a+ 1 a+ 2
a+ 3 a+ 4

)
, (b) Aa =

(
2a 3a
4a a+ 2

)
, (c) Aa =

 a 1 3
a 1 a
2a 3a 6

 ,

(d) Aa =

a+ 1 a a
a a+ 2 a
a a a+ 3

 , (e) Aa =


a+ 1 a a a
a a+ 1 a a
a a a+ 1 a
a a a a+ 1

 .

(15) Rozhodněte, pro která a, b, c ∈ R je matice Aa,b,c regulárńı, a pro tato a

spoč́ıtejte matici A−1
a,b,c:

(a) Aa,b,c =

(
a b
c a

)
, (b) Aa,b,c =

(
a+ b 1
c b

)
, (c) Aa,b,c =

a b c
c a b
1 1 1

 .


