ALGEBRA I PRO INFORMATIKY

Uvob

Tento text si klade za cil sezndmit studenty informatiky s nejzakladnéjsimi po-
jmy, koncepty a v neposledni fadé i konkrétnimi objekty, které jsou predmétem
zkoumdni soucasné algebry. Vybér a usporddani teorie, kterou zde prezentujeme, je
zvolen s ohledem na t#i zdkladn{ hlediska. Pfedevsim se snazime navézat na kon-
cepty a zpusoby uvazovani, které jsou pro studenta informatiky pfirozené, dale se
v rdmci velmi omezeného prostoru pokousime demonstrovat nékolik elementarnich
algebraickych vysledku, které jsou uzite¢né v informatickych aplikacich a kone¢né
za nepominutelné povazujeme piistup, ktery muzeme nepiili§ piesné oznacit jako
kontextudlni, a jimz minime seznameni studenta s terminologickymi a historickymi
kontexty soucasné algebry.

Velmi zhruba feceno je centralnim objektem zajmu algebry mnozina opatfena
jistym systémem operaci. Pfitom nas mohou zajimat nejen strukturni vlastnosti
takové mnoziny popsané podminkami vyjadirené pravé pomoci operaci, nybrz i
vztahy ruznych mnozin s podobnymi systémy operaci ¢ vlastnosti tifd takovych
mnozin. Dfive nez se zacneme systematicky zabyvat abstraktnimi ivahami o alge-
braickych objektech (které se budou zpravidla opirat o néjaky systém axiomatickych
pozadavkl na operace), uvedeme nékolik motiva¢nich piikladu, které by nam po-
mohly usnadnit porozuméni divodim (af u? praktickym tak historickym), pro¢
pravé tu ¢i onu vlastnost sledujeme.

Tvrzeni této a nasledujici kapitoly budou bez dukazu vyuzivat zdkladnich po-
znatku teorie ¢isel, predevsim jednoznaénost (az na pofadi) ireducibilniho rozkladu
a Euklidova algoritmu na nalezeni nejvétsiho spolecného délitele.

Nejprve se domluvme, Ze bindrni operaci na mnoziné A budeme rozumét libo-
volné zobrazeni A x A — A (obvykle ji budeme zapisovat centrélng).

Priiklad 0.1. Uvazujme mnozinu celych ¢isel Z a na ni obvyklé operace s¢itani +
a nésoben{ -. Pro libovolné pfirozené ¢islo n polozme nZ = {n - z| z € Z}. Nyni
si muzeme v§imnout, Ze je mnozina nZ ,,uzaviend”’na obé uvazované operace, tj.
pro kazdou dvojici a,b € nZ plati, Ze a + b,a - b € nZ, tedy operace + a - muzeme
uvazovat také omezené na mnoziné nZ. Ackoli pro zadné n > 1 mnoziny nZ a Z
nesplyvaji, nelze pomoci vlastnosti operace + obé mnoziny odlisit (tj. maji stejné
,,algebraické” vlastnosti vzhledem ke s¢itani), coz oziejmime, zavedeme-li zobrazeni
fn : Z — nZ predpisem f, (k) = kn. Zjevné se jedna o bijekci, kterd navic spliuje
podminku f,(a + b) = fn(a) + fa(b).

Poznamenejme, ze takova vlastnost zobrazen{ nenf nijak samoziejma, napiiklad
vzhledem k operaci nasobeni f,, obdobnou podminku nespliiuje. Uvazime-li navic
podminku ,.existuje prvek e tak, ze pro vSechny prvky a plati a-e = a”, pak je tato
podminka na mnoziné Z splnéna pro e = 1, zatimco na mnoziné nZ zjevné neplati.

Date: 6. ledna 2015.
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Piiklad 0.2. V souladu se zna¢enim zavedenym na kurzu linedrni algebry polozme
Z, = {0,1,...,n — 1} pro néjaké celé ¢islo n > 1. Zavedme na Z,, operace + a -
predpisem a + b = (a4 b)mod n a a - b = (a - b)mod n, kde mod n znamend zbytek
po celo¢iselném déleni hodnotou n a v zdvorce uvazujeme vzdy obvyklé s¢itani a
ndsobenti celych ¢isel. Kone¢né definujme zobrazen{ F,, : Z — Z,, predpisem F, (k) =
(k)mod n. Viimnéme si, Ze tentokrat zobrazen{ F' sice nenf bijekce, ale obé operace
st¢itdni a ndsobeni ,,prevddi”’na nové zavedené + a -, tedy F,(a+b) = F,,(a)+ F,(b)
i Fh(a-b) =F,(a)- F,(b).

Definice. Mdme-li bindrnf operaci * na mnoziné A, négjakou podmnozinu U mnoziny
A a bindrni operaci o na mnoziné B. Rekneme, 7e U je uzaviend na operaci *, jestlize
pro viechna z,y € U plati, ze x xy € U, a zobrazeni f : A — B nazveme slucitelné
s operacemi * a o je-li pro vSechna x,y € A splnéna rovnost f(z*y) = f(z) o f(y).

Vsimnéme si, ze zobrazeni f,, z 0.1 je slucitelné s operacemi + a nenfi slucitelné
s operacemi -, zatimco zobrazeni F), z 0.2 je slucitelné s obéma péry operaci + i
-. Navic mnozina nZ je uzaviena na operace + i -. Uvedené pojmy jsou zdkladnim
stavebnim kamenem linearni algebry:

Piiklad 0.3. Podprostor vektorového prostoru je zjevné podmnozinou uzavienou
na (vektorové) séitdni a linedrni zobrazeni jsou se s¢itdnim slucitelnd.

Piipomenme, ze relaci na mnoZiné A rozumime libovolnou podmnozinu A x A.
Necht p je relace na A, oznacme:
- p L ={(b,a)] (a,b) € p} (opacnd relace),
- pt ={(a,b)| Ja = ag,a1,...,an 1,0, =b € A;(a;,a;11) € p} (tranzitivni
obal),
- id ={(a,a)| a € A} (identita).
Rekneme, ze relace p je
- symetrickd, jestlize p~' C p,
- reflexivni, v pripadé, ze id C p a
- tranzitivni, pokud pt C p.

Ekvivalenci budeme nazyvat kazdou symetrickou, reflexivni a tranzitivni relaci.

Piiklad 0.4. Pro libovolné mnoziny A a B a zobrazeni f : A — B mnozin jsou
tvoil ekvivalenci relace

(1) id = {(a,a)| a € A},

(2) Ax A,

(3) ker f = {(z,y) € Ax A| f(z) = f(y)} (tzv. jddro zobrazen{ f).

Je-li p ekvivalence na mnoziné A, pfipomenme, ze faktorem mnoZiny (Casto se
také mluvi o kvocientu) A podle ekvivalence p jako mnozinu A/p = {[a],| a € A},
kde [a], = {b € A] (a,b) € p} jsou rozkladové tiidy (kosety), tedy A/p tvoii rozklad
mnoziny A.

Naopak mame-li {B;| i € I} rozklad mnoziny A, pak relace p uréend podminkou:
(a,b) e p&Fiel:a,be By je ekvivalenci a A/p = {B;| i € I}.

Priklad 0.5. Vezméme piirozené ¢islo n > 2 a oznatme = (mod n) relaci na
mnoziné celych ¢isel Z danou predpisem: a = b (mod n) <> n/(a — b). Neni tézké
si uvédomit, ze se jednd o ekvivalenci (obvykle se ji #kd kongruence na Z). Navic
si muzeme vsimnout jejtho tésného vztahu k zobrazeni F,, z 0.2, nebot plati, ze
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a = b (mod n), pravé kdyz F,(a) = F,(b), tedy kongruence = (mod n) je rovnd
pravé ekvivalenci ker Fj,.

Teorie ¢isel, tedy otdzky délitelnosti na piirozenych (nebo celych é&islech), je
jednim z historickych zdroju algebraickych koncepti a terminologie. Diive nez
zacneme pouzivat termin kongruence v mnohem obecnéjsi situaci, pfipomenme si
nékolik jednoduchych vlastnosti, které kongruence na celych ¢éislech ma:

Poznamka 0.6. Pro kazdé a,b,c,d € Z a k,n € N, kde n > 1, plati:

(1) jestlize a = b (mod n) a ¢ = d (mod n), pak a + ¢ = b+ d (mod n),
a—c=b—d (modn),a-c=b-d (mod n) aa® =b" (mod n),

(2) jestlize ¢ # 0, pak a = b (mod n), prdvé kdyz a-c=b-c (mod cn),

(3) jestlize NSD(¢,n) =1, pak a = b (mod n), prdvé kdyZa-c = b-c (mod n).

Diikaz. (1) Piedpokladdme-li, ze n/(a — b), (c — d), pak
n/(a—>b)+ (c—d)=(a+c)— (b+d),
nf/(a—=b) —(c—d)=(a—c)—(b-d),

nfla—b)-c+b-(c—d)=(a-c)—(b-d)

a posledni kongruenci dostaneme indukénim pouzitim pfedchozi proa = ca b =d.
(2) a=b (mod n) & n/(a—0b) & ne/(ac — bc) & ac = be (mod cn).
(3) Piimé implikace plyne okamzité z (1), protoze ¢ = ¢ (mod n). Jakmile n/ac—
bc = (a — b)c a ¢ a n jsou nesoudélnd ¢isla, pak nutné n/(a — b).

Definice. Uvazujme na mnoziné A binarni operaci * a ekvivalenci ~. Rekneme, zZe
~ je slucitelnd s operaci *, jestlize pro vsechny takové prvky a;,as,by,bs € A, pro
néz ay ~ by a as ~ by plati, ze (a1 * as) ~ (by * ba).

V Poznamce 0.6 jsme tedy zjistili, Ze je kongruence = (mod n) slucitelnd s pfirozenymi
operacemi +, — a - na celych ¢islech.

Piiklad 0.7. Mgjme kladn4 celd &islang, ..., n; a polozme n = ny - - --ny. Zavedme
nyni na kartézském soucinu Hle Z,, po slozkach operace +, — a -

(al,ag,...,ak)+(b1,b2,...,bk) = (a1+b1,a2+b2,...,ak+bk),
(al,ag,...,ak)—(bl,bg,...,bk) = (a1 —bl,ag—bg,...,ak —bk),

(a1,a2,..-,a5) (by,ba,...,bx) = (a1 - b1,as - by, ..., ay - by),
kde od¢itani ve slozkach definujeme rovnéz modulo n;. Definujme dale zobrazeni G :
Z — Hle Z,,, predpisem G(a) = ((a)mod nq,...,(a)mod ny) a stejnym piedpisem
zavedeme i zobrazeni H : Z, — Hlezm. Obeé zobrazeni jsou opét slucitelnd s
operacemi +, operacemi — i operacemi -.

V nésledujici pozndmce budeme uvazovat operace na kartézskych soucinech za-
vedené v Prikladu 0.7.

Poznamka 0.8 (Cfnské véta o zbytcich). Nechf ny,na,...,ny jsou kladnd celd
éislaan=mny -ng----- ng. Potom zobrazeni H z 0.7 je bijekce slucéitelnd s operact
+ a s operaci -, pravé kdyz jsou éisla ny,ns,...,n, po dvou nesoudélnd.
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Diikaz. Nejprve dokdzeme zpétnou implikaci. V Pifkladu 0.7 jsme si uvédomili, ze
je f zobrazeni slucitelné s obéma operacemi. Zbyva nahlédnout, ze jde o bijekci.
Protoze jsou Z,, a Hle Z,,, stejné velké kone¢né mnoziny, staci ovérit, ze je f prosté.
Necht pro a < b € Z,, plati, ze H(a) = H(b). Potom H(b —a) = 0, tedy n;/b—a
pro vSechna ¢ = 1,..., k. Protoze jsou n; po dvou nesoudélnd a 0 <b—a <n—1,
mame i n/b — a, tudiz b = a.

Pifmou implikaci dokdzeme nepiimo. Necht existuji indexy i # j, pro néz ¢ =
NSD(n4,n;) > 1. Potom 2 € Z, \ {0} a pro véechna r = 1,...,k plati, Ze n,/2.
To znamena, ze H(0) = (0,...,0) = H(%), tedy H neni prosté. O

Uvedeny ditkaz Cinské véty o zbytcich sice nenf konstruktivni, nasledujici piiklad
ovSem ukazuje, ze hledat vzory zobrazeni H neni tézké.

P#iklad 0.9. Uvédomme si, ze podle Cinské véty o zbytcich existuje prévé jedno
x € Z35 spliujici kongruence z = 2 (mod 5) a z = 3 (mod 7). pokusime se ho najit.
Nejprve si v§imnéme, ze z prvni kongruence plyne, ze x = 5y + 2 pro vhodna y € Z
a toto vyjadieni dosadime do druhé kongruence a pomoci Poznamky 0.6 budeme
kongruenci upravovat ekvivalentnimi dpravami:

59+2=3(mod 7) ©5y=1(mod 7)< 3-5y=3-1 (mod 7) & y =3 (mod 7).

Poznamenejme, ze jsme v poslednim kroku vyuzili toho, ze umime najit ,,inverz
modulo 77k ¢&fslu 5 jimz je 3). Hledanym feSenim je tedy z =5-3 + 2 = 17.

Cinska véta o zbytcich nam umoziuje ,,algebraicky”pfesné reprezentovat veétsi
mnozinu Z, pomoci poc¢itani v mensich mnozindch Z,,, coz je postup, ktery pfi
potiebé exaktniho pocitani s velkymi ¢isly 1ze pouzit.

Definice. Zobrazeni ¢ : N — N dané pfedpisem p(n) = |[{0 < k < n| NSD(k,n) =
1}| nazveme Eulerovou funkci.

Poznamka 0.10. Je-li p prvocislo a k kladné celé cislo, pak o(p*) = (p—1)-pF—1.

Diikaz. Cislo mensi nez p* je soudélné s p* praveé tehdy, kdyz je nasobkem &isla p.
Kladnych nisobkt ¢isla p mensich nez p* je ziejmé pravé p*—! — 1. To znamens,
ze naopak kladnych éisel nesoudélnych s p* mame p(p*) = (pF — 1) — (p*~1 —1) =
pr=pt=t = (p—1pht. O

Véta 0.11. Bud p; < ps < -+ < pi, prvoéisla a r1,72,...,7; kladnd celd éisla.
k o\ TTF i\ _ Tk i—
Potom ¢([Tizy }) = ITizy 0 (wf*) = [izy (s — Dp*

Diikaz. Polozme n = [[i_, n; a zvolme libovolné a € Z,,. Déle polozme n; = pl* a
uvazujme zobrazeni f : Z, — Hle Zp;‘i z Poznamky 0.8. Protoze jsou nq,...,ny
nesoudélnd ¢isla, je f podle 0.8 bijekce. Nyni polozme (ay, . ..,ax) = f(a). Abychom
ovéfili rovnost @(Hle pit) = Hle ¢(p;*), staci ndm nahlédnout, ze NSD(a,n) =1
pravé tehdy, kdyz NSD(a;,n;) = 1 pro vSechna i = 1,...,k, protoze

E k

[ e(n) = 1 T[{a € Zu, \ {0} NSD(a,n;) = 1}].
=1 i=1

Jestlize NSD(a,n) # 1, existuje index i, pro néz prvocislo p; déli a, a diky jedno-

znag¢nosti prvoéiselného rozkladu, tudiz bud a; = 0 nebo pi déli a;, proto NSD(a;,n;) #

1.
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Naopak, jestlize NSD(a;,n;) # 1, pak existuje délitel ¢ > 1 &fsel a; i n;, proto ¢
déliia=a;+xn;in=n1...n;...04.
Konecné rovnost Hle w(pi’) = Hle(Pz' - 1)1);""71 plyne okamzité z 0.10 O

1. MNOZINY S ASOCIATIVNI BINARNI OPERACI

Pfipomenme, ze binarni operace * na A je asociativnd (resp. komutativni), plati-li
pro vSechna x,y,z € A rovnost x * (y x2) = (x xy) x z (resp. T *y = y * x).

Definice. Uvazujme binarni operaci * na mnoziné A. Neutrdlnim prvkem operace
x rozumime takovy prvek e € A, ze g xe = e x g = g pro vSechna g € A.

Poznamka 1.1. KaZdd bindrni operace md nejvyse jeden neutrdlni prvek.
Diikaz. Jsou-li e, f dva neutralni prvky, pak e = ex f = f. O

Naésledujici piiklad ukazuje, ze se v definici neutrdlniho prvku nemuzeme omezit
jen na jednu ze dvou rovnosti:

Priiklad 1.2. Je-li X aspon dvouprvkovd mnozina a definujeme-li na X binarni
operaci x predpisem x *x y = x, je operace * asociativni, ale X neobsahuje zadny
neutralni prvek. Pritom dokonce kazdy prvek X spliuje prvni z rovnosti, kterou je
neutrdlni prvek definovan.

Definice. Nechf - je bindrni operace na mnoziné S a 1 je jeji neutrdlni prvek.
Rekneme, ze prvek s € S je invertibilni, existuje-li takovy prvek st € S, 7e s7 1.5 =

s-s~1 =1. Prvek s~! nazveme inverznim prvkem k prvku s.

Piiklad 1.3. Uvazujme T'(IN) mnozinu vsech zobrazeni prirozenych ¢isel do sebe s
operaci skladénf o a necht (k) = 2k a (k) = [£]. Pak identické zobrazenf Id je ne-
utralni vzhledem k o, a plati, ze fa = Id a aff # Id. Prvky a a 8 tedy spliuji pravé
jednu z definitorickych rovnosti invertibilniho prvku, ovsem invertibilni nejsou.

Mnozing G s bindrni operaci - budeme fikat grupoid (a budeme psit G(-)). O
grupoidu G(-) fekneme, Ze je:
- pologrupa, je-li operace - asociativni,
- monoid, je-li operace - asociativni a v G lezi jeji neutralni prvek,
- grupa, je-li G(-) monoid, jehoz kazdy prvek je invertibilni,
- komutativni grupa (nebo abelovskd grupa), je-li G(-) grupa a - je komuta-
tivni.

V Piikladech 0.1 a 0.5 jsme pfipomnéli asociativni a komutativni operace + a - na
mnoziné celych ¢isel (a v Piikladech 0.2 a 0.7 jsme si uvédomili, ze asociativitu i ko-
mutativitu spliiuji jimi indukované operace na mnozindch Z,,). Jisté zde nenf tieba
opakovat, jak vypadaji odpovidajici neutrdlni a invertibilni prvky. Uvedme jesté
nékolik dobfe znamych, a¢ méné elementarnich piikladi asociativnich binarnich
operaci.

Piiklad 1.4. Nechf n > 1 je pfirozené ¢islo a X neprdzdnd mnozina.

(1) Necht M (X) je mnozina vsech slov, tj. véech koneénych posloupnosti pismen
z mnoziny X. Zavedme na této mnoziné bindrni operaci skladani -: z1...2,
Y1+ Ym = T1..-TpYp -. .Yy & dile oznalme e prazdné slovo. Snadno nahlédneme,
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Ze je operace - asociativni (je-li X aspon dvouprvkovd mnozina, pak operace nenf
komutativni) a plati, Ze € - s = s - € = s pro kazdé s € M(X), tedy M (X)(-) je tzv.
slovni monoid.

(2) Ozna¢me T'(X) mnozinu véech zobrazeni mnoziny X do sebe. Potom T'(X)(o)
tvori (s operaci skladén{ o) (tzv. transformacni) monoid.

(3) Ctvercové matice M, (T) nad télesem T stupné n spolu s ndsobenim tvoii
monoid M, (T)(-) (neutrdlnim prvkem je zde jednotkova matice).

(4) Z,(-) je koneény komutativni monoid, ktery neni grupou, protoze prvek 0
neni invertibilni.

Nestanovime-li jinak, bude v nasledujicim 1 oznac¢ovat neutralni prvek operace -
(a 0 pro operaci +) a s~ ! bude inverzni prvek k s vzhledem k operaci - (a —s bude
inverz vzhledem k operaci +).

Pozndmka 1.5. Bud S(-) monoid a a,b,c € S. Plati-li, e a-b=c-a =1, potom
b = ¢ je jednoznacéné uréeny inverzni prvek k prvku a.

Dukaz. Staci ovérit, ze b = ¢. S vyuZitim asociativity poc¢itejme: ¢ = ¢-1 = ¢-(a-b) =
(c-a)-b=1-b=b. O

Poznamka 1.6. Je-li S(-) monoid a s,t € S jeho invertibilni proky, pak s-t a s~ !

jsou také invertibilni. Navic (s-t) 1 =t"1.-s7t a(s71)7t =s.
1

1 1

Dukaz. Protoze s-s = s +-s =1, je zfejmé s
(s71)7! = 5. Nyni sta¢i dokazat, ze je prvek t =1 - s~

(s-t)-(t7 s H=s-(t-t7) s =5-1-5 =557 =1

invertibilni a diky 1.5 mame

Linverzni k s - t:

a symetricky
tt-sH(s-t)y=tt-(st-s)t=t"t1-t=t"1t=1.

O

Mnozinu v8ech invertibilnich prvka monoidu S(-) budeme znacit S*. Vsimnéme
si, ze jsme v pfedchozi dvaze dokdzali, Zze mnozina S* je uzaviend na operaci -,
uvédomime-li si navic, ze 1 € S*, protoze 1-1 = 1, dostavdme diky piedchozi
pozndmce nésledujici pozorovani:

Dusledek 1.7. Necht S(-) je monoid. Oznacime-li -« restrikci -
na mnoZinu S* x S*, pak S*(-s+) je grupa.

S xS+ operace -

Piiklad 1.8. Nechf n > 1 je pfirozené ¢islo a X neprdzdnd mnozina.

(1) Grupa invertibilnich prvka M (X)(:) obsahuje pouze neutrdlni prvek e.

(2) Grupu invertibilnich prvki transforma¢niho monoidu T'(X)(o) tvoif prave
véechny bijekce S(X) na mnoziné X (mluvime o symetrické grupé nebo grupé per-
mutaci).

(3) Grupu invertibilnich prvkid monoidu ¢tvercovych matic M, (T)(-) stupné n
tvoif pravé vsechny reguldrni matice stupné n (znacime je GL,(T)).

(4) Ukézeme, ze Z%(-) = {0 < a < n| NSD(a,n) = 1}. Jestlize a € Z, existuji
x € Z, ay € Z, pro néz ar + by = 1. Je-li s spolecny délitel ¢isel a, n, pak
s/(ax + ny) = 1, proto NSD(a,n) = 1. Nechf naopak NSD(a,n) = 1, potom
diky Euklidovu algoritmu existuji z € Z, a y € Z, pro které az + ny = 1, proto
a~! = zmod n, tudiz a € Z. Jednoduchym disledkem tohoto pozorovani je fakt,
ze |Z5| = p(n).
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Definice. Podgrupou grupy G(-) budeme rozumét kazdou podmnozinu H mnoziny
G, ktera je uzaviend na -, obsahuje prvek 1 a pro jejiz kazdy prvek h € H plati,
ze h=! € H. Normdlni podgrupa je podgrupa H grupy G splitujici navic podminku
g-h-g' € Hprokazdé g€ G ahe H.

Protoze podle 1.6 pro kazdy prvek g grupy G(-) plati, ze (g=!)~! = g, mohli jsme
normdlni podgrupu H také ekvivalentné definovat také symetrickou podminkou
g '-h-ge Hprokazdé g€ G ahe€ H.

Pozndmka 1.9. Nechf G(-) je grupa, H a H;, i € I jeji podgrupy.
(1) H(:) tvori s operaci omezenou na mnoZinu H opét grupu,
(2) Nies Hi je podgrupa grupy G(-),
(3) jsou-li viechny podgrupy H; normdini, pak je i podgrupa (;c; H; normdlnd,
(4) je-li G(-) komutativni grupa, pak je podgrupa H vidy normding.

Diikaz. (1) Plyne okamzité z definice podgrupy a vlastnost{ operace - na G (srovnej
s 1.6).

(2) 1 € H; pro viechna i € I podle, tedy 1 € (;c; H;. Zvolme libovolné a,b €
(ier Hi- Potom a - b € H; pro kazdé i € I diky uzavienosti H; na operaci -,
tedy a-b € (;c; H;. Podobné podle definice a~' € H; pro kazdé i € I, proto
a_l € nie] H,

(3) Zvolme h € (;c; Hia g€ G. Pak g-h-g~' € H; pro viechna i € I, a tudiz
g h-g7" €N Hi-

4) Diky komutativité bindrni operace plati pro kazdé g e Gah € H,ze g- h -
glt=g-gt h=heH. O

Piiklad 1.10. (1) Vsimnéme si, ze v kazdé grupé G(-) tvoif mnoziny {1} a G (tzv.
trividln{) piiklady normélnich podgrup.

(2) Uvazujme grupu permutaci na mnoziné {1,...,n}, obvykle se zna¢i S, (o)
(viz také 1.8(2)). Snadno nahlédneme, ze mnozina vsech sudych permutaci A,
je normalni podgrupou S, (o). Navic lze (elementdarnimi prostiedky) dokdzat, ze
grupa S, (o) neobsahuje pro n # 4 jiné normdlni podgrupy nez {Id}, S, a A4,
(v ptipadé S; se vyskytuje jesté jedna tzv. Kleinova normdlni podgrupa K =
{Id, (12)(34), (13)(24), (14)(23)}). Uvedme alespon piiklad zjevné podgrupy T =
{Id, (12)} grupy Ss, kterd neni normélni, protoZe naptiklad (13) o (12) o (13)71 =
(23) ¢ T.

(3) Protoze det(A - B) = det(A) - det(B), snadno spocitdme, ze mnoziny S =
{A € GL,(T)| det(A) =1} a P = {A € GL,(T)| det(A) = £1} jsou normdln{
podgrupy grupy G L, (T)(-).

(4) Uvazujeme-li komutativni grupu celych ¢isel Z(+) (s neutrdlnim prvkem 0
a inverznimi prvky znatenymi standardné symbolem —), potom mnoziny tvaru
nZ = {n - z| z € Z} jsou pro kazdé nezdporné celé n podgrupou grupy Z(+)
(viz 0.1). Naopak, uvazujme libovolnou nenulovou podgrupu P grupy Z(+). Protoze
P obsahuje néjaky nenulovy prvek a s kazdym a € P jei —a € P, lezi v P jisté
néjaky kladny prvek a my muzeme zvolit nejmensi kladné ¢islo obsazené v P,
oznacme ho n. Ukazme, ze nutné P = nZ. Indukci diky uzavienosti P na s¢itani
nahlédneme, 7e 2n = n+n € P,3n € P, ..., kn € P, ..., pro kazdé ptirozené
k. Protoze —n € P, dostaneme stejnym argumentem, ze nZ C P. Nyni zvolme
libovolné a € P. Potom vydélime se zbytkem ¢islo a ¢islem n, t.j. najdeme celé ¢
a nezaporné celé z < n, pro kterd a = qn + z. Z uzavienosti P na + pouzité pro
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prvky a, —gn € P plyne, Ze z = a + (—gn) € P, a z minimality volby n dostdvame,
ze z =0, tedy nZ = P.

Definice. Je-li H podgrupa G, definujme na G relaci rmod H (resp. lmod H)
podminkou: (a,b) € rmod H (resp. (a,b) € Imod H) < a-b~' € H (resp.a ! -be

Necht H a K jsou dvé podmnoziny grupy G(-) a g € G. Oznaéme mnoZiny
H-K={h-klheH, ke K}, gH = {g}H a Hg = H{g}. V piipadé grup s
operaci - budeme ¢asto psat hk misto h -k a HK misto H - K.

Véta 1.11. Nechf G(-) je grupa a H jeji podgrupa. Potom plati:
(1

) rmod H ilmod H jsou ekvivalence na G,

(2) (a,b) ermod H < (a~',b7"') € lmod H pro kazdé a,b € G,
(3) |G/rmod H|=|G/lmod H],

(4) rmod H =lmod H, prdvé kdyz je H normdlni podgrupa G(-),
(5) [a]rmoa # = Ha a [a]lmod g =aH pro kazdé a € G,

(6) |[alrmod m| = |[@limoa | = |H| pro kazdé a € G.

Dikaz. (1) Tvrzeni dokadzeme jen o rmod H, pro lmod H bude dukaz symetricky.
Podgrupa H obsahuje neutrdlni prvek 1, proto pro kazdé a € G mdme a-a~' =1¢
H, tedy (a,a) € rmod H. Predpokldddme-li, 7e (a,b) € rmod H, pak a-b~! € H,
protoib-a ! = (a-b!)"! € H (podle 1.5 a 1.6), tudiz (b,a) € rmod H. Nyni
predpokladejme, ze (a,b), (b,c) € rmod H, coz podle definice nasi relace znamen4,
ze a-b=1,b-c™! € H.Z uzavienosti H na binarni operaci plyne, ze (a-b=1)-(b-c™!) €
H,tedy a-c'=a-b"'-b-c7' € H a(a,c) € rmod H. Tim jsme ovéiili, ze je
relace rmod H reflexivni, symetrickd a tranzitivni.

(2) Diky 1.6 mame rovnost a-b=* = (a=1)~* b7, protoa-b=' € H & (a=!)7L-
b~ € H, ¢imz jsme dokonéili diikaz.

(3) Podle (2) je zobrazeni [a]rmod # — [@ imoa 1 korektné definovanou bijeket,
tedy faktorové mnoziny G/rmod H a G/lmod H maji stejné prvku.

(4) Predpoklidejme, 7ze rmod H = lmod H a zvolme h € H a g € G. Potom
(g-h)y™tg=h"t-gt.g=h"t € H,tedy (g9-h,g) € lmod H = rmod H. Z definice
rmod H dostaneme g-h-g~ ' € H.

Nyni pfedpoklddejme, Ze je H normdlni podgrupa grupy G(-). Zvolime-li (a, b) €
rmod H, vime, Ze a - b~! € H. Podle definice normdln{ podgrupy b=*-a = b= -
a-b=1-(b=1H~! € H, tedy (b,a) € Imod H a diky (1) (a,b) € Imod H, ¢im7 jsme
ovérili, ze rmod H C lmod H. Symetricky argument dokazuje obracenou implikaci.

(5) Opét se budeme vénovat jen ekvivalenci rmod H. PouzZijeme definici rozkla-
dové tiidy:

[a]imod 5 = {D € G| (a,b) €rmod H} ={be G|3he€e H: a-b"' =h} =

={beG|IneH: b=h"'-a}={beG|INE€H: b=h -a} = Ha.

(6) Definujme zobrazeni{ b : H — Ha (resp. H — aH) predpisem b(h) = h-a
(resp. b(h) = a- h). Zrejmeé jde o zobrazeni na Ha (resp. na aH) a piedpoklddejme,
ze b(hg) = b(hy), tedy hg -a = hy - a. Tuto rovnost zprava (resp. zleva) prendsobime
hodnotou a~!, abychom dostali hg = hg-a-a ! = hy -a-a"! = hy. Tedy b je
bijekce a vSechny mnoziny H, aH, Ha maji stejny pocet prvku. Nyni zbyva pouzit
(5). O
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Definice. Bud H podgrupa grupy G(-). Potom ¢&islu [G : H] = |G/rmod H|
(= |G/lmod H| podle 1.11) budeme fikat index podgrupy H v grupé G a velikosti
|G| mnoziny G budeme fikat 7dd grupy G.

Véta 1.12 (Lagrange). Je-li H podgrupa grupy G(-), pek |G| =[G : H] - |H]|.

Dikaz. Podle 1.11(1) je rmod H ekvivalence, proto G = UAeg/rmod uA, kde sjed-
nocujeme disjunktni mnoziny. Vyuzijeme-li dale poznatek 1.11(6), ktery ik, ze
véechny ekvivalené¢ni tiidy maji pocet prvku stejny jako mnozina H, pak dostdvame

G- pepmea gl = X A= X (HI= (G H]-JH].

AeG /rmod H Aed /rmod H

O

Dasledek 1.13. Je-li G(-) koneénd grupa, potom 7dd kazdé jeji podgrupy déli 7dd
grupy G.

Piiklad 1.14. 7 piedchoziho dusledku okamzité plynou nésledujici pozorovani:
(1) Grupa prvociselného fddu obsahuje jen trividlni podgrupy, tedy G a {1}.
(2) Protoze |S1o| = 10! a 11 nedeéli 10!, permutaé¢ni grupa fddu Sio(o) neobsahuje

zéddnou podgrupu fadu 11.

(3) Jsou-li H a K dvé konecné podgrupy néjaké grupy G(-) a plati-li, ze jsou

iady H a K nesoudélné, pak H N K = {1}.

Véta 1.15. Necht G(-) je grupa a p relace na G. Pak p je ekvivalence slucitelnd
s operact - prdvé tehdy, kdyz H = [1], je normdlni podgrupa G(-) a p = rmod H
(=lmod H).

Dukaz. (=) Nejprve piredpoklddejme, Ze je p je ekvivalence slucitelnd s operaci -.
Protoze je p reflexivni relace, lezi 1 v tiidé [1],. Zvolme a,b € [1], a g € G. Vidime,
e (1,a),(1,8) € p, navic, 7 reflexivity p plyne, ze (a~La ), (g, g1), (5,9) €
p. Nyni vyuzijeme slucitelnosti p s -, abychom dostali, ze (1-1,a -b) € p, déle
e (1-a~t,a-a™') €palg-1-g7',g-a-g7 ") € p. Vyuzijeme-li vlastnosti
neutralniho prvku a symetrie p, vidime, 7e (1,a-b), (1,a7t),(1,g-a-g1) € p, tedy
a-b, at, g-a-g~! € [1],, ¢imz mame ovéreno, ze je [1], normélni podgrupa G(-).
Pfipomeiime, ze podle 1.11(4) rmod [1], = lmod [1],.

Nyni bychom meéli dokdzat, ze (a,b) € p, pravé kdyz (a,b) € lmod [1],. Jestlize
nejprve (a,b) € p, potom (1,a=1-b) = (a=!-a,a!-b) € p, protoze je p ekvivalence
slucitelnd s -, tedy (a,b) € Imod [1],. Naopak, zvolime-li (a,b) € lmod [1],, pak
(a,b) = (a-1,a-a=t-b) € p.

(«) Predpokladejme, ze je H normélni podgrupa G(-) a definujme relaci p jako
rmod H (tj. (a,b) € p > a-b~! € H). Podle 1.11(1) je p ekvivalence a pfimym
vypoctem zjistime, ze [1], = H. Zvolme nyni (ao,bo), (a1,b1) € p, tj. ao - byt i
ai byt jsou prvky H. Nyni pouzijeme normalitu H, abychom dostali, ze by Liag =
bo_1 . (ao-bal) -by € H. Uzavienost H na - zarucCuje, ze bo_1 “ag - ay -bl_1 € H a dalsim
vyuzitim normality ziskdme ag - a; - (bg - by) 1 = bg - (ba1 ~ag - aj - bfl) - bal € H,
tedy (ap - a1,bp - b1) € p, ¢imz jsme ovérili sluéitelnost p s s operaci - O

Vsimneéme si, Zze kongruence = (mod n) na mnoziné Z(+) popsana v Piikladu 0.5
je pravé ekvivalenci rmodnZ = ImodnZ.
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Vezmeme-li si napiiklad pro grupu H = {id, (12)} grupy permutaci S3(o), kterd
podle 1.10(2) neni normalni, ekvivalence rmod H podle pfedchozi véty neni slucitelnd
s operaci o a podle 1.11(4) plati rmodH # lmodH.

Definice. Zobrazeni f : G — H grup G(-) a H(:) slucitelné s jejich bindrnimi
operacemi se nazyva (grupovy) homomorfismus. Bijektivn{ homomorfismus budeme
nazyvat izomorfismus. Podmnoziné Kerf = {g € G| f(g9) = 1} i relaci ker f =
{(91,92) € G x G| f(g1) = f(g2)} budeme iikat jddro homomorfismu.

Jestlize mezi dvéma grupami Gy a G5 existuje izomorfismus, fikame, ze G; a G4
jsou izomorfni a piSeme G = Gs.

Pozndmka 1.16. Necht G1(-), G2(-) a G3(-) jsou grupy a f : G1 — G2 a g: Gy —
G3 jsou homomorfismy.

1) f(1)=1a f(a=t) = (f(a))~* pro kazdé a € G

2) gf je homomorﬁsmus

3) je-li f bijekce, pak f~1 je izomorfismus,

4) obraz g(H) je podgrupa G3(-) a tplng vzor f~1(H) je podgrupa Gi(-) pro
kazdou podgrupu H grupy Ga(-),

(5) Kerf je normdlini podgrupa G1(-) a ker f = rmod Kerf = lmod Kerf je
ekvivalence slucitelnd s operaci - na G,

(6) f je prosty homomorfismus, prdvé kdyz Kerf = {1} a to nastdvd, prdvé

AN AN SN AN

kdyz ker f =
Dikaz. (1) Protoze f(1) = f(1-1) = f(1) - f(1), staci rovnost f(1) = f(1) - f(1)
piendsobit prvkem f(1)~!, abychom dostali 1 = f(1)-f(1)~! = f(1)-f(1)-f(1)~! =
f(1).Déle 1 = f(1) = f(a=t-a) = f(a')- f(a) a podobné 1 = f(a)- f(a~1), proto

fla™) = (f(a))~".

(2) Je-li a,b € Gi, pak gf(a-b) = g(f(a) - f(B) = (f(@) - g(F(D)).

(3) Staci ovéiit, ze f~1 je homomorfismus. Zvolime-li ¢,d € G2, potom f(f*(c)-
7)) = c-d, proto 71(e) - £ (d) = f~ (- ).

(4) Nejprve ukazeme, ze je g(H) podgrupa Gs(-). Podle 1.16(1) je 1 = g(1) €
g(H). Vezmeéme u,v € g(H), tj. existuji ¢,d € H, pro kterd g(c) = u a g(d) = v.
Protoze c-d, ¢t € H, dostdvame piimo z definice, ze u-v = g(c) - g(d) = g(c-d) €
g(H),au ! =g(c)t =g(ct) € g(H) podle 1.16(1).

Poznamenejme, ze 1 € f~1(H) azvolme a,b € f~1(H),tj. f(a), f(b) € H. Potom
opét f(a)- f(b) = f(a-b) € H,a f(a™') = f(a)™' € H, tedy a-b, a=! € f~1(H),
proto je f~!(H) podgrupa.

(5) Protoze {1} je podgrupa G2(-) a Kerf = f~1({1}), je Kerf podgrupa podle
(3). Vezmeme-li libovolné g € Gy a h € Kerf, potom

Flg-h-g7") = flg)- f(h) - flg™") = flg)-1-flg9)™' =1,
tedy g-h-g~! € Kerf. Zbyvé si uvédomit, ze f(a) = f(b) & f(a)- f(b)"' =1
fla-b')y =1 a-b! e Kerf. Koneéné ker f = rmod Kerf = lmod Kerf je
ekvivalence podle 1.15.
(6) Je-li f prosté, pak existuje jediny vzor jednotky, tedy Kerf = {1} a jestlize
ker f = id, pak je zfejmé f prosté. Konecné, jestlize Kerf = {1}, potom ker f =
rmod Kerf = rmod {1} =id podle (4). O

Piiklad 1.17. (1) V rdmci kurzu linedrni algebry bylo dokazéno, ze znaménko
sou¢inu permutaci je rovno souéinu jejich znamének, tedy, ze sgn : S, — {1,—1} je



ALGEBRA T PRO INFORMATIKY 11

homomorfismus grup permutaci na n prvcich a grupy {1, —1}(-). Snadno nahlédneme,
Ker sgn = A,,, coz je podle 1.16 normalni podgrupa grupy Sy.

(2) Rovnéz v linedrni algebie se dokazuje, Ze determinant det je homomorfismus
z grupy reguldrnich matice n x n nad télesem 7' do multiplikativni grupy télesa
T\ {0}(-) je homomorfismus a tedy Ker det je diky 1.16 normélni podgrupa matice
s determinantem 1 .

(3) Jsou-li U a V dva vektorové prostory nad tymz télesem a f : U — V je
linedrni zobrazeni, pak je f homomorfismus grup U(+) a V(+), kde je + s¢itanim
vektoru.

Je-li G mnozina a p ekvivalence na G, pak prirozenou projekci na faktorovou
mnozinu G/p rozumime zobrazeni 7, : G = G/p dané podminkou 7,(g9) = [g],,
kde g € G. Vsimnéme si, ze kerm, = p.

Véta 1.18. Necht G(-) je grupa a p ekvivalence na G sluditelnd s -. Na faktorové
mnoZiné G /p definujeme operaci © predpisem [a], ® [b], = [a-b],. Tato definice je
korektni, G/p(®) je opét grupa a prirozend projekce m, je homomorfismus.

Diikaz. Abychom ovérili korektnost definice, musime ukdzat, ze definice nezavisi

na volbé zastupce ekvivalencnich t¥id. Mé&jme tedy [a], = [c¢], a [b], = [d],, ti.
(a,c), (b,d) € p. Potom diky slucitelnosti p s operaci mame (a-b,c-d) € p, proto
[a - b], = [c-d],.

Vezmeme-li [a],, [b],,[c], € p, pak piimo z definice vidime, Ze

[a], © ([b], © [e]p]) = [a- (b- )], = [(a-b) -], = (la], © [b],) © [c],,
tedy operace ® je asociativni. To, ze je neutrdlnim prvkem prave [1], a inverznim
prvkem k prvku [a], pravé prvek [a7!],, dostaneme piimym vypoctem. Konecné
mp(a-b) =[a-b], = [a]l, ® [b], = 7,(a) ©® m,(b) z definice. O

Grupu zavedenou na faktorové mnoziné budeme nazyvat faktorovou grupou.
Véta 1.15, kterd tikd, ze kazdé ekvivalenci p slucitelné s binarni operaci na grupé
jednoznacné odpovidd normdlni podgrupa H = [1],, ndm umoziuje faktorovou
mnozinu zapisovat ve tvaru G/H, tedy G/H := G /rmodH.

Navic je bézné, ze se operace na faktorové grupé oznacuje stejné jako operace
na puvodni grupé. Obvykly zdpis faktorové grupy G/p(®) bude tedy G/H(-), kde
H = (1], a[a], - [b], = [a - b],. Podobné budeme pfirozenou projekci G na G/H
oznacovat symbolem g a misto [a], budeme psit [a]lg = aH = Ha (posledni
rovnosti plati podle 1.11(4) a (5)).

Priklad 1.19. Uvéz{me-li na grupé Z(+) ekvivalenci = (mod n) zavedenou v
Pifkladu 0.5, jedna se o ekvivalenci slucitelnou s operaci + a [0]=(mod n) = PZ, tedy
= (mod n) = rmod nZ a na faktorové mnoziné Z/nZ = Z/(= (mod n)) mame
dobfe zavedenu strukturu grupy Z/nZ(+) predpisem [a]=(mod n) + [bl=(mod n) =
[a + b]E(IIlO(] n)-

Véta 1.20. Necht f: G; — Go je homomorfismus grup G1(-) a Ga(-).

(1)(Véta o homomorfismu) Je-li H normdlni podgrupa G:(-), pak existuje ho-
momorfismus g 1 G1/H — Ga spliugici podminku grpg = f prdvé tehdy, kdyz
H CKerf (tj. rmodH C rmod Kerf). Navic, jestlize g existuje, je g izomorfismus,
prdavé kdyz f je na a Kerf = H.

(2)(1. véta o izomorfismu) f(G1) je podgrupa G (tedy opét grupa) a Gy /Ker f(-)
je izomorfni f(G1)(")-
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Dikaz. (1) Nejprve predpoklddejme, Ze existuje homomorfismus g : G1/H — G-
spliujici grg = f, tedy g([alg) = f(a). Zvolme a € H. Pak [a]lg = H = [1]y je
neutralni prvek grupy Gi/H(-), a proto f(a) = g([a]g) = 1 podle 1.16(1). Tedy
a € Kerf, ¢imz jsme ovérili, ze H C Kerf.

Naopak, nechf H C Kerf. Musime ovéiit, Ze jedind moznd definice g dan4
piedpisem g([a]m) = f(a) je korektni. Vezméme proto [a]y = [b]g. Potom a-b~! €
H CXKerf,tedy 1 = f(a-b') = f(a) - f(b)"! podle 1.16(1), a proto f(a) = f(b).
Konecnée

g([ala - [b]m) = g(la - bla) = fla-b) = f(a)- f(b) = g([a]m) - 9([b]m),

tedy ¢ je homomorfismus.

Zbyva overit zaveretnou ekvivalenci. Predné si uvédomme, ze ¢(G1/H) = f(G1),
tedy g je na, pravé kdyz je f na. Nechf je g navic prosté a zvolme a € Kerf.
Pak g([alg) = f(a) = 1. Protoze g([1]g) = g(H) = 1, plyne z prostoty g, 7e
[alg = H, tedy a € H. Ovérili jsme, ze Kerf C H, a protoze uz vime, ze H C Kerf,
mame rovnost H = Kerf. Konetné predpoklddejme, ze g([a]g) = g([b]x). Potom
fla)=f(b)aa-b! € Kerf = H. Tudiz (a,b) € rmodH a [a]y = [b]y, ¢imZ jsme
ovérili, ze je g prosté.

(2) Z 1.16(5) dostavame, 7e f(G1) je podgrupa Gy. Omezime-li obor hodnot zob-
razeni f, muZzeme ho chépat jako homomorfismus f : Gy — f(G1). Nyni aplikujeme
(1) pro H = Kerf a dostaneme piimo pozadovany izomorfismus g : G;/Kerf —

f(GY). U

Piiklad 1.21. Mé&jme homomorfismus f,, : Z — Z,, grupy Z(+) do grupy Z,(+) s
pocitdnim modulo n dany piedpisem f,(k) = (k)mod n. Pak mame podle 1.20(2)
izomorfismus Z/Ker f,(+) = Z,(+), navic je zjevné (a,b) € ker f,, pravé kdyz
n/(a —b), a Ker f, =nZ.

Véta 1.22 (2. véta o izomorfismu). Necht G(-) je grupa a H, K jeji normdini pod-
grupy. Jestlize H C K |, pak K/H je normdlni podgrupa grupy G/H(-) a faktorovd
grupa G/K(-) je izomorfni grupé (G/H)/(K/H)(-).

Diikaz. Nejprve pouzijeme 1.20(1) pro homomorfismy ng : G — G/K (jako f z
1.20(1)) a g : G — G/H (jako mpm z 1.20(1)). Protoze podle piedpokladu H C
K = Kerrg, ddva ndm 1.20(1) homomorfismus g : G/H — G/K spliujici vztah
9([alg) = [a]k. Vsimnéme si, Ze je g zjevné na. Nyni piimocafe spocitdme Kerg =
{lalg € G/H| g(lalu) = [a]k = [1]x} = K/H. Poznamenejme, ze je Kerg = K/H
normdlni podgrupa G/H(-) podle 1.16(5). Nyni pro homomorfismus g vyuzijeme
1.20(2), abychom dostali G/K = g(G/H) = (G/H)/Kerg = (G/H)/(K/H). O

2. CYKLICKE GRUPY

Pfipomenme, ze podle 1.9(2) je prunik libovolného systému podgrup zase pod-
grupou. Uvézime-li grupu G(-) a podmnozinu X C @, pak prunik vsech podgrup
G(+) obsahujicich X je rovnéz podgrupou obsahujici X, ozna¢me ho (X), zjevné se
jednd o nejmensi takovou podgrupu vzhledem k inkluzi. Specidlné budeme psat (g)
misto ({g}), je-li g € G.
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Definice. Bud G(:) grupa a X C G. Podgrupu (X ) nazveme podgrupu G(-) gene-
rovanou mnozinou X . Rekneme, ze G(-) je cyklickd grupa, existuje-li takovy prvek
g€ G, ze(g) =G.

Priklad 2.1. (1) Z(+) je cyklickd grupa, kde Z = (1) = (—1).
(2) Z,(+) je pro kazdé pfirozené n cyklickd grupa s operacemi definovanymi
modulo n, kde Z,, = (a), pravé kdyz NSD(a,n) = 1.

Nechf G(-) je grupa a € G. Definujme indukci:
a® =1,
a”® =a" ! a pro kazdé n > 0,
a” = (a=!)™" pro kazdé n < 0.

Pozndmka 2.2. Nechf G(-) je grupa a a € G. Zobrazeni ¢ : Z — G dané predpisem
¢(n) = a™ je homomorfismus grupy Z(+) do grupy G(-) a ¢(Z) = (a) = {a"| n €
Z}.

Diikaz. Potiebujeme pro kazdou dvojici m,n € Z ovérit, Ze ¢(n +m) = a®™ =
a™-a™ = ¢(n) - ¢(m). Pfitom a™t™ = a™ - a™ zjevné plati pro obé nezdpornd a obé
zéporna m, n. Je-li n zdporné a m-+n nezéporné, pak a™-a™ = (a~1)""-a™ = a"t™.
Podobné pro n zéporné, m kladné a m + n zdporné mame a™-a™ = (a=1)""-a™ =
(a—l)—n—m — an+m_

Zavérem poznamenejme, ze ¢(Z) je prave tvaru ¢(Z) = {a™| n € Z}, a proto se
jedna o nejmensi podgrupu G(-) obsahujici a. O

Disledek 2.3. Nechf G(-) je grupa a a € G. Potom pro kazdé n,m € Z plati, Ze
a "= (an)fl a (an)m = g™,
Véta 2.4. Bud G(-) cyklickd grupa.

(1) Je-li G nekoneénd, pak G(-) = Z(+).
(2) Je-li n = |G| konecné, pak G(-) = Z,(+).

Dikaz. Vezméme néjaky generdtor g cyklické grupy G(-), tedy (9) = G a definujme
zobrazeni ¢ : Z — G dané predpisem ¢(n) = ¢g”. Podle 2.2 jde o homomorfismus a
#(Z) = (g) = G, tedy ¢ je zobrazeni na. Nyni podle 1.20(2) je Z/Ker¢(+) = G(-).
Zbyva si rozmyslet, jak vypadd Z/Ker¢. Z 1.10(4) vime, ze Ker¢p = nZ pro vhodné
nezdporné celé n. V piipadé, ze n = 0, pak Z/Ker¢p = Z/{0} = Z, a v piipadé
kladného n je Z/Ker¢p = Z/nZ = Z,, podle 1.21. O

Poznamka 2.5. Kazdd faktorovad grupa i podgrupa cyklické grupy je opét cyklicka.

Dikaz. Snadno nahlédneme, 7e je-li g generdtor cyklické grupy G(-), pak [g]m je
generdtor jeji faktorové grupy G/H(:).

Diky 2.4 staéi tvrzeni o podgrupdch dokazat pro grupy Z(+) a Z,(+). Nejprve
ho dokazme pro grupu Z(+). V 1.10(4) jsme ovéiili, ze Z(+) jiné podgrupy nez
podgrupy tvaru nZ neobsahuje. Pfitom (n) = nZ je cyklickd grupa, ¢imz je tvrzeni
oveéreno.

Nyni vyuzijeme homomorfismu f, : Z — Z, z 1.21. Zvolime-li podgrupu H
grupy Z,(+), pak f,*(H) je podle piedchozi ivahy a 1.16(5) cyklickd podgrupa
Z, tedy H = f,(f,1(H)) je cyklickd podgrupa Z,(+). O

Pfipomenme, Ze pro kazdé ptirozené k znaéime kZ = (k) = {kz| z € Z}. Podobné
budeme pro kazdé k € Z,, oznacovat kZ, = (k) = {k-z| z € Z,}.
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Poznamka 2.6. Nechf n € N, a € Z, \ {0} a k/n. Pak aZ, = kZ,,, prdvé kdyz
NSD(a,n) = k.

Diikaz. Nejprve predpoklddejme, 7e aZ,, = kZ,,. Potom k € aZ,,, tedy existuje celé
x, pro které (a-x)mod n = k. Proto také existuje takové celé y, ze a-x+n-y = k.
Odtud plyne, ze NSD(a,n)/k. Podobné, protoze a € kZ,, existuji celd u a v, pro
néz k-u+n-v = a, a protoze k/n, nutné musi k/a. Vidime, ze k/NSD(a,n), tudiz
NSD(a,n) = k.

Nyni predpokladejme, ze NSD(a,n) = k. Potom diky Euklidovu algoritmu exis-
tujil « € Z,, acelé y, pronéza-x+n-y=k. Proto (a-z)mod n = k, tudiz k € aZ,
a kZ, C aZ,. Koneéné, protoze k/a, vidime, ze a € kZ,,, a proto aZ,, C kZ,, coz
znamend, ze kZ, = aZ,. O

Uvédomime-li si, ze specidlnim piipadem piedchozi poznamky pro k£ = 1 je
tvrzeni, ze aZ, = Z, (tj. a generuje grupu Z,(+)), pravé kdyz NSD(a,n) = 1,
okamzité dostdvame:

Dasledek 2.7. Je-lin € N, pak éislo p(n) uddvd pocet proki, které generuji grupu
Z,(+) a poéet invertibilnich prvki monoidu Z,(-).

Poznamka 2.8. Bud G(-) koneénd grupa. Potom g!G! = 1 pro kazdyj prvek g € G.

Dukaz. {g) je cyklickd grupa rddu n, tedy je podle 2.4 izomorfn{ Z,(+), proto
g" = 1. Podle 1.12 n/|G|, tedy ¢!¢! = (g”)l%l 1% = 1, kde 1. rovnost plyne z

2.3. d

Véta 2.9. Necht G(-) je koneénd cyklickd grupa. Pak pro kazdé prirozené k, které
deli tad grupy G, existuje pravé jedna podgrupa grupy G tddu k.

Diikaz. K dikazu vyuzijeme charakterizace cyklickych grup 2.4, diky némuz staci
tvrzeni dokédzat pro (izomorfni) grupu Z,(+). Jestlize k = 1, je tvrzeni trividlni,
piedpoklddejme tedy, 7ze k& > 1. Potom snadno nahlédneme, 7e mnozina (%) =
{0, %,2%,...,(k=1)%} je podgrupa a ()| = k.

Mgjme nyn{ néjakou podgrupu H grupy Z,(+) fadu k. Pak je H podle 2.5
cyklicka, a tedy existuje h € H, pro H = (h). Z 2.8 plyne, ze (k- h)mod n = 0,
a proto k- h = c¢-n pro vhodné celé ¢islo c. Tedy h = ¢ - . Tim jsme ovéfili,
7e H je casti podgrupy (%). Protoze se jednd o dvé kone¢né stejné velké mnoziny,
dostdvame, ze H = (%), ¢fmz jsme ovéfili jednoznacnost volby. O

Nésledujici tvrzeni je pro prvociselné n znamo také jako Mald Fermatova véta:
Véta 2.10 (Eulerova véta). Pro nesoudélnd kladnd celd éisla a,n > 1 je
a?™ =1 (mod n).

Diikaz. Diky Poznamce 0.6 tvrzeni staci dokazat pro kladné a < n. Pouzijeme
k tomu Pozndmku 2.8, kde jako grupu G vezmeme grupu invertibilnich prvka
Z: () monoidu Z,(-) tj. prvka nesoudélnych s n podle 2.7. Protoze a € ZZ, je
(a¥™Ymod n = (al%=)mod n = 1 diky 2.8 a 2.7. O

Priklad 2.11. (1) Uvazujme kone¢nou cyklickou grupu G(-). Potom ndm 2.7 ik,
7e G(-) obsahuje pravé ¢(|G|) generdtoru. Protoze diky Lagrangeové vété iad pod-
grupy vzdy déli fad grupy podle 2.9 G(-) pro kazdy délitel fadu cyklické grupy
existuje pravé jedna podgrupa daného fadu, obsahuje G(-) pravé tolik podgrup,
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kolik existuje déliteli jejtho Fadu. Mame-li n = [T, pi*, kde py < p» < -+ < py
jsou prvocisla a r; € N, pak déliteli n jsou praveé ¢isla Hle pit, kde 0 < s; <1y,
tedy G(-) obsahuje prave Hle (r;+1) podgrup a podle 0.11 préve Hle (pi—1)pyi
generatoru.

(2) Konkrétné, vezmeme-li cyklickou grupu Zso(+). Protoze 50 = 2-52, dostdvame
z bodu (1), ze Zso(+) obsahuje p(50) = 20 generdtoru a pravé 6 = 2 - 3 podgrup.
Vezmeme-li napiiklad podgrupu (42) grupy Zso(+) (a jiné nez cyklické podgrupy
tato grupa podle 2.5 neobsahuje), pak diky 2.6 vime, ze (42) = (NSD(42,50)) =

(2) = 2Zs50, a jednd se tedy o podgrupu Fédu 25 = 2.

Priklad 2.12 (Rivest, Shamir, Adleman). Zvolime p a ¢ dvé ruzn4 lichd prvocisla
a polozme m = nsn(p — 1,¢ — 1). Nejprve dokdzeme drobny dusledek 2.10 a 0.8:

Lemma. Pro kazdé a € Z,, a u € N plati, ze (a™*"!)mod pq = a.

Diikaz lemmatu: Nejprve ukdzeme, ze (a™*)mod pq = a.

Podle Véty 2.10 (z"™)modp = 1 a (y™)mod q = 1 pro ta z, kterd nejsou
néasobkem p a ta y, kterd nejsou ndsobkem q. Déle ziejmé plati ((up)™+)mod p =
0, a proto i (z™™!)mod p = (z)mod p a (y™*!)mod ¢ = (y)mod ¢ pro kazdé
nezdporné celé z a y. Vezméme nyni a € Z,,. Z predchoziho pozorovéani plyne, ze
((a)mod p, (a)mod ¢) = ((a™*)mod p, (a™)mod q), a diky Véte 0.8 pouzité pro
bijekci Zpy, = ZpxZ, dostavame, ze shodné jsou i vzory prvki ((a)mod p, (a)mod q)
a ((a™*1)mod p, (a™t)mod q), tedy, 7ze (a™*!)mod pq = a.

Nyni indukei diky 2.3 dostavame, ze a¥™t! = glu—Dm . gmtl — glu=1)mt1 — 4
pro kazdé u € N a a € Z,,.

Vezméme e < m nesoudélné s m a pak (napiiklad pomoci Euklidova algoritmu)
najdeme takové d < m, ze (ed)mod m = 1.

Nynf podle lemmatu pro kazdé a € Z,, plati, ze (a°)? = a® = a*™*! = @
(potitdno v Zp,, tedy modulo pg).

Pomoci vlastnosti ¢isel p, ¢, m, d, e muzeme nyni popsat protokol asymetrického
Sifrovani znamy pod zkratkou RSA. Polozime-li n = p-q, je vefejnym klicem dvojice
¢isel (n,e) a soukromy kli¢ tvori tajny exponent d. Chceme-li informaci vyjddienou
posloupnosti hodnot a1, ...,a; € Z, adresovat majiteli soukromého klice, staci ji
zasifrovat pomoci mocnéni vefejné zndmou hodnotou e v monoidu Z,(+), tj. ode-
slat zpravu (af)mod pg, ..., (af)mod pg. K jejimu rozlusténi stacf umocnit v Z,(-)
pomoci tajného exponentu, protoze (af)? = a¢? = a;. Naopak, zvefejnéni-li ma-
jitel soukromého klice zagifrovanou zpravu (af)mod n, ..., (a})mod n, mohou si
pifjemci zpravy stejnym zpusobem (tj. umocnénim na vefejné zndmy exponent e:
((af))ymod n, ..., ((ad)®)mod n = ay,...,a;) ovéfit, ze odesilatel zpravy opravdu
zné tajny exponent (vlastnictvi soukromého klice tedy garantuje pravost elektro-
nického podpisu).

Poznamenejme, Ze je ze znalosti n = pq a e obtizné najit d (odpovid4 to nalezen{
prvociselného rozkladu ¢isla n, coz je uloha, pro niz neni znam algoritmus poly-
nomidlni slozitosti), zatimco mocnéni ¢isel v Z,, je (i pro velké exponenty a velké
pq) velmi snadné a rychlé.

O
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3. UNIVERZALNI POHLED: POJEM ALGEBRY

Definice. Pro kazdé celé n > 0 nazveme n-drni operaci na mnoziné A kazdé
zobrazeni A" — A (¢islo n budeme nazyvat aritou nebo éetnosti operace). Je-li
I mnozina, budeme iikat zobrazeni Q : I — Ny = N U {0} typ. Rekneme, ze
A(a;] i € I) je algebra typu (2, je-li A neprazdnd a pro kazdé i € I je a; prave
Q(i)-arni operaci na A.

1-arni operace se obvykle nazyvaji unarnimi operacemi, 2-arnim operacim se iika
binarni operace a 3-arni se nazyvaji ternarnimi operacemi.

Viimnéme si, ze mnozina A° sestdvd pravé z prézdné posloupnosti, tedy je jed-
noprvkova. Nuldrni operace tudiz vyznacuje v algebie jeden jeji prvek, a proto ji
muzeme s timto vyznacenym prvkem ztotoznit.

Piiklad 3.1. (1) Uvézime grupu G(-) s undrni operaci inverznfho prvku —! a
nuldrn{ operaci 1. Pak G(-), G(-,71), G(-,71, 1) tvoif (nejen formélng) rizné algebry.
(2) Je-li T téleso, pak je algebrou T(+, -) ¢i T(+,—, -,0, 1), pro vektorovy prostor
V nad T, je algebrou V(+,t|t € T) nebo V(+,0,-t|t € T). VSimnéme si, Ze pro
nekonecné téleso potiebujeme uvazovat nekonec¢né mnoho unarnich operaci.

Definice. Bud a n-arni operace na A. Rekneme, ze podmnozina B C A je uzaviend
na operaci «, jestlize a(ay,...,a,) € B pro vSechna ay,...,a, € B. Rekneme, ze
B C A je podalgebra algebry A(a;| i € I), je-li B uzaviend na vSechny operace a;,
1 €1.

Priiklad 3.2. Nahlédneme, jak v jednotlivych piipadech algeber z Piikladu 3.1
vypadaji podalgebry.
(1) Pro grup G(-) méme:

(a) Podalgebry G(-,71,1) jsou pravé podmnoziny G' uzaviené na 1 (tj. obsa-
hujici prvek 1), na inverzy a souéiny, coz jsou podle definice pravé podgrupy
grupy G(-).

(b) Je-li H neprdzdnd podalgebra G(:,~!), pak existuje h € H, a proto 1 =
h-h=! € H. Tedy neprazdné podalgebry G(-,~1) jsou pravé podgrupy G(-),
navic prazdnd mnozina je v souladu s definici také podalgebra.

(c) Podalgeber algebry G(-) je obecné mnohem vic nez podgrup grupy G(-).
Napiiklad pro kazdé g € G a n € N tvoif mnozina {g*| k > n} podalgebru
G(-). V piipadé G(-) = Z(+) to znamend, 7e mnoziny {ak| k¥ > n} jsou
podalgebry, specidlné mnozina vSech prirozenych c¢isel, kterd podgrupou
Z(+) urcité neni.

(2) Podalgebrou algebry V(+,0,-t|t € T) jsou pravé podprostory tohoto vek-
torového prostoru a podalgebry algebry V(+, t|t € T) jsou pravé podprostory a
prazdnd mnozina.

Oznagime-li §; = a;|p» omezeni n-arni operace «; na B"™, potom pro podalgebru
B lezi viechny hodnoty zobrazeni 5; opét v B. Zobrazeni §; tedy muzeme chépat
jako operace na mnoziné B a tak dostdvdme strukturu algebry B(3;| i € I) na
kazdé podalgebie B.

Definice. Nechf symbol a oznacuje n-drni operaci na mnoziné A i B. Rekneme,
7e zobrazen{ f : A — B je slucitelné s operaci a, jestlize f(a(ai,...,an)) =
a(f(ar),..., f(ay)). Zobrazeni f : A — B mezi dvéma algebrami A(«;| i € I)
a B(a;| i € I) stejného typu Q budeme iikat homomorfismus, je-li slucitelné se
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vSemi operacemi «;, ¢ € I. Bijektivn{ homomorfismus budeme nazyvat izomorfis-
mus. Jestlize mezi dvéma algebrami A(a;| i € I) a B(oy| i € I) existuje izomorfis-
mus, fikdme, ze A a B jsou izomorfni a piseme A(c;| i € I) = B(ay| i € I) nebo
zjednodusené A = B.

Piiklad 3.3. (1) Bud G;(-) pro i = 1,2 grupy s undrni operaci inverzniho prvku
~1 a nuldrni operaci 1. pak kazdy homomorfismus grup G;(-) a Ga(-) je podle
1.16(1) homomorfismem algeber G () a G5(+), G1(-,71) a Go(-71) i G1(-,71,1) a
GQ(',_l s 1)

(2) Necht U a V jsou dva vektorové prostory nad télesem 7. Potom kazdé
linedrni zobrazeni (homomorfismus) vektorovych prostori je homomorfismem al-
geber U(+, tlt € T) a V(+,tlt € T).

Definice. Nechf p je ekvivalence a a je n-arni operace na mnoziné A. Rekneme,
7e p je slucitelnd s «, jestlize pro kazdy systém prvka ay,...,an,b1...,b, € A,
pro které (a;,b;) € p, i = 1,...,n, plati, Zze (a(ay,...,a,),a(b,...,b,)) € p. Je-li
A(a;] i € I) algebra a p ekvivalence na mnoziné A, pak p nazveme kongruenc, je-li
p slucitelna se vSemi operacemi «;, i € I.

Priklad 3.4. (1) id a A x A jsou kongruence na libovolné algebie A.
(2) Kazda ekvivalence je slucitelnd s libovolnou nuldrni operaci.
(3) Ekvivalence slucitelnd s operaci - na grupé G(-) je kongruenci algeber G(-),

G(-,"Y)aG(,71,1).

Piipomenme, ze je-li f : A — B zobrazeni, rozumime jeho jddrem ker f relaci
danou predpisem: (a,b) € ker f < f(a) = f(b). Nyni jsme pripraveni vyslovit
obdobu Pozndmky 1.16 pro obecné algebry:

Poznamka 3.5. Necht A;(a;| i € I), Ay(ai| i € I) a As(ay| i € I) jsou algebry
stejného typu, f: A1 — As a g: As — Az jsou homomorfismy a B je podalgebra
algebry As(+).

(1) gf je také homomorfismus,

(2) je-li f bijekce, pak f=' je izomorfismus,

(3) obraz g(B) je podalgebra algebry As(a;| i € I) a dplnyg vzor f=1(B) je

podalgebra algebry A;(a;| i € I),
(4) ker f je kongruence na algebie Ay(ay| i € I).

Diikaz. Dukaz je snadnym zobecnénim dukazu pifslusnych bodu 1.16.

(1) Je-li @; n-drni operace na Ay, Ay a A3 a vezmeme-li ay,...a, € Ay, pak
gf(ai(ar,...an)) = glai(f(ar),... f(an))) = ai(gf(ar),...gf(an)).

(2) Staéi opét ovérit, ze f~! je homomorfismus. Zvolime-li libovolné n-arni ope-
raci a; a prvky ay, ...an € Az, potom f(ai(f~'(a1),..., f7 (an))) = ai(ay, . .. an),
proto a; (f~1(a1), ..., f1(an)) = fH(aui(ay,. .. a,)).

(3) Necht je opét «; libovolnd n-arni operace na As i As. Vezméme nejprve
C1,...¢p € g(B), tj. existuji by,...b, € B, pro kterd g(b;) = ¢;, j = 1,...,n.
Protoze a;(by,...b,) € B, dostdvame bezprostiedné z definice, ze a;(c1,...cp) =
a;i(g(b1),...9(bn)) = g(ei(by, ... b)) € g(B).

Nyni zvolme ai,...a, € f~'(B), tj. f(a;) € B. Potom f(ai(ay,...a,)) =
a;(f(ar),... f(ay)) € B.

(4) Vezméme n-arni operaci a; na Ay a As a prvky aq,...a,,b1,...b, € Ay, 0
nichz vime, ze (a;,b;) € ker f, tedy f(a;) = f(b;), pro kazdé j = 1...n. Potom z
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definice homomorfismu dostaneme rovnost

flailar, .. ay)) = a;(f(a1), ... fan)) = ai(f(br),--. f(bn)) = flai(br,...bn)),
¢imz jsme ovéfili, ze (ay(aq, . .. ay), ai(by,...b,)) € ker f. Ze se jedna o ekvivalenci
je snadné cviceni. O

Poznamka 3.6. Necht A(ay;| i € I) je algebra a Aj jsou podalgebry A a p; kon-
gruence na A pro kazdé j € J.

(1) ﬂjeJ A; je podalgebra A,

(2) Njespj je kongruence na A.

Diikaz. (1) Obdoba Poznédmky 1.9(2). Necht «; je libovolnd n-arni operace na A a
ai,...a, € ﬂjeJ A;. Protoze ﬂjEJ A; C Ay pro kazdé k € J a A;, je podalgebra
Ay i € I) méme «a;(ay,...a,) € Ay, tedy a;(ag,...ay) € ﬂjeJ Aj.

(2) Fakt, ze je prunik ekvivalenci je ekvivalence je snadné cviceni.

Megjme «; néjakou n-arni operaci na A a vezméme prvky aq,...a,,b1,...b, € A,
pro néz plati, ze (ax,br) € ;7 p;j (C pj pro véechna j € J). Potom pro vechna
J € J méame (a;(a1,...an),a;(b1,...by)) € p; , tedy (a;(a1,...an),a;(b1,...b,)) €
ﬂjeJ Pj- U

V piipadé, ze nemuze dojit k omylu nebo jednotlivé operace na algebie ne-
potiebujeme explicitné uvazovat, budeme v nasledujicim oznacovat algebru jen jeji
NnOsSnou mnozinou.

Definice. Nechf p je ekvivalence a « je n-drni operace na mnoziné A. Je-li p
slucitelnd s «, definujeme operaci « na faktoru A/p predpisem a([a1],,--.,[an],) =
[a(ai,...,an)],- Je-li p kongruence na algebie A, pak timto zpusobem definujeme
na A/p strukturu algebry stejného typu.

Poznamka 3.7. Je-li p kongruence na algebie A, pak je definice algebry A/p ko-
rektni, jde o algebru stejného typu jako A a prirozend projekce m, : A — A/p je
homomorfismus.

Diikaz. Vezméme libovolnou n-arni operaci « algebry A a necht [a;], = [bj],,
kde j = 1,...n. Potom (a;,b;) € p, kde j = 1,...n, proto [a(ai,...,as)], =
[a(bi,...,bn)],, tedy definice operaci na A/p je korektni. Zbytek tvrzeni je piimy
dusledek definice. O

Definice. Nechf p C o jsou dvé ekvivalence na A. Definujme relaci o/p na A/p
nésledovné: ([a],, [b],) € 0/p & (a,b) € 0.

Poznamka 3.8. Bud p kongruence na algebre A.

(1) Je-li o kongruence na A obsahujici p, je o/p dobfe definovand kongruence
na algebre A/p.

(2) Je-li n kongruence na algebre A/p, potom ezxistuje prdvé jedna kongruence o
na algebie A obsahujici p, pro nizn =o/p.

Dikaz. (1) Staci ovéfit, ze je o /p dobie definovand, zbytek je okamzitym disledkem
definice o/p a operace na faktorové algebie A/p. Mé&jme [a1], = [a2], [b1], =
[b2],. Potom (a1, a2),(b1,b2) € p C o, tedy diky tranzitivité a symetrii o plati, ze
(al,bl) (SR == ((LQ,bQ) co.

(2) Jediny mozny zpusob, jak definovat ¢ nam déava predpis (a,b) € 0 <
([al,, [b],) € n. Nyni staci piimocafe nahlédnout, ze jsme takto zavedli kongruenci
na A. O
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Nyni uz muzeme vyslovit obecné verze Véty o homomorfismus a Vét o izomor-
fismus:

Véta 3.9. Necht f: A — B je homomorfismus dvou algeber stejného typu.

(1) (Véta o homomorfismu) Je-li p kongruence na algebie A, pak existuje homo-
morfismus g : A/p — B spliujici podminku gr, = f prdvé tehdy, kdyz p C ker f.
Navic, pokud g ezistuje, je g izomorfismus, privé kdyz f je na a ker f = p.

(2) (1. véta o izomorfismu) f(A) je podalgebra B (tedy algebra stejného typu) a
A/ker f je izomorfni f(A).

Diikaz. Tvrzeni dokdzeme stejné jako Vétu o homomorfismu a 1. véta o izomorfismu
pro grupy (1.20).

(1) Nejprve piedpoklddejme, ze existuje homomorfismus g : A/p — B spliiujici
podminku g, = f, tedy g([a],) = f(a) a vezméme (a1,a2) € p. Pak [a1], = [a2],,
a proto f(ar) = g(lai],) = g(laz],) = f(az). Tedy (a,a3) € ker f.

Je-li naopak p C ker f, ovéfujeme, ze definice g dand predpisem g([a],) = f(a) je
korektni. Vezmeme-li [a1], = [a2], C ker f, pak g([a1],) = f(a1) = f(a2) = g([a2],).
Ze je g homomorfismus je zjevné z jeho definice.

Koneéné dokazme zdvéreénou ekvivalenci. Protoze g(G1/p) = f(G1), vidime, 7e
g je na, pravé kdyz je f na. Je-li g navic prosté a zvolime-li (a1,as2) € ker f, pak
9([a1],) = f(a1) = f(az) = g([az],), a proto (a1, as) € p. Ovérili jsme, ze ker f C p,
a protoze uz vime, ze p C ker f, mame rovnost p = ker f. Konetné pfedpokliadejme,
ze g([a1],) = g([az],). Potom f(a1) = f(az), a proto (a,az) € p a [a1], = [a2],,
¢imz jsme ovérili, ze je g prosté.

(2) Rozmyslime si, ze podle 3.5(3) je f(A) je podalgebra B a poté stejné jako v
dukazu 1.20(2) pouzijeme Vétu o homomorfismu (1) na p = ker f. O

Véta 3.10 (2. véta o izomorfismu). Nechf p C o jsou dvé kongruence na algebie
A. Pak algebra AJo je izomorfni algebie (A/p)/(c/p).

Daiikaz. 1 tentokrat postupujeme stejné jako v ditkazu Véty o izomorfismu pro grupy
1.22: nejprve pouzijeme 3.9(1) pro homomorfismy 7, : A =+ Afocan,: A= A/p,
kterd ndm davd homomorfismus g : A/p — A/o spliujici vztah g([a],) = [al,-
Zbyva spocitat ker g = o/p a pouzit 3.9(2). O

Nyni zobecnime definici ze zacatku 2.kapitoly.

Definice. Bud A algebra a X C A. Potom podalgebru (X) algebry A, kterou
dostaneme jako prunik v§ech podalgeber A obsahujicich mnozinu X nazveme pod-
algebrou generovanou X (nebo budeme iikat, ze X generuje podalgebru (X)).

Priklad 3.11. (1) Uvazujme algebru Z(+). Pak sice ({1}) = N, ale nejmensf
podalgebra Z(+) obsahujici mnozinu {—1, 1} je uz rovna celému Z tj. ({—1,1}) = Z.
(2) Uvazujme-li nyni algebru Z(+, —), pak (1) = Z.

Zobecnime princip dobfe zndmy z linearni algebry, ktery tikd, ze je homomorfis-

mus urcen hodnotami na mnoziné generatoru:

Poznamka 3.12. Bud f,g : A — B dva homomorfismy algeber stejného typu a
necht X C A generuje algebru A. Jestlize f(z) = g(x) pro viechna z € X, potom

f=g
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Dukaz. Nejprve ukdzeme, ze je mnozina C = {a € A| f(a) = g(a)} podalge-
brou algebry A. Vezméme n-arni operaci « algebry A a necht aq,...,a, € C. Pak
f(a(ala AR an)) = a(f(al)a s 7f(a’n)) = a(g(a1)7 v 79(0’71)) = g(a(ah tee 7an))7
proto a(ay,...,a,) € C. Viimneme-li si, ze X C C, dostaneme A = (X) C C, ¢imz
jsme dokonéili dukaz. O

Velmi dualezitym a uzitetnym faktem obecné algebry, ktery jsme uz bez velkych
komentaitu nékolikrat pouzili, je pozorovani, ze dvé izomorfni algebry jsou z hle-
diska algebry nerozlisitelné, maji vSechny vlastnosti stejné a plati o nich tudiz stejna
tvrzeni. Duvod platnosti takového pozorovani je v podstaté velmi elementarni: u
vlastnosti izomorfnich algeber nezdlezi na tom jak konkrétné vypadaji jejich prvky
(a ,,preklad”zajistuje bijekce uréend izomorfismem), podstatné je, Ze operace jsou
na odpovidajicich prvcich stejné, coz pravé zajistuje slucitelnost operace s homo-
morfismem. Samotna pfesna formalizace uvedené myslenky vyzaduje peclivou praci
s formdlni logikou a my ji pouze pro informaci alesponi nazna¢ime na zivér této
sekce.

Piipomenme, Ze term je jakakoli proménnd a jsou-li ¢4, ..., t, termy a « funkéni
symboly (operace) cetnosti n, pak i a(ti,...,t,), je term, ddle je-li P predikat
Cetnosti n a tq,...,t, jsou termy, pak je vyraz P(ty,...,t,) atomickou formuli a

a jsou-li ¢ a ¢ dvé formule, pak vyrazy (¢ — ¥), (p AY), (¢ V¥), —p, Yo a Jp
jsou rovnéz formule. Jazykem predikatové logiky (prvniho Fadu) potom rozumime
vSechny formule, které vyniknou z daného systémem funkénich a predikatovych
symbolu.

Daéle pripomenme, ze formule ¢ plati ve strukture A (tedy napifklad v algebie
s danym systémem operaci, které se v jazyce algeber daného typu objevi jako
funkéni symboly), prave kdyz je ¢ splnéna kazdym ohodnocenim proménnych nosné
mnoziny A struktury A. Uzavienou formuli rozumime formuli, kterd neobsahuje
zadnou volnou proménnou. V naSich dvahdch se pro jednoduchost omezime na
jazyk s jedinym predikdtovym symbolem = a proménnymi jako prvky algebry.

Poznamka 3.13. Necht A(a;| i € I) a B(ag| i € I) jsou dvé izomorfni algebry
(stejného typu). Potom uzaviend formule ¢ jazyka algeber plati v algebie A(a;| i €
I), prdveé kdyz plati v algebie B(wy| i € I).

Diikaz. Nechf f : A — B je né&jaky izomorfismus algeber A = A(a;| i € I) a
B = B(wy| i € I), p formule. Vezmeme-li néjaké ohodnoceni e formule ¢ v A,
oznacime fe, které hodnoté e(x) néjaké proménné v A priradi hodnotu fe(x) téze
proménné v B. Je-li E mnozina vSech ohodnoceni formule ¢ v A, vidime, ze mnozina
{fe| e € E} tvori pravé mnozinu vsech ohodnoceni formule ¢ v B, nebof f je
bijekce. Déle snadno nahlédneme, ze a pro kazdou uzavienou formuli ¢ plati, Ze
bud A |= ¢ nebo A E -y, a protoze f je izomorfismus algeber A a B, staci
indukci podle poctu krokt, jimiz je ¢ odvozena z atomicky formuli a jimiz jsou v
nich vytvofeny zicastnéné termy, dokazat A |= ¢ implikuje B |= .

Nejprve uvazime jedinou atomickou formuli ¢ = s, kde t = t(zq,...,2,) a
s = s(z1,...,Zy) jsou termy v proménnych zi,...,x,. Méjme realizaci néjaké
funkéniho symbolu na obou algebrach, tedy pravé n-arni operaci a; pro ngjakéi € I
a predpokldddme napifklad, Ze t = a;(t1,...,t,), kde ty,...,t, jsou termy a necht
e je néjaké ohodnoceni formule ¢t = s. Protoze e(a;(t1,...,tn) = a;(e(t1),...,e(t,))
a z indukéniho predpokladu uzitého pro termy ty,...,t, vime, ze f(e(t;)) = fe(t;)
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(t.j. obraz izomorfismem f termu ¢; ohodnoceného v algebie A pomoci e je tyz
jako ohodnoceni termu ¢; ohodnoceny v algebie B ohodnocenim fe). Protoze je f
homomorfismus, vidime, ze

fle(ailty, - tn))) = flaile(tr), . - e(tn))) =

= ai(fe(tr),..., fe(tn)) = fe(ailty, ... tn)).
Tim jsme ovérili, ze platnost e(t) = e(s) implikuje platnost fe(t) = fe(s).
Zbytek dukazu uz je jen piimocaré indukéni ovéieni platnosti formule na B
vzniklé pouzitim pravidel (¢ — ¥), (¢ A), (¢ V), @, (V)¢ a (3z)p z kratsich
formuli ¢ a 1 za predpokladu, ze dand dlouhda formule plati na A. O

Zavérem poznamenejme, ze ve skuteénosti na izomorfnich algebréich ekvivalence
plati i pro vyroky vyitené v mnohem bohatsim jazyce (naptiklad tvrzeni, které se
vyslovuje o strukture podalgeber ngjaké algebry).

4. OKRUHY, IDEALY A TELESA

Definice. Okruhem budeme nazyvat kazdou takovou algebru R(+,-,—,0,1), ze
R(+) je komutativni grupa s neutralnim prvkem 0 a operaci opa¢ného prvku —, R(+)
je monoid s neutrdlnim prvkem 1 a pro kazdé a, b, ¢ € R plati, ze a-(b+c¢) = a-b+a-c
a(a+b)-c=a-c+b-c Okruh se nazyva komutativni, je-li operace - komutativni.

Prvek okruhu R(+, -, —, 0, 1) se nazyva invertibilng, jedné-li se o invertibilni prvek
monoidu R(-) a o (komutativnim) okruhu fekneme, ze je (komutativni) téleso, jsou-
li vSechny prvky mnoziny R\ {0} invertibilni a 0 # 1.

Priklad 4.1. (1) Je-li T téleso ve smyslu definice z linedrn{ algebry, pak je algebra
T(+,-,—,0,1) komutativnim télesem.

(2) Je-li T téleso a M, (T') znaci mnozinu vsech ¢tvercovych matic nad 7' stupné
n, pak M, (T)(+,-,—,0,,1,) je okruh.

(3) Z(+,-,—,0,1) a Z,(+,-,—,0,1) pro kazdé piirozené n > 1 jsou komutativni
okruhy.

Pozndamka 4.2. Nechf R(+,-,—,0,1) je okruh. Pak pro kazdé a,b € R plati:
(1) 0ra=a-0=0,
(2) (-a)-b=a-(-b) = —(a-b), (-1)-a=a-(-1) = —q,
(3) 1 je ruzné od 0, prdvé kdyz |R| > 1 (tj. R je netrividini okruh).

Dikaz. U bodu (1) a (2) dokazeme jen jednu rovnost, dukaz druhé je symetricky.

(1) Vyuzijeme-li definitorickou vlastnost prvku 0 a distributivitu, dostaneme
a-0 = a-(040) = a-0+a-0. Pricteme-li k levé a pravé strané rovnosti a-0 = a-0+a-0
prvek —(0 - a), vidime, Ze a -0 = 0.

(2) Opét diky distributivité mame (—a)-b+a-b=(—a+a)-b=0-b=0, kde
posledni rovnost plyne z (1).

Posledni rovnost dostdvdme piimo 7z (2) pro b = 1.

(3) Piimd implikace je trividlni, pfedpoklddejme tedy, ze 1 = 0 a vezméme
libovolné a € R. Potom a =a-1=a-0 =0 podle definice a (1). O

Definice. Nechf R(+,-,—,0,1) je okruh. Rekneme, ze mnozina I C R je pravy
(vesp. levy) idedl okruhu R, jestlize je I podgrupa grupy R(+) a pro kazdé i € I
ar € Rplati, ze i -7 € I (resp. r -4 € I). Mnozinu I nazveme idedlem, je-li
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pravym a zaroven levym idedlem. Homomorfismus (izomorfismus) okruhu bude
homomorfismus (izomorfismus) p¥islusnych algeber.

Priklad 4.3. (1) {0} a R jsou (tzv. trividlnimi) idedly kazdého okruhu R.

(2) Podle 2.5 jsou idedly okruhu celych ¢isel Z(+,-,—,0,1) prédvé tvaru kZ a
idedly okruhu Z,,(+,-, —,0,1) tvaru kZ,, kde k < n je 0 nebo délitel ¢isla n.

(3) Mnoziny aR = {a-r| r € R} (resp. Ra = {r-a| r € R}) jsou (tzv. hlavni) pravé
(resp. levé) idedly okruhu R pro kazdé a € R. Ovérime to napifklad pro aR. Je-li
ar,as € aR, pak diky distributivité ar + as = a(r + s) € aR a —ar = a(—r) € aR
podle 4.2(2). Déle 0 = a0 € aR diky 4.2(1) a (ar)x = a(rz) € aR diky asociativité
pro libovolné z € R.

Definice. O (levém, pravém) idealu I okruhu R(+, -, —, 0, 1) fekneme, Ze je vlastni,
jestlize I # {0} a I # R a, ze je maximalni, jestlize I # R a neexistuje zadny (levy,
pravy) ideal J splaujici I C J C Ral # J # R.

Poznamka 4.4. Je-li R(+,-,—,0,1) okruh a I jeho pravy nebo levy idedl, pak
I =R, prdvé kdyz1 € I.

Diikaz. Piima implikace je trivialni. Jestlize 1 € I ar € R, potom r = 1-r =
(r-1) € I, je-li I pravy (levy) ideal. O

Véta 4.5. V netrividlnim okruhu R(+, -, —,0,1) je ekvivalentni:
(1) R je téleso,
(2) R neobsahuje Zddné vlastni pravé idedly,
(3) R neobsahuje Zddné viastni levé idedly.

Diikaz. Staci dokdzat ekvivalenci (1) a (2).

Piredpokladejme, ze je R téleso a méjme néjaky nenulovy pravy idedl I. Pak
existuje 0 # 4 € I a k nému inverznf prvek i~!' € R, tedy 1 = i -i~! € I a proto
I = R podle 4.4.

Predpokladejme, ze R neobsahuje zadné vlastni pravé idedly a vezméme libovolné
nenulovy prvek a € R. Potom 0 # a = a-1 € aR, tedy podle pfedpokladu aR = R.
Proto existuje b € R, pro néjz a - b = 1. Poznamenejme, ze diky 4.2(1) a (4) opét
b # 0, a tudiz muzeme stejnym argumentem najit ¢ € R, pro které b-¢ = 1. Nyni
a = c podle 1.5 a b je tedy inverzni k a. O

Poznamenejme, Ze existuji okruhy (¥ikd se jim jednoduché), které neobsahuji
zadné vlastn{ (oboustranné) idedly, a zaroven se nejednd o télesa. Typickym pifkladem
jsou maticové okruhy M, (T), kde n > 1 a T je komutativni téleso.

Uvézime-li idedl I okruhu R(+,-,—,0,1), pak je I podgrupa grupy R(+), tedy
muzeme pracovat s ekvivalenci rmod I danou podminkou (a,b) € rmod [ < a—b =
a+(=b) el

Nyni budeme aplikovat Vétu 1.15 na aditivni grupu okruhu:

Véta 4.6. Je-li R(+,-,—,0,1) okruh, pak zobrazeni I — rmod I a p — [0],
Jsou vzdjemné inverzni zobrazeni mezi mnoZinou viech idedli grupy R(+,—,0) a
mnoZinou viech kongruenci okruhu.

Diikaz. Podle Vétu 1.15 jsou H — rmod H a p — [0], vzdjemné inverzni zob-
razeni mezi mnozinou vsech podgrup grupy R(+,—,0) a mnozinou v8ech jejich
grupovych kongruenci. Ukazeme, zZe jde (po zizeni) o vzdjemné inverzni zobrazen{
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mezi mnozinou vsech idedlu okruhu R a mnozinou vSech okruhovych kongruenci
tohoto okruhu.

At je nejprve H ideal okruhu R. Predpokladejme, ze (a,b), (¢,d) € rmod H, ¢ili
a—b,c—d € H. Potom oviem i (a—b)c+b(c—d) = ac—bd € H, tj. (ac,bd) € rmodH
a rmod H je tedy okruhova kongruence.

Opaéné méjme dénu okruhovou kongruenci p a r € R bud libovolny prvek.
Trividlné mame (r,r) € p. Je-li déle (a,0) € p, potom (ra,r0) = (ra,0) € p a také
(ar,0r) = (ar,0) € p. Jinymi slovy: a € [0], implikuje jak ra € [0],, tak ar € [0],,
a tedy [0], je idedl okruhu R. O

Miizeme analogicky modifikovat pro okruhy i Poznamky 1.18 a 1.16. Je-1i I ideal
(resp. p jemu odpovidajici kongruence), potom lze na mnoziné R/I = R/rmod I de-
finovat obvyklym zptsobem definovat kromé operace + (tj. aplikace Poznamky 1.18
na grupu R(+,—,0)) i operaci - vztahem (a+1I)-(b+1I) = ab+ I (resp. [a],-[b], =

[ab]p) .

Poznamka 4.7. Je-li I idedl okruhu R(+,-,—,0,1), potom je faktorovd algebra
R/I(+,-,—,[0]r,[1]s) rovnéz okruh a Kery je idedl pro kazdy homomorfismus okruhu
R(+,-,—,0,1) do okruhu S(+,-,—,0,1).

Dikaz. Tom ze je R/I(+,-,—,I,1+ I) okruh se snadno piimocaie ovéii z definice.
Keryp je urcité normalni podgrupa a zbyva nahlédnout, ze pro kazdé r € R a
k € Kery je

o(r-k)=wp(r) @) =¢(r)-0=0=0-9(r) = (k) -o(r) =k -r),
tedy 7 - k, k- r € Kergp. O

Takto zavedenému okruhu fikdme faktorovy okruh (nebo kratce faktorokruh)
okruhu R podle idedlu I .

Véta 4.8. Af R(+,-,—,0,1) je komutativni okruh a I jeho idedl. Potom R/I je
téleso prdveé tehdy, kdyz I je maximdalni idedl.

Diikaz. At R/I je téleso a bud J D I idedl v R. Potom je m;(J) idedl v R/I,
pricemz my(J) # {I}, tj. nejde o trividlni (nulovy) idedl. Podle Véty 4.5 musi byt
jiz mr(J) = R/I. Musi tedy existovat r € J tak, ze r+I =1+ 1,tj. 1 —r € I,
z ¢ehoz ihned plyne 1 = r + (1 —r) € J, a proto J = R. Dokazali jsme, ze I je
maximalni idedl.

Je-li naopak I maximdlni idedl a a € R\ I (tj. a+ I # I v okruhu R/I), potom
7z maximality I (je totiz nutné aR + I = R) dostdvdme existenci takového r € R a
i€l 7ear+i=1 (atedy 1 —ar € I). Jinak fe¢eno (a+I)(r+I)=ar+I1=1+1
v okruhu R/I, coz znamend, ze r + I je inverz v okruhu R/I k nenulovému prvku
a+ I. Ovéiili jsme, ze R/I je téleso. O

Definice. Bud' okruh. Polozme R[z] = {p : Ng — R| {n|p(n) # 0} je kone¢né}.
Prvek p € R[z] budeme zapisovat také ve tvaru p = >y, Pn?", kde pp, = p(n),
tedy R|[z] obsahuje pravé vSechny formélni nekone¢né sumy s koneénym nosicem.
Na R[z] definujme bindrni operace + a -, undrni operaci — a nuldrni operace 0 a 1

Prop =73 N, PnT" & ¢ =) N, InT"

"
pra= > (ata)z”,  pa= Y O pi-ani)z",

nENg nENg =0
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—p= Z —ppx™, 0= Z 0z", 1=1z"+ ZO:U”.
n€Np n€Ng n>0
Je-li p # 0, budeme nejvétsi takové n € Ny, Ze p, # 0, nazyvat stupném polynomu
p. Stupen polynomu 0 polozime roven —1. Stupen polynomu p budeme oznacovat
st p.

Je velmi snadné (a prenechdme to ¢tendii) ovéfit, ze

Pozndmka 4.9. R(+[z],-,—,0,1) tvoi s vyse zavedenymi operacemi okruh pro
kazdy okruh R(+,-,—,0,1).

Je-li T komutativni téleso, ukdzeme, jak poznat maximalni idedly v okruhu T'[z],
tj. okruhu polynomu v jedné neurcité (znacené x) s koeficienty v 7.

Definice. O polynomu f € T[z] stupné alespon jedna fekneme, ze je ireducibilnd,
pokud neexistuji polynomy g, h € T[z] takové, ze f = gh a soucasné deg g, deg h <
deg f.

Poznamka 4.10. Bud T komutativni téleso a I idedl okruhu T[z] a g € T|x].

(1) existuge f € T[x] takové, zZe I = fT[x],

(2) T je maximalni prdvé tehdy, kdyZ existuje ireducibilni polynom f € T|[z]
takovy, zZe I = fT[x]

Dikaz. (1) Je-li I = {0}, polozme f = 0. Jinak vezméme nenulové f € I nejmensiho
mozného stupné. Ukdzeme, ze I = fT[z].

Bud g € I libovolné. Vydélme g polynomem f se zbytkem: existuji tedy q,r €
T[x] tak, 7e g = qf +r a deg r < deg f. Jelikoz f,g € I a I je idedl, méme rovnéz
r=g9—qf € I, atedy r = 0 vzhledem k minimalité stupné f. Jelikoz g bylo
libovolné, ukazali jsme, ze I C fT[z]. Druhd inkluze je trividlni.

(2) Z Poznamky 4.10 vime, zZe existuje f € T'[z] takovy, ze I = fT[z]. Déle stagi
vyuzit vztahu z Pitkladu 4.3(4): pro idedl ¢gT'[x] mame fT'[x] C gT'[z] C T'[z] < g|f
a soucasné g {1 a f fg; pravd strana ekvivalence nefikd nic jiného, nez g|f a 0 <
def g < deg f, tj. f nenf ireducibilni. O

Kapitolu zakonéime konstrukci koneénych (komutativnich) téles, pficemz bu-
deme niésledujici vysledek brét jako fakt (bez dukazu).

Tvrzeni. Pro kazdé prvocislo p a n € N existuje ireducibilni polynom f € Z,[z]
stupné n. Navic v Z,[z] plati f|(x1’" — ).

Vétu o konecénych télesech zformulujeme v klasickém znéni. Dukaz bodu (2) a
(3) ovem uvéddime jen informativné.

Véta 4.11. (1) Pro kazdé prvoéislo p a n € N ezxistuje komutativni téleso o p"
prucich.

(2) Je-li F konecéné téleso, pak |F| = p™ pro p prvoéislo a n € N.

(3) Libovolnd dvé koneénd komutativni télesa o témze poctu prvki jsou izomorfnd.

Dikaz. (1) Z faktu vyse mame existenci ireducibilniho polynomu f € Z,[z] stupné
n. Definujme Fpn = Zp[z]/ fZy[x]. Potom z Poznamky 4.10(2) a Véty 4.8 plyne, ze
F,» je komutativni téleso. Oznacime-li I = fZ,[z], v tomto télese (pro g, h € Zy[z])
plati g+ I = h+ I préve tehdy, kdyz f déli g — h; mj. tedy g+ I = (g mod f) + 1.
Jako zbytky po déleni f figuruji pravé vSechny polynomy nad Z, stupné < n, téch
je p", coz je nasledné i pocet prvkil Fp-.



ALGEBRA T PRO INFORMATIKY 25

(2) Bud' F koneéné téleso. Uvazujme cyklickou podgrupu (1) grupy F(+,—,0).
Ta musi byt konecnd, a tedy Z,(+) = (1)(+) pro néjaké p € N. Uvazujme izo-
morfismus, ktery posild prvek k € Z, na prvek 1+1+ ...+ 1 télesa I, a jak je

~—_————
kx
v podobnych piipadech zvykem, pro dalsi ivahy ztotoznime prvky télesa F tvaru
14+14+...+1,kde 0 <k <p,aprvky mnoziny Z,. Z grupy Z, timto ztotoznénim
| —
kx
udélame podgrupu grupy F(+,—,0).
Jelikoz z distributivity mdme (1 +1+... + DA +1+...+ 1) =14+1+...+ 1=

m X km x

kx
14+1+...+1, tvoif Z, dokonce podokruh télesa F.
(km mod p) X

Dale, p musi byt prvocislo. Jinak by existovaly 0 # k,m € Z, tak, ze km = 0,
coz v zadném télese (tedy ani v F) neni mozné.

Nyni je jiz snadné si uvédomit, ze I tvoii vektorovy prostor nad svym podtélesem
Z,, a tedy dimz F =n € N. V dusledku toho jest |F| = p".

(3) Ukédzeme, ze je-li F konecné komutativni téleso o p™ prvcich, potom F 2 Fyn
(z Casti (1) ditkazu). Tak jako v bodu (2) budeme BUNO piedpokladat, ze Z,
je piimo podtélesem télesa F (nikoliv pouze izomorfni podtélesu generovanému
prvkem 1).

Nejprve nahlédneme, 7e kazdy prvek télesa F je kofenem polynomu zP" — z €
Z,[z]. To pro 0 ziejmé plati a pro nenulové prvky to plyne aplikaci Pozndmky 2.8
na grupu F*(., % 1), kterd m4 p™ — 1 prvki.

Z faktu vyse plyne, ze ireducibilni polynom f € Zp[z] pouzity ke konstrukci
télesa Fn, déli v Z,[z] polynom zP" — z. To ovéem znamend, Ze ho déli i v jeho
nadokruhu F[z]. Mame tedy né&jaky polynom g takovy, ze fg = zP" —z. Dosadime-li
nyni libovolny prvek a € F, mdme f(a)g(a) = 0, coz znamena, Ze a je kotfen jednoho
ze dvou téchto polynomu. Jelikoz polynom g ma mensi stupen nez p™ (a tedy méné
nez p" kofenu), musi existovat néjaké a € F, které je kofenem polynomu f.

Pro toto a uvazujme (dosazovaci) homomorfismus d, : Zp[z] — F definovany
vztahem d, (h) = h(a). Vyse jsme dokazali, ze fZ,[z] C Ker(d,). Mizeme proto uzit
Vétu o homomorfismu pro okruhy, kterd ndm da (jediny) okruhovy homomorfismus
Y Zylx]/ fLp[z] — F, pro néjz d, = ¢msz [, Jelikoz d,(1) = 1 # 0, je ¢ nenulovy
homomorfismus. Vime, ze Ker(¢) musi byt idedl télesa Fyn, a tedy nutné Ker(v))
je trividlni (jednoprvkovy) idedl (uzivdme Vétu 4.5). To ovéem znamend, 7Ze v je
prosté, a tedy musi byt i na, jelikoz jde o zobrazeni mezi dvéma stejné velkymi
kone¢nymi mnozinami. Tudiz v je hledany izomorfismus téles F,» a F. O

Wedderburnova véta iikd, ze v8echna koneénd télesa jsou komutativni. Dukaz
ale nenf nikterak trividlni. V dukazu ¢asti (3) jsme vyuzili komutativitu télesa I,
abychom mohli argumentovat, ze polynom g nemd v F vice kofenti, nez je jeho
stupeti; to ovéem nad nekomutativnimi télesy neplati! Staéf uvazit polynom z2 + 1
nad télesem kvaternionu. Ten m4 za koteny 1, j, k, —i, —j, —k.

Dukaz nésledujictho dulezitého tvrzeni o koneénych multiplikativnich grupéch
vyzaduje jisté znalosti z teorie polynomu nad obecnym télesem, proto ho provedeme
az v piistim semestru:

Véta 4.12. Nechtf T(+,-) je komutativni téleso a necht G je konmeénd podgrupa
multiplikationd grupy T \ {0}(-). Potom G je cyklickd grupa.
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Piiklad 4.13. (1) Je-li p prvocislo, pak Z, je se s¢itdnim a ndsobenim modulo p
téleso, proto je podle piedchozi véty Z;j(-) cyklickd grupa ftadu p— 1. Je-lip—1 =
Hle p;* prvoéiselny rozklad, kde p1 < ps < --- < pg a r; > 0, pak mizeme
generdtory a podgrupy grupy Zj;(-) pocitat postupem Piikladu 2.11. Tedy Zj(-)
obsahuje préve Hle(pi — 1)pii~" generdtorti a Hle(ﬁ‘ + 1) podgrup.

(2) Z piedchozi tvahy plyne, 7e Zz,(-) je cyklickd grupa fadu 52 = 22 - 13, proto
Z%,(-) obsahuje pravé 2 - 12 = 24 generdtora a 3 - 2 = 6 podgrup.

5. SVAZY

Piipomenme, Ze relaci < na mnoziné M budeme iikat uspordddni, je-1i reflexivni
a tranzitivni a spliiuje-li podminku a < b, b < a = a = b pro kazdé a,b € M (tj.
jde o slabé antisymetrickou relaci). Dvojice (M, <) se obvykle nazyva usporadand
mnozina.

Definice. Nechf < je uspofadani na mnoziné M a A C M. Rekneme, ze m € A je
nejmensi (resp. nejvétsi) prvek mnoziny A, jestlize m < a (resp. a < m) pro viechna
a € A. Supremem (resp. infimem) mnoziny A budeme rozumét nejmensi prvek
mnoziny {n € M| Va € A: a < n} (resp. nejvétsi prvek mnoziny {n € M| Va €
A : n < a}), supremum znacime sup. a infimum inf<. Dvojici (M, <) budeme
ifkat svaz pokud pro kazdé dva prvky a,b € A existuje supremum a infimum
mnoziny {a,b}. Svaz (M, <) je dplnym svazem, existuje-li supremum a infimum
kazdé podmnoziny mnoziny M.

Priiklad 5.1. Pfipomeiime zndmé priklady uspotradani a svazi:

(1) Relace déleni / je uspoifdddni na mnoziné vsech prirozenych ¢isel N, navic
sup,(n,m) = nsn(n,m) a inf,(a,b) = NSD(n,m), proto je (N, /) svaz.

(2) Ptirozené usporddani < indukuje na mnoziné vsech celych (redlnych, ra-
ciondlnich) ¢isel Z (R, Q) strukturu (dokonce linedrné usporadaného) svazu,
kde sup«(a,b) = max(a,b) a inf<(a,b) = min(a,b).

(3) Inkluze tvoif na mnoziné véech podmnozin P(X) mnoziny X uspotradéni
a (P(X), Q) uplny svaz kde supc (B) = |UB a infc(B) = (B pro kazdou
podmnozinu B C P(X).

(4) Je-li C mnozina vSech podalgeber nebo vsech kongruenci na néjaké algebie,
ukdzeme, 7e (C, C) tvoii tUplny svaz, kde sup-(B) = ([{C € C|UB C C} a
infc(B) = (B pro kazdé B C C . -

C je usporadan{ a (B je zjevné infimem. ProtoZe je mnozina C dle
3.6 uzaviena na pruniky, vidime, ze ({X € C|UB C X} tvofi nejmensi
prvkem C obsahujicim vsechna B € B, coz je podle definice pravé supremum
vzhledem k inkluzi.

(5) id je na libovolné neprazdné mnoziné M usporddani, ovéem pro |M| > 1 se
jisté nejednd o svaz.

Je-li (M, <) svaz, budeme pro kazdé dva prvky m,n € M znait m Vn =
sup<(m,n) a m An = inf<(m,n). Zavedené bindrni operace V nazveme spojeni a
A prisek.

Véta 5.2. (1) Je-li (M, <) svaz, pak pro viechna a,b,c € M plati:

(S1) avb=bVa,aANb=bAa,
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S2) aVa=a=aAa,

S3) av(bVve)=(aVb)Ve,aN(bAc)=(aAb)Ac

S4) aVv (bAa)=a=aAN(bVa).

2) Nechtf M (A, V) je algebra s dvéma bindrnimi operacemi, které spliiugi podminky

) — (S4) a definume na M relaci < predpisem: a < b < b= aVb. Pak plati
<b& a=aAb, dile (M, <) je svaz a supc(a,b) =aV b ainf<(a,b) =aAb.

(
(
(
(
(S1

Diikaz. (1) Vlastnosti (S1) a (S2) jsou okamzitym dusledkem definice A a V.

(S3) Polozme d = aV(bVc). Dokédzeme, ze je d supremem mnoziny {a, b, c}. Podle
definice Vjea < dab,c < bVe < d, tedy d je horni odhad mnoziny {a, b, c}. Zvolme
néjaké e, pro néz a, b, c < e. Pak (bVc) < e, protoze je e horni odhad mnoziny {b, ¢}
a (bVc) je supremem této mnoziny. Stejnym argumentem dostaneme aV (bVe) < e,
tedy aV (bVe) =sup({a,b,c}) =cV (aVbd) = (aVb)Vecdiky (S1). Dikaz druhé
podminky je symetricky.

(S4) Protoze bAa < a aa < a, mame aV (bAa) < a. Naopak a < aV (bAa),
tedy ze slabé antisymetrie plyne, ze a = a V (b A a). I tentokrat pro ovéreni druhé
podminky sta¢i zaménit spojeni prusekem a relaci < relaci >.

(2) Nejprve ukazeme, ze je < uspoiadani. Protoze a = a V a diky (S2), mame
podle definice a < a. Vezmeme-li a < ba b < ¢, tj. b = aVb ¢ =bVec, pak
c=(aVb)Ve=aV (bVc)=aVcdiky (S3), tedy a < c. Koneéné plati-li, ze a < b
ab<a, dostdvdme z (S1), zeb=aVb=bVa=a.

Nyni ovéiime, ze b =aV b < a = a A b. Za symetrie podminek pro A a V plyne,
ze staéi abychom ovéiili jen jednu implikaci. Necht napiiklad b = a V b. Potom
aNb=aA(aVbd) =aA(bVa)=apodle (S1) a (54). Vidime, ze je definice <
symetricky formulovatelnd pomoci podminky a < b< a=aAb.

Zbyvé dokazat, ze sup«(a, b) = aVb (tvrzeni pro A se dokdze symetricky). Predné
aV(aVvb) = (aVa)Vb = aVb diky (S3) a (S2) abV(aVb) = (aVb)Vb = aV(bVb) = aVb
diky (S1), (S3) a (S2), tudiz a,b < (a V b). Vezmeme-li prvek ¢, pro ktery a,b < ¢,
pakc=aVcac=bVe, protoc=aV (bVe) = (aVb)Vepodle (S3). Tim jsme
ovériliy ze (a V b) < ¢, coz znamend, ze sup.(a,b) = a V b. O

Dokézané tvrzeni poskytuje dva ekvivalentni pohledy na svaz: bud jako na
uspofadanou mnozinu se supremy a infimy nebo algebru spliiujici ¢tvefici axiomu

(S1)-(S4).

Piiklad 5.3. U piikladu svazu uvedenych v 5.1 mame tedy dva zpusoby jak na
svaz nahlizet:

(1) (N, /) odpovida algebie N(NSD, nsn),

(2) (Z,<) (respektive (R, <), (Q, <)) odpovid4 algebie Z(min, max) (respek-
tive R(min, max), Q(min, max)),

(3) (P(X), <) odpovida algebre P(X)(N,U).

Definice. O svazu S(A, V) fekneme, Ze je distributivni, plati-li pro kazdé a,b,c € S
rovnost a V (bAc¢) =(aVb)A(aVc).

Poznamka 5.4. Svaz S(A,V) je distributivni, prdvé kdyz pro kazdé a,b,c € S plati,
ZeaN(bVe)=(anb)V (aAc), tedy svaz S(A,V) je distributioni, prdvé kdyz je
opacny svaz S(V,A) distributivni.
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Diikaz. Ze symetrie vlastnosti operaci plyne, ze stati dokazat pouze jednu implikaci.
Necht je svaz distributivni. Budeme s vyuzitim definice distributivity a 5.2 upravo-
vat: (aAb)V(anc) = ((aAb)Va)A((aAb)Ve)=aA(aVe)A(DVe)=aN(bVec),
kde druhd rovnost plyne z (S4) a tfeti rovnost plyne z (S1) a (S4) a O

Piiklad 5.5. (1) Svaz P(X)(N, V), kde P(X) je mnozina viech podmnozin mnoziny
X, je distributivni.

(2) Nechf My = {0,1,u,v,w}, bud 0 nejmensi prvek, 1 nejvétsi prvek a uVov =
uVw=vVw=1lauAv=uAw=vAw=0.Protoze u V(v Aw) =uVO0#
1=1A1(uVv)A(uVw), neni M5(A,V) distributivni svaz. (ikd se mu obvykle
diamant).

Definice. Nechf f : A — B je zobrazeni a (A, <) a (B, <) jsou svazy. Rekneme, ze
je f homomorfismus (izomorfismus) jde-li o homomorfismus (izomorfismus) algeber
A(A,V) a B(A,V) a f nazveme monoténnim zobrazenim, plati-li implikace a; <
as = f(a1) < f(az). Podsvazem svazu A(A, V) budeme rozumeét podalgebru algebry
A(A V).

Poznamka 5.6. Homomorfismus svazi je monoténni zobrazend.

Dikaz. Je-lli f : A — B homomorfismus svazu a a1 < as € A, pak az = a1 V as.
Proto f(as) = f(a1 Vas) = f(a1) V f(az) a tedy f(a1) < f(as2). O

Véta 5.7. Bijekce svazi f je izomorfismus, pravé kdyz jsou f i f~1 monoténni
zobrazens.

Diikaz. Diky 5.6 staci dokdzat zpétnou implikaci. Ovéiime slucitelnost f napiiklad
s V. Mé&jme f : A — B takovou bijekci svazil, ze fi f~! jsou monoténni, a zvolme
a,b € A. Protoze a,b < aVb,je f(a), f(b) < f(aVDb), tudiz f(a)V f(b) < f(aVb).
Podobné f(a), f(b) < f(a)V f(b), proto a,b < f~(f(a)V f(b)) aaVb < f(f(a)V
f(b)). Pouzijeme-li na posledni vztah znovu monotonii f, dostaneme f(a V b) <
fla) Vv f(b). Ze slabé antisymetrie <, potom plyne, ze f(aVb) = f(a)V f(b). O

Definice. Necht m4 svaz S(A, V) nejmensi prvek 0 a nejvétsi prvek 1. Prvek a €
S nazveme atomem (resp. koatomem), jestlize a pokryva 0 (resp. 1 pokryva a).
Komplementem prvku a € S nazveme takovy prvek a’ € S,ze avVa' =1 aana’ = 0.

Poznamka 5.8. Kazdy prvek distributivniho svazu md nejvyse jeden komplement.

Diikaz. Nechf aVb;=1aaAb;=0proi=1,2.Pakb; =b;A1=b;A(aVb;)=
(bi Aa)V (b Abj) =0V (b Ab;j) = b; Abj, tedy b; < b; pro viechna i,j € {1,2},
coz znamend, 7ze by = b. O

Kone¢né usporddané mnoziny je ¢asto vyhodné zndzornit Hasseovym diagra-
mem, pifipomenme jeho definici:

Definice. Necht (M, <) je uspofddand mnozina a a,b, ¢ € M. Rekneme, 7e prvek
b pokrijud prvek a (piseme a < - b), jestlize a < b,anenibaa < c¢< b= ¢=anebo
¢ = b. Hasseovgm diagramem uspoifadané mnoziny (M, <) rozumime orientovany
graf, jehoz vrcholy tvoii prvky mnoziny M a a je s b spojen takovou hranou, ze b
se nachazi vyse nez a, pravé kdyz b pokryva a.

Definice. Booleovou algebrou nazveme takovou algebru S(V,A,0,1, '), ze S(A, V)
je distributivni svaz s nejvétsim prvkem 1 a nejmensim prvkem O a unarni ope-
race ' prifadi kazdému prvku jeho komplement. Homomorfismem (izomorfismem)
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Booleovych algeber rozumime homomorfismus (izomorfismus) algeber v obvyklém
smyslu.

Piiklad 5.9. Nechf P(X) je mnozina vSech podmnozin mnoziny X a pro kazdou
podmnozinu Y C X definujme Y’ = X \ Y. Pak P(X)(U,N, 0, X, ') je Booleova
algebra.

Pozndmka 5.10. Nechf S(V,A,0,1, ') je Booleova algebra. Pak pro kazdé a,b € S
plati:

(1) (a') =a,

(2) (1)) =04a(0) =1,
(3) (aVbh) =d AV,
(4) (anb) =

Dikaz. (1) a (2) plyne ptimo z definice a 5.8 a (4) je symetrické k (3).
3) (aVO)A(@AY)=(aNd AV)V (A AD) =0V 0 =0 a podobné
(aVbd)V(dAY)=(aVbVd)A(aVDVI)=1V1=1. O

Véta 5.11. Bud S(V,A,0,1, ') koneénd Booleova algebra a A bud mnoZina vsech
atomt svazu S. Potom zobrazeni ¢ : P(A) — S dané predpisem ¢(B) = sup B je
izomorfismus Booleovijch algeber S(V,A,0,1, ') a P(A)(U,N, 0, X, /).

Dikaz. Pro kazdé M = {my,...,mp} C S znatme AM =my Ama A---Amy a
VM=miVmaV---Vmy,,dile A\Dl=1a\/0=0

Definujme nejprve zobrazeni ¢ : S — P(A) predpisem ¢(s) = {a € A| a < s}.
Okamzité vidime, ze zobrazeni ¢ i ¢ jsou monoténni vzhledem k inkluzi a ¢(f}) = 0.
Ukazeme-li navic, 7e je ¢ bijekce slucitelnd s prusekem a spojenim, pak nutné
¢(A) =1 a ¢(B') = ¢(B)' pro kazdé B € P(A). Podle 5.7 tedy zbyvé ovérit, ze
potp=1ds it o¢=1Idpa), tedy Ze ¢ je bijekce a ¢~ = 1.

Polozme t = ¢1p(s) = VV{a € A| a < s}. Potom ¢t = \{a € A| a < s} < s.
Vsimnéme si, ze diky distributivité s = sA1 = sA(tVH') = (sAt)V(sAL) = tV(sAL).
Piedpokldddme-li, ze t # s, pak z piedchoziho vidime, ze (s A t') # 0, a diky
kone¢nosti S najdeme néjaky atom ag, ktery lezi pod prvkem s At', tedy a < t' a
a € Y(s), a proto a < t. Zjistili jsme, ze a <t At' = 0, coz je spor, tudiz s = t.

Nyni polozme C = 9¢(B) = {a € A| a < \/ B}. Vezmeme-li b € B, pak b < \/ B,
a proto b € C, ¢imz jsme ovéfili inkluzi B C C. Zvolme tedy ¢ € C' a uvazme, ze
0#c=cAVB=\{cAbl be B} diky distributivité a konecnosti B. To ovSem
znamena, ze existuje b € B, pro néz ¢ A b # 0. Protoze jsou oba prvky b a ¢ atomy,
méame b = ¢, ¢imz jsme dokazali, ze B = C'. O

Piiklad 5.12. (1) Je-li S(V,A,0,1, ') Booleova algebra o 64 = 2¢ prvcich, pak
je podle predchozi véty izomorfni Booleové algebfe P(X)(U,N,0,, ') pro X =
{1,2,3,4,5,6}.

(2) Neexistuje zadna patnédctiprvkova Booleova algebra, protoze podle Véty 5.11
musi byt kazda Booleova algebra izomorfni potenc¢ni Booleové algebie, tedy musi
mit 2" prvku, kde n je pocet atomu.



