23./25.2.

1. IZOMORFISMY

Jsou-li (G,-,71,1) a (H,-,~!,1) dvé grupy, pak se zobrazeni ¢ : G — H nazyva
(grupovy) izomorfismus, jestlize je to bijekce a pro kazdé a,b € G
pla-b) = p(a) - p(b),
p(a™) =pla)™,
o(1) = p(1).
Obecné pro algebry A a B a zobrazeni ¢ : A — B mezi jejich nosnymi mnozinami
plati, Ze je to izomorfismus, jestlize je ¢ bijekce a pro kazdy opera¢ni symbol o arity
n a kazdou dvojici jeho realizaci o 4 a ogjako operaci na algebrach A a B plati

ploa(ar,...,an) = o5(@(ar),. .., p(an) Vai,...,a, € A,

1.1. Co znamend podminka izomorfismu pro nuldrni operace?

Podle definice uvazujme pro prvky urcené nuldrnimi operacemi o4, o3, zZe se
prevedou zobraz{ jeden na druhy, tedy ¢(o4) = o5. O

1.2. Dokazte, ze bijekce f : G — H dvou grup (G,-,71,1) a (H,-,~!,1) je grupovy
izomorfismus pravé kdyz f(a-b) = f(a) - f(b) pro kazdé a,b € G.

Protoze podminka na levé strané ekvivalence je jednou ze tii definitorickych
podminek, je piima implikace trivialni.

Piedpoklddejme, ze f(a-b) = f(a) - f(b) pro kazdé a,b € G. Protoze f(1)
f(-1) = f(1)- f(1), staci rovnost f(1) = f(1) - f(1) prenasoblt prvkem f(1)~
abychom dostali 1 = f(1) - f(1)=* = f(1) - f(1) - f( )~1 = f(1). Dale 1 = f(1)
fla™t-a) = f(a™")-f(a) apodobné 1 = f(a)- f(a™"), proto f(a™') = (f(a)) "

A\/
an.o=l

1.3. Nechf (G,-,7',1) a (H,-,71,1) jsou grupy. Dokazte, Ze bijekce f : G — H
je izomorfismus algeber (G,-,71,1) a (H,-,"*,1) pravé kdyz je to izomorfismus
algeber (G,-) a (H,-).

Tvrzeni je jen reformulace predchoziho tvrzeni do jazyka algeber. O
1.4. Mame-li dveé algebry (A, X), (B, ¥) stejného typu s mnozinou opera¢nich sym-

boli ¥ a bud’ f : A — B je izomorfismus algeber (A4,%), (B,Y). Jestlize 2 C %,
dokazte, Ze je f izomorfismus algeber (A4,Q), (B, Q)

Jde o uvahu stejného druhu jako u predchozich piimych implikaci: je-li podminka
splnéna pro v8echny operace ze X, je splnéna i pro vSechny operace z mnoziny 2. [
1.5. Dokazte, ze izomorfismus grup i algeber tvoii (tiidovou) ekvivalenci.

Staci si vsimnout, ze identita je vzdy izomorfismus, slozeni dvou izomorfismu

(které lze sklddat) a inverz k izomorfismu jsou opét izomorfismy. O
Jestlize mezi dvéma grupami (G, -, 1, ) a (H, ,1) existuje izomorfismus,
ifkdme, Ze jsou izomorfni a piseme (G,-,"1,1) = ( .5, 1,1) nebo zkrdcené Gy =

Go.
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1.6. Rozhodnéte, zda jsou izomorfni nésledujici dvojice grup.
( ) (]RZ +, = 0) (<C)+v_)0)a
( ) ( y Ty — 0) (R+7'77171)7
(©) (Zns+,—,0) a ({c € (C] ¢ = 1},-,71,1)

(a) Ano, R? a C jsou izomorfn{ dokonce jako redlné vektorové prostory, které maji
vzdy aditivni strukturu abelovské grupy, izomorfismem je tedy napiiklad zobrazeni
(a,b) = a + bi.

(b) Ano, staci uvazit exponencidlu z — e®.

., ros , ., 2rik
(c) Ano, staci uvazit komplexn{ exponencidlu k — ¢ » = cos &% 2’”“ +isin m O

1.7. Rozhodnéte, zda jsou izomorfni nasledujici dvojice grup.

( ) ( 70)3‘(R7+7_70)7

( ) ( 70)3(@a+7_70)a

(C) (84’ ) 7Id) a (Z247+7_70)7

(c) (S4,0,71,1d) a (Z3 x Zs3,+,—,0),
(a) Ne, mnoziny Z a R nemaji stejnou mohutnost, proto mezi nimi neexistuje

bijekce.

(b) Ne, zatimco je grupa (Z,+, —,0) cyklickd, grupa (Q, +, —,0) cyklicka neni,
tj- {(q) # Q pro zddné racionélni ¢. Kdyby existoval izomorfismus g : Z — Q, pak
by platilo, ze

Q=y9(Z) = 9((1)) = (9(1)),
coz je spor s faktem, ze (Q, +, —,0) cyklickd neni.

(c) Ne, grupa (Za4, +, —,0) je cyklickd, zatimco (S4,0,71,1d) cyklickd neni. D4l
bychom uvazovali stejné jako v predchozi uloze.

(d) Ne, grupa (Z3 x Zs,+, —,0) je komutativni, zatimco (S4,0,7%,Id) komuta-
tivni neni. Pfedpokladejme, Ze existuje izomorfismus h : Sy — Z3 x Z3. Pak

h((12) o (23)) = h((12)) + h((23)) = h((23)) + h((12)) = h((23) o (12)),
tudiz diky prostoté h bychom méli (12) o (23) = (23) o (12), coZ neni pravda. O

9./11.3.

1.8. Rozhodnéte, zda jsou izomorfni nésledujici dvojice grup.

( ) (Z67 ) 70) a (ZQ X ZS; ) (0 0))

(b) (Zg, ) 70) (Z3 X ZSa 7( ) ))

(¢) (2°,+,-,(0,0)) a (Z; +,-,(0,0,0)),

(@) (@ +—(0,0) a(@2,+,— ,(0,0)),

(€) (R,+,—,(0,0)) a (R*, +,—,(0,0)),

(a) Ano, stam bud pouzit Cinské véty o zbytcich nebo si viimnout, 7e je grupa
(Zy x Zsz,+,—,(0,0)) cyklickd fddu 6 (s generdtorem (1,1)) stejné jako grupa
(Z67+: 0)

(b) Ne, protoze tad kazdého prvku grupy (Zs x Zs,+,—,(0,0)) je nejvyse 3,
zat{imco grupa (Z, +, —,0) je cyklicka

(c) Ne, (Z%,+,—,(0,0)) je generovdna dvéma prvky , ovSem, abychom dostali
(Z3,+,—,(0,0,0)) potiebujeme asponi 3 generdtory (coz plyne z vlastnosti bézi
ve vektorovém prostoru Q3, ktery Z3 obsahuje jako podgrupu). Snadno bychom
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nahlédli, ze izomorfni obraz mnoziny generdtoru grupy je opét mnozina generatoru,
tedy uvedend vlastnost je invariant.

(d) Ne, vS§imneme si, ze grupa (Q?,+,—,(0,0)) obsahuje podgrupu izomorfni
grupé (Z2,+,—,(0,0)) a 7e grupa (Q, +, —, (0,0)) takovou podgrupu neobsahuje. I
tentokrat je obvyklym zpusobem verifikovatelné, ze je tato vlastnost invariantem.

(e) Ano. Protoze jsou (R,+,—,(0,0)) a (R2?,+,—,(0,0)) raciondlni vektorové
prostory se stejné mohutnou (nespoéetnou) bazi, musi byt izomorfni jako vektorové
prostory, tudiz i jako grupy. O

1.9. Dokazte, Ze je invariantem pro kazdou algebru (A4, o) s bindrni operaci o vlast-
nost

a) existuje a € A, pro néz plati a o a = a,

b) pro kazdé a € A plati aoa = a,

c) {a€ Alaca=a}| =2,
d) {e€ Alaca=a}| >5.

Uvézime-li algebru s jednou bindrni operaci (B, o) a izomorfismus ¢ : A — B
algebry (A, o) do algebry (B, o), pak prvek a € A splitujici a o a = a plati, ze

p(a) = p(aoca) =¢(a) o p(a)
a protoze je zobrazeni ¢! je také izomorfismus plati pro kazdé b € B spliujici
bob=0bi
p(0) =7 (bob) =T () o (D).
Tudiz a o a = a, pravé kdyz ¢(a) o p(a) = . Odtud dostdvame, ze viechny ctyii
vyroky jsou invarianty. O

Kazdé a algebry (A4, o) s bindrni operaci o spliiujici podminku aoa = a se nazyva
idempotentnim prvkem.

1.10. Dokazte, 7e

(a) (R,-) % (R?,-),
(b) (Z,-) #(N,),
(C) (@7 ) ¢ (QJrJ )

(a) Protoze (a,b) - (a,b) = (a,b), pravé kdyz a,b € {0,1}, obsahuje (R?,-) prave
¢tyfi idempotentni prvky (0,0),(0,1),(1,0),(1,1), zatimco (R, ) je dva (0,1). Dle
predchozi dlohy tudiz nemuze jit o izomorfni algebry.

(b) Pouzijeme opét 1.9. Tentokrat (Z, -) obsahuje préavé idempotenty 0,1 a (N, -)
jen idempotent 1.

(c) Argumentace je stejnd jako v (b). O

1.11. Rozhodnéte, které dvojice nasledujicich algeber jsou izomorfni:
(Rv +)7 (Rv ')v (R+a +)a (R+7 )

Nejprve si vSimneme, ze (R,+) ~ (RT,-) podle 1.6 a Ze (R,+) obsahuje ne-
utrdlni prvek a inverzni prvky, nebof m4 strukturu grupy. To ovem znamen4, Ze
(R,+) # (R,:) a (R,+) 2 (RT,+) a tudiz i (RT,-) # (R,-) a (RT,) # (RT,+).
Konetné protoze (R,-) obsahuje dva idempotenty, zatimco (R™,+) Zadny i ten-
tokrat dostavame (R, -) 2 (RT,+). O



2. HOMOMORFISMY A FAKTORIZACE

2.1. Najdéte vSechny homomorfismy aditivnich grup:

a) Zz — Z4,
b) Zy — Zo,

Vsimnéme si, Zze homomorfismus cyklické grupy je urcen obrazem generatoru a ze
homomorfni obraz 0 je opét 0. Homomorfismem je dale vzdy zobrazeni na neutralni
prvek grupy, tj. na 0

(a) Jedinym nenulovym homomorfismem je zobrazeni uréené obrazem 1 — 2,
protoze je tad prvku 1 v Zs roven 2 a 7ad jeho obrazu musi ¢islo 2 délit.

(b) Jediny mozny nenulovy homomorfismus je zobrazeni dané obrazem jednotky,
tedy 1 — 1. O

23./25.3.

2.2. Ovérte, ze je H normdlni podgrupa G a rozhodnéte, se kterou ,,zndmou” grupou
je izomorfni faktorova grupa G/, jestlize n € N a
a) G=(Sy,0,7",Id) a H = (Ay,0,7",1d),

) g= (Z7+7 _aO) at= (<TL>, +, _70)7

) g = ((C,+,—,0) aM = (R:"'_;_:O);
d) g = ((C*a '7_1 ’ ]-) aH = (R+7 '7_1 71)7

) G = (GL,(R),-,7%,I,) (redlné regularni matice stupné n) a G = ({A €

GL, (B)| det(A) = 1}, , L,).

Ve v8ech piipadech bude uzitetné pouzit 1.vétu o izomorfismus. Vzdy se po-
kusime najit (zndmy) homomorfismus grupy G na (zndmou) grupu jehoz jadro je
pravé podgrupa H. Protoze je jadro homomorfismu normélni podgrupa, odpadne
nam také problém s dokazovanim normality #:

(a) Staci uvazit grupovy homomorfismus znaménko sgn : S, — {—1,1}. Navic
si uvédomime, ze je grupa ({—1,1},-,71,1) dvouprvkovd cyklickd, tedy izomorfni
aditivni grupé Z,.

(b) Tentokrat uvazime homomorfismus Z — Z,, dany predpisem z — (z)mod n.
Proto G/H = (Zy, +, —,0).

(c) Nyni sta&i vzit projekci komplexnich éisel na jejich imaginarni ¢ast, tudiz
g/H = (Rv +, _)0)-

(d) Vezmeme-li zobrazeni ¢ — 75

llcl]
kruznici v C* coz je tedy v tomto piipadé grupa izomorfni G/H.

(e) Uvédomime-li si, 7e determinant je homomorfismus grupy (GL,(R),-, 7!, I,)
do (R*,-,=%,1), vidime, ze hledanou izomorfni grupou je prave (R*,-, =1, 1). O

dostavame pravé projekci na jednotkovou

2.3. Oznac¢ime-li C* = (C*,-,7!, 1) grupu nenulovych komplexnich ¢isel s ndsobenim,
a polozme C,, = {z € C* | 2" = 1}, dokazte, ze plati C*/C,, ~ C*

Opét vyuzijeme l.vétu o izomorfismu aplikovanou na homomorfismus (—)" :
C*C* dany vztahem ¢ — (¢)™. O
2.4. Najdéte viechny homomorfismy grupy G do grupy H, jestlize:

a‘) g =H= (Z7+7_70)7
b) g = (Za‘l'a _10) aH= (Zna +, _70)7
C) g= (Zn’+7 _70) at= (Z: +, _70)7



d) g = (Zn7+> _70) at= (Zm7+7_=0)7
e) G=(Sp,0,7",1d) a H = (Zy, +,—,0) pron > 4.
f) G = (Zn,+,—,0) a H = (Spm,0, 1,1d),

(a) Homomorfismus cyklické grupy je urcen obrazem generétoru, tedy homomor-
fismy jsou tvaru f,(z) = zx pro libovolné z € Z.

(b) Plati dvaha s omezenim, ze f.(z) = (zx)mod n pro z € Z,.

(c) Podle 1.véty o izomorfismu je homomorfni obraz podgrupou izomorfni faktoru
(Zy,,+,—,0). Ovsem grupa (Z,+,—,0) obsahuje pouze trividlni konecnou grupu,
proto je jedinym homomorfismem Z,, — Z nulovy homomorfismus.

(d) Podle 1.véty o izomorfismu stac¢i uvazovat jen faktory grupy (Z,,+,—,0)
jejichz fad deli fad grupy (Z,,+,—,0), nejvétsim takovym je faktor izomorfn{
(Zg,+,—,0), kde d = ged(n, m) = 4. Protoze kazdy homomorfismus (Z4, +, —,0) do
(Zpn,+,—,0) je urCen obrazem generatoru do jednozna¢né uréené podgrupy grupy
(Zm,+,—,0) fddu d (ta je generovand prvkem a = ), existuje homomorfismu
(Zg,+,—,0) do (Zy,,+,—,0) pravé d a jsou tvaru g,(z) = (zaz)mod m pro z € Zg.
Uvézime-li, Zze je zobrazeni Z,, — Z4 dany vztahem y — (y)mod d homomorfis-
mus na Zg, pak je kazdy homomorfismus (Z,,, +, —,0) do (Z,, +,—,0) pravé tvaru
f-(z) = g,((z)mod d) = (za - (z)mod d)mod m pro z € Zy.

(e) Pipomeneme-li, ze vSechny podgrupy cyklické grupy jsou opét cyklické, musi
byt homomorfn{ obraz (S, 0,71, Id) také cyklicky. Pfipomeneme-li, 7e {1}, A,, a S,
jsou jediné normélni podgrupy (S,,o,~%,Id) pro vsechna n # 4 a ze S, /{1} =S,
neni komutativni, a proto ani cyklickd, zbyvaji jen dvouprvkové cyklické faktory
S, /A,. Tedy pro n lichd mame pouze trividlni homomorfismus a pro n sudd piibude

jesté homomorfismus o — w

8./20.4.

(f) Tentokréit vime, ze jsou homomorfismy urceny obrazem generatoru, ktery je
podle 1.véty o izomorfismu pravé prvek fadu, ktery déli fad n. Stac¢i ndm tedy vzit
véechny prvky grupy S,,,o,”!,Id) fddu, ktery délf ¥ad n, oznac¢me je A. Potom je
je kazdy homomorfismus (Z,, +, —,0) do S,,,0,~%,Id) praveé tvaru o, (z) = a® pro
T € L. O

2.5. Kolik existuje homomorfismii mezi kazdou z dvojic grup
(Z1407 +: ) 0)7 (Z727 +; T 0) (Z7 +7 ] 0) a (84; o;_l ;Id)?

Vyuzijeme-li piedchozi dlohu a ozna¢ime Hom (G, H) mnozinu viech homomor-
fismu G — H, snadno spocitame, zZe

- |Hom(Zy40, Z72)| = ged (140, 72) = 4,
- |H0m(Zl40, Z)| = 1,

- |HOHI(Z140,S4)| =1+ 427,3 + 4ZI = 13,
- [Hom(Zrz, Z140)| = ged(140,72) = 4,
- |Hom(Z72,Z)| = ].,

- |Hom(Z72,S4)| = |S4| = 24,

- |HOII’1(Z, Zl40)| = 140,

- |Hom(Z, Z+2)| = 72,

- |Hom(Z, Sy)| = |S4| = 24,

- |HOH1(S4,Zl40)| = 2,

- |Hom(S4,Z72)| = 2,

- |Hom(S4, Z| = 1.



O

2.6. Spocitejte kolika zpusoby lze obarvit stény krychle (bez ohledu na jeji polohu)
pomoci n barev.

Nejprve definujme mnozinu X jako mnozinu vSech obarveni krychle v pevné
pozici (t]. pfifazujeme barvu 6 pozicim s ohledem na jejich polohu) a G grupu vsech
otoCeni krychle. Koneéné otoceni g pfifadi obarveni x pfislusné otoceni krychle g(z).
Ziejmé jde o pusobeni G na mnoziné X. Viimnéme si, ze dvé obarveni z mnoziny
X jsou ekvivalentni vzhledem k ekvivalenci ~, pokud lze jedno prevést na druhé
néjakym otocenim krychle. To znamend, ze pocet vSech obarveni krychle bez ohledu
na jeji otoceni je pravé roven poctu rozkladovych tiid | X/ ~ |. Nyni vyuzijeme
Burnsideova lemmatu | X/ ~= ‘1@ > geq | Xgl, kde Xy = 22X |g(z) = z.

Uvédomme si, Ze grupa otoceni G obsahuje pravé 24 prvku (otoceni muzeme
reprezentovat zobrazenim stény na jednu z 6 stén ve 4 pozicich, piipadné zobrazenim
jednoho vrcholu na 8 vrcholu s trojici hran, které z néj vybihaji). Kazdé otoceni
muzeme reprezentovat jako permutaci stén, které se k tomuto icelu ocislujeme ¢isly
1,...,6 (tedy grupu G chapeme jako podgrupu Sg). Koneéné poznamenejme, ze ma-
li zustat pii konkrétnim otoCeni zachovano obarveni krychle, musi byt obarveni
vSech stén v jednom cyklu stejné. Tedy potiebujeme zjistit, kolik cyklu kazda z
permutaci odpovidajici danému otoceni obsahuje (je-li jich v permutaci g pravé k,
pak |X,| = n*. Probereme jednotlivé pifpady:

(1) 6 cykli obsahuje pouze g = Id, tedy |X | = nS,
(2) 4 cykly obsahuj{ 3 osové symetrie podle os prochézejicich stedy protilehlych
stén, tj.
g9 €{(13)(24), (13)(53), (24)(56) }
a | X, =n?,
(3) 3 cykly obsahuje 6 otoceni o 90 stupmia vpravo a vlevo podle os prochdzejicich
sttedy protilehlych stén, tj

g € {(1234), (1432), (1635), (1536), (2645), (2546)}

a 6 pteklopeni podle os prochazejicich stfedy protilehlych hran, tedy g lezi
vV mnoziné

{(13)(64)(25), (13)(26)(45), (24)(16)(35), (24)(15)(36), (56)(14)(23), (56)(12)(34) }

a |Xg| =n?,

(4) 2 cykly obsahuje 8 oto¢eni o 120 stupiiti vpravo a vlevo podle os prochazejicich
protilehlymi vrcholy, tj. g lezi v mnoziné {(164)(235), (146)(253), (126)(345),
(162)(354), (145)(263), (154)(236), (125)(634), (125)(634)} a |X,| = n?,

Tedy zjistili jsme, zZe | X/ ~ | = 57(n® + 3n* + 12n® + 8n?). O
29.4.

2.7. Urcete kolika zpusoby lze krychli obarvit (bez ohledu na jeji polohu) pomoci
3 barev

Staci dosadit do odvozeného vzorecku: 5 (3% +3-3*+12.3%4+8.3%) =57. O



3. OKRUHY A TELESA

3.1. Uvazujme okruh Z = (Z,+,—,-,0,1) a zvolme n € Z.
a) Dokazte, ze (n) = {nz| z € Z} je idedl Z,
b) popiste vSechny idedly Z,
c¢) kolik prvka ma faktor Z/(n)?

(a) Vime, ze (n) je podgrupa komutativni grupy (Z,+, —,0), zbyva si v§imnout,
ze pro kazdé z,t € Z nzt € (n)".

(b) Protoze je kazdy idedl podgrupou aditivni grupy okruhu a (Z,+, —, 0) obsa-
huje praveé cyklické podgrupy, tvofi mnozinu vsech idedlu okruhu Z podle (a) prave
systém {(n)| n € NU {0}}

(c) Podle Prvni véty o izomorfismu je Z/(n) & Z,,, proto |Z/(n)| = |Z,| =n. O

3.2. Najdéte vsechny idedly okruhu Z, = (Z,,+,—,-,0,1) pro n = 5,8,15 a pro
obecné n.
Stejné jako v predchozim piikladé staci prozkoumat podgrupy piislusnych cyk-
lickych grup. Tedy generatory jsou pravé deélitelé cisla n. Konkrétné
podgrupy Zs jsou jen {0}, Zs,

podgrupy Zs jsou {0},2Zs, 4Zs, Ls,
a podgrupy Zi5 jsou {0},3%Z15,5Z15,Z15.

O

3.3. Spoctéte prvky nejmensiho ideédlu okruhu (Z, +, —, -, 0, 1) obsahujiciho a) 28, 63,
b) 15,18, 40.

I tentokrat vyuzijeme toho, ze idedly okruhu (Z,+,—,-,0,1) a podgrupy grupy
(Z,+,—,0) splyvaji. Generdtory idealu jsou tedy generatory cyklickych podgrup,
které najdeme jako nejvétsi spolecné délitele. To znamena, ze

(28) + (63) = (gcd(28,63))Z = 7Z, (15) + (18) + (40) = (ged(15,18,40))Z = 1Z = Z.
O

3.4. Spoctéte prvky nejmensiho idedlu okruhu Q obsahujiciho %.
Protoze je Q téleso, tak nejmensiho idedlu (%) obsahujici % je celé Q O

3.5. Popiste vSechny idedly okruht a) (Q[z], +,—,-,0,1), b) (Z,[x],+, —, -, 0,1) pro
p prvocislo. Které z nich jsou maximdlni?

Protoze jsou okruhy (Q, +,—,-,0,1)i(Zp,+, —, -, 0,1) télesa, vime, ze (Q[z], +,—,-,0,1)
i(Zp[x],+,—,-,0,1) jsou Ekleidovské obory, tedy obory hlavnich ideald, tedy vsechny
ideély jsou tvaru uQ[z], resp. uZy[z] pro néjaky polynom wu.

Méame dokazéno, ze hlavni idedl generovany prvkem wu jakéhokoli oboru hlavnich
idedlu je maximalni, pravé kdyz je u ireducibilni. To znamend , ze uQ|z], resp.
uZp|z] je maximélni pravé pro u ireducibilni polynomy. O

3.6. Rozhodnéte, zda je ireducibilni



a) 22 — 2 umime rozlozit nad redlnymi éfsly na soucin 22 —2 = (z —v/2)(z +v/2),
ale protoze v/2 ¢ Q, je polynom x> — 2 v oboru (Q[z], +, —,,0, 1) ireducibilni.

b) protoze v (Zs[z], +,—,",0,1) mdme 2> + 1 = 2> —4 = (z — 2)(x — 3), je tento
polynom reducibilni. O

3.7. Dokaite, ze je Q[z]/(x? — 2)Q[z] téleso izomorfni télesu Q[v/2].

Staci uvazit dosazovaci homomorfismus Q 5Q[z] — R dany predpisem 2 5 (f) =
f(v/2). Potom snadno nahlédneme, ze Ker () 5 = (2* — 2)Q[z] a diky Prvni vété o
izomorfismu dostédvame

Qlz]/(2* - 2)Qz] = Qlz]/ Ker 2 5 = © 5(Ql]) = Q[V2]

3.8. Uvazujme télesa redlnych ¢isel R a jeho podtéleso racionédlnich ¢isel Q.
a) Dokazte , Ze je prvek v/3 algebraicky nad Q,
) spotitejte stupen rozsfieni [Q(v/3) : Q],
(c) najdéte nad Q minimélni polynom prvku v/3,
) ovéite, ze je prvek 2 + 5v/3 algebraicky nad Q a najdéte jeho minimalni
polynom nad Q,
(e) ovérte, ze g;g je algebraicky prvek nad Q a najdéte jeho minimalni po-

lynom nad Q,

(f) dokazte , 7e je prvek /2 algebraicky nad Q,

(g) najdéte nad Q minimélni polynom prvku /2 a spotitejte stupeii rozsifeni
[Q(¥2): Q]

(h) ovéite, ze [Q(V/2, v/5) : Q] < 15,

(i) najdéte néjakou generujici mnozinu vektorového prostoru Q(+/2, v/5) nad
télesem Q.

(a) Prvek a je podle definice algebraicky nad Q, pravé kdyz existuje polynom
p € Q[z], jehoz je a kofenem. V nasem piipadé okamzité vidime, 7ze \/32 =3, a
proto je v/3 kofenem polynom z> — 3 € Q[z].

(b) Nahlédneme, ze je téleso Q(v/3), tedy nejmensi podtéleso télesa R obsahujici
mnozinu Q U {a}, rovno mnoziné A = {a + bv/3 € R| a,b € Q}. Protoze pro
kazdé a,b € Q, mame z uzavienosti na operace a,b,bv/3,a + bv/3 € ,Q(V/3), proto
A C Q(V/3). Piitom je A zjevné mnozina uzaviend na s¢iténi, od¢itani a ndsobenf a
0,1 € A, tedy je A podokruh okruhu R. Vezmeme-li nenulové a + bv/3 € A, potom

(CL + b\/§)71 = (a+b(\c}§)b(\a/§)b\/§) = az_(l3b2 - a2_b3b2\/§ € A; protOZe az_a3b2 € Q a

—ﬁ € Q. To znamend, ze je A podtéleso télesa Q(v/3) obsahujici Q U {a},
proto A = Q(v/3).

Tim jsme ukdzali, ze Q(\/g) je jako raciondlni vektorovy prostor generovano
prvky 1 a v/3. Ovéifme, Ze jde o linedrné nezavislou mnozinu. Predpoklddejme, ze
je v/3 racionélni, tj. existuji nesoudélnd pfirozena c a j, pro ktera v/3 = ?, a proto

c? = 352, Potom 3/c, tedy 9/c?, a proto 3/4, spor s nesoudélnost{ ¢ a j. Protoze je
prvek v/3 iracionalni, neni racionalnim nasobkem prvku 1, tudiz je linedrné nezavisly
na 1. Nasli jsme dvouprvkovou bazi Q(\/?j) chapaného jako vektorovy prostor nad
telesem Q(v/3), tedy [Q(vV3) : Q] = dimg Q(V3) = 2
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(c) Piipomenme, ze minimdlni polynom m € Q[z] prvku « je ireducibilni mo-
nicky polynom, jehoz koienem je a, ekvivalentné je m monicky polynom nejmensiho
mozného stupné, jehoz kofenem je a. Navic bylo na prednasce dokazano, ze deg(\/g) =
[Q(V3) : Q]. Vyuzijeme-li pozorovani [Q(v/3) : Q] = 2 a véimneme-li, ze jsme v (a)
uz polynom stupné 2 s kofenem /3 nasli, tedy nutné musf jit o minimaln{ polynom.
Tedy x> — 3 je minimalni polynom prvku /3 nad Q.

(d,e) Na prednasce bylo dokdzdno, ze kazdé rozsifeni kone¢ného stupné je al-
gebraické tedy diky (b) je kazdy prvek Q(v/3) algebraicky nad Q. Protoze 2 +
5v/3, 2= 3+\f Q(V/3), jde o prvky algebraické nad Q.

Déle vime, ze kazdé tii prvky vektorového prostoru dimenze 2 musi byt linedrné
z4vislé, tedy existuje netrividlni raciondlni linedrni kombinace gy + q1(2 + 5v/3) +
(2 +5V3)? = q1 + ¢2(2 + 5v3) + ¢2(79 + 20v/3) = 0. Vyjidieno v soufadnicich
vzhledem k bazi 1, /3 fesime homogenni soustavu linedrnich rovnic qo + 21 +

.. (1 2 79
79q> = 0, 5¢1 + 20g> = 0 s matici (0 5 920

(qo,q1,q2) = (=71, —4,1), coz znamend, 7Ze je algebraicky prvek 2 + 5v/3 kofenem
polynomu m; = 22 — 4z — 71.

>. Tedy fesenim je napiiklad vektor

Podobné budeme uvazovat o prvku 2;? Nejprve ho ovSem vyjadiime v bazi 1,

V3, tedy 2= 3+f g;ﬁ;g_ﬁ; = 9= 5‘f a opét hleddme ¢; € Q, aby g+ ¢ 2=2¥3 5‘f+

g (223 5\/) =0, tedy 3640 + ¢1(54 — 30v/3) + ¢2(156 — 90v/3) = 0. Resime proto

soustavu s matici
36 54 156 6 0 -1
0 -30 -90 o1 3)/°

Tedy snadno najdeme teSeni (qo,q1,q2)

—3,1), jemuz odpovidd monicky

= (-3
polynom my = 2® — 3z — ¢ s kofenem g;\?
my monické stupné dva a ani jedno z uvazovanych iracionalnich ¢isel neni kofenem
racionalniho polynomu stupné jedna, je m; minimalni polynom prvku 2 + 5v/3 nad

23
Y nad Q.

(f) Jako v (a) staci uvazit, ze ¥/2 je kofenem polynom z* — 2 € Q[z].

(g) Protoze minimalni polynom uréité déli z* — 2 v oboru Q[z], mdme [Q(+/2) :
Q] < deg(z® — 2) = 3. To znamend, ze mocniny prvku (/2)° = 1, (¥/2)! = /2
a (V¥/2)? = /4 generuji vektorovy prostor Q(¥/2) nad télesem Q. Ukazeme, Ze se
jednd o bazi Q(v/2).

Protoze jsou oba polynomy m; a

Q a my minimalni polynom prvku 2

6.5.

(h) Uvazime-li, 7e podle (b) je [Q(v/3) : Q] = 3 a 7e prvek /5 je kofenem poly-

nomu z° — 5, ktery miizeme chdpat jako polynom nad télesem Q(\g/i), tedy stupein

minimélniho polynomu prvku v/5 nad Q(+/2) je nejvyse 5, proto [Q(¥/2, V/5) :
Q(+/2)] < 5. Podle pozorovani z piednasky je

[Q(V2,V5): Q] = [Q(V2,V/5) : Q(V2)] - [Q(V3) : Q] < 5-3 = 15.
(i) Staci si podrobnéji prohlédnout dikazy tvrzeni vyuzivanych v (h), abychom

Zjistili, ze mnozina {2 - /5| i = 0,1,2;j = 0,1,2,3,4}, protoze 1, /2, &2
generuje Q(¥/2) nad Q 1, ¥/5, \5/52, \5/53, 5 generuje Q(/2, ¥/5) nad Q(v/2). O
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3.9. Uvazujme faktorovy okruh Q[z]/(2—2)Q[z] okruhu polynomt (Q[z], +, —,0, -, 1).
(a) Dokazte, ze je Q[z]/(z3 — 2)Q]z] téleso,
(b) oveite, ze Q[z]/(2* - 2)Qlz] = Q(V/2),
(c) ovéite, ze (z + 1) + (23 — 2)Q[z] = (2% + 7 — 1) + (2 — 2)Q[x],
(d) najdete v Q[x]/(z® — 2)Q[z] inverzni prvek k prvku z + 1 + (23 — 2)Q[x].

(a) Protoze je podle 3.8(c) polynom z* —2 minimélnim polynomem prvku /2 nad
Q, jedné se o nerozlozitelny polynom okruhu (Q[z], +, —,0,-, 1), tedy je hlavn{ ide4l
(#® — 2)Q[z] maximdlni. Nyn{ sta¢i pfipomenou, ze faktor komutativniho okruhu
podle maximalniho idedlu je téleso.

(b) Vezmeme-li dosazovaci homomorfismus Id g5 : Q[z] — Q(¥/2), vidime diky
3.8, 7e jde 0 homomorfismus na a jadro Ker(Id g5) = (¢* — 2)Qlz]. Diky prvni vété
o izomorfismu dostdvame Q[z]/(z® — 2)Q[z] = Q[z]/ Ker(Id g5) = Q(V2).

(c) Pripomenme, ze dvé rozkladové tiidy podle idedlu I splyvaji, jestlize rozdil
jejich reprezentantti lezi v I. Tedy sta¢i nahlédnout, 7e (z® + 2 — 1) — (z + 1) =
3 —2 € (23 — 2)Q|z].

(d) Najdeme-li Eukleidovym algoritmem polynomy ¢, € Q[z], aby (z + 1)g +
(x> — 2)r = ¢, kde ¢ je invertibilni, vidime, Zze ¢ 'q je prvek rozkladové tiidy
hledaného inverzu. Tedy vydélime se zbytkem 23 —2 = (z + 1)(z? —z+ 1) — 3, a
proto =3 = —(z+1)(z* —z+ 1)+ (2*—2)al=(z+ 1)(a* -z +1) - (z* - 2).
Tudiz (z + 1+ (2° = 2)Q[z]) ™' = 3(2® — x4+ 1) + (¢° — 2)Q]z]. O

3.10. Najdéte kotenové nadtéleso polynomu p € T'[z] nad télesem T, jestlize

)
)

() T=Zyap=ua?+1,
)

(a) Protoze je 1 € Q kofenem polynomu x° — 1, je samotné téleso Q uz jeho
kofenovym nadtélesem.

(b) V 3.8 jsme zjistili, ze v télese Q(4/2) mé polynom p = x> — 2 kofen /2, navic
je Q(+/2) nejmensi podtéleso R obsahujici ¥/2 a Q, proto jde pravé o kofenové
nadtéleso.

Také jsme mohli sestrojit kotenové nadtéleso stejné jako ve vété, kterd ukazuje
jeho existenci, tj. mohli jsme uvazit, ze je p = x> — 2 ireducibilni v Q[z] a vzit
faktorovy okruh Q[z]/(x® — 2)Q[x].

(c) Podobné jako v (a) je Protoze je 1 € Zs kotenem polynomu z2 + 1, je Zs
kofenovym nadtélesem tohoto polynomu.

(d) Tentokrét stejné jako v 2.konstrukci z (b) vezmeme téleso Zs[z]/ (22 + z +
1)Zs[z]. Oznaéime-li [a] = a+(z*+x+1)Z2[z], viimnéme si, ze ma téleso Zs[z]/(z?+
x + 1)Zy[z] pravé 4 prvky: [0], [1], [z], [z + 1]. O

18./20.5.

3.11. Je-li U rozkladové nadtéleso polynomu x> — 2 nad télesem Q. Ukazte, Ze
(2) U=Q[V2,e%],

(b) [U:Q] =6,
(c) Gal(U/Q) = S;.




11

(a) Vidime, 7ze komplexnf &fsla &2, ¥/2e*" a &/2e~ 5 jsou pravé kofeny po-
2mi

lynomu p = z® — 2, proto U = Q[V/2, ¥/2e°5", ¢/2e~*5"]. Nyni si staéi viimnout,

7e
Vo Vi = Y2 () e Qi ]
proto U C Q[\E’@,e%i], aze

odkud dostavame, ze U = Q[e/i,ezgi].
(b) Vyuzijeme-li tvrzeni z pfednasky a bod (a), vime, Ze pro kazdy prvek a € U
plati
[U:Q] =[U:Q[a]] - [Q[a] : Q].
Polozime-li a = /2, pak

[Q[V2]: Q] = degm g o = degz® —2=3

27

a protoze minimalni polynom prvku e nad télesem Q[W] dali polynom z> — 12
a tudiz i 2 + z + 1, a o linedrni polynom se kviili imagindrnim hodnotdm nemtize
jednat, dostdvame

U QY] = (QIVED] : Q¥ = degm, s, 4 = dega +a+1=2
Tedy [U: Q] = [U : Qla]] - [Qla] : Q] = 6.

(c) Protoze je polynom z® — 2 nad télesem racionalnich éfsel ireducibilni, vime
z predndsky, ze je grupa Gal(U/Q) izomorfni podgrupé grupy permutaci vsech
kofenti polynomu z* — 2, kterd je izomorfnf S3. Snadno nahlédneme, Ze zobrazeni
komplexniho sdruzeni id je prvek Gal(U/Q) tadu 2, coz podle Lagrangeovy véty
znamend, ze 2/|Gal(U/Q)|. Dale ndm za danych predpokladu tvrzeni z prednasky
zarutuje existenci prvku ¢ € Gal(U/Q) spliujictho ¢(¥/2) = ¥/2¢*". Protoze
id # ¢ # id, vidime, ze |Gal(U/Q)| = 6. Protoze je Gal(U/Q) izomorfni podgrupé
Ss, nutné uz to znamend, ze Gal(U/Q) = Ss. O

3.12. Spotitejte Galoisovy grupy Gal(U/Q) je-li U rozkladové nadtéleso polynomu
(a) 2% + 422 + 2,
(b) z* — 2.
(a) Nejprve snadno najdeme komplexni kofeny —2 + /2 polynomu y? + 4y + 2,
proto jsou +iv/2 £ /2 viechny koteny polynomu z* + 422 + 2. Déle si viimnéme,

V2 € Q[iv/2 + V2], proto i

i Vi
iV2+v2V2 -2

To znamené, 7e U = Q[’L\/m] kazdy Q-automorfismus télesa U je uréen obra-

zem prvku iv/2 + V2 na kterykoli koten +iv/2 + V2. Navic lze snadno piimocaie
ukdzat, ze z* + 422 + 2 je ireducibilni polynom nad télesem raciondlnich éisel,

coz znamend, ze |Gal(U/Q)| = 4. Zbyva rozhodnout, zda Gal(U/Q) = Z4 nebo
Gal(U/Q) = Zs X Zs. Protoze je id opét prvek Gal(U/Q), staci si viimnout, ze exis-
tuje homomorfismus ¢ € Gal(U/Q) urcéeny podminkou cp(i\/? +V2) = ivV2 -2
ziejme splituje p(—iv/2 + \/5) = —iv/2 — V/2, proto jsou automorfismy id a ¢ rizné

/2 — € QL2+ V2]
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prvky Galoisovy grupy radu 2. Takovou vlastnost ov§em urcité zadnd cyklickd grupa
nespliiuje, tudiz Gal(U/Q) = Zs X Z.

(b) Obdobné jako v tloze 3.11 nejprve zjistime, ze U = Q[v/2, i]. Protoze Q[i] je
rozkladové nadtéleso polynomu z? + 1 na télesem Q, i{kd ndm Galoisova véta, ze
Gal(U/QJi]) je normdalni podgrupa Gal(U/Q) a navic plati, ze

Gal(U/Q)/Gal(U/Q[i]) = Gal(Q[i]/Q).
Snadno spocitdme, 7e je polynom z* — 2 ireducibiln{ nad télesem Q[i], proto plati,
ze |Gal(U/Q[i])] = 4, dokonce Gal(U/Q[i]) = Z4, nebot automorfismus ¢ €
Gal(U/Q) uréeny podminkou ¢(v/2) = v/2i je prvek fadu 4. Protoze Gal(Q[i]/Q) =
Zs, je grupa Gal(U/Q) izomorfni grupé Dg symetrii ¢tverce. O

Dalsi dlohy

(1) Popiste véechny homomorfismy mezi symetrickou grupy (S,,o,”!,id) a
obecnou kone¢nou komutativni grupou.

(2) Je-li Q osmiprvkovd kvaternionova grupa, ovérte, ze {£1} tvoi{ normdaln{
podgrupu N a rozhodnéte, zda je Q/N izomorfni grupé Z, nebo grupé
Z2 X ZQ.

(3) Popiste viechny kongruence na algebie a) (Z,+) b) (Z, +,-) ¢) (Z,0,1) (tj.
méme pouze nuldrni operace) d) (Z,,+), e) (Q, +, ).

(4) Najdete vsechny idedly okruhu (Zyo, +,—,-,0,1) X (Z19,+,—,-,0,1).

(5) Spoctéte prvky nejmensiho idedlu okruhu Z[z] obsahujiciho a) z2,z3, b)
22+ 2,7, ¢) 2,22

(6) Rozhodnéte, zda mnozina {3 ; ;a;z’ € Z[z] : ap+ a1 + ...+ a, = 0} tvoii
idedl okruhu Z[z]. Je to hlavni idedl? Pokud ano, najdéte generétor.

(7) Rozhodnéte, zda mnozina {x - f + 3¢ : f, g € Z[z]} tvoii idedl okruhu Z[x].
Je to hlavni idedl? Pokud ano, najdéte generator.

(8) Popiste operace a hledani inverzu a najdéte primitivni prvky téles

(a) Fy = Zo[e]/(z + 7 + 1), (b) Fs = Zo[x]/(z® + 2 + 1.
() By = Zyla]/ (2 + 1).
(9) Najdéte generdtor hlavniho idedlu v oboru (Q[z],+, —,-,0,1)
a) (a® — 1)Qlz] N (« + 3)Qla],

b) (2° — 1)Q[z] + (2> + 3)Qlz],
¢) (z2 — 1)Q[z] N (2 — 1)Qlx],
d) (z* —1)Q[z] + (2° — 1)Q[z].



