17.2.

1. IDEALY OKRUHU POLYNOMU

Ptipomenme, ze je-li (R,+,—,-,0,1) komutativni okruh, nazveme mnozinu I C R
idedlem, jestlize
(1) I je podgrupou grupy (R,+,—,0) a
(2) i-r eI provsechnaie I are€R.
Idedl generovany mnozinou prvki aq, ..., a, budeme znacit (ai, ..., a,)

Komutativni okruh (R, +,—,0,-, 1) nazveme oborem integrity, plati-li pro kazdou dvo-
jici nenulovych prvkiu a,b € R, ze a - b # 0. O oboru integrity hlavnich idedli mluvime v
piipadé, ze jsou vsechny jeho idedly hlavni, tj. tvaru iR = {i-r| r € R}. Dobie zndmym
prikladem oboru integrity hlavnich idedlu jsou okruhy polynomu o jedné neznamé nad
libovolnym komutativnim télesem

1.1. Je-li R obor hlavnich idealt a I # 0 jeho idedl, dokazte, ze jsou nésledujici body
ekvivalentni

(1) I je prvoidedl,

(2) I je maximalni idedl,

(3) existuje prvocintel p, pro ktery I = (p).

(2)=(1) Snadny dusledek definic (navic platny v jakémkoli komutativnim oboru).

(1)=(3) V oboru hlavnich idedlu existuje p € I, pro néz I = (p). Zbyva nahlédnout,
ze je p prvocintel. Necht p/a - b, pak a -b € (p) = I. Protoze je I prvoideal, mdme bud
a € (p) a tudiz p/a nebo b € (p) a tudiz p/b. Tim jsme ovéfili, ze je p prvocintel.

(3)=(2) Jestlize I = (p) C (j) pro né&jaky prvek j € R (R je totiz obor hlavnich
idedlu), pak p/j, ovsem prvek p neni s j asociovan. Protoze je p prvocintel, musi byt
nutné j invertibilni, tedy (j) = R. O

1.2. Je-li T téleso, ovéite, ze T'[z,y] neni oborem hlavnich idedlu.

Staci uvazit idedl (z,y) # Tz, y]. Kdyby néjaky polynom p € T[x,y] generoval ideél
(x,y), muselo by se jednat o polynom délitelny polynomy z i y, tedy o invertibiln{ prvek,
coz je ve sporu s faktem (z,y) # Tz, y|. a
1.3. Dokazte pro kazdé n, ze je ideal I = (z", x" 1y, 2" 2y?, ..., xy™ ' y") okruhu T[z, y]
je generovan nejméné n + 1 generatory.

Vezméme si idedl J = ("' a2y, 2" 3y? ..., oy 2, y" ") a uvazime, ze idedl 1/.J
faktorového okruhu T'[z,y]/J mé strukturu modulu nad faktorokruhem 7'z, y|/(z,y).
Okruh T'[z,y]/(z,y) = T je oviem komutativni téleso a modul nad komutativnim télesem
je prave vektorovy prostor. Protoze neni tézké ovérit, ze bazi tohoto vektorového prostoru
tvorf mnozina {z" + J, " ly+.J,...,y" + J}, jedna se o vektorovy prostor dimenze n+1.
Kdyby byla v idedlu I pfitomna generujici mnozina GG o nejvyse n prvcich, pak by mnozina
{9+ J, g € G} generovala cely vektorvy prostor T[x,y]/.J. To by ovsem bylo ve sporu s
hodnotou jeho dimenze. O

1.4. Najdéte idedl I oboru Rz, y], pro ktery

(1) V(D)= {2 -1},
(3) V(I) je pravé jednotkové kruznice se stredem v bodé (0,0) € A%(R),
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(4) V(I) je praveé jednotkové kruznice se stiedem v bodé (—1,4) € A%(R),

Nejprve stac¢i pouzit pozorovani z prednasky, abychom dostali:

(1) V((x=2,y+1)) ={(2,-1)}, aproto [I=(x—2,y+1).

2) V(z=2,y+1)(z—1,y)) = V((z-2,y+1))UV((z—1,9)) ={(2, -1 }U{(1,0)} =
{(27 _1)7 (17 0)}7 a proto I= (l’ - 27y + 1)(.1’ - 17?/)

(3) Protoze je jednotkova kruznice se stredem v poc¢atku pravé mnozina bodu (z,y) €
A%(R) spliiujici rovnost 22 4+ y? = 1, je hledanym idedlem I = (22 + 3* — 1).

(4) Tentokrat madme mnozinu bodu (z,y) € A*(R) splitujici rovnost

(z+1)°+(y—4)7=1,

je hledanym idedlem I = ((x +1)* 4+ (y —4)? — 1) = (2® + 2z + y* — 8y + 16). O

1.5. Najdeéte idedl I oboru Rz, y, z], aby V(I) = (1,0,0) + ((2,3,4)) (piimka se smérem
(2,3,4) prochdzejici bodem (1,0,0))

Staci najit soustavu linedrnich rovnic, jejimz feSenim je uvedend ptimka, napiiklad

3v —2y =1

dr — 32 =0
a vzit ptislusné polynomy 3z — 2y — 1 a 4x — 3z jako generdtory hledaného idealu.
Nyni uz je snadné nahlédnout, ze pro I = (3z — 2y — 1,4z — 3z) dostdvame pravé

2/.2.

1.6. Je-li I, konecné téleso fadu ¢, dokazte, ze
(1) V(@ —z) = A'(F,),

(2) I(A' () = (2 — z),

(3) V(zf — 1, ... 20 — z,) = A™(F,),

(4) (28 —ay,... 28 —x,) CI(A™(F,)).

(1) Staci si pripomenout, ze 29 = x pro kazdy prvek x € F,.

(2) Bud muzeme argumentovat, ze je kazd4 koneéna mnozina algebraickd a ze 27—z =
[L.cr, (z—a) nebo si uvedomime, ze (24—x) C I(A'(IF,)) a pro kazdy prvek f € I(A(F,))
plati, ze ho déli [ [,y (z —a) = 27 — =

(3) a (4) I tentokrdt funguje argument, ze z¢ — 2 = 0 pro kazdy prvek z € F,. O

1.7. Popiste ideély oboru R[z, y]:

(1) 1({(0,0)}),
(2) 1({(0,0),(1,1)}),
(3) 1({(0,0),(1,1),...,(n,n)}) pro libovolné piirozené n.

Dle tvrzeni z prednasky okamzité dostavame:

(1) 1({(0,0)}) = (),

(2) 1({(0,0), (1, 1)}) = (z,y)(x — L,y — 1) = (2* — z, 2y — x, 29 — y,5° — y),

(3) 1(£(0,0), (1,1),..., (n,n)}) = [Liso(z — 4,y — 4). [

1.8. Dokazte v oboru R|z, y], ze

(1) I({(i,i),1 € N}) = (2 — ),
(2) (@ —y) =M, [Tz — iy — 1)



(1) Okamzité vidime, ze (x —y) C I({(i,4),7 € N}).

Abychom ovérili obrdcenou inkluzi, vydélime libovolny polynom f € I({(i,i),i € N})
se zbytkem polynomem (z — y). To muzeme udélat, protoze na vsechny polynomy oboru
Rz, y] muzeme nahlizet jako na polynomy jedné neurcité = s koeficienty v oboru Ry] a
vedouci koeficient polynomu (x — y) je v takovém piipadé jisté invertibilni.

Tedy vime, ze existuji polynomy ¢,r € Rz, y|, pro néz f = g(z — y) + r. Navic
deg(r) < deg,(x —y) =1, proto r € R[y|. Proto r = f — q(x —y) € I({(4,7),7 € N}). To
ovSem znamend, ze jsou vSechna i € N kofenem polynomu r € R[y|, a tudiz je r = 0.

(2) Protoze {(,4),i < n} C {(4,7),7 € N} pro kazdé n, snadno nahlédneme, ze (zr—y) =
I({(i,9),7 € N}) C I({(i,4),i < n}) = (z — i,y — ). Abychom ovéfili obrdcenou inkluzi,
prejdeme k faktorovému okruhu Rz, y]/(z — y) = R[X]. Protoze ideédly (z — i + (v —
Y, y—i+(x—y))=(x—i+(x—y)) = (X —i) uz jsou ve faktorovém okruhu hlavni,
uvazujeme fakticky pranik (), [[i,(X — i) v oboru R[X]. Ten je ovSem zfejmé nulovy, a
proto (x —y) =, [[iLo(z — 4,y — i) O

1.9. Dokazte, v oboru R[z,y] ze I({(i,7%),i € N}) = (2% — y).

Postupujeme jako v iloze 1.8(1) s tim rozdilem, Ze nakonec délime se zbytkem nad
okruhem R[y], aby byl zbytek polynomem jedné neurcité z. I v takovém piipadé je zbytek
polynom s nekonec¢né mnoha kofeny. O

3.3.
1.10. Oveéite v oboru Rz, y], ze I1({(i,7%),i € N}) = ;e I{ (4, 53| 5 < 1}).

Vse se ukaze obdobné jako 1.8(2) za pouziti vysledku piedchozi tilohy. O

1.11. Oveéite, Ze existuje automorfismus oboru R[z, y|, pro ktery plati:

(1) plz) =z +1, p(y) =y — 3,
(2) p(z)=3z+y—1,0y) =z —y+1,
(3) w((z +5y) = (z —y), ((z —y)) = (y), p((z +y)) = ().

(1) Definujme zobrazeni ¢, : R[z,y] — Rlz,y] predpisy ¢(p(z,y)) = p(z + 1,y — 3)
a (p(z,y)) = p(r — 1,y + 3), ziejmeé ¢ spliuje pozadavek p(z) =z + 1, o(y) =y — 3.
Protoze se jednd o dosazeni, obé zobrazeni jsou (dosazovaci) homomorfismy. Navic si
uvédomme, ze je kazdy R-homnomorfismus (tj. takovy okruhovy homomorfismus, ktery
se na konstantich r € R chova identicky) oboru Rz, y] do sebe je jednoznacéné uréen
obrazy monomu z a y. Protoze py(z) = z, Yo(x) = z, p(y) = y a Yp(y) = v,
dostavame, ze ) = 1Y = id, a proto jsou ¢ a 1 vzdjemné inverzni automorfismy oboru
Rz, y]-.

(2) Postupujeme obdobné jako v ptedchozi iloze, tentokrat si ovSem vSimneme, Ze
pozadavek ¢(z) = 3z +y—1, p(y) =  —y+ 1 lze chdpat jako afinni transformaci, kterou

milZeme zapsat maticoveé
(o) =0 25)0) -G

Chceme-li potom urcit inverzni zobrazeni ¢ k zobrazeni ¢, stac¢i nam invertovat piislusné
afinni zobrazeni:

G- () (0- G40 960



Tedy definujme-li zobrazeni ¢, : Rz, y] — R[x, y] predpisy
rT+y r—y
4 7 4

op(z,y) =pBz+y—La—y+1), ¥(pr,y)=p( +1),

dostavame stejnou argumentaci jako v (1) zavér.

(3) T tentokrat se jednd o elementarni linedrné algebraickou lohu pocitajici s afinnimi
prostory. Zobrazeni hlavnich idedlu, které lze popsat na generatorech, je urceno jed-
noznac¢né az na nasobek invertibilnim prvkem. Snéze se nam bude definovat inverzni
zobrazeni

(@) =alz+y), ¥(y) =z —y), v(-y)=alz+y)—blz—y)=z+5y,
odkud snadno dopoc¢itame a = 3, b = 2. Nyni snadno dostaneme:

()= 2)6) = ()G %) ()-%C %))
a proto o(p(e,y)) = p(E52, 254), ¢(p(e,y)) = pB(z + ), 2(x — v)). O

1.12. Dokazte v oboru R[z,y], ze

(1) MpenILicplz =20 =1,y —i—1) = (z — 2y +3),
(2) Npen <n(x —a;) = (y) pro kazdou nekone¢nou mnozinu {a;i € N} C R.

V obou tlohédch staci vyuzit okruhového izomorfismu daného afinni transformaci (viz
predchozi piiklad) a tvrzeni dlohy 1.8. Konkrétné v (1) uvazujeme bijektivni afinni trans-
formaci, kterd pfevede ptimku (1,1) 4+ ((2,1)) (na niz mame nekonecné mnoho bodi) n
piimku ((1,1)) (pro niz jsme otazku v 1.8 vyfesili) a v tloze (2) uvazujeme bijektivni
afinni transformaci prevadéjici ((1,0)) na ((1,1)). O

10.5.

2. ALGEBRAICKE MNOZINY

2.1. Ovérte, Ze je mnozina algebraickd a najdéte jeji rozklad na variety:
) {(1,2,3)} € A*(R),

{(0,0,0),(1,2,3),(4,4,4)} C A(R),

libovolna podmnozina C A%(F,), kde F, je konecné téleso.

(1

2)

(3)

(4) {(t.£2,89)] t € R} C A*(R),
(5)

)

{(cost,sint)| t € R} C A*(R).

(1) Vime, ze plati V(z — 1,y — 2,z — 3) = {(1,2,3)} tedy jde o algebraickou mnozinu.
Zjevné je nerozlozitelna.

(2) Protoze kone¢né sjednoceni algebraickych mnozin je opét algebracikd mnozina,
jednd se o algebraickou mnozinu a

{(0,0,0),(1,2,3),(4,4,4)} = {(0,0,0)} U{(1,2,3)} U {(4,4,4)}

je jeji rozklad na variety.

(3) Protoze je kazdé podmnozina koneéné mnoziny C A3(F,) konecnd, jde opét o
algebraickou mnozinu, jejiz rozklad na variety sestava z jednoprvkovych podmnozin.

(4) Snadno spocitdme, ze Ay = {(¢,t%,¢%)| t € R} = V(2% — y,2° — 2). Je-li f €
I(A,) muzeme postupné vydélit se zbytkem nejprve nad okruhem (R[z, z])[y] polynomem
x? — y a poté zbytek, ktery uz je jen polynomem z oboru R[xz, 2] nad okruhem (R[z])[z]
polynomem z* — 2 a dostaneme f = q;(z? —y) + q2(2® — 2) + 7, kde r € R[z]. Protoze r €
I(Ay), je r(t) = 0 pro vsechna t € R, tedy r = 0. Zjistili jsme, ze I(4y) = (2? —y, 2> — 2)
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a dokdzeme-li, ze (2% — y, 23 — 2) je prvoidedl, budeme védét, ze A, je dokonce varieta. K
tomu si ovSem staci véimnout, ze (z2—y, z3—2) je pravé jadro dosazovaciho homomorfismu
Q: Rlz,y, 2] = Rlz], kde Q(p(z,y, 2)) = p(x, 2%, 2?), protoze Rz, y, z]/KerQ) = Rlz] je
obor integrity.

(5) Snadno usoudime, ze A; = {(cost,sint)| ¢ € R} obsahuje pravé vsechny body
jednotkové kruznice se stiedem v bodé (0,0). To znamena, ze A5 = V(22 +y*—1) a jednd
se tudiz o algebraickou mnozinu. Déle nahlédneme, ze TV (2% + ¢ — 1) = (22 + y? — 1).
Jestlize f € IV (z? + y? — 1), pak muzeme f vydélit se zbytkem nad okruhem (R[z])[y]
polynomem z2 + y? — 1, ktery tedy chdpeme jako polynom v proménné y a dostaneme,
ze f=q(z* +y?> — 1) +ay + b, kde a,b € R[z]. Vsimnéme si, ze

a(cos(t)) sin(t)+b(cos(t)) = a(cos(—t)) sin(—t)+b(cos(—t)) = —a(cos(t)) sin(t)+b(cos(t)),

proto a(cos(t)) = 0 pro vSechna t € R, tedy a = 0. To znamend, ze i b(cos(t)) = 0 pro
véechna ¢t € R a tim mdme dokézéno, ze IV (2?2 +y? — 1) = (2% + % — 1).

Konecné, ovéiime-li tedy, ze je polynom x? + y? — 1 ireducibilni, bude (22 + y* — 1)
prvoidedl, a tudiz podle tvrzeni z pfednasky bude A; varieta. Nechf tedy 2?2 +y?—1 =a-b
a chdpejme z? +y* — 1 jako na polynom (napiiklad) v proménné x s s koeficienty v oboru
R[y]. Kdyby deg,(a) = 2, pak deg,(b) = 0 a neni tezké nahlédnout, ze uz nutné musi
byt b invertibilni. Kdyby deg,(a) = 1, pak by v R[y] musel existovat polynom ¢ splnujici
q?> = 1 —y?, coz neplati, a proto je 2 + % — 1 ireducibilni. O

2.2. Ovéite, ze mnozina B = {(¢,cost),t € R} neni v A?(R) algebraicka.

_Tr
272

B, = {(2km + ¢,cos 2km + ¢), k € Z} = {(2kw + ¢,cos¢), k € L}

a vSimnéme si, ze B, C B, a proto I(B.) 2 I(B) a VI(B.) C VI(B). Navic obdobn¢ jako
v tloze 1.12(2) zjistime, ze I(B.) C (,en [ Licp (@ — 2im 4 ¢,y — cosc) = (y — cosc). To
znamend, ze {(t,cosc)| t € R} = V(y —cosc) = VI(B,). Tedy vidime, ze VI(B) # B,
tudiz mnozina B nemuze byt algebraicka. O

Oznacéme pro kazdé ¢ € ( ) mnozinu

17.35.
2.3. Je-li T nekonecné téleso a p € T[x], dokazte, ze je {(t,p(t)),t € T} varieta.

Nejprve si véimnéme, ze A = {(¢,p(t)),t € T} je pravé mnozina vSech Feseni poly-
nomialni rovnice p(z) = y, coz znamend, ze A = V(p(x) — y). Proto ziejmé (p(z) —y) C
I(A).

Vydélime-li nyni libovolny polynom f € I(A) se zbytkem polynomem p(z) —y v
okruhu (7[z])[y] (tj. na f nahlizime jako na polynom v proménné y s koeficienty v T'[z])
dostaneme f = q(p(z) — y) + 1, kde deg,(r) < deg,(p(z) —y) =1, tj. r € T[x]. Protoze
r(t) = 0 pro vechna ¢t € T, vidime, ze I(A) = (p(z) — y).

Necht p(r) —y = a-b v oboru (T[z])[y], pak bez jmy na obecnosti dostdvame, ze

a € T[x] ab=cy+dproc,de T|z]. To oviem znamend, ze ¢-a = —1, proto je polynom
p(z) —y v oboru T[z,y] ireducibilni a tudiz (p(z) — y) prvoidedl. Tvrzeni z prednasky
potom implikuje, ze je A varieta. 0]

2.4. Napiste rozklad mnoziny V (z + y*) na variety nad libovolnym télesem 7.

Je-1i T nekonecné téleso, pak snadnou aplikaci predchoziho prikladu (spolu s piehoze-
nim soufadnic) dostdvame, Ze je sama mnozina V(x + y*) = {(—t*,t),t € T} varieta.
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Je-li T konecéné téleso, pak podle 2.1(3) dostavame rozklad na jednoprvkové variety
Viz+y°) ={(-t*,1),t € T} = U, er{ (-1, 1)} O

2.5. Uvazujme spojitou redlnou funkci f na celém R a dvé nekonecné posloupnosti
realnych ¢isel {x,}52, a {y,}>°,, pro které x,, — +00 a y,, — +o0. Jestlize pro kazdé n

plati, 7e f(2n) = [(@n11) < F(yn) = f(yns1), dokazte, e mnozina {(t, f(£)), € T} nenf
algebraicka.

Uvaha zobeciiuje 2.2. Oznaéime a = f(z1) a b = f(y1) Nejprve si uvedomime, ze
pro kazdé ¢ € (a,b) existuje posloupnost z.,, pro niz f(z.,) = ¢, n € N a poté opét
definujeme mnozinu

B, = {(zems f(2en)), n € N} ={(2en,¢),n € N}

Stejnou argumentaci jako v dloze 2.2 dostaneme, ze
{(t,e)|t e R} =V (y —¢) =VI(B,),
tudiz VI(B) # B, a proto B nemuze byt algebraickou mnozinou. O

2.6. Dokazte, ze mnozina V(zz — y?, z2* — 2°) neni v A*(C) varietou.
Nejprve z druhého polynomu 2% — z° zjistime, ze
Vizz —y% 2% —2°) = {(#*,b,1°)| t € C, 1* — B> = 0} =
= {(#*, ")) t € CU{(#*, ', t°)| t € C}.

Protoze snadno spocitame, ze

{(t37t47t5)| te (C} = V(IZ - y27 Z3 - I57y3 - :LA)

{(tga _t47 t5)’ Le (C} = V('I'Z - '!/2, 23 - 1,5, '!/3 + $4)7
vidime, ze je V(zz — y?,2*> — 2°) sjednocenim dvou vlastnich algebraickych podmnozin,
tedy nemuze jit o varietu. O

2.7. Ukazte, ze P = (2* 4+ y*(y — 1)?) je prvoideal oboru oboru R[z,y| a Ze algebraickd
mnozina V' (P) neni v A?(R) varietou.

Nejprve poznamenejme, 7e nahlizime-li na 2% +y?(y — 1)? jako na polynom v proménné
r s koeficienty v oboru R[y], pak snadno zjistime, ze 2> + y*(y — 1)? je ireducibilni, v
opa¢ném piipadé by v R[y| musel existovat polynom ¢ spliujici ¢> = —¢?(y — 1), coz
ziejmé nad télesem realnych ¢isel neplati. Protoze je polynom z? +y%(y — 1)? ireducibilni,
je (2 + y*(y — 1)?) prvoide4l.

Protoze 22 > 0 3*(y — 1)*> > 0 pro vSechna realnd ¢isla z,y € R, snadno nyni
dopocitame, ze V(P) = {(0,0), (0,1)}, tedy V(P) = {(0,0)}U{(0,1)} je rozklad mnoziny
na dvojici variet. O

2/.3.

2.8. Najdéte rozklad na variety algebraickych mnozin v prostoru A?(C) a A*(R):
(1) V(2? + 2z — 2%y — y),
(2) V(@® +y* — 2%y — ay),
(3) V(y? —x(x — 1)(x — X)) pro A € C (A € R).
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(1) Staci uvazit, ze 23 +x — 2’y —y = (v —y)(2* + 1) = (z — y)(x + i) (x — i), proto
Vit -2y —y) =V -y)uV(E*+1) =
={(t )]t e Chu{(i.t)|t € CfU{(—i, )|t € C}
je rozklad na variety v komplexnim oboru. Nad realnymi ¢isly je V(z® +z — 2%y — ) =
{(t,t)] t € R} uz varietou, protoze V(z* + 1) = 0.
(2) Obdobné jako v (1) mame z* + y? — 2%y — zy = (z — y)(2? — y), a proto

Vet +y =y —ay) = V(e —y) UV(* —y) = {(t, )| t e TIU{(t,1*)[ t € T}

je rozklad na variety pro 7' = R nebo 7' = C.

(3) Uvazujme T = R, C. Nejprve obvyklym zpusobem nahlédneme, Ze je polynom
p=y?—x(x — 1)(x — \) ireducibilni. Sta¢i k tomu chapat p jako polynom v proménné
y a rozmyslet si, ze rozklad na souc¢in polynomu stupné 1 by vedl na ilohu odmocnit
xz(z — 1)(x — A) v oboru T[z] a rozklad na souc¢in polynomu z T[z] a polynomu nad y (s
koeficienty v T[z]) stupné 2.

Nyni staci, abychom ovétili, ze IV (y* — x(z — 1)(z — ) = (v* — z(z — 1)(z — N)).
To muZzeme bud provést podobné jako v piedchozich tlohdch provést pifmo délenim se
zbytkem v oboru (T'[x])[y] nebo vyuZijeme vysledek ndsledujici iilohy 2.12.

Zjistili jsme, ze je V(y? — x(z — 1)(z — \)) varieta. O

2.9. Jak bude vypadat rozklad na variety algebraickych mnozin z piedchozi ulohy v
prostoru A?(T) pro

(1) T konecné téleso,

(2) T nekonecné teleso charakteristiky ruzné od 2,

(3) T nekonecné téleso charakteristiky 2.

(1) Nad kone¢nym télesem jsou variety pravé jednoprvkové, tedy staci vzit rozklad na
jednobodové mnoziny

(2) Jestlize existuje néjaky kofen a € T polynomu z? + 1, potom jsou Feseni stejna
jako v 2.8 pro komplexni ¢isla. V opac¢ném ptipadé mé teseni tvar stejny jako v redlném
pripadeé.

(3) Pro téleso charakteristiky 2 ziejmé plati, ze md polynom 2% + 1 = (x + 1)(z + 1)
prave jeden kofen 1, proto se algebraickd mnozina v tloze 2.8(1) rozpadd na sjednocent
dvou variet

V@t +ao—aty—y) =V(e—y)UV(2+1)={(t,1)| t e CLU{(1,8)| t € C}.

Reseni ostatnich tlohy uz je stejné jako v 2.8. 0]

2.10. Rozhodnéte, zda je varietou algebraickd mnozina v A?(T) pro nekonecné téleso T':
() V(" =2 —az+ 1,93 —v),
(2) V(p,q), kde p € T[z] a g € T[y].

(1) Vsimnéme si, ze V(2" — 2® + 3,1® —y) = {(a,b)] «" —a® +3=0= 0> — b}, coz je
ziejmé koneénd mnozina. Navic (1,0), (1,1) € V(z7 — 23 + 3,5 — ), tedy nemuze jit o
varietu.

(2) Opét nahlédneme, ze V(p, q) = {(a,b)| p(a) = 0 = ¢q(b)}, tedy jde ziejme o kone¢nou
mnozinu, kterd je varietou, pravé kdyz je nejvyse jednoprvkova. Tedy V(p,q) je varieta
praveé kdyz existuje nejvyse jeden kofen polynomu p i polynomu q. O

2.11. Necht p, ¢ € T[x,y] jsou dva nesoudélné polynomy. Dokazte, ze V (p, ¢) je koneéna
mnozina.
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Na polynomy p,q muzeme nahlizet jako na prvky oboru T'(x)[y], kde T(x) znaci
podilové téleso oboru T'[x], tedy obor racionédlnich lomenych funkei v jedné neurcité x.
Tento obor je Eukleiduv, proto musi existovat u,v € T'(z)[y|, pro néz up + vqg = 1.
Vezmeme-li néjakého spoleéného jmenovatele h € T[x] vsech koeficientu polynomu u, v,
pak hup + hvg = h, kde uz hu, hv € T[z,y]. Protoze je h nenulovy, existuje jen konecéné
mnoho kofenu K, polynomu h. Nyni stejnou tivahou pro obor T'(y)[z] najdeme polynomy
g €Tyl ar,s €Tz, y], pro néz rp + sq = g. Oznacime-li K, véechny kofeny polynomu
g, pak vidime, ze

V(p,q) CV(g,h) =K, x K,.

Tedy V(p, ¢) je koneéna mnozina. O

31.3.

2.12. Je-li g € T'[x,y] ireducibilni polynom a V(g) nekonecné, dokazte, ze IV (g) = (g),
a ze je V(g) varieta.

Vime, ze (g) C IV (g). Predpoklddejme f € IV (g) \ (g). Protoze je g ireducibilni a g
nedéli f, jsou polynomy f a g v Tz, y] nesoudélné. Déle V(g) = VIV (g) C V(f, g), nebot
(f,9) €1V (g). Ovsem V(f, g) je podle 2.11 je kone¢né, coz je ve sporu s predpokladem,
ze V(g) je nekoneénd mnozina. Zavér, ze je V(g) varieta okamzité plyne z faktu, ze
IV (g) = (g) je prvoideal. O

2.13. Dokazte, ze je V(2* + zy +y) C A*(C) varieta.

Vyuzijeme 2.12, a proto stac¢i, abychom nahlédli, Ze je polynom 22 + 2y + vy ireducibiln{
a V(z? + zy + y) nekoneéné. Piimym vypoctem dostaneme
2

{(t. | 1€ C\{-1D} C V(& +ay +y)

tudiz druha podminka ziejmé plati. Protoze je v proménné y polynom 2 + xy + y stupné
1 a v proménné x stupné 2 a navic tento polynom zjevné neni soucinem polynomu stupné
0 nad z a polynomu stupné 0 nad y (tj. jednoho prvku oboru C[z] a jednoho prvku oboru
C[y]), znamenala by jeho reducibilita, ze by byl tvaru (z — a)(x — ) pro «, 8 € Cly], coz
nenastava. OJ

3. SOURADNICOVE OKRUHY

3.1. Popiste soutadnicovy okruh T'(A) pro varietu A = V(22 + zy +y) € A*(C). Roz-
hodnéte, zda je T'(A4) téleso, piipadné, zda se jednd o C-algebru s jednim generdtorem.

Pripomenime, ze
I'(A) = Clz,y]/I(A) ={f : A= C| (Fp € C[z,y])(V(a) € A) : f(a) =p(a)}.

V piedchozi tiloze jsme zjistili, ze [(A) = (z?+xy+y), proto T'(A) = Clz, y]/(2* +xy+y).
Snadno nahlédneme, ze hlavni idedl (z? + ry + y) nen{ maximdlni (napiiklad proto ze
(22 + 2y +y) C (7,9)), tudiz T(A) neni téleso.

Nyni ukdzeme, 7ze I'(A) neni ani jednogenerovanou C-algebrou. Budeme ke sporu
predpoklddat, ze existuje néjaky C-homomorfismus ¢ : C[t] — I'(A4), ktery je na celé
['(A). Protoze je obor C[t] Eukleiduv, existuje polynom p € C[t], pro ktery Kerp = (p).
Poznamenejme, ze podle 1.véty o izomorfismu C[t] /Keryp 22 T'(A4). Kdyby by byl polynom
p nenulovy, pak by musel byt ireducibilni, coz by znamenalo, ze C[t]/Kerp 2 T'(A) = C
To uz jsme ovsem vyloudili v prvni dvaze. Zbyva moznost, ze p = 0, a proto C[t] = I'(A).
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Tuto variantu muzeme bud vyloucit piimoc¢arou ivahou o vlastnostech generatoru o(t)
nebo pouzijeme nasledujici obecnéjsi tvrzeni. O

7.4.

3.2. Ukazte, ze pro varietu A = V(2% + zy +y) C A?(C) neexistuje zadny prosty homo-
morfimus soufadnicového okruhu I'(A) do C[¢] .

Uvazujme néjaky homomorfismus ¢ : I'(A) — C[t]. Nejprve si véimnéme, ze také C[t] je
soutadnicovy okruh, tentokrat variety A'(C), kde I(A'(C)) = (0), a tudiz mmame izomor-
fismus C[t]/I(A'(C)) = C[t]. To znamend, ze musi existovat polynomidlni zobrazeni f :
C[t] — A, pro které f* = . Oznacme si p;(t), po(t) € C[t], pro néz f(t) = (p1(t), p2(t)).
Potom nutné p? + p1p; + p2 = 0, a proto p; = —pﬁl. Zrejmé ged(p?,py + 1) = 1, a proto
p1 a tudiz i p; musi byt konstantni, Odtud okamzité vidime, ze ¢ nemuze byt prosté
zobrazeni (dokonce Kery je nutné maximadlni) O

V nésledujicich dvou ilohdch pouzijeme vysledku tiloh 2.1(4) a 2.3.

3.3. Najdéte souradnicovy okruh T'(V) variety V = {(¢,¢%,¢*)| t € R} C A*(R) a dokazte,
je V= AL(R) a T(V) = R[]

V tiloze 2.1(4) jsme zjistili, ze I(V) = (2® — y, 2> — z) a ze pro polynomialn{ zobrazen{
[ AY(R) — V dané vztahem f(t) = (¢,¢¢*) je indukované zobrazeni f* : T'(V) =
R[z,y,2]/I(V) — R[t] okruhovy izomorfismus. Tudiz je izomorfismem variet i zobra-
zeni f, véimnéme si, ze inverzni polynomidlni zobrazeni g : V' — AY(R) je ddno prave
predpisem g(x,y,z) = x. d

3.4. Ovéite, ze je pro varietu V = V(z — y?) C A?(R) zobrazeni ¢ : T'(V) — R[{] dané
vztahem ¢ (p + I(V)) = p(1?, ) okruhovym izomorfismem.

Protoze z tlohy 2.3 snadno dostaneme, ze V(z — y?) = {(¢,t)| t € R}, zobrazeni ¢
mezi soufadnicovymi okruhy je tvaru ¢ = f* pro polynomidlni zobrazeni odpovidajicich
variet f : AY(R) — V dané vztahem f(t) = (¢%,¢). Nyni staci ovérit, ze je f izomorfismus
variet. Vidime, ze pro g : V. — AY(R) dané g(z,y) = (y) dostdvadme, ze fg = idy a
gf = idam), tedy [ je izomorfismus variet a ¢ = f* izomorfismus okruhu. 0J

Uvazime polynomidlni zobrazeni f : Vi — V5 dvou variet a jim indukovany homo-
morfismus prislusnych soutadnicovych okruhu f* : T'(V;) — T'(V;). Pfipomenime, 7e je-
i f na, pak pro kazdy polynom p urcujici rozkladovou tfidu v okruhu T'(V3) plati, ze
p(f(V1)) = p(Va), tedy jestlize p(f) € I(V1), pak p € I(V3). Tedy predpoklad f je na
implikuje, ze f* je prosté.

3.5. Uvazujme mnozinu V = V(y* — 2?(x + 1)) C A%(R) a definujme zobrazeni ¢ :
R[z,y]/I(V) — R[t] predpisem p(p + I(V)) = p(t* — 1,¢(t* — 1)).
(1) Dokazte, ze V je varieta, a ukazte Rz, y]/I(V') jeji soutadnicovy okruh.
(2) Ovette, ze je ¢ dobfe definovany okruhovy homomorfismus.
(3) Najdéte (jednoznacéné uréené) polynomialni zobrazeni f : AY(R) — V, aby ¢ = f*.
(4) Dokazte, 7e je f na a ¢ prosté.

(1) Staci, abychom obvyklym zptsobem nahlédli, ze je V' nekoneénd (staci pro kazdé
x> —1vzity = [z]\/(x + 1), aby (z,y) € V) a Ze je polynom y? — 2*(x + 1) ireducibiln{
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(viz 2.8). Pak diky 2.12 I(V) = (y* — 2*(z + 1)) a V je varietou a se soufadnicovym
okruhem (V) = Rz, y]/(y* — z*(z + 1)).

(2) Je-li zobrazeni korektni, zfejmé jde o homomorfismus, nebof na néj muzeme nahlizet
jako na dosazovaci homomorfismus. Ukdzeme, zZe je zobrazeni ¢ dobte definované, tedy, ze
pro dva reprezentanty a, b € R[z, y] stejné rozkladové tiidy, tj. jestlize a+I1(V) = b+1(V),
plati, ze

a(t® — 1,t(t* — 1)) = b(t* — 1,t(t* — 1)).
Protoze a — b € I(V) = (y* — z%(z + 1)), staci ovérit, ze p(t* — 1,¢(t* — 1)) = 0 pro
generator p = y* — z?(x + 1) idedlu I(V) , zfejmé tedy
p( =1t = 1) =t -1)* - (-1t —-1+1)=0.

(3) Uvédomime-li si, ze R[t] = R[¢]/(0) je soufadnicovym okruhem variety A'(R),
kde I(AY(R)) = 0, a piipomeneme-li, Ze madme vzdjemné jednoznaénou piirozenou ko-
respondenci (tj. zachovavajici skladani) mezi systémem polynomidlnich funci variet a
homomorfismy jim odpovidajicich soutadnicovych okruhi, sta¢i nam vzit obrazy

pla+I(V) =t =1, @y+I(V)) =t -1),
které uréuji hledané polynomidlni zobrazeni f(t) = (t* — 1,¢(¢* — 1)).

(4) Vsimnéme si, ze (0,0) je jediny prvek variety V' s nulovou prvni soufadnici a
definujme nejprve zobrazeni g : V' = V \ {(0,0)} — A'(R) pfedpisem g(z,y) = %
Ukdzeme, ze fg(V') = V'. Vezméme (x,y) € V' a oznacme t = g(x,y) = L. Protoze
(z,y) € V, plati, ze (y*> — 2°(x + 1) = 0, a proto z +1 = (£)> = #*. Nyni snadno
spocitame, ze
Navic f(1) = f(=1) = (0,0). Zjistili jsme, ze f(A'(R)) =V, proto je f zobrazeni na celé
V a tedy ¢ = f* je podle ivahy pfed ilohou prosty homomorfismus. 0]

14.4.
3.6. Necht V C A™(T) a W C A™(T) jsou dvé variety nad télesem T a bud f:V — W
polynomidlni zobrazeni. Je-li f(V') algebraickd mnozina, dokazte, ze je f(V') ireducibilni.
Uvéizime (dosazovaci) homomorfimus f : T[z1,.. ., %] — I'(V) dany vztahem f(p) =
p(t) + I(V), kde T'(V) = Tly1,...,ys)/I(V) oznacuje soutadnicovy okruh variety V.
Vsimnéme si, ze f dostaneme jako slozeni prirozené projekce
7 T2y, .., &m] > TW) =Tz, ... x|/ I(W)
a indukovaného homomorfismu f* : (W) — ['(V), tj f: f*m. Nyni spoc¢itame jadro
homomorfismu f:

Kerf ={peTlry,...,zyn

Protoze Tz, ... ,wm]/Kerfje izomorfni podokruhu oboru integrity T'(V'), jde rovnéz
o obor integrity, a tudiz je Kerf = I(f(V)) prvoidedlem. Nyni uz vime, ze je algebraicka
mnozina f(V') ireducibilni. O

Vratime se znovu k piikladu 2.6.
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3.7. Najdéte rozklad na variety algebraické mnoziny V (zz — 42, 2% — 2°) v A3(C).
Ptipomenme, ze jsme 2.6 dokézali
V(vz —y? 2% — 2% = {(#,t", %) t e CLU{(#*, —t",°)| t € C}.

Navic vime, ze obé mnoziny V; = {(t3,t*,45)| t € C} a Vo = {(13,—t*,4%)| t € C}
jsou algebraické, zbyva tedy nahlédnout, ze jsou ireducibilni. K tomu staci vyuzit poly-
nomialnich zobrazeni f; : A'(C) — A3(C), fi(t) = (¢3,(=1)""t*,#°), kde i = 1, 2. Protoze
fi(AY(C)) = V;, obdrzime jejich ireducibilitu pouzitim tvrzeni tlohy 3.6. O

V nésledujicich ilohédch budeme pouzivat znaceni
Vi={(" ) teCh, Va={(t*, 1" ")t €C}

pro piislugné variety v afinnim prostoru A*(C).

3.8. Rozhodnéte, zda jsou variety Vi a V5 izomorfni.

Najdeme dvojici polynomidlnich zobrazeni p : Vi — V, a ¢ : Vo — Vi, aby pg =idy, a
gp = idy, . Staéi ziejmeé vzit polynomidlni zobrazeni dand predisem p(z, vy, z) = q(x,y, z) =
(x,—y, 2). O

3.9. Rozhodnéte, zda jsou soutadnicové okruhy variet V; a V5 izomorfni.

Protoze je polynomidlni zobrazeni p : Vi — V5, z predchozi tlohy izomorfismem,
indukuje izomorfimus soufadnicovych okruhu p* : T'(V,) — T'(V}). Poznamenejme, ze
idr(v,) = (pg)* = ¢*p* a idrpy) = (gp)* = p*q*. O

3.10. Popiste souradnicovy okruh variety V.

Strukturu soufadnicového okruh variety V; nam odhali homomorfimsus ¢* : I'(V}) —
['(AY(C)) & C[t] indukovany polynomialnim zobrazenim ¢ : AY(C) — Vi, ¢i(t) =
(3, ¢*,1°) (v§imnéme si, 7e jde o polynomialni zobrazeni definované stejnym predpisem
jako fi, ale s omezenym oborem hodnot). Protoze se jednd o zobrazeni na varietu V7,
vime, ze je homomorfismus g* prosty, a proto je I'(Vy) = ¢*(I'(V1)), coz je podalgebra
C-algebry CJt]. Ukdzeme, ze

g (CV) ={c+t*-hlce C.he Cit]} = {D_ hit' € C[t]| by = hy = 0}.

Poznamenejme, ze druhd rovnost je ziejméd a ozna¢me S = {c+ t3 - h| ¢ € C,h € C[t]}.
Protoze

g +IV) =1, g y+I1V))=t', g"(z+1(1)) =t €S,

kde z + I(V1), y + I(V1), 2 + I(V1) jsou generdtory C-algebry I'(V1), dostdvdme inkluzi
g*(C(V1)) C S. Naopak, ziejmé C C g*(T'(V1)) a zbyva dokézat, ze t* € g*(x + I(V})) pro
vSechna 1 > 3, coz vidime okamzité ze vztahu:
gi@ +I)) =Y, g"(2ly + (V) = 7, g (el + 1(V1)) = 77, j > 0.
[

3.11. Rozhodnéte, zda jsou variety A'(C) a V; izomorfni a zda jsou jako C-algebry

izomorfni soufadnicové okruhy variet A'(C) a V].
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Samoziejmeé staci, abychom rozhodli jednu z ekvivalentnich otdzek. Vzhledem k tomu,
ze je souradnicovy okruh I'(A'(C)) izomorfni C[t] a Ze jsme v predchozim pifkladu popsali
soufadnicovy okruh I'(Vy) = S = {>°, hit' € C[t]] hy = hy = 0}, stac¢i dokézat, ze S nenf
algebra nad C s jednim generatorem.

Predpokladejme ke sporu, ze v € S generuje C-algebru S. Kvuli stupnum polynomu
v S musi byt nutné deg(v) = 3, tedy v = at® + b pro a,b € C, a # 0. V takovém
pifpadé ovSem pro kazdé p(u) € S plati, ze deg,(p(u)) = 3deg,(p(u)), tedy t* ¢ C[v]
a dostavdme spor s predpokladem S = C[v]. Tim jsme ovéiili, ze (V) % T'(AY(C)), a
tudiz A'(C) 2 V1. O

28.4.

3.12. Spocitejte V (1), I(V (1)) a dimc(R/I), jestlize

(1) I = (2®+y? 2* — y?) je idedl oboru R = Clz, y]
(2) I = (xq,23,...,2") je idedl oboru R = Clzy,...,z,],

(3) I =((z—2)%(z+y)* (22 +1)*) je idedl oboru R = Clz, v, z].
(1) Nejprve ovéifme, ze I = (x?,y?). Ziejmé I C (22, y?) a naopak

2 2

1
=@y’ =) =0ty
proto (x?,y?) = I. Nyni snadno dokdzeme, ze 1 + I,z + I,y + I,zy + I tvoif bazi
Clx,y]/I jako vektorového prostoru nad télesem C. Nejprve si vSimneme, ze mame-li
linedrni kombinaci

€1,

a+br+cey+doy+I=al+D)+ba+D+cly+D)+day+I1)=0+1

pro a,b,c,d € C, pak a + bx 4+ cy + dxy € I Proto a = b= ¢ =d = 0, tedy posloupnost
14+ 1I,z+1,y+1I,zy+1 je linedrné nezdvisla. Uvdzime-li libovolny polynom p € Clz, 3],
pak pomoci déleni se zbytkem, vyjaddifme p nejprve jako p = qz? +ax + 3, kde ¢ € Clz, y]
a a,B € Cly] a poté koeficienty a@ = sy?> +dy +b a 8 = ty*> + cy + a, kde s,t € Cly] a
a,b,c,d € C, coz znamend, ze

prIl=a+br+cy+doy+qr*+(sz+t)y* =a+br+cy+dry+ 1.

To znamena, ze 1 + I,z + I,y + I,zy + I je baze Clz,y]/I nad télesem C, a proto
dime¢(Clz, y]/I) = 4.

Déle mame z,y € VI, nebotf 22,42 € I a podle Hilbertovy véty o nuldch plati, ze
VI = I(V(I)). Tudiz I C (x,y) C VI, kde (z,y) je maximalni ideal. Protoze je kazdy
maximalni idedl prvoidealem, I C (z,y) a plati, ze

VI=({PCCla,yl]| IC PP jeprvoidesl},

dostavame rovnost I(V(I)) = VT = (z,y). Koneéné, nyni vime, ze V/(I) = V(I(V(I))) =
V(z,y), odkud okamzité plyne, ze V(I) = {(0,0)}.

(2) Podobné jako v (1) vidime, ze I C (21, %3,...,2,) € V1, kde (21,2, ...,2,) je
maximalni ideal, proto

IVID) =VI=(21,29,...,2) a V(I)=V(21,20,...,2,) = {(0,...,0)}.

Indukéni variantou dvahy z (1) zjistime, ze bazi Clzy, ..., x,]/I tentokrdt tvofi mnozina
B ={[l;c, " + 1] ji < i}, proto dime(Clz1, ..., z,]/1) = [B| = (n — 1)L.
12



(3) Diky afinni transformaci existuje okruhovy C-automorfismus ¢, pro ktery I =
o(I) = (25 9°, (22 + 1)*). Budeme pracovat s idedlem I. I tentokrat dostdvdme inkluzi

(z,y, (22+1)) C VI navic ndm aplikace Hilbertovy véty o nuldch déva I(V(I)) = VI =
= V(25 9% (22 +1)%) C (2.9, (2 —9)) N (2,9, (2 + ) = 1({(0,0,1)}) N I({(0,0, —2)}).

Protoze oba ideély (z,y, (z —i)) (x,y, (z + 7)) jsou maximdlni a napiiklad pomoci déleni
se zbytkem monomy x a y neni tézké nahlédnout, ze

(2,9, (z— )N (z,y, (z+1) = (2,9, (22 + 1)) T /(25,95 (22 + 1)3),
dostdvame rovnosti
V(T) = {(0,0,7),(0,0,—)} a I(V()) = (w,y,2%+1).
Nyni inverzni afinni transformaci zjistime, ze
V() ={(2,-2,9),(2,-2, )}, IV(I)=(z—-2,2+y,2°+1)=(z -2,y +2,2° +1).
Kone¢né obdobnou tdvahou jako v (1) a (2) spoc¢itame, ze mnozina

C = {z'y2*i<6,j <5 k<6}

tvoii reprezentanty béze vektorového prostoru Clz, y, z]/f§ Clx,y, z]/I nad télesem C,
a tudiz dim¢(Clx, y, 2]/I) = |C| = 180. O

3.13. Dokazte, ze je V(I) varieta a popiste jeji soutadnicovy okruh |, jestlize
(1) I = (2 +ay+y)* v Clz,y],
(2) T=((zz—y?)°, (2> —2°)",9° + %) v Clz, y, 2].

(1) Piipomeiime, Ze jsme v 2.13 dokazali, ze V (x> +xy-+y) je varietou, protoze x?+xy+y
je ireducibilni polynom. Nyni muzeme primo vyuzit tohoto faktu nebo znovu zuzitkovat
Hilbertovu vétu o nuléch.

Protoze je téleso C algebraicky uzaviené, vime diky pfimému odmocnéni polynomu
(22 4+ zy + y)®% a Hilbertove vété o nuldch, ze (22 4+ zy +y) C VI = I(V(I)). Ziejmé
I=(2*+zy+y)"® C (22 + zy + y), kde (z® + zy + y) je prvoidedl, a proto I(V(I)) =
(z2 + zy + y) a tudiz soutadnicovy okruh této variety je ve shodé s 3.1 tvaru T'(V(I)) =
Clz,yl/(2* + 2y +y).

(2) Nejprve si vsimnéme, ze I C (zz — y?, 2% — 25,9 + 2*), proto

VI C Vi(zz — o2, 23 — a5,y + at),

a naopak, protoze (zz — y?, 2> — 2%, 4° 4+ 2*) C VI, dostavame obricenou inkluzi

Viez — 92,23 — a5,y + 24) €\ VI = VI
[ tentokrat pouzijeme Hilbertovy véty o nuldch a dostaneme
V(D) =VI=(ez =222 =% P +ab) = [(V((zz — ", 2* = 2°, " + o).

V dlohéch 2.6 a 3.7 jsme zjistili, ze V((xz — 92, 2% — 2°, ¢ + x)) = {(¢3, —t*,1°)| t € C}
je varieta, proto je V(I) = {(t3,—t*,1?)| t € C} tataz varieta s tymz soufadnicovym
okruhem

Clz,y, 2]/ T({(t*, —t*,1°)| t € C}) = {Z hit' € C[t]| hy = hy = 0} C CJt],

kde v izomorfnim popisu soutadnicového okruhu vyuzivame 3.10. 0]
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5.5.

3.14. Necht I = (z? — y*,y? — 2*) C Clz,y, 2], polozme A = V(I) a definujme poly-
nomidlni zobrazeni f : A'(C) — A3(C) predpisem f(t) = (t°,t%,¢*). Dokazte, Ze

(1) Kerf*=Tal(A) =1,

(2) A je varieta a najdéte souradnicovy okruh jako podokruh okruhu CJ¢],

(3) variety A a A'(C) nejsou izomorfni.

(1) Nejprve ukdzeme, ze kazda ekvivalenéni tiida okruhu Clz,y, z]/I je pravé tvaru
ax + by + cxy + d + I pro polynomy a, b, ¢,d € C[z], k ¢emuz postaci, abychom obdobné
jako v 3.12(1) postupné délili se zbytkem polynomy z* — ¢* a y*> — 23. Tedy prop+ 1 €
Clz,y, z]/I nejprve najdeme q € Clz,y, 2] a «, B € Cly, 2], aby p = q(2*> —y*) +ax+ § a
dale 7,5 € Cly,z] a a,b,c,d € C[z], aby a = 7(y?> — 2%) +cy +a a = s(y? — 2%) + by + d.
Nyni

p=q(® =) tor+p =q@@ —y) + (r(y* = 2°) ey +a)r + s(y® — 2°) + by +d
=ax + by + cry +d+ q(@® — y*) + (rz + s)(y* — 2°).

Déle si vSimneme, ze ziejmé I C Ker f*, tedy zbyva nahlédnout, ze f*(ax+by+cxy+d) =
0 pro kazdé a,b,¢,d € C[z]. K tomu stagi porovnat nenulové koeficienty u polynomu
okruhu C[t] polynomu f*(az + by + cxy + d) = a(t*)t® + b(t*)t5 + c(t")t® + d(¢*) = 0,
vidime totiz, ze:

- polynom a(t*)#* mize mit nenulové koeficienty jen u monomu #45+1,
polynom b(¢*)t® muze mit nenulové koeficienty jen u monomu 2,
polynom ¢(#*)¢'® muze mit nenulové koeficienty jen u monomu ¢*$+3,

polynom d(t*) muze mit nenulové koeficienty jen u monomu ¢*.

Tim jsme dokdzali, ze Ker f* = I. Protoze je Clx, y, z]/I izomorfni podokruhu oboru C[¢],
je I nutné prvoidedl, a proto IV(I) C I C IV (), tedy I(A) =IV(I) = 1.

(2) Okruhovy homomorfismus f* : Clz,y, z] — C[t] podle (1) indukuje prosty homo-

morfismus
o =myaf" : T(A) =Clz,y,2]/1(A) = Clz,y, 2]/T — C[t],
proto imp = T'(A).

(3) Kdyby variety A a AY(C) byly izomorfni, musel by existovat okruhovy izomor-
fismus mezi okruhy I'(A4) a T'(A'(C)) = C[z]. To by znamenalo, ze by okruh I'(4) 2
{p(t*,15,4°)| p € Clz,y, 2]} musel byt jednogenerovanou algebrou nad télesem C. To je
ovsem snadné vyvratit obdobnou argumentaci jako v uloze 3.11. 0]

4. PROJEKTIVNI VARIETY

Oznaéme U; = {[a; : az : a3)| a; = 1} a piipomenme, Ze zobrazeni ¢; : A*(t) — U,
dané vztahem @q(a,b) = [1: a: b, ga(a,b) = [a: 1:0b], p3(a,b) =[a:b: 1] je bijekce a

P?(C) = |, Us.

4.1. Popiste pro kazdé 4,5 € {1,2.3},7 # j podmnoziny P?(C) \ (U; U U;) projektivniho
prostoru P?(C).

Uvazujme v projektivnim prostoru P?(C) projektivni bod P = [a; : ag : a3] € P?(C) \
(U;UU;). Potom jsou jeho i-t4 i j-t4 homogenni soufadnice nulové. Tedy P*(C)\ (U;UU,)
obsahuje pravé bod [0: 0 : 1], tedy osu z, P?(C) \ (U; UUs) obsahuje pravé bod [0: 1 : 0],
tedy osu y a P?(C) \ (Us U Us) obsahuje pravé bod [1: 0 : 0] tedy osu x. O

4.2. Uvazujme idedly I} = (r —y+ 1) a I = (x — y — 1) okruhu C|z, ].
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(1) Popiste homogenni idedly I}, I; okruhu C[X,Y, Z].
(2) Urcete projektivni uzavéry V,(I7), V,(13) afinich variet V (11), V(12).
(3) Pro i = 1,2 spocitejte V(L) NUs, V,(I7) N Hy a najdéte V,(I5) NV, (13).
(1) Vsimnéme si, ze (x —y + 1)* = X — Y + 7 (zdvorka, zde neznamend idedl), proto
(X =Y + Z) C I}. Naopak, protoze je libovolny prvek idedlu I; tvaru (z — y + 1)a
pro néjaky polynom a € Clz,y] a vime, ze plati ((z —y + 1)a)* = (z — y + 1)*a* =
(X =Y 4+ 2Z)a* € (X =Y + Z), dostavame rovnost idedla I = (X — Y + Z). Stejnou
tvahou zjistime I} = (X — Y — Z)
(2) Piimo z definice vidime, ze projektivni uzavéry tvoii projektivni pifmky
VoI7) ={lar taz t az] ar —as + a3 = 0}, V,(I3) = {[ar 1 as : az] : a1 — az — a3 = 0}.
(3) Ztotoznime-li afinni prostor A?(C) s mnozinou Us = {[a; : as : 1]| (a1, az) € A*(C)},
pak V,(I) N Us = V(I,) = V(z —y+ 1) = {(t.t + 1)| t € C} a podbné V,(I}) N Us =
V(L) ={(t,t —1)| t € C}.
Protoze Hy = {[a; : ay : 0]| (a1,a2) € C*\ {(0,0)}}, sta¢i ndm v obou piipadech
polozit Z = 0 a dostavame V,(I{) N Hy = {[1:1: 0]} = V,(I5) N Hy, odkud okamzité
vidime, ze V,(I7) NV, (I3) = {[1:1:0]}. O

12.5.

4.3. Rozhodnéte, zda je projektivni mnozina A, = V,(XY*+Y Z* 4+ X Z*) ireducibilni v
prostoru P?(C) a urcete pruniky A,NHy, a AyNUz, kde Uz = {[a : b: 1]| (a,b) € A*(C)}.
Diky tvrzeni z prednasky staci, abychom nasli algebraickou mnozinu A v afinnnim
prostoru A*(C), pro niz plat{, ze A* = A,. To znamend, 7e hleddme idedl J okruhu
Clz, y], pro ktery plati J* = (XY* 4+ Y Z* + X 7). Uvézime-li, Ze pro polynomy mame
XY '+ YZ'+ XZ' = [ XY+ YZ' + X ZY.) = [oy* +y + 2],
a polozime-li J = (zy* + y + 2), okamzité vidime, ze (XY*+Y Z1 + X Z1) C J*. Naopak,
protoze
[y +y+2lg]* =[zy' +y+2'¢" = [XY'+ Y Z' + XZYg" € (XY '+ YZ'+ XZY),
dostadvame opaénou inkluzi J* C (XY* + Y Z* 4+ XZ*). Tim jsme ovéiili, ze
A =V ((zy* +y+2)) = V(XY +YZ' + X2 = A,
a zbyva najit ireducibilni rozklad afinni algebraické mnoziny A.

Obvyklym zpusobem zjistime, Ze polynom zy*+y+ 2z je ireducibilni, tedy (zy*+y+ 2)
je prvoideal a poté pomoci Hilbertovy véty o nulach nahlédneme, 7e

IVayt+y+2) =@y +y+2) = (xy' +y +2),
atudiz je A = V(2zy*+y+2) afinni varietou. To ovéem znamens, ze je A, = A* projektivni
varieta.
Ulohu nalezenf A, N Hy, vyfesime stejné jako v predchozim piikladu, staci najit kom-
plexni trojice (X,Y,Z) pro Z = 0 spliujici 0 = XY* +YZ* + X7* = XY*. Vidime, 7e
je rovnost splnéna praveé pro Y = 0 nebo X = 0, tedy

A NHe={[1:0:0],][0:1:0]}.
Ztotoznime-li obvyklym zpusobem mnozinu Uy a afinni prostor A?(C), potom vime,
ze A,NUz =V(zy* +y+2) = A O
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4.4. Spocitejte ireducibilni rozklad projektivniho uzavéru A, afinni algebraické mnoziny
V(z® + y? — 2%y — zy) v prostoru P?(C) a urcete prunik A, N Hy.

Vyuzijeme vysledku ilohy 2.8(2), kde jsme zjistili, ze 23 +y? — 22y —ay = (x—y)(2? —y)
aproto V(z? +y? —2?y —ay) = V(e —y) UV (22 —y) = {(t,t)| t € CLU{(¢,t?)| t € C}
je rozklad na variety. Tvrzeni z pfednasky ndm umoznuje rozlozit

A, =V((@—y))UV((* —y)) = V(X - Y)UV(X? -YVZ),
protoze stejné jako v predchozi tiloze dostaneme, Ze
(X -Y)=(z-y)7) a (X*-YZ)=(("-y))
Snadno navic piimo spocitame, ze
V(X =Y)=A{[t:t:1]]te C}U{[1:1:0]},

V(X2 =YZ)={[t:¢*:1]|t € C}U{[0:1:0]}.
Tim jsme také zjistili, ze A, N Hoo = {[1:1,0],[0:1:0]}. O

3

4.5. Uvazujme polynomy f,g € Clz,y,z2|, [ = 2> —y, g = 23 — 2. Pfipomenime, 7e jsme

v 2.1 ukazali, ze I(V(f,g9)) = (f, g). Ovéite, ze
(1) ZU — XY € [(V*) CC[X,Y, Z,U],

(1) Ziejmeé (xf — g)* = (2 —xy)* = ZU — XY

(2) Staci prozkoumat obraz idedlu K = (f*, g*) = (X? =Y U, X3 — ZU?) ve faktorovém
okruhu C[X,Y,Y,U]/L, kde L = (X'YIZ*U!| i+ j + k +1 = 3). Potom K + L/L =
(X2 —YU)+ L/L m4 strukturu jednodimenziondlniho vektorového prostoru nad télesem
C aziejmé ZU — XY + L ¢ (X?> —YU) + L/L, proto ZU — XY ¢ K. O

19.5.

4.6. Popiste vsechny projektivni piimky, které lezi v P?(R) resp. P?(C) a prochdzeji
bodem [0:1:0].

Ulohu miizeme fesit nad obecnym podtélesem T algebraicky uzavieného télesa C. Nej-
prve si vSimnéme, ze piimka H, samoziejmé danou podminku spliuje. Tudiz ostatni
piimky musi obsahovat néjaky bod, ktery nelezi v nekoneénu (tj., ktery je mimo Hy,),
a proto musi mit prunik H,, a piimky obsahujici [0 : 1 : 0] pravé jen bod [0 : 1 : 0], tj.
vSechny ostatni body téchto projektivnich piimek lezi na puvodni afini primce.

Tim mame fakticky uréenu norméalovy vektor zbyvajicich piimek v A?(T), jiz je pravé
vektor tvaru (a,0) pro a € T \ {0}. Analyticky lze dvahu popsat tak, ze nds zajimaji
pravé geometrické body spliujici rovnici a X + 0Y + ¢Z = 0, pro néz b = 0. Hledané
primky potom tvoii mnoziny tvaru

Ay ={\Nt1] teTIu{[0:1:0]} pro libovolné A= -2 € T.
a

Poznamenejme, ze Ay = V(aX + ¢Z) je pravé projektivni uzavér piimky V(ax + ¢) =
V(Az — 1) v afinnim prostoru A?(T). O

4.7. Najdéte v prostoru P?(R) resp. P?(C) projektivn{ uzavér A, afinni algebraické kiivky
V(y* —z(x — 1)(z — A\)) a urCete prunik A, N H,,. Jednd se o projektivn{ varietu?
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Pro nalezeni projektivniho uzavéru A, afinni algebraické kiivky V (y? —z(z—1)(z—\))
nam sta¢i podobné jako v ilohéach 4.3 a 4.4 spocitat

(' —z@—DE-2) =y —2@--N]) =12 - XX - Z)(X - \2)),
proto 4, = V,(Y?Z — X(X — Z)(X — A\Z)). Pouhym dosazenim Z = 0 zjistime, ze
A,NHy={[0:1:0]}.

V tloze 2.8(c) jsme zjistili, ze je afinni algebraickd kiivka V(y? — x(z — 1)(z — \))
ireducibilni, a proto je ireducibilni i projektivni kiivka A,.

Ol

4.8. Jestlize [a:b:1] € A, =V,(Y?Z — X(X — Z)(X — \Z)) z predchozi tlohy, popiste
vSechny pruseciky A, s projektivnimi pfimkami uréenymi body [0:1:0] a [a:b: 1].

Ptedné si uvédomme, ze hledané projektivni piimky jsme popsali v tloze 4.6 podle
niz se jedna pravé o projektivni variety P = {[a,t,1]| ¢t € T} U {[0 : 1 : 0]}. Pfitom
snadno nahlédneme, Ze z predpokladu b*> — a(a — 1)(a — \) = 0 samoziejmé plyne, Ze
(=b)* —a(a—1)(a — X) = 0. Tedy plati-li, ze [a : b: 1] € A, N P, pak dostavdme, ze také
l[a:—b:1] € A, N P. Jestlize navic b # 0, tvoii

{[0:1:0],[a:b:1],[a:=b:1]}

diky Bezoutové vété mnozinu pravé vSech pruseciku A, N P. Pro b = 0 snadno ovéiime,
ze projelktivni piimka P = {[0,¢,1]| t € T} U {[0: 1 : 0]} tvoii v bodé {[0: 0 : 1]} tecnu
kiivky A, a tudiz je mnozina pruseciki v tomto piipadé pouze dvoubodova. O
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