PISEMKY Z LINEARNI ALGEBRY

Uloha 1 (16.10). (cviceni od 12:20): Pomoci Euklidova algoritmu spoéitejte hod-
notu ged(1157,494) a nadjdéte takova celd ¢isla x a y, aby « > 0 a ged(1157,494) =
4942 + 1157y.

(cviceni od 14:00): Pomoci Euklidova algoritmu najdéte kladné feseni kongruence
513z = 1 (mod 1054).

Reseni.

(cviceni od 12:20):

Pro hodnoty 1157 a 494 a postupujeme Euklidovym algoritmem:

169 = 1157 — 2 - 494,

156 =494 —2-169 =494 — 2- =2 (1157 — 2-494) = 5-494 — 2 - 1157,

13 =169 — 156 = (1157 — 2-494) — (5-494 — 2 - 1157) = 3 - 1157 — 7 - 494.

Protoze 13|156 méame gecd(1157,494) = 13. Nasli jsme feSeni ¢ = —7 a y = 3,
které nevyhovuje pozadavku na kladnost z. Upravime tedy rovnost

13 =3-1157 — 494 - 1157 + 1157 - 494 — 7 - 494 = (3 — 494) - 1157 + (1157 — 7) - 30

dostavame vyhovujici feSeni x = 1150 a y = —491.

(cvigeni od 14:00):

Nejprve pouzijeme Eukliduv algoritmus na hodnoty 1054 a 513

28 = 1054 — 2 - 513,

9=513—-18-28 =513 — 18- (1054 —2-513) = 37- 513 — 18 - 1054,

1=28-3-9=(1054—-2-513) —3-(37-513 —18-1054) = 55- 1054 — 113 - 513,

Zjistili jsme, 7e 513 - (=113) = 1 (mod 1054). Protoze —113 = 1054 — 113 =
941 (mod 1054), dostdvame, ze 513 - 941 = 1 (mod 1054), tedy hledanym fesenim
je napiiklad x = 941. O

Uloha 2 (23.10). (cviceni od 12:20): Najdéte vsechna redlna reseni soustavy rovnic:

3z + 4y = 5
2 + 3y + =z = 4
r + y - 2z =1
2c + y — 5z =0
(cvicen{ od 14:00): Najdéte vsechna redlnd reseni soustavy rovnic:
3z + Ty + Tz = -7
3z + 2y — 2z = 4
2 + 3y + 2z = -1

Reseni. V obou piipadech si soustavu nejprve zapiSeme do rozsitené matice a
poté ji pomoci posloupnosti ekvivalentnich iprav pfevedeme do odstupiovaného
tvaru.
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(cviceni od 12:20):

34 0 |5 11 -1 |1 1 1 -1 1
2 3 1 |4 2 3 1 |4 0 1 3 2
11 -1 (1|34 o |5/ |0 1 3 2
2 1 -5 |0 2 1 -5 |0 0 -1 -3 -2

Vidime, ze posledni t¥i rovnice urcuji stejné mnoziny feSeni, stacéi tedy nejprve
najit jedno reseni nehomogenni soustavy a vSechna feseni odpovidajici homogenni

soustavy s maticemi:
1 1 -1 1 1 1 -1
01 3 2 01 3

Zpétnou substituci pro volbu z = 0 spocitdme y =2—-3z2=2azx=1—-y+2z = —1,
tedy trojice (z,y,2)" = (=1,2,0)” je hledanym jednim Fefenim nehomogenni sou-
stavy. Nyni opét zvolime nenulovou hodnotu z = 1 a zpétnou substituci dopocitame
tentokrat homogenni soustavu rovnic: y = —3z = —3 ax = —y+2z = 4. Zjistili jsme,
7e mnozina {t - (4,—3,1)7| t € R} tvoif mnozinu vsech redlnych fe§eni homogenni

soustavy. Proto je (z,y,2)” fesenim zadané soustavy, pravé kdyz
T -1 4 —144¢
yle{l 2 |+t-|-3]|teR}={]| 2—-3t ||teR}.
z 0 1 t

(cviceni od 14:00):

3 7 7 -7 3 2 -1 4 3 2 -1 4
3 2 -1 4 | ~[3 7 7 -7 ~10 5 8 —11
2 3 2 -1 6 9 6 -3 0 5 8 —11

Vidime, ze posledni dvé rovnice jsou stejné, staci tedy nejprve najit jedno feSeni
nehomogenni soustavy a vSechna feSeni odpovidajici homogenni soustavy s mati-

cemi:
3 2 —1 4 3 2 —1
05 8 “11) * \o 5 8

1L
Zpétnou substituci pro volbu z = 0 spocitame y = —% ax = 4+2 o= ‘1% = 15—4,
proto je trojice (z,y,2)! = (%, —15—1, 0)* hledanym jednim feSenfm nehomogenni
soustavy. Nyni zvolime nenulovou hodnotu napiiklad z = 5 a zpétnou substi-

tuci dopotitdme tentokrdt homogenni soustavu rovnic: y = -3 = -85 = 8

- _
ax = % = 228 — 21 — 7. 7Zjistili jsme, ze mnozina {t - (7,-8,5)7| t € R}
tvoif mnozinu véech redlnych fegeni homogenni soustavy. Proto je (z,y, z)7
zadané soustavy, pravé kdyz

feSenim

- u 7 Yyt
yle{|-%]|+t-|-8||teR}={|-LL-8t||teR}.
z 0 ) ot
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Uloha 3 (30.10). (cvicenf od 12:20): Najdéte nad télesem Zg; fedeni rovnice
95 - (57x 4 64) = 88.

(cviceni od 14:00): Najdéte nad télesem Z7 vSechna feSeni soustavy linedrnich
rovnic s rozsifenou matici

3 2 6 1 |4
2 6 4 3 |5
4 51 6 |3
Reseni.
(cviceni od 12:20):
Postupné upravujeme rovnici (1ze zvolit fadu ruznych efektivnich cest, predvedeme
jen jednu):
95 - (57x + 64) = 88
—2-(57x +64)=-9 | - (-1)
2.-(57x+64)=9
17z+31=9 | —31
Nyni mtzeme pomoci Euklidova algoritmu spoéitat 17! = 40, pfendsobit touto

hodnotou (nebo postupné napiiklad ¢islem 4 a pak 10) obé strany rovnice a dopocitat
vysledek, nebo budeme déle upravovat:

172=-22 | -6

5 = —35
Sr=-5-7
Nyni vykratime hodnotou 5 a dostaneme z = —7 = 90.

(cviceni od 14:00):

Nejprve upravime matici posloupnosti elementarnich dprav na odstupnovanou
matici:
2 6 1 3 2 6 1 |4
6 4 3 |5 ~10 0 0 0 |0
4 51 6 |3 0 0 0 0 |O
Stacilo tedy pricist ctyinasobek prvniho rddku k druhému a prvni fadek k tietimu.
Nyni najdeme zpétnou substituci jedno fegenf (371-4,0,0,0)” = (6,0,0,0)” a poté
spocitame tfi feSeni soustavy:

-2-371 4 —6-371 5 -1-371 2

Vo — 1 11 Vo — 0 10 Vi — 0 10

> 0 “lo| P 1 T 0 ~lo

0 0 0 0 1 1

Spocitali jsme, ze vsechna feSenim zadané soustavy tvori mnozini
6 4 5 2
0 1 0 0
{ 0 + s - 0 + t3 - 1 + t3 - 0 |t2,t3,t4€Z7}.

0 0 0 1
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Uloha 4 (6.11). (cviceni od 12:20): Definujme pro kazdé a € Zs zobrazeni f, :

Z?2 — 7% predpisem f,(v) = (? aj— 1> -v. Pro kazdé a € Zjs rozhodnéte, zda je f,
0

prosté, na a najdéte vsechny vektory, pro které a) f,(v) = <0> ab) fo(v) = <411>

(cvieni od 14:00): Definujme pro kazdé a € Zji; zobrazeni g, : Z3;, — Z%,

predpisem g,(v) = (i’ ; g) -v. Pro kazdé a € Z;1; rozhodnéte, zda je g, prosté,

na a najdéte vsechny vektory, pro které g,(v) = <(1)>

Reseni.

(cviceni od 12:20):

Protoze vztah f,(v) = b predstavuje soustavu linedrnich rovnic s parametrem
a, budeme rovnou pracovat s maticovym zapisem soustavy f,(v) = (1,4)7, ktery
upravime na odstupinovany tvar:

2 a 1 1 a+1 |4 1 a+1 4 1 a+1 |4
<1 a+1 ‘4) ~ <2 a ‘1) - <0 da+3 ‘3) - <0 a+2 ‘2)
Z levé stranu upravené, tedy odstupnované matice vidime, ze feseni pro libovolnou
pravou stranu existuje, pravé kdyz a + 2 # 0 a to nastavd pravé tehdy, kdyz
je existujici feSeni pro danou pravou stranu jednoznacné (tj. pravé kdyz nemame
zddnou volnou proménou). To znamend, ze f, je prosté, praveé kdyz je na a to plati,
pravé kdyz a # 3.

Dale spocitame, ze pro a = 3 je fa(v) = (8), praveé kdyz v € {t - <i> |t € Zs}

. (1 B 1 o y iy .
a zjevneé zadné v spliaujici f3(v) = <4>} neexistuje (coz odpovidd rovnici 0 = 2).

Necht a # 3. Pak f,(v) = (0,0)7 spliiuje pravé v = (0,0)7 a f,(v) = (1,4)7 m4
2a+1)-(a+ 2)1>

rovnéz jediné feseni, které najdeme zpétnou substituci v = ( 2. (a+2)-!

(cviceni od 14:00):

Protoze vztah ¢,(v) = b muzeme chapat jako soustavu linedrnich rovnic s pa-
rametrem a, budeme pracovat se zapisem soustavy g,(v) = (1,0)7 do rozsfiené
matice, ktery upravime na odstupinovany tvar:

3 a a |1 1 2 3 |0 1 2 3 0
<1 2 3 ‘0)”(3 a a ‘1)”(0 a+5 a+2 ‘1)

7Z levé stranu upravené matice vidime, ze feseni pro libovolnou pravou stranu exis-
tuje, prtotoze v odstupiiovaném tvaru mé matice homogenni soustavy oba fadky
nenulové. Zaroven vidime, Ze neni pro Zadné a jednoznaéné uréené, nebof mame k
dispozici vzdy volnou proménou (bud druhou nebo tieti v zavislosti na a). Tudiz
g, neni nikdy prosté a je vzdy na.

Pokud a € Z11\ {6}, je volnou proménnou tfet{ nezndm4 a snadno tedy najdeme
zpétnou substituci partikuldrni fesenf (9 - (a +5) !, (a +5)71,0)T a jedno feseni
homogenn{ soustavy (a,2 + a,6 —a)’
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o - ., (1 2 3 |0 .
Jestlize je a = 6, pak fresime soustavu s matici (0 0 8 ‘1>, opét na-
jdeme zpétnou substituci partikuldrni fesenf (1,0,7)7 i feseni homogenni soustavy

(9,1,0)"

9
- AN afs N
Zjistili jsme, ze g,(v) = <0> , prave kdyz v € { a}:s +t- 2+ al||t€Zi}v
—a
1 9
piipade, ze a # 6, aprave kdyzv e {| 0 | +t- | 1) |t € Zy1} v pifpadé a =6. O
7 0
‘ 43 3
Uloha 5 (13.11). (cviceni od 12:20): Je-li M = |2 2 1|, spocitejte M~ a
1 3 0

(M7T)~! nad télesem Zs.

3 21
(cvicenf od 14:00): Je-liN = |4 0 1|, spocitejte N~! a (NT)~! nad télesem
2 1 2
Z:.
Reseni.

(cvigeni od 12:20):
Vytvofime rozsifenou matici (M|I3), kterou posloupnosti elementarnich fadkovych
tprav prevedeme na matici s jednotkovou pravou ¢ésti: (M|I3) ~

13 0 (0 01 1 3 0 |0 0 1 1 0 0 |4 3 4

~ 10 1 1 01 3]~10 11 01 3)]~(10 10 2 4 4
013 |1 01 0 0 2 1 4 3 001 |3 2 4

4 3 4 4 2 3

Dostali jsme M~t = [2 4 4] aMD)t=MHT=(3 4 2
3 2 4 4 4 4

(cviceni od 14:00):
Vytvofime rozsifenou matici (N|I3) a tu posloupnosti elementarnich fddkovych
uprav prevedeme na matici, v jejiz pravé ¢asti je jednotkova matice: (N|I3) ~

1 0 4 (0 40 1 0 4 (0 40 100 (1 3 3
~10 2 4 j1 3 0)]~|0 1 4 |0 2 1)~(0 1 0 |1 1 4
014 |0 21 0 01 |1 43 0 01 |1 4 3

1 11

w
—_
I
O

13 3
Dostali jsme N1 = |1 1 4| a (NT)"! = (N-1)T =
1 4 3

w
e~
w
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Uloha 6 (20.11). (cviceni od 12:20): Rozhodnéte, pro kterd redlnd a je matice
_(2a a+1 . . LA
A, = < e adt 2) reguldrni a pro tato a spocitejte matici A -.
o - ‘ P . 2 a+3
(cviceni od 14:00): Rozhodnéte, pro kterd komplexni a je matice A, = 0 a+1

reguldrni a pro tato a spocitejte matici A, L.

Reseni.

(cviceni od 12:20):

Budeme pomoci elementarnich dprav upravovat rozsitenou matici (A, |Is) a bu-
deme se ji snazit prevést na matici s jednotkovou pravou Casti. Piritom zaroven
zjistime, pro kterd a to provést nejde, tedy kdy A, neni regularni:

2a a+1 1 0 a a+2 0 1 a a+2 0 1
a a+2 0 1 20 a+1 1 0 0 —a—3 1 -2

Nynf vidime, 7e je matice A, reguldrni, pravé kdyz a € R\ {0, —3}. Dalsi{ dpravy
budeme tedy délat jen pro a € R\ {0, —3}:

a a+2 0 1 a a+2 0 1
0 —a-3 1 -2 0 1 a_—&-IS aiB
+2  —a-—1 +2 —a—1
N <a 0| 35 ) N <1 0 | at a<52+3>>.
0 1 | a+3 a+3 0 1 | a+3 a+3

Spocitali jsme, 7e A1 = s <a—+a2 _‘12; 1) , jestlize a € R\ {0, —3}.

(cviceni od 14:00):

Pomoci elementdrnich uprav upravujeme rozsirenou matici (A,|Is), kterou se bu-
deme snazit pfevést na matici s jednotkovou pravou ¢asti. Pritom zdroven zjistime,
pro kterd a to provést nejde, tedy kdy A, neni regularni:

2 a+3 |1 0\ (2 a+3 1 0Y (2 a+3 1 0
a a+1 |0 1 24 —2a—-2 |0 -2 0 a’?+a—2 a -2/

Vidime, Ze je matice A, regularni, pravé kdyz a*> +a — 2 = (a + 2)(a — 1) = 0,
coz nastava, prave kdyz a € R\ {—2, 1}. Dals{ dpravy proto budeme délat jen pro
a€R\{-2,1}:

2 a+3 1 0 2 a+3 1 0
0 a/2 +a— 2 a _2 O 1 m (ﬂ;ﬁ
—2(at1)  2(a+3 a1 at3
~ 2 0 | azJ(raa72) az(iq,f)2 ~ <1 0 | a2+a—2 a2+(12—2> )
01 | a2+aa72 a2;a72 0 1 | a2+a—2 a2+a—2

./ .. - -1 _ 1 . —a — 1 a—+ 3
Spocitali jsme, ze A" = (CEScE) < a 9

>,jestliZe a€R\{-2,1}. O



PISEMKY Z LINEARNI ALGEBRY 7

Uloha 7 (27.11). (cviceni od 12:20): Najdéte né&jakou bézi podprostoru U =
5

) aritmetického vektorového prostoru Z2 nad nad télesem Zr.

—
=N O

UL O = = W
S~ Ut O W

(cviceni od 14:00): Najdéte bazi podprostoru U = (

— 0N
N DN =W
p—lc,:>—\»—\
T
~

aritmetického vektorového prostoru Z$ nad nad télesem Zs.

Reseni.

(cvigeni od 12:20):

Seradime si vektory generujici podprostor U do fadku matice a tu upravime na
odstupnovanou:

56 4 2 1 5 6 4 2 1 5 6 4 2 1
3 4405|~106 3 3 3]~[06 3 3 3
3 6 516 01 4 4 4 000 00O
Nenulové radky matice tvori linedrné nezdvislou generujici posloupnost, tedy bazi

podprostoru U. Hledanou bézi proto tvoii posloupnost ((5,6,4,2,1)7,(0,6,3,3,3)7).

(cviceni od 14:00):
Seradime si vektory generujici podprostor U do fadku matice a tu upravime na
odstupnovanou:

2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1
34 2 2 0 2 1 3 021 3
113 17102137 looo0o0
2 4 2 0 01 3 4 00 0 0

V nenulové fadcich mame bazi podprostoru U. Vidime, ze bazi U tvoii napiiklad
posloupnost ((2,3,4,1)7,(0,2,1,3)7). O

Uloha 8 (4.12). (cvicenf od 12:20): Urcete nad télesem Zs hodnost matice A =
34 3 11
1 2 1 0 3] amatice AT a dimenze prostorti ImA, ImA”, KerA, KerAT.
2 2 2 1 3

Najdéte dédle néjakou bézi KerA a dopliite ji na bazi Z3.

3 4 6
(cviceni od 14:00): Urcete nad télesem Z7 hodnost matice A = |2 1 3
1 3 3

D¢ N = W

amatice A7 a dimenze prostori ImA, InA7, KerA, KerAT. Najdéte dile n
bazi KerA a dopliite ji na bdzi Z3.

jakou
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Reseni.
(cviceni od 12:20):
Nejprve upravime matici posloupnosti elementarnich tprav:

34 3 11 34 3 11 343 11
A=(1 210 3]~10 40 3 1]~({0 4 0 3 1
2 2 21 3 010 2 4 0 00 0O

Odtud diky tvrzeni z prednédsky a definice hodnosti vidime, ze rank(A) = 2, a proto
rank(AT) = dimImA = dimImA? = rank(A) = 2. Diky vété z prednasky mdme
KerA = 5 —rank(A) = 5 — 2 = 3 a podobné KerA” = 3 — rank(AT) =3 -2 =1.
7 nalezené matice snadno dopocitdme bazi feSeni homogenni soustavy s matici
A: M = ((4,0,1,0,0)7, (4,3,0,1,0)T, (0,1,0,0,1)T). Nyni vidime, ze vektory

1 0 0 0 0
01000
(1,0,0,0,0)7, (0,1,0,0,0)7 doplituji M na bazi ZZ, protozerank(|4 0 1 0 0f)=
4 3010
01 001
5.
(cviceni od 14:00):
Nejprve upravime matici posloupnosti elementarnich tprav:
3 4 3 6 13 2 3 13 2 3
A=(2 11 3|]~10 2 4 4| ~|0 2 4 4
13 2 3 0 2 4 4 0 00O
Odtud diky vété z prednasky a definice hodnosti vidime, ze rank(A) = 2, proto

rank(A?) = dimImA = dimImA? = rank(A) = 2. Podle tvrzeni z prednasky
méme KerA = 4 — rank(A) = 4 — 2 = 2 a podobné KerA” = 3 — rank(AT) =
3 — 2 = 1. Z nalezené matice snadno dopoc¢itame bézi feSeni homogenni soustavy s
matici A: M = ((4,5,1,0)T, (3,5,0,1)7. Vidime, ze napiiklad vektory (1,0,0,0)7,

10 00
(0,1,0,0)* dopliiuji M na bézi Z%, protoze rank 2 é (1) 8 =4, O
3 5 01

Uloha 9 (11.12). (cviceni od 12:20): Nad télesem Zs uvazujme podprostory U =
3 1 1 2 1 3 1 2
4 2 1 1 3 4 1 0 .

( 1ol ol | yaV = alf2l: ol |1 ) vektorového prostoru
3 2 3 1 2 1 2 3

Z3. Spocitejte dim(U), dim(V), dim(U+V) a dim(UNV') a rozhodnéte, zda

S oo

U+V.
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0 3 2
(cviceni od 14:00): Méjme mnoziny vektoru X = {|4]|,[1],|3|}aY =
1 5 1

0 1 2
{13],13],11]} anad télesem Z; uvazujme podprostory U = (X) V = (V)
2 6 4
vektorového prostoru Z2. Spocitejte dim(U), dim(V), dim(U + V) a dim(UNV) a
vyberte z mnoziny X UY bazi U + V.

Reseni.
(cviceni od 12:20):
Nejprve spocitdme pomoci Gaussovy eliminace dimenze (a vlastné i baze) U a

V.
3 41 3 110 3 110 3
A= 1 2 1 2 01 1 4 01 1 4
111 0 3 01 1 4 0 0 2 4}’
2 1 11 0 410 0 00O
1 3 4 2 1 3 4 2 1 3 4 2
B— 3421 (0000} 0310
11 0 2 0 3 10 0 0 0 4
2 01 3 0 4 3 4 0 00O
Protoze U = Im A a V = Im B, vidime, ze dim(U) = dim(V) = 3. Déle, protoze
0 1 1.0 3
0 , 4 01 1 4 4
0 €eU+ValmA CU+V,mime Z; =Im 00 2 4 CU+V CZ;. Tedy
4 0 0 0 4

U+V =7}, aproto dim(U + V) = 4. Nynf podle Véty o dimenzi sou¢tu a priniku
podprostoru je dim(U NV) = dim(U) + dim(V) —dim(U + V) =3+3 -4 = 2.
1
Konecné 8 €U +V,nebot U +V =Z}.
0

(cvigeni od 14:00):

Obvyklym zpusobem spoéitdme pomoci Gaussovy eliminace dimenze (a vlastné
i baze) U a V. Nejprve seradime do fadku matice A a B vektory z mnozin X a Y,
aby U =Im A aV =1Im B a spoc¢itdme jejich hodnost:

0 4 1 3 1 5 0 3 2 1 3 6 1 3 6
A=[3 1 5]~(0 4 1|],B=|1 3 6]~[0 3 2|~110 3 2
2 31 0 0 0 21 4 0 2 6 0 0 0

Vidime, ze proto dim(U) = rank(A) = 2 a dim(V) = rank(B) = 2. Déle

31 5 31 5
dim(U +V) =rank(| ] 5 L) =rank(|) ¢ 4 ])=3
03 2 00 0
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podle Véty o dimenzi sou¢tu a pruniku podprostoru je dim(U N V) = dim(U) +
3 0
dim(V) — dim(U + V) = 2+ 2 -3 = 1. Protoze urcite [1],| 4| je baze
5 1
1 0 0 0 0
U, [3],]3]) jebaze V.a |0) = [3] + 4] ¢ U, Musi byt posloupnost
6 2 3 2 1
3 0 0
1],14],|3| linedrné nezdvisla, tudiz jde o (vybranou) bazi U +V =Z3. O
) 1 2

Uloha 10 (18.12). (cvigenf od 12:20): Necht p = (14379)(265) a ¢ = (18)(247)(953)
jsou dvé permutace z Sy. Spoéitejte cyklicky zdpis permutaci pogq a p~' a napiste
p jako slozeni transpozic. Déle uréete znaménka permutaci p~', ¢, gogop ! a
gopogopoq '

(cvieni od 14:00): Nechf p = (19)(2654)(37) a ¢ = (1824)(53679) jsou dvé
permutace z Sy. Spoéitejte cyklicky zapis permutaci pogop™' a ¢~ a napiste ¢ jako

slozen{ transpozic. Déle uréete znaménka permutaci p, ¢, gogop™t a gopogopog=!.

Reseni.
(cviceni od 12:20): Nejprve slozime a invertujeme
poq = (14379)(265) o (18)(247)(953) = (184923)(576) p ! = (97341)(562).
Déle vyjadiime
p = (14379)(265) = (14) o (43) o (37) o (79) o (26) o (65).

Nyni sgn p = 1, protoze p obsahuje nula cykla sudé délky, a sgn ¢ = —1, protoze
p obsahuje jeden cyklus sudé délky. Kone¢né vyuzijeme vétu o znaménku slozeni
permutaci:

sgn (gogqop™) =sgng-sgng-sgnp ' =(=1) - (-1)-1=1,
sgn (gopogopog ) =(=1)-1-(=1)-1-(=1) = —1.
(cvigeni od 14:00): Nejprve pomoci pozorovani pogop~t(a) = b, jestlize q(a) = b,
spocitame
pogop™ = (p()p(R)p(2)p(4) (p(5)p(3)p(6)p(T)p(9)) = (9862)(47531).
Déle snadno uréime ¢! = (4281)(97635) a
q = (1824)(53679) = (18) o (82) 0 (24) o (53) o (36) o (67) o (79).
Nyni sgn p = —1, protoze p obsahuje tii cykly sudé délky, a sgn ¢ = —1, protoze
p obsahuje jeden cyklus sudé délky (nebo proto, ze ve vyse spocitaném vyjadieni
mame sudy pocet transpozic). Zbyva vyuzit vétu o znaménku slozeni permutaci:
sgn (gogop™') =sgng-sgng-sgnp~t = (=1)-(=1) 1= -1,
sgn (gopogopog ) =(=1)-1-(=1)-1-(=1) = ~1.
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Uloha 11 (18.12). (cviceni od 12:20): Spocitejte nad télesy Q, R, Zs a Z; de-

11 2 0
. 0 . 1 3 2 . . 3
terminant parametrické matice G, = 9 9 4 0|2 determinant matice Gi,.
2 411

Rozhodnéte, pro kterd a je matice G, regularni.
(cviceni od 14:00): Spocitejte nad télesy Q, R, Zs a Z7 determinant parametrické

a 2a a O
) 2 4 1 2a . [ C . 1
matice G, = 1 0 2 a rozhodnéte, pro kterd a existuje matice G a
3 4 1 3a

spocitejte det G 1.

Reseni.

(cviceni od 12:20): Budeme nejprve pocitat nad télesem charakteristiky 0, nejprve
odecteme dvojnasobek prvniho fadku od tfetiho a podle tietiho fadku rozvedeme:

11 2 0

1 10
det(Gy) =det |1 2 2 2| —(a—4)ydet[1 3 2] =
0 0 a—4 0 9 4 1
2 4 1 1
nyni odecteme prvni sloupec od druhého a rozvedeme podle prvniho sloupce
1 00 9 9
=(a—4)det |1 2 2| =(a—4)det =2(4 —a).
2 21 2 1

Tedy det(G,) = 2(4 — a), det(G?2) = 8(4 — a)? nad télesy Q a R, dale det(G,) =
3(a+1), det(G3) = 2(a+1)? nad télesem Zs a det(G,) = Sa+1, det(G3) = (5a+1)3
nad télesem Z;. Konetné matice G, je regularni, pravé kdyz T \ {4}, pro vSechna
télesa T = Q, R, Z5 a Z;.

(cvicen{ od 14:00): Budeme nejprve pocitat nad télesy Q, R, nejprve vytkneme
z prvniho fadku a posledniho sloupce hopdnotu a:

a 2a a O 1210
B 2 4 1 2| , 2 4 1 2|
det(G,) = det 1 0 2 a” det 102 1|7
3 4 1 3a 341 3

nyni od prvniho sloupce odetteme posledni sloupec a poté staci odecist od po-
sledniho fadky druhy fadek a spocitat determinant horni trojihelnikové matice:

1 210 1 2 10
0 4 1 2 0 4 1 2
_ 52 _ 2 _ 2
= a” det 00 2 1 = a” det 00 2 1 = 8a
0 4 1 3 0 0 0 1

Tedy matice G, je regularni, pravé kdyz T\ {0} pro vSechna télesa T'= Q, R, Zj
a Zr, det(G,) = 8a® a det(G;') = 51z nad télesy Q a R, déle det(G,) = 3a” a
det(G, 1) = 2a? nad télesem Zs a det(G,) = a® a det(G, ') = a2 nad télesem

Z. O



