PISEMKY Z LINEARNI ALGEBRY

Uloha 1. [26.2] Uvazujme endomorfismus ¢ vektorového prostoru ZZ nad télesem
Z; sphitujicf podminku ¢((3,2)7) = (0,2)T a ¢((6,1)7) = (1,1)T. Dokazte, ze je ¢
izomorfismus a spocitejte matici [~ ]2.

[28.2]: Napiste matici vzhledem ke kanonickym bazim ortogonalni projekce redlného
vektorového prostoru R? se standardnim skaldrnfm sou¢inem na rovinu U = {(1,1,1)%,

(0,0,1)7).

Reseni.

[26.2]: Bezprostiedné z definice endomorfismus ¢ dostaneme matici [¢]f, =

2 1
izomorfismus. Nyn{ muzeme zcela vyuzit Tvrzeni 7.15(3):

Lo~k = (leliz) ™" = (9, - [d]3*) ™" =

—naguak = (3 0)-6 D) =)

Pifipomenime, ze pro souin matice s matici inverzni muzeme vyuzit napiiklad
fadkovy algoritmus pro transponované matice:

0 2 |3 2 11 |6 1 1 0 (1 0
11 |61 01 |51 01 |5 1)°

[28.2]: Snadno uréime ortonormalni bazi %(1, 1,0)7,(0,0,1)T roviny U a nor-
movany vektor \%(1, —1,0)7, ktery je na rovinu U kolmy. Vidime, Zze posloupnost

B = (%((1, 1,0)T,(0,0,1)7T, %(1, —1,0)T) je ortonormalni baze R?, vié niz m4

(0 1) pro bazi B = ((3,2)%,(6,1)7). Protoze je matice [¢]f regularni, je ¢

1 0
ortogondlni projekce p matici [p|5 = [0 1 0 |.Nyni obvyklym zptisobem uréime
0 0 O

0 s Loy (50 S\
K K.
Plx’ = [dIZ,[pBId]5* = % 0 —% 010 % 0 —% =
0 1 0 0 00 0 1 0
1 1 1 1
S A B P O SR W O
vzl s L “lz 2 )
O 1 0 0 0 O ﬁ—ﬁo 0 0 1

kde jsme vyuzili faktu, ze je matice [Id]ﬁ3 ortogonalni a proto [Id]%?* = ([Id]ﬁg)_1 =

([1d]%,)"- O
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Uloha 2. [5.3] Je-li 4 ortogonalni projekce redlného vektorového prostoru R? se
standardnfm skaldrnim sou¢inem na rovinu U = {((1,1,0)7,(1,0,1)7), spocitejte
vSechna vlastni ¢isla a vSechny vlastni vektory v, najdéte ortonormalni bazi B, aby
[¢]8 byla diagonélni a urcete [1)]5.

[7.3]: Je-li ¢ linedrni operdtor na redlném vektorovém prostoru R* s matic

[p]R2 = 10 vzhledem ke kanonické bazi Ko, spocitejte viechna vlastni ¢isla a
K>

7 3
vSechny jim piislusné vlastni vektory ¢, najdéte bazi B, aby [go]g byla diagondlni
a urcete [¢]B

Reseni.
[5.3] Protoze linedrni operator ¢ neni izomorfismus, je 0 jeho vlastni ¢islo a
piislusné vlastni vektory tvoii pravé jadro

Keryp = ((1,1,0)7, (1,0, )Yt = ((-1,1,1)T).

Protoze na roviné U pusobi ¢ jako identita, jednd se o podprostor vSech vlastnich
vektoru piislusnych vlastnimu ¢islu 1.

Nyni zbyvéa ortogonalizovat napiiklad posloupnost (1,1,0)7,(1,0,1)7, tedy fak-
ticky staéi najit generdtor napiiklad podprostoru ((1,1,0)7,(=1,1,1)T)*, jimz je
vektor (1,—1,2)7. Nyni zbyva normalizovat, abychom dostali ortonormalni bazi

1 00
)  amatici [WE=[0 1 0
000

&
Il
o
Sosish
Shsisll

[7.3] Protoze je matice [Lp]% dolnf trojuhelnikovd, vidime vSechna vlastni ¢isla
matice i endomorfismu na jeji diagondle, tedy ¢ mé vlastni ¢isla 3,4. Pro kazdé
vlastni ¢islo A najdeme jemu pfislusny podprostor vlastnich vektorua Ker(¢p — AId)
jako TeSeni homogeni soustavy rovnic s matici [@]gz — AL:

Ker([g]R? — 3I5) = Ker G 8) = <<(1)>),

Ker([glfs - 1) =xer (3 %) = ((3)

Zjistili jsme, ze ((2)) U ((;)) \{ <8>} tvoif mnozinu viech vlastnich vektoru ¢ a

pro bazi slozenou z vlastnich vektoru B = (<(1)> , <;)) méme [p]8 = (8 2) O

2 21
Uloha 3. [12.3]Nech{ A = |3 2 3| je matice nad télesem Zs. Najdéte viechna
0 1 1

jeji vlastni ¢isla a vlastni vektory, dokazte, ze je diagonalizovatelna, a najdéte re-
gulérni matici P, aby P~' AP byla diagonalni.
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3 20
[14.3] Nechf A = [3 3 4] je matice nad télesem Zs. Najdéte viechna jeji
4 2 4
vlastni ¢isla a vlastni vektory, dokazte, ze je diagonalizovatelnd, a najdéte regularni
matici P, aby P~'AP byla diagonalni.

Reseni.
[12.3] Nejprve spocitame charakteristicky polynom det(A — Al3) =
2—A 2 1
=det[ 3 2-X 3 |=(=3)(2-N-D+A=-N)(2-N*-1)=
0 1 1-A

=3A-1D)+ 1A =N)N+A+3) =1 =X+ =(1-NA1+N).
Zjistili jsme, ze A mé praveé tii vlastni ¢isla 0,1,4, tedy je A diagonalizovatelna.
Nyni hledame vlastni vektory jako jadra matic A — Aj:

2 21 3
Ker(A —0I3) =Ker [3 2 3] =¢ 4 )
011
1 21 4
Ker(A—-1I3) =Ker [3 1 3] =([0]),
010 1
3 21 1
Ker(A —4I3) =Ker [3 3 3] =([3]),
0 1 2 1
Hledanou matici P dostaneme jako matici prechodu od béze slozené z vlastnich
3 41
vektoru ke kanonické bazi, tedy napiiklad P= |4 0 3
1 11

[14.3] Nejprve spoc¢itdme charakteristicky polynom det(A — AI3) =

3-A 2 0
=det| 3 3-X 4 |=@B-N[B-N4-A)-3-2B4-)\-1=
4 24—

=N 424 2A4+3=-2Q+1D(A-1).
Zjistili jsme, ze A ma pravé tii vlastni ¢isla 0, 1,4, tedy je A diagonalizovatelnd a
muzeme hledat vlastni vektory jako jadra matic A — AI3:

320 1
Ker(A—-0I3) =KerA= |3 3 4] =(|1]),

4 2 4 1

2 20 1
Ker(A—-1I3) =KerA= (3 2 4| =(|4]),

4 2 3 1

4 2 0 2
Ker(A —4I;) =KerA = |3 4 4| =([1]),

4 20 0
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d béze slozené z vlastnich
2
1]. O
0

Uloha 4. [19.3] Je-li ¢ linedrni operator na vektorovém prostoru Z# s matici
5 0 0
[@]gg =13 2 0] vzhledem ke kanonické bazi K3, najdéte vSechny invariantni
6 1 1
podporostory linedrnich operatori ¢ a 2.
[21.3] Bud ¢ linedrni operator na raciondlnim vektorovém prostoru Q> dany

Hledanou matici P dostaneme jako matici prechodu o

u
11
vektoru ke kanonické bazi, tedy napiiklad P = |1 4
11

1 1 1 2 1 -1
obrazy o([2])=[2],e(|1]))=[2] ap(|2])=|—-2]. Najdéte viechny
3 3 0 0 0 0

invariantni podporostory linedrnich operatori ¢ a %0,

Reseni.

[19.3] Nejprve poznamenejme, ze {0} a Z3 jsou invariantni podprostory obou
endomorfismil ¢ i 2. Zbyva najit véechny invariantni podprostory dimenze 1 a 2.

Snadno primo z (trojihelnikové) matice zjistime, Ze ¢ mé vlastn{ ¢isla 1,2,5,
tedy se jednd o diagonalizovatelny endomorfismus. Obvyklym zptsobem spoéitdme
vlastni vektory:

0 0 1
qopurrpudtr])
1 1 0

Tedy ¢ ma pravé 3 invariantni pfimky a pravé 3 invariantni roviny:

0 0 1 0\ /o 0\ /1 1\ /o
Qo e Py, Lo {rps Q) {rpqr).fop-
1 1 0 1) \1 1) \o 0o/ \1

Protoze 22 = 52 = 4 a 12 = 1 m4 linedrni operdtor p? pouze dvé vlastni ¢isla.
Vlastni ¢islo 4 ma ovSem geometrickou nadsobnost 2, proto podprostor vlastnich

0 1
vektoru pro néj tvoif ([ 1|, [1]).
1 0
Proto m4 ¢? invariantni piimky (je jich 9)
0 0 1
(f0]) a (v),kde ve([1],]1])\{0}
1 1 0
a invariantni roviny (opét je jich 9) ¢? jsou:
0 1 0 0 1
(f1),11]) a (|0],v),kde ve([1],[1])\{0}.
1 0 1 1 0
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[21.3] Nejprve poznamenejme, ze {0} a Z3 jsou invariantni{ podprostory obou
endomorfismii ¢ a '%, Zbyv4 najit vSechny invariantni podprostory dimenze 1 a

1 1 1
Nejprve si hned z definice ¢ vsimnéme, ze bdze B= (2], 1], 2 ]) sestava
3 0 0
1 0 0 1 0 0
z vlastnich vektori a [p]5 = [0 2 0 |.Proto[p']8 = [0 2% 0].Odtud
0 0 -1 0 0 1

vidime, ze 1,2,—1 jsou vlastni ¢isla endomorfismu ¢ a 1,2'%0 jsou vlastni &isla
endomorfismu ¢!% Tedy ¢ mé pravé 3 invariantni pifmky a pravé 3 invariantni
roviny:

1 1 1 1\ /1 1\ (1 1\ /1
2 s azps 2o qr)-(2p qz2).(2p-
3 0 0 3/ \o 0o/ \o 0/ \3

Protoze vlastni ¢fslo 1 linedrni operdtor ¢'% m4 geometrickou ndsobnost 2, je

1 1 1
mnozina viech vlastnich vektort % tvaru (| 2|, [2])u(|1])\ {0}.
0 3 0

Tudiz m4 ¢'°° nekoneéné invariantnich pifmek

—

1 1
(1) a ), kde ve(|2 )\ {0}.
0 0

W N

a nekonec¢né invariantnich rovin

1 1 1
({2],12]) a (|1],v), kde ve(
0 3 0 0

—

)\ {0}.

[N}
W N =

Uloha 5. [26.3] Najdéte Jordanuv kanonicky tvar komplexni matice A = <; _52> ,

spotitejte reguldrni komplexni matici P, aby P~'AP byla Jordanova a soucin
P~ AP urcete.
1

[28.3] Najdéte Jordanav kanonicky tvar komplexni matice B = (2 :g) , urcete

regularni komplexni matici P, aby P 'BP byla Jordanova a rozhodnéte, zda jsou
matice B a B~! podobné.

Reseni.

[26.3] Nejprve spocitame charaktreristicky polynom matice A a zjistime, 7e
det(A — Mp) = A2 — 602 + 9 = (X — 3)2. Protoze je navic hodnost matice A — 31,
rovna 1, ma vlastni ¢islo 3 algebraickou ndsobnost 2 a geometrickou nasobnost 1.
To nutné znamend, ze Jordantiv kanonicky tvar matice A ma na diagonéle vlastni
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¢islo 3 geometrické ndsobnosti 1, tedy Jordanuv kanonicky tvar predstavuje pravé
matice J = 31
—\0 3)°

P [ , . o s -1
Nyni nejprve hleddme vlastni vektor matice A, jimz je napiiklad vq = ( 1 >,

P , . . -2 -2 ,
ktery fesi homogenni soustavu s matici matice A — 3I, = ( 9 9 > a poté

"y . . L. (=2 =2 -1 s
pocitdme nehomogenni soustavu rovnic s matici < 9 9 1) kterou resi
1

napiiklad vektor vo = (6) Spocitali jsme Jordanuv fetizek vy, vs, proto je hle-

— L
dand matice napiiklad tvaru P = [Id]g;) = ( 11 6) Kone¢né ze zpusobu, jak
jsme matici P ziskali, okamzité plyne rovnost P~'AP = g ; )

[28.3] Spocitame-li charaktreristicky polynom det(B — A\z) = A2 +2)\2 +1 =
(A +1)? matice B, vidime, ze —1 je jediné vlastni éfslo A algebraické nasobnosti 2.
Protoze matice B neni diagondlni, jedna se o vlastni ¢islo geometrické nasobnosti
1, tudiz Jordanuv kanonicky tvar matice A mé na diagondle vlastni ¢islo —1 geo-

c s . o (o . -1 1
metrické nasobnosti 1, proto jim je pravé matice ( 0 _1>.

. [ , . G L 1
Nyni nejprve hleddme vlastni vektor matice B, jim7z je napiiklad v; = <1>,

P , .. . 2 =2 P
ktery fesi homogenni soustavu s matici matice B+1I» = <2 _2> a poté pocitdme
-2 ‘ 1

9 _9 1), kterou te§i napiiklad vek-

nehomogenni soustavu rovnic s matici <

L
tor vo = (6) Spocitali jsme Jordanuv fetizek vi,vs, proto je hledand matice

_ 14 Co o )
napiiklad tvaru P = [Id]gz’) =11 6) ProtoZe m4 matice B~! opét jediné vlastni
¢fslo (—1)71 = —1 algebraické ndsobnosti 2 a geometrické nasobnosti 1, vidime, ze
mé matice B~! stejny Jordaniiv kanonicky tvar jako matice B, a proto jsou obé
matice podobné. O

Uloha 6. [2.4] Bud M = (vy,Vs, Vs, Vv4) baze vektorového prostoru V nad télesem
Z; a ¢ endomorfismus V' dany vztahy ¢(vi) = 2vy, p(v2) = 6vy +2va, ¢(vs) =
2vi4+2vs a p(vy) = 5va+6vs+2vy. Najdéte Jordanovu matici J, pro kterou

existuje baze N splitujicf rovnost J = [p] ¥
2 0 0 0 3 -1 1 1
. . . -1 2 0 O 1 1 1 4 ,
[4.4] Rozhodnéte, zda jsou matice 1 o 20l2lo o 2 3 podobné
5 1 1 2 0O 0 0 2

nad télesem redlnych ¢isel.
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2 6 2 0
5 o . o M 0 2 0 5 PR .
Reseni. [2.4] Nejprve urcime matici [¢]|y = 00 2 6l Nyni vidime, ze
0 0 0 2
m4 matice [p]4 jediné vlastni éislo 2 algebraické nasobnosti 4 a snadno spoé¢itame,
0 6 2 0
0 0 0 5
rank([p] A — 2I,) = rank 000 6|7 2,
00 0O

proto je geometrickd nasobnost vlastni ¢islo rovna 2. To znamend, ze ma matice
[¢]} jeden z nésledujicich Jordanovych kanonickych tvari:

210 0 210 0
02 1 0200
Ji=1g g 2 o meboda=1|g o 9
00 0 2 000 2

Protoze (J; — 2I4)% # 0, zatimco (J, — 2I4)? = 0, potiebujeme rozhodnot, zda
([p]3 — 214)? je ¢i nenf nulovd matice. Spocitdme

2

O O O
OO OO
OO OO
o O O

0
M 2 10 0 0 5| _
([‘p]M 214) - 0 0 0 6 -
0 0 0 O

o
(=]

proto ma matice [(p]]‘l\f[’ Jordantn kanonicky tvar Jo, tedy existuje baze N, pro kterou
[Pl = Jo.

2 0 0 0
s PR y . . -1 2 0 0] ..,
[4.4] Okamzité ze zadan{ vidime, ze ma matice A = 1 02 0 jediné
5 1 1 2
vlastni ¢islo 2 algebraické nasobnosti 4 a snadno spocitame, ze je jeho geometricka

nasobnost 2. Navic protoze (A — 2I4)? = 0, vidime, ze ma matice A Jordaniv

21 00 3 -1 11
kanonicky tvar J4 = 8 g g 2 . Pro matici B = (1) (1) ; ;1 nyni staci
0 00 2 0 0 0 2

jen ovérit, zda rank(B — 2I4) = 2 a zda (B — 2I4)? = 0. Kdyby tomu tak nebylo,
nemély by matice stejny Jordanuv kanonicky tvar, a proto by nemohly byt podobné.
Naopak, v pripadé, ze by druhd podminka byla splnéna, musela by mit jediné
vlastni ¢islo 2 algebraické nasobnosti 4, z prvni podminky by plynulo, ze je jeho
geometrickd nasobnost rovna dvéma a konec¢né znovu druhd podminka by fekla, ze
je B Jordanuv kanonicky tvar roven rovnéz J 4. Tedy pocitdme:

2

1 -1 11 1 -1 11 0 0 0O
rank -1 1 4 —9 & 1 -1 1 4 _ 0 0 00
0 0 0 3 0O 0 0 3 0 0 0O
0 0 00 0O 0 00 0 0 0O

Zjistili jsme, ze jsou matice A a B podobné. O
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~

Uloha 7. [9.4] Ukazte, Ze je matice A = unitarné diagonalizovatelnd,

JRES BEN IR

7
7
7T

najdéte redlnou ortogondlni matici U, pro niz je UT AU diagonélni a sou¢in U7 AU
urcete.

T —2r+y+z
[11.4.] Uvazujme endomorfismus ¢ [y | = | © —2y+ 2z | na redlného vekto-
z T+y—2z

rového prostoru R? se standardnim skaldrnim sou¢inem. Najdéte ortonormdlni bazi
B, aby byla matice [p]5 diagonaln{ a tuto matici najdéte.

Reseni. [9.4] Matice A je zjevné symetrickd, proto norméalni a tedy unitarné di-
agonalizovatelna. Matice je navic singularni, proto je 0 jeji vlastni ¢islo, tedy vektor
(1,1,1)T je kolmy na dvoudimenzionalni podprostor vlastnich vektort piislusnych
vlastnimu ¢islu 0, tedy se jednd o vlastni vektor prislusny vlastnimu ¢éislu (7,7,7) -
(1,1,1)7 = 21. Snadno také najdeme kolmé vlastni vektory pifslusné vlastnimu
¢fslu 0 nejprve najdeme jeden nenulovy vektor kolmy na vektor (1,1,1)7, tedy
jedno netrividlni feSeni homogeni soustavy s matici (1 1 1), jimz je napiiklad

1
vektor | —1 | a poté hleddme nenulovy vektor kolmy na nalezené dva vlastni vek-
0
. gl e e , .11 1y L,
tory, tedy jedno netriviadln{ feSeni homogeni soustavy s matici 1 _1 o) Jimz
1
je napiiklad vektor | 1
-2
Nyni zbyva nalezené ortogondlni vlastni vektory normovat a sestavit do sloupcu
1 1 1
voR
matice U = | o= -5 % |- Zbyva urcit dagondlni matici s vlastnimi ¢isly na
1 2
w0 %
diagonadle
1 1 1 1 1 1
. $ \7{: 3 T T 7 @ 7% @ 21 0 0
UAU:$\*@0 T 77 75 v vel=10 00
1 1 =2 777 L 0 = 0 0 O
V6 VB V6 V3 V6
-2 1 1
[11.4] Nejprve urcime matici [(p]ﬁi = |1 -2 1], pro niz snadno na-
1 1 -2
1
jdeme vlastni ¢isla 0 a —3. Nejprve najdeme normovany vlastni vektor % 1
1
piislusny vlastnimu ¢islu 0. Podprostor vlastnich vektoru piislugny vlastnimu ¢islu
1 11
—3, tedy prostor Ker [ 1 1 1] je zfejmé dvoudimenziondlni, budeme tedy hle-
1 11

dat dva kolmé normované vlastni vektory. Nejprve snadno najdeme jeden, napiiklad
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1 1
vektor % —1] a poté druhy, napiiklad % 12 jako teseni homogenni sou-
. ., (1 1 1 e P
stavy rovnic s matici 1 -1 o) Nasli jsme ortonormdalni bazi
1 1 1
1 1 1
B = (7 1 y T = -1 [~ 1 )a
v3\1) v2 o) V6 \ o
0 0 0
proniz [p]E =10 -3 0 O
0 0 -3

Uloha 8. [16.4.] Najdéte nad télesem redlnych ¢isel horni trojihelnikovou matici

3 7>_UTU .

[18.4.] Najdéte nad télesem redlnych ¢isel hornf trojihelnikovou matici T = ()

4 1) = UTUT a tll Z t22.

T a ortogondlni matici U, aby <

a ortogondlni matici U, aby <6 5

[16.4.] Nejprve uréime charakteristiky polynom (A — 4)? matice A = <i1') _73>

_11> a snadno

Dale pro jediné vlastni ¢islo 4 najdeme normovany vlastni vektor % (
1 . .

ho doplnime vektorem % <1> na ortonormalni bazi R? vzhledem ke standardnimu

skalarnimu soucinu. Vezmeme-li nyni matici pfechodu od této ortonormélni baze
. s 1 1 , .. PR

k bazi kanonické U = % (_1 1> zbyva dopocitat hodnotu v prvnim fadku a
z . . _ L ;1 L L T ~ 7 .. ~

druhém sloupci matice T, tedy —6 = (ﬁ’ ﬂ)A(ﬁ, f) . Spocitali jsme, zZe

om0 )¢ D) (4 )6 )

Nyni uz vidime, ze A = UUTAUU? = UTU”.

[18.4.] Nejprve spocitdme charakteristiky polynom A2 — 9\ + 14 = (A —2)(\ —7)

matice B = (4 1

6 5). Mame tedy vlastni ¢isla 7 > 2. Pro vétsi z nich najdeme nor-

movany vlastni vektor \/% (;) a snadno ho doplnime vektorem \/% <_13> na or-

tonorméln{ bazi R? vzhledem ke standardnimu skaldrnimu sou¢inu. Nyni vezmeme

3 1
zbyva dopocitat hodnotu v prvnim fddku a druhém sloupci matice T, tedy ¢islo

(\/%, \/%)B(\;—l%, \/%)T = —5. Vime, ze na diagonale horni trojihelnikovou matice

. . P, . 1 1 -
matici pfechodu od této ortonormalni baze k bazi kanonické U = \/% 3) a
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mame vlastni ¢isla, proto
1 1 3 4 1 1 1 -3 7 =5
— 1T — . [ =
T=U BU_,/lo <—3 1> (6 5) V10 (3 1) (0 2)'

Tim jsme ukézali, ze A = UUTAUU” = UTU". O

Uloha 9. [23.4.] Bud f bilinearni forma
(@1, 22,23) ", (41,92, ¥3)") = 2192 + 3w1ys + 6T2y2 + 222y3 + 2231 + T3ys

na vektorovém prostoru Z3$. Urcete matice f, fs a f, vzhledem ke kanonické bézi a

1 1 1
kbaziB=(|1],10],|0]),kde f; je symetrickd a f, antisymetricka bilinearn{
2 1 6
forma, pro néz f = f; + fa.
1

1 1
[254.]Bud B=(|1]|,[0],[0]) béze a g bilinedrn{ forma
2 1 6
9((m1,22,23)", (Y1, 92,y3)") = 21y + 3213 + 622y + 222y3 + 2x3y1 + 3x3ys
na vektorovém prostoru Z2. Uréete matice f, fs a f, vzhledem k bézi B, kde f;
je symetrickd a f, antisymetricka bilinedrni forma, pro néz f = fs + f,. Spocitejte
radikal f;.

[23.4.] Nejprve sefadime koeficenty polynomu uréujiciho analytické vyjddieni bi-

0 1 3
linedrni formy do matice vzhledem ke kanonické bazi [f]lx, = |0 6 2 ]. Déle
2 01
1 11
snadno uréime matici prechodu [Id]Z, = [1 0 0] a poté spocitdme matici f
2 1 6
vzhledem k bézi B diky vztahu: [f]p = ([Id]f;g)T Sk, - [Id]ﬁ3 =
1 1 2 01 3 1 11 4 4 4
=1 0 1]-10 6 2)-({1 0 0)=14 6 5
1 0 6 2 01 2 1 6 3 0 3
Nyni uré¢ime matice symetrické a antisymetrické casti:
1 01 3 0 0 2 0 4 6
Uidies = 3 (s + ) =2((0 6 2]+ {16 0])=(4 6 1],
2 0 3 3 2 3 6 1 3
01 3 0 4 6 0 4 4
alice = e~ il = [0 6 2) = [4 6 1) =(3 01
2 0 3 6 1 3 3 6 0
1 4 4 4 4 4 3 4 4 0
[fsls = 5([flis + [flk) =4({4 6 5|+ |4 6 0))=|4 6 6],
3 0 3 4 5 3 0 6 3
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4 4 4 4 4 0 0 0 4
[falp=[flp = [flp=[4 6 5] —-|4 6 6/=]0 0 6
3 0 3 0 6 3 310

[25.4.] Nejprve sefadime koeficenty polynomu uréujiciho analytické vyjddieni bi-
01 3

linedrni formy do matice vzhledem ke kanonické bazi [g]x, = [0 6 2|, dale ob-
2 0 3

uréime matici g vzhledem k bézi B diky vztahu: [g]p = ([Id],)

1 1 2 01 3 1 11 5 1 0
=(1 0 1}J-{0 6 2]-11 0 O0)=1{(1 1 3
1 0 6 2 0 3 216 6 5 95

Nyni ur¢ime matice symetrické a antisymetrické casti:

1 5 1 0 5 1 6 5 1 3
[gs]B=§([f]K3+[f]£3)=4( 11 3f+(1 1 5))=[11 4],
6 5 5 0 3 5 3 4 5
5 1 0 5 1 3 0 0 4
[ga]B = [f]B — [fs]B = ]. 1 3 — ]. ]. 4 = 0 0 6
6 5 5 3 4 5 3 10
Konecné protoze
5 1 3 11 4 1 1 4
gds=1(1 1 4| ~(0 3 4]~{0 1 0
3 4 5 0 1 0 0 0 4
je rad(g,) = {(0,0,0)7}. O

Uloha 10. [30.4.] Mé&jme kvadratickou formu f» na Z2 danou analytickym vyjadie-
nim fo((z1,29,23)7) = 22 + 2129 + 22123 + 32273 + 223 vzhledem ke kanonické
bézi. Najdéte matici symetrické bilinearni formy f, ktera vytvari f, spocitejte bazi
radikdlu f, najdéte n&jakou ortogondlni bazi B formy f a urcete [f]p.

[2.5.] Mé&jme kvadratickou formu g, na redlném vektorovém prostoru R? danou
analytickym vyjadienim go((zy1, 2, 23)T) = 522 + 62129 + 4173 + 222 + 21073 +
72 vzhledem ke kanonické bézi. Najdéte néjakou ortogonalni bazi B symetrické
bilinearni formy g, kterd vytvaii gs, urcete signaturu g a rozhodnéte, zda existuje
vektor v, aby g»(v) < 0.

[30.4.] Zcela pifmocaie (tj. ,rozpulenim”koeficienti u clent z;y; pro i # j)

spocitame matici hledané symetrické bilinedrni formy f vzhledem ke kanonické bazi
1 3 1

[flx, = |3 0 4. Protoze rad(f) = Ker[f]x,, hleddme bazi feSeni{ homogenni
1 4 2
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soustavy rovnic s matici [f]x,: Snadno zjistime

1 3 1 1 3 1
1 4 2 0 0 0

proto bazi radikalu tvoif napiiklad vektor by = (2,4,1)7. K radikélu, tedy podpro-
storu (b;) snadno najdeme doplnék, napiiklad podpropstor U = {ey, e2) generovany
prvnimi dvéma vektory kanonické baze, na némz uz je bilinearni forma reguldrni,
3 3) pro bazi M = (ep,e2) podprostoru U.

Nyn{ muzeme zvolit vektor b = ey, protoze fo(e;) = 1 a hleddme vektor bs €
(bo)t7 N U, tedy fesime rovnici s matici [ba]3,[f]sr = (1 3). Snadno spocitdme

vidime, ze matice [f]y = <

soufadnicivy vektor [bsly = <2>, proto bz = 2e; + e, = (2,1,0)7. Nagli jsme

1
ortogondlni bazi

2 1 2 0 00
B = 41,10 1 ,proniz [flg=[0 1 0],
1 0 0 0 0 1

protoze fa(bs) = 1.
[2.5.] Pifmocaie uréime matici hledané symetrické bilinedrni formy g vzhledem

5 3 2
ke kanonické bézi [g]x, = | 3 2 1 |. Nejprve spocitame rad(g) = Ker[g]x,, tedy
2 1 1

vytesime homogenni soustavu rovnic s matici Snadno zjistime
5 3 2 2 11 2 11

G, =3 2 1] ~[3 2 1|~[1 1 0],
2 1 1 0 00 0 0 O

proto bézi radikalu tvoii napiiklad vektor by = (—1,1,1)7. K radikélu, tedy pod-
prostoru (b;) snadno najdeme doplnék, napifklad podprostor U = (e, e3) gene-
rovany poslednimi dvéma vektory kanonické bize M = (es,e3), na némz uz je
2 1
1 1

Nyni muzeme zvolit vektor ba = es, protoze fa(es2) = 2 a hleddme vektor bs €
(by)te N U. Vytesime-li rovnici s matici [ba]%,[glss = (2 1). Snadno spocitdme

bilinedrni forma ¢ reguldrni, vidime, ze matice [g]y =

soutradnicivy vektor [bs]y = _1>, proto bz = 2e3 — ey = (0, —1,2)”. Nagli jsme

2
-1 0 0
ortogonalni bazi B = 191,11 -1 . Protoze ga(b1) =0, g2(b2) =2 a
1 0 2

g2(bs) =1, je (1,2,0) signatura formy g, a proto v > 0 pro vsechny vektory. Tudiz
neexistuje zadny vektor v, pro ktery g»(v) < 0. O
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Uloha 11. [7.5.] Najdéte bazi B vektorového prostoru R?, ktera je ortogonalni

3 2 2
vzhledem k bilinedrni formé g na R? s matici [g]x, = [2 0 1| a zdroven vzhle-
210

dem ke standardnnimu skaldrnimu soucinu f, vite-li, Ze méd matice [g]k, vlastni
¢islo —1. Urcete matice [f]5 a [g]B-
[9.5.] Najdéte bazi C' vektorového prostoru R?, ktera je ortogonalni vzhledem

2 11
k bilinedrni formé g na R® s matici [g]g, = [1 2 1] a zédroveii vzhledem ke
1 1 2

standardnnimu skaldrnimu souc¢inu f. Urcete matici [g]¢ a rozhodnéte, zda se jednd
o skaldrni souéin.

4 2 2
[7.5.] Nejprve zjistime, ze [g]x, — (—1)I3 = [2 1 1| md hodnost 1, a snadno
2 11
spocitame f-ortonormalni bazi % — ) jadra Ker([g] x, +1I3). Zbyvajici
normalizovany vlastni vektor je f—ortogonalnl na oba tyto vektory, tedy se jedna
2
napiiklad o vektor % 1 |. Snadno spocitdme, ze posledni vlastni vektor prislusi
1
0 -1 2
vlastnimu ¢islu 5. Proto pro hledanou bazi B = % -1, % } , % i
1 00 -1 0 0
mame matice [fls =0 1 0| afglz=]1 0 -1 0
0 0 1 0 0 5

[9.5.] Nejprve si véimnéme, ze méd matice [g]x, vlastni ¢isla 1 a 4. Spocitdme
nejprve dva normalizované f-ortogondlni vlastni vektory prislusné vlastnimu 1:
1 1
L1 -1],L | 1 ] aokamzité vidime, ze zbyvajici normalizovany f-ortogonalni
V2 V6
0 -2
1

vektor je vektor % 1]. Spocitali jsme tedy bazi
1

1 1 1 1 1 1 1 0 0
B=|—|-1)],—[|1],— |1 a matici [glc =0 1 0],
V2o ) vB\—2) V314 00 4

=

odkud vidime, zZe je g pozitivné definitni redlnad symetricka bilinedrni forma, tedy
skalarni soucin. O



