
16./10.11.2. TìlesaBuï v následují
ím n > 1 pøirozené èíslo a polo¾me Zn = f0; 1; : : : ; n� 1g. Nyníde�nujme na Zn opera
e +n a �n pøedpisem a +n b = (a + b)mod n a a �n b =(a � b)mod n, kde mod n znamená zbytek po 
eloèíselném dìlení hodnotou n.2.1. Ovìøte, ¾e pro v¹e
hna 
elá a, b a libovolné pøirozené n platí, ¾e ((a)mod n+(b)mod n)mod n = (a+ b)mod n a ((a)mod n � (b)mod n)mod n = (a � b)mod n.Zvolme libovolnì 
elá a, b a pøirozené n. Pøednì si rozmyslíme význam zbytkupo 
eloèíselném dìlení, tedy, ¾e existují (jednoznaènì urèená) 
elá q a r, pro nì¾(a)mod n+ qn = a a (b)mod n+ rn = b. Naví
 pøipomeòme, ¾e 0 � (a)mod n < na 0 � (b)mod n < n. Nyní poèítejme:(a+ b)mod n = ((a)mod n+ qn+ (b)mod n+ rn)mod n == ((a)mod n+ (b)mod n+ (q + r)n)mod n = ((a)mod n+ (b)mod n)mod n:Poznamenejme, ¾e jsem vyu¾ili elementárního faktu, ¾e èísla, která se li¹í o násobekèíslem n mají stejný zbytek po 
eloèíselném dìlení èíslem n. �2.2. Doka¾te, ¾e Zn spolu s opera
emi +n a �n splòuje axiomy (A0){(A4), (M0){(M3). (D) a (N).Axiomy (A0) a (M0) po¾adují, aby obì opera
e +n i �n byly dobøe de�nované,tedy jeji
h výsledek le¾el v mno¾inì Zn, 
o¾ jsme zajistili de�ni
í. S pomo
í pozo-rování úlohy 2.1 a vyu¾itím aso
iativity sèítání na 
elý
h èísle
h spoèítáme, ¾e(a+n b) +n 
 = ((a+ b)mod n+ 
)mod n 2:1= ((a+ b) + 
)mod n =(a+ (b+ 
))mod n 2:1= ((a+ b)mod n+ 
)mod n = a+n (b+n 
):Stejnou úvahou pro násobení dostaneme(a �n b) +n 
 2:1= ((a � b) � 
)mod n = (a � (b � 
))mod n 2:1= a �n (b �n 
):Ukázali jsme, ¾e jsou axiomy (A1) a (M1) splnìny. Platnost komutativní
h zá-konù, tedy axiomù (A2) a (M2) plyne okam¾itì z de�ni
e opera
í a komutati-vity pøíslu¹ný
h opera
í na 
elý
h èísle
h, podobnì snadno z de�ni
e opera
í na-hlédneme, ¾e 0 +n a = a a 1 �n a = a pro ka¾dé a 2 Zn, tedy i axiomy (A3)a (M3) platí. Dále �0 = 0 a �a = n � a pro v¹e
hna a 2 Zn n f0g, proto¾e(a + n � a)mod n = (n)mod n = 0. odkud dostáváme platnost axiomu (A4). Dis-tributivitu, tedy axiom (D), ovìøíme stejnì jako aso
iativity pomo
í úlohy 2.1 a svyu¾itím distributivity na 
elý
h èísle
h:(a+n b) �n 
 2:1= ((a+ b) � 
)mod n = (a � 
+ b � 
)mod n 2:1= a �n 
+n b �n 
:Koneènì axiom netriviality je zøejmý z pøedpokladu, ¾e n > 1. �2.3. Jsou-li r; s 2 N, r > 1; s > 1 a polo¾me n = rs. Doka¾te, ¾e Zn spolu sopera
emi +n a �n není tìleso.Ukázali jsme, ¾e Zn splòuje v¹e
hny axiomy tìlesa s výjimkou axiomu (M4)-Proto¾e víme, ¾e v ka¾dém tìlese musí podle Tvrzení 3.1 z pøedná¹ky platit proa 6= 0 a b 6= 0, ¾e a � b 6= 0, staèí, aby
hom tuto podmínku vyvrátili. Polo¾íme-lia = r a b = s, pak vidíme, ¾e a 6= 0 a b 6= 0, ov¹em a � b = (n)mod n = 0. �13



14 Ne
h» a0 � a1 jsou dvì pøirozená èísla. Pøipomeòme Eukleidùv algoritmushledání nejvìt¹ího spoleèného dìlitele (NSD) èísel a0 a a1:Známe-li ai�1 a ai spoèteme ai+1 = (ai�1)mod ai. Tedy víme, ¾e existuje takovéqi 2 N ¾e ai�1 = qiai+ai+1 a ai+1 < ai. Algoritmus skonèí, kdy¾ an+1 = 0, potoman = NSD(a0; a1).2.4. Najdìte pomo
í Euklidova algoritmu taková 
elá èísla x a y, aby 30x+101y =1. Nejprve si v¹imnìme, ¾e èíslo 101 je prvoèíslo, tedy nejvìt¹í spoleèný dìlitel èísel30 a 101 je z
ela jistì roven jedné. Euklidùv algoritmus na nalezení nejvìt¹ího spo-leèného dìlitele èísel 30 a 101 nám tedy samozøejmì musí dát výsledek 1. Pøesto hopou¾ijeme a budeme vìnovat pozornost vztahu pøed
hozí
h a následují
í
h prvkù:a0 = 101;a1 = 30;a2 = 101� 3 � 30 = 11;a3 = 30� 2 � 11 = 8;a4 = 11� 8 = 3;a5 = 8� 2 � 3 = 2;a6 = 3� 2 = 1 = NSD(101; 30):Vidíme, ¾e ka¾dé ai+1 je 
eloèíselnou lineární kombina
í prvkù ai a ai�1, budeme-li postupnì dosazovat pøed
hozí vyjádøení do následují
í
h výrazù, dostaneme ka¾déai+1 jako 
eloèíselnou lineární kombina
í prvkù a0 a a1:a2 = 11 = 101� 3 � 30;a3 = 8 = 30� 2 � 11 = 30� 2 � (101� 3 � 30) = 7 � 30� 2 � 101;a4 = 3 = 11� 8 = (101� 3 � 30)� (7 � 30� 2 � 101) = 3 � 101� 10 � 30;a5 = 2 = 8� 2 � 3 = (7 � 30� 2 � 101)� 2 � (3 � 101� 10 � 30) = 27 � 30� 8 � 101;a6 = 1 = 3� 2 = (3 � 101� 10 � 30)� (27 � 30� 8 � 101) = 11 � 101� 37 � 30:Zjistili jsme, ¾e x = �37 a y = 11. �2.5. Najdìte inverzní prvek k prvku 30 v tìlese Z101.Potøebujeme najít èíslo x 2 Z101, které by øe¹ilo rovni
i (30 � x)mod 101 = 1,
o¾ mù¾eme reformulovat tak, ¾e hledáme 
elá x a y, z ni
h¾ x má le¾et v Z101, aby30x+101y = 1. Podobnou úlohu u¾ jsme øe¹ili v pøed
hozím pøíkladu, nyní si staèíuvìdomit, ¾e nalezené x, které nele¾í v po¾adovaném intervalu mù¾eme posunoutpomo
í vhodného násobku èísla 101. Dostaneme tedy zbytek po 
eloèíselném dìleníèíslem 101, tj. 30�1 = (�37)mod 101 = 101� 37 = 64, proto¾e1 = 11�101�37�30 = 11�101�30�101+101�30�37�30 = (11�30)�101+(101�37)�30:Tedy jsme na¹li dal¹í a pro nás zajímavìj¹í øe¹ení øe¹ení 1 = 64 �30�19 �101 rovni
ez 2.4. 23./24.11.2.6. Najdìte nad tìlesem Z101 prvky 63�1, 20�1, 2�1, (20 � 63)�1, vyøe¹te nad nímrovni
i 20 �101 x = 7 najdìte inverzní mati
i k mati
i �63 098 2�.U první
h dvou hodnot postupujme stejnì jako v pøed
hozí
h úvahá
h, tedyvyu¾ijeme Euklidùv algoritmus:



1538 = 101� 63;25 = 63� 38 = 2 � 63� 101;13 = 38� 25 = 2 � 101� 3 � 63;12 = 25� 13 = 5 � 63� 3 � 101;1 = 13� 12 = 5 � 101� 8 � 63:Zjistili jsme, ¾e 63�1 = (�8)mod 101 = 93.Podobnì u¾ v prvním kroku Euklidova algoritmu zjistíme, ¾e 1 = 101 � 5 � 20,tedy 20�1 = (�5)mod 101 = 96Pøi urèování hodnoty 2�1 mù¾eme udìlat jednodu
hou obe
nou úvahu pro Zp,kde p je li
hé prvoèíslo, ¾e p+12 2 Zp a ¾e (2 � p+12 )mod p = (p+ 1)mod p = 1, tedy2�1 = 101+12 = 51 v tìlese Z101.Uvá¾íme-li, ¾e z axiomatiky tìlesa plyne (a�b)�1 = a�1�b�1 a (�a)�(�b) = a�b prov¹e
hny jeho prvky a a b (zkuste podrobnì dokázat!), a vyu¾ijeme-li vypoèítaný
hhodnot, pak (20 �101 63)�1 = 20�1 �101 63�1 = (�5) �101 (�8) = 40:Proto¾e obvyklý zpùsob upravovaní rovni
 je ekvivalentní (tj. vratný) i pro rov-ni
e nad obe
ným tìlesem, zji¹»ujeme, ¾e hledané x je tvaru x = 20�1 �101 7 =96 �101 7 = 66.Koneènì standardní 
estou budeme upravovat øádky roz¹íøené mati
e nad tìle-sem Z101, pøitom vyu¾ijme znalosti 63�1 = 93:�63 0?? 1 098 2?? 0 1� � � 1 0?? 93 098 2?? 0 1� � �1 0?? 93 00 2?? 77 1� � �1 0?? 93 00 1?? 89 51� :Spoèítali jsme, ¾e �63 098 2��1 = �93 089 51�. �2.7. Doka¾te, pomo
í Euklidova algoritmu, ¾e Zp spolu s opera
emi +p a �p splòujeaxiom 8.Uva¾ujeme stejným zpùsobem jako v pøed
hozí
h úlohá
h. Zvolme libovolnì ne-nulové a 2 Zp. Proto¾e p je prvoèíslo, jsou a a p nesoudìlná, tedy pomo
í Euklidovaalgoritmu lze najít 
elá x a y, pro nì¾ ax + py = NSD(a; p) = 1. Nyní staèí vzíta�1 = (x)mod p. �Nadále budeme sèítání a násobení v tìlese Zp pro prvoèíslo p psát bez indexu p(tj. jen + a �).3. Aritmeti
ké vektorové prostory a lineární nezávislost3.1. Rozhodnìte, zda je mno¾ina U podprostorem aritmeti
kého vektorového pro-storu Z35 nad tìlesem Z5, jestli¾e(a) U = f(0; 0; 0)Tg, (b) U = f(0; 0; 0)T ; (1; 2; 3)Tg, (
) jU j = 4,(d) U = f(0; 0; 0)T ; (1; 2; 3)T ; (2; 4; 1)T ; (3; 1; 4)T ; (4; 3; 2)Tg,(e) jU j = 6, (f) jU j = 125.(a) Proto¾e (0; 0; 0)T + (0; 0; 0)T = (0; 0; 0)T a t(0; 0; 0)T = (0; 0; 0)T pro ka¾dét 2 T , je podle de�ni
e mno¾ina f(0; 0; 0)Tg podprostorem Z35.



16 (b) Vidíme, ¾e (1; 2; 3)T + (1; 2; 3)T = 2(1; 2; 3)T = (2; 4; 1)T =2 U , proto U nenípodprostorem.(
) Je-li u = (u1; u2; u3) nenulový vektor, potom mno¾ina L(u) = fau j a 2Z5g obsahuje právì tolik rùzný
h vektorù,kolik prvkù obsahuje tìleso Z5. Protoètyøprvkový podprostor (který by nutnì obsahoval nenulový vektor) nad tìlesemZ5 nemù¾e existovat.(d) Snadno pomo
í Tvrzení 4.3 z pøedná¹ky nahlédneme, ¾e U = L((1; 2; 3)T ),tedy se jedná o podprostor.(e) Kdyby existoval ¹estiprvkový podprostor nad tìlesem Z5, pak obsahoval nì-jaký nenulový vektor u a pak je¹tì jeden vektor v 2 U n L(u). Podle Tvrzení 4.7by mno¾in fu;vg byla lineárnì nezávislá, a proto by vektor 2u =2 L(u) [ fvg, 
o¾je spor s pøedpokladem jU j = 6. Tudí¾ ¾ádný ¹estiprvkový podprostor nad tìlesemZ5 neexistuje.(f) V¹imneme-li si, ¾e 125 prvkù má 
elý aritmeti
ký prostor Z35, vidíme, ¾eU = Z35 je podprostorem Z35. �3.2. Rozhodnìte, zda je posloupnost vektorù (1; 1; 0; 1)T , (2; 1; 1; 1)T , (3; 1; 2; 1)T zaritmeti
kého vektorového prostoru R4 nad tìlesem R lineárnì závislá èi nezávislá.Potøebujeme zjistit, zda existuje nìjaké netriviální (tj. nenulové) øe¹ení vektorovérovni
e x1 � (1; 1; 0; 1)T + x2 � (2; 1; 1; 1)T + x3 � (3; 1; 2; 1)T = (0; 0; 0; 0)TSnadno nahlédneme, ¾e øe¹ení dané vektorové rovni
e jsou právì øe¹ení homogennísoustavy rovni
 s mati
í levý
h stran A (pravé strany jsou nulové, u mati
e ho-mogenní soustavy rovni
 vyne
háváme sloupe
 nulový
h pravý
h stran, který se¾ádnými úpravami nemìní). Tu následnì obvyklým zpùsobem upravujeme:A = 0BB�1 2 31 1 10 1 21 1 11CCA � 0BB�1 2 30 �1 �20 1 20 �1 �21CCA � 0BB�1 2 30 1 20 0 00 0 01CCA :Ani¾ musíme nenulové øe¹ení dopoèítávat, ale zjevnì jím jsou v¹e
hny násobkyvektoru (1;�2; 1), zji¹»ujeme, ¾e homogenní soustava rovni
 s mati
í A, a tudí¾ ivý¹e uvedená vektorová rovni
e mají netriviální øe¹ení, a proto jsou pøímo podlede�ni
e vektory (1; 1; 0; 1), (2; 1; 1; 1), (3; 1; 2; 1) lineárnì závislé. �3.3. Rozhodnìte, zda je posloupnost vektorù (1; 0; 2; 1)T , (2; 0; 1; 1)T , (1; 0; 1;�1)Tv aritmeti
kém vektorovém prostoruQ4 nad tìlesemQ lineárnì závislá èi nezávislá.Stejnì jako v pøed
hozí úloze se ptáme, zda existuje, a v takovém pøípadì pùjdeo lineárnì závislé vektory, èi neexistuje, 
o¾ by znamenalo, ¾e dané vektory by bylylineárnì nezávislé, netriviální øe¹ení vektorové rovni
ex1 � (1; 0; 2; 1)T + x2 � (2; 0; 1; 1)T + x3 � (1; 0; 1;�1)T = (0; 0; 0; 0)



17Úlohu pøevedeme na otázku, zda existuje jednoznaèné (tedy pouze triviální) øe¹eníhomogenní soustavy rovni
 s mati
í A:A = 0BB�1 2 10 0 02 1 11 1 �11CCA � 0BB�1 2 10 �3 �10 �1 �20 0 0 1CCA � 0BB�1 2 10 1 20 0 50 0 01CCAZ upravené soustavy dostáváme jednoznaèné øe¹ení x1 = x2 = x3 = 0, tedyvektory (1; 0; 2; 1)T , (2; 0; 1; 1)T , (1; 0; 1;�1)T jsou lineárnì nezávislé. �3.4. Najdìte nìjakou bázi podprostoruU = L((1; 0; 2; 1)T ; (2; 0; 1; 1)T ; (1; 0; 1;�1)T )aritmeti
kého vektorového prostoru Q4. Urèete dimenzi U .Proto¾e mno¾ina f(1; 0; 2; 1)T ; (2; 0; 1; 1)T ; (1; 0; 1;�1)Tg podle de�ni
e generujeU a v pøed
hozím pøíkladu jsme dokázali, ¾e jde o lineárnì nezávislou mno¾inuaritmeti
ký
h vektorù, tvoøí bázi mno¾ina f(1; 0; 2; 1)T ; (2; 0; 1; 1)T ; (1; 0; 1;�1)Tg.Poèet prvkù libovolné báze je dimenze, tedy dimU = 3. �3.5. Rozhodnìte, zda je vektor (1; 1; 4)T lineární kombina
í vektorù posloupnostvektorù (1; 4; 3)T , (3; 1; 1)T ve vektorovém prostoru Z35 nad tìlesem Z5. V pøípadìkladné odpovìdi najdìte x; y 2 Z5, pro nì¾ x � (1; 4; 3) + y � (3; 1; 1) = (1; 1; 4).Ptáme se, zda existují hodnoty x; y 2 Z5, které øe¹í vektorovou rovni
i x �(1; 4; 3)T + y � (3; 1; 1)T = (1; 1; 4)T , tedy øe¹íme soustavu 3 rovni
 o 2 neznámý
h(pro ka¾dou souøadni
i dostáváme jednu rovni
i) s mati
í, kterou snadno upravíme:0�1 3??14 1??13 1??41A � 0�1 3??10 4??20 2??11A � 0�1 3??10 1??30 0??01AOkam¾itì vidíme, ¾e øe¹ení této soustavy existuje, proto 0�1141A 2 L(0�1431A ;0�3111A) a(x; y) = (2; 3). �30.11/1.12.3.6. Spoèítejte dimenzi podprostorù U = L((2; 1; 1; 1)T ; (4; 2; 1; 3)T ; (3; 4; 3; 0)T ;(1; 3; 4; 2)T ) a V = L((2; 0; 3; 4)T ; (1; 3; 1; 2)T ; (1; 0; 1; 2)T ) aritmeti
kého vektoro-vého prostoru Z45 nad tìlesem Z5Uvìdomme si, ¾e oba podprostory mù¾eme 
hápat jako sloup
ové vektorové pro-story mati
, které vzniknou sestavením pøíslu¹ný
h generují
í
h vektorù do sloup
ù,tedy U = S(A) a V = S(B) pro mati
e nad tìlesem Z5A = 0BB�2 4 3 11 2 4 31 1 3 41 3 0 21CCA a B = 0BB�2 1 10 3 03 1 14 2 21CCA :



18Nyní staèí vyu¾ít Vìty 4.23, která øíká, ¾e dimU = dimS(A) = r(A) a Dùsledek4.18, podle nìj¾ staèí mati
e upravit posloupností elementární
h úprav na odstup-òovanou mati
i a v ní poté spoèítat nenulové øádky:A = 0BB�2 4 3 11 2 4 31 1 3 41 3 0 21CCA � 0BB�2 4 3 10 0 0 00 4 4 10 1 1 41CCA � 0BB�2 4 3 10 4 4 10 0 0 00 0 0 01CCA ;proto dimU = r(A) = 2 aB = 0BB�2 1 10 3 03 1 14 2 21CCA � 0BB�2 1 10 3 00 2 20 0 01CCA � 0BB�2 1 10 3 00 0 20 0 01CCA ;tudí¾ dimV = r(B) = 3. �3.7. Vyberte z mno¾iny X = f(2; 1; 1; 1)T ; (4; 2; 1; 3)T ; (3; 4; 3; 0)T ; (1; 3; 4; 2)Tg,resp. Y = f(2; 0; 3; 4)T ; (1; 3; 1; 2)T ; (1; 0; 1; 2)Tg báze podprostorù U = L(X), resp.V = L(Y ) aritmeti
kého vektorového prostoru Z45.Opìt poèítáme se sloup
ovými vektorovými prostory U = S(A) a V = S(B)mati
 A a B z pøed
hozí úlohy.Mù¾eme vyu¾ít Tvrzení 4.14. z pøedná¹ky, z kterého plyne, ¾e bázové sloup-
ové vektory mati
e tvoøí bázi sloup
ového vektorového prostoru, proto¾e bázovésloup
e obe
né mati
e jsou právì ty sloup
e, které odpovídají bázový sloup
ùmodstupòovaného tvaru mati
e. Z odstupòovaný
h tvarù mati
 A a B, které jsmena¹li v pøed
hozí úloze, vidíme, ¾e bázi U tvoøí první dva sloup
e mati
e A, tedyvektory f(2; 1; 1; 1)T ; (4; 2; 1; 3)Tg a bázi U tvoøí v¹e
hny sloup
e mati
e B, tedy
elá mno¾ina Y .Díky spoèítaným dimenzím U a V, jsme v na¹em pøípadì mohli postupovatpøímoèaøe. Staèilo nahlédnout s vyu¾itím Tvrzení 4.10, ¾e hledáme dvouprvkovoulineárnì nezávislou mno¾inu v U, tedy dvoji
i vektorù, které nejsou svými ná-sobky (to zøejmì splòuje napøíklad také dvoji
e vektorù (2; 1; 1; 1)T ; (3; 4; 3; 0)T èi(3; 4; 3; 0)T ; (1; 3; 4; 2)T ) a tøíprvkovou generují
í mno¾inu, jí¾ je zøejmì 
elé Y . �3.8. Spoèítejte dimenze souètu U +V a prùniku U \V podprostorù Z45 z pøed-
hozí
h dvou úloh.Pøipomeòme, ¾e U + V = fu+v j u 2 U;v 2 Vg je podprostor generovanýv¹emi vektory U i V, ov¹em staèí nám uva¾ovat jen báze U i V, které u¾ jsmenalezli, tedy platí, ¾e U+V = L(0BB�21111CCA ;0BB�42131CCA ;0BB�20341CCA ;0BB�13121CCA ;0BB�10121CCA). Dimenzi souètuU+V nyní najdeme stejnì jako v 3.6, tedy seøadíme generují
í vektory do sloup
ùmati
e a upravujemeC = 0BB�2 4 2 1 11 2 0 3 01 1 3 1 11 3 4 2 21CCA � 0BB�2 4 2 1 10 0 4 0 20 4 2 3 30 1 3 4 41CCA � 0BB�2 4 2 1 10 4 2 3 30 0 4 0 20 0 0 2 21CCA :



19Vidíme, ¾e dim(U+V) = dim(S(C)) = r(C) =.Koneènì si zbývá uvìdomit, ¾e podle Vìty 4.13 (o dimenzi souètu a prùniku) jedim(U+V) = dim(U) + dim(V)� dim(U _V) = 2 + 3� 4 = 1. �3.9. Urèete dimenzi prùniku podprostorùU aV ra
ionálního vektorového prostoruQ3, je-li U = L((1; 2; 1); (1; 0; 2)) a V = L((1; 1; 0); (1;�1; 1)).Snadno zjistíme, ¾e dimU = r(0�1 12 01 21A) = 2, dimV = r(0�1 11 �10 1 1A) = 2 adim(U+V) = r(0�1 1 1 12 0 1 �11 2 0 1 1A) = 3, proto je díky Vìtì 4.13dim(U \V) = dimU+ dimV � dim(U+V) = 1: �3.10. Najdìte nad tìlesem Z5 v¹e
hna øe¹ení homogenní soustavy rovni
 s mati
íA = 0�3 1 1 2 41 2 1 2 14 3 0 1 31A.Pøipomeòme, ¾e pro hledanou mno¾inu v¹e
h øe¹ení jsme zavedli znaèení N(A).Budeme tedy standardnì upravovat mati
i A posloupností elementární
h úpravodstupòovanou mati
i:0�3 1 1 2 41 2 1 2 14 3 0 1 31A � 0�3 1 1 2 40 0 4 3 30 0 1 3 41A � 0�3 1 1 2 40 0 1 3 40 0 0 1 21A :Nyní si uvìdomme, ¾e jsme zjistili hodnost mati
e A, konkrétnì h(A) = 3. Z Vìty4.23, víme, ¾e N(A) je podprostor aritmeti
kého vektorového prostoru Z55 dimenzedimN(A) = 5�r(A) = 2. Potøebujme najít dvouprvkovou bázi podprostoruN(A).Vidíme, ¾e získané Gaussova mati
e 0�3 1 1 2 40 0 1 3 40 0 0 1 21A má 1., 3. a 4. bázový slou-pe
 (t.j. sloupe
 s první nenulovou pozi
í na øádku), proto mù¾eme volit hodnotyx2 a x5 a poté jednoznaènì dopoèítat zpìtnou substitu
í. Vezmeme-li za (x2; x5)postupnì vektory standardní (nebo nìjaké jiné) báze Z25 a dopoèítáme-li hodnotyx1, x3 a x4, budou nalezené vektory øe¹ení lineárnì nezávislé, tedy nutnì pùjdeo hledanou bázi. Polo¾íme-li tedy x2 = 1 a x5 = 0, pak snadno najdeme vektor(3; 1; 0; 0; 0)T øe¹í
í soustavu a podobnì pro volbu x2 = 0 a x5 = 1 dostávámeøe¹ení (1; 0; 2; 3; 1)T .Spoèítali jsme, ¾e mno¾inou v¹e
h øe¹ení homogenní soustavy rovni
 s mati
í Aje podprostor N(A) = L((3; 1; 0; 0; 0)T ; (1; 0; 2; 3; 1)T ). �3.11. Existuje nìjaký vektor pravý
h stran b 2 Z35, pro který neexistuje ¾ádnéøe¹ení soustavy AxT = bT , kde A je mati
e z úlohy 3.10?Staèí aplikovat Frobeniovu vìtu (Vìta 4.24), která øíká, ¾e øe¹ení obe
né sou-stavy lineární
h rovni
 AxT = bT existuje právì tehdy, kdy¾ je hodnost mati
e A



20stejná jako hodnost roz¹íøené mati
e (AjbT ). Poznamenejme, ¾e v¾dy platí nerov-nost r(A) � r(AjbT ). Proto¾e jsme zjistili, ¾e r(A) = 3 a mati
e (AjbT ) má tøiøádky, tedy r(AjbT ) � 3, vidíme, ¾e r(AjbT ) = 3, a proto je soustava AxT = bTøe¹itelná pro ka¾dý vektor b 2 Z35. �3.12. Najdìte nad tìlesem Z5 v¹e
hna øe¹ení soustavy rovni
 Ax = (1; 2; 4)T , kdeA je mati
e z úlohy 3.10.Díky Tvrzení 4.5 nám staèí najít jedno øe¹ení u nehomogenní soustavy AxT =(1; 2; 4)T . Ka¾dé øe¹ení potom budou právì tvaru u + w pro vhodné w 2 N(A)podle Tvrzení 4.5.3. Postupujeme analogi
ky výpoètu v pøíkladu 3.10. Nejprve roz-¹íøenou mati
i stejnými elementárními úpravami upravíme na Gaussovu mati
i apoté dopoèítáme øe¹ení napøíklad pro volbu x2 = 0 a x5 = 0:0�3 1 1 2 4 ??11 2 1 2 1 ??24 3 0 1 3 ??41A � 0�3 1 1 2 4 ??10 0 4 3 3 ??00 0 1 3 4 ??11A � 0�3 1 1 2 4 ??10 0 1 3 4 ??10 0 0 1 2 ??11A :Soustavu tedy øe¹í napøíklad vektor (2; 0; 3; 1; 0), tedy vyu¾ijeme-li nyní Tvrzení4.5.3 a popisu podprostoru N(A) získané v 3.10, je mno¾ina v¹e
h øe¹ení soustavyAx = (1; 2; 4)T tvaruf(1; 0; 3; 1; 0)Tg+N(A) = f(1; 0; 3; 1; 0)Tg+ L((3; 1; 0; 0; 0)T ; (1; 0; 2; 3; 1)T ): �3.13. Najdìte nad tìlesem Z7 v¹e
hna øe¹ení soustavy rovni
 Ax = b s mati
íA = 0�3 1 5 23 2 4 62 5 6 01A a) pro b = (1; 1; 1)T , b) pro b = (1; 2; 5)TOpìt upravíme roz¹íøenou mati
i soustavy na odstupòovanou mati
i.a) 0�3 1 5 2 ??13 2 4 6 ??12 5 6 0 ??11A � 0�3 1 5 2 ??10 1 6 4 ??00 2 5 1 ??51A � 0�3 1 5 2 ??10 1 6 4 ??00 0 0 0 ??51AProto¾e je hodnost mati
e homogenní soustavy rovni
 men¹í ne¾ hodnost roz¹íøe-nou mati
i soustavy, díky Frobeniovì vìtì (4.24) je mno¾ina v¹e
h øe¹ení soustavyprázdná.b) 0�3 1 5 2 ??13 2 4 6 ??22 5 6 0 ??51A � 0�3 1 5 2 ??10 1 6 4 ??10 2 5 1 ??21A � 0�3 1 5 2 ??10 1 6 4 ??10 0 0 0 ??01ATentokrát øe¹ení soustavy existuje a my snadno jedno najdeme (0; 1; 0; 0)T . Dálespoèítáme bázi podprostoru N(A) a opìt vu¾ijeme Tvrzení 4.5.3, podle nìj¾ jemno¾ina v¹e
h øe¹ení nehomogenní soustavy Ax = b právì tvaruf0BB�01001CCAg+N(A) = f0BB�01001CCAg+L(0BB�51101CCA ;0BB�33011CCA) = f0BB�01001CCA+r �0BB�51101CCA+s�0BB�33011CCA j r; s 2 Z7g:



21�3.14. Najdìte nìjakou bázi podprostorù U+V a U\V vektorového prostoru Z45z pøíkladu 3.6.V úloze 3.8 jsem zjistili, ¾e dimenze podprostoru U+V je 4, 
o¾ podle Vìty 4.11z pøedná¹ky znamená, ¾e U+V = Z45, proto¾e dimZ45 = 4. Tedy bázi U+V tvoøínapøíklad standardní báze (1; 0; 0; 0)T ; (0; 1; 0; 0)T ; (0; 0; 1; 0)T ; (0; 0; 0; 1)T .Nyní potøebujeme najít v¹e
hny vektory, které le¾í zároveò v U i ve V, tedykteré jsou zároveò lineárními kombina
emi generátorù U i V. Pøipomeneme-li, ¾ejsme v 3.7 na¹li bázi f(2; 1; 1; 1)T ; (4; 2; 1; 3)Tg podprostoru U a bázi f(2; 0; 3; 4)T ;(1; 3; 1; 2)T ; (1; 0; 1; 2)Tg podprostoru V a ¾e mno¾ina f�(2; 0; 3; 4)T ;�(1; 3; 1; 2)T ;�(1; 0; 1; 2)Tg = f(3; 0; 2; 1)T ; (4; 2; 4; 3)T ; (4; 0; 4; 3)Tg je rovnì¾ báze V, pak hle-dáme lineární kombina
e splòují
íx10BB�21111CCA+ x20BB�42131CCA = �y10BB�20341CCA� y20BB�13121CCA� y30BB�10121CCA ;kterou upravíme do standardního tvarux10BB�21111CCA+ x20BB�42131CCA+ y10BB�20341CCA+ y20BB�13121CCA+ y30BB�10121CCA = 0BB�00001CCA :Hledáme tedy N(C) mati
e C = 0BB�2 4 2 1 11 2 0 3 01 1 3 1 11 3 4 2 21CCA � 0BB�2 4 2 1 10 4 2 3 30 0 4 0 20 0 0 2 21CCA z pøí-kladu 3.8. Nyní snadno najdeme jedno netriviální øe¹ení (0; 4; 2; 4; 1)T soustavy smati
í C, tedy hledaným bázovým vektorem podprostoru U \V je0BB�13421CCA = 0 �0BB�21111CCA+ 4 �0BB�42131CCA = 3 �0BB�20341CCA+ 1 �0BB�13121CCA+ 4 �0BB�10121CCA : �7./8.12.3.15. Najdìte nìjakou bázi prùniku podprostorù U \ V vektorového prostoruZ43 nad tìlesem Z3, jestli¾e U = L((1; 1; 1; 1)T ; (0; 2; 1; 1)T ; (0; 0; 1; 2)T ) a V =L((1; 2; 2; 1)T ; (0; 1; 2; 1)T ; (0; 0; 2; 2)T ).Postupujeme stejnì jako v pøed
hozí úloze, tedy hledáme v¹e
hny vektory, kteréle¾í zároveò v U i ve V, 
o¾ si opìt vyjádøíme rovni
í:x10BB�11111CCA+ x20BB�02111CCA+ x30BB�00121CCA = y10BB�12211CCA+ y20BB�01211CCA+ y30BB�00221CCA ;



22kterou opìt upravíme nax10BB�11111CCA+ x20BB�02111CCA+ x30BB�00121CCA+ y10BB�21121CCA+ y20BB�02121CCA+ y30BB�00111CCA = 0BB�00001CCA :Znovu poèítáme v¹e
hna øe¹ení homogenní soustavy s mati
í:D = 0BB�1 0 0 2 0 01 2 0 1 2 01 1 1 1 1 11 1 2 2 2 11CCA � 0BB�1 0 0 2 0 00 2 0 2 2 00 1 1 2 1 10 1 2 0 2 11CCA �� 0BB�1 0 0 2 0 00 2 0 2 2 00 0 1 1 0 10 0 2 2 1 11CCA � 0BB�1 0 0 2 0 00 2 0 2 2 00 0 1 1 0 10 0 0 0 1 21CCA :Nyní snadno najdeme bázi (1; 2; 2; 1; 0; 0)T ; (0; 2; 2; 0; 1; 1)T podprostoru N(D).Zjistili jsme, ¾e:0BB�12211CCA = 1 �0BB�11111CCA+ 2 �0BB�02111CCA+ 2 �0BB�00121CCA = 1 �0BB�12211CCA+ 0 �0BB�01211CCA+ 0 �0BB�00221CCA ;a0BB�01101CCA = 0BB�12211CCA = 0 �0BB�11111CCA+ 2 �0BB�02111CCA+ 2 �0BB�00121CCA = 0 �0BB�12211CCA+ 1 �0BB�01211CCA+ 1 �0BB�00221CCA ;0 � (1; 1; 1; 1) + 2 � (0; 2; 1; 1) + 2 � (0; 0; 1; 2) == 0 � (1; 2; 2; 1) + 1 � (0; 1; 2; 1) + 1 � (0; 0; 2; 2) = (0; 1; 1; 0):Tudí¾ vektory (1; 2; 2; 1)T a (0; 1; 1; 0)T le¾í v podprostoru U \V. Koneènì si uvì-domíme, ¾e libovolné øe¹ení soustavy lze napsat ve tvarua1 � (1; 2; 2; 1; 0; 0)T + a2 � (0; 2; 2; 0; 1; 1)T = (a1; 2a1 + 2a2; 2a1 + 2a2; a1; a2; a2)T ;kde a1; a2 2 Z3, proto lze ka¾dý vektor z prùniku vyjádøit:a1 � (1; 1; 1; 1)T + (2a1 + 2a2) � (0; 2; 1; 1)T + (2a1 + 2a2) � (0; 0; 1; 2)T == a1 � (1; 2; 2; 1)T + a2 � (0; 1; 1; 0)T :Tím jsme zjistili, ¾e ka¾dý vektor z podprostoru U \ V lze napsat ve tvaru a1 �(1; 2; 2; 1)T + a2 � (0; 1; 1; 0)T , tedy mno¾ina f(1; 2; 2; 1)T ; (0; 1; 1; 0)Tg podprostorU \ V generuje. Zjevnì se jedná o mno¾inu lineárnì nezávislou, tedy jde o báziprùniku. Není pøitom tì¾ké si uvìdomit, ¾e výsledné vektory budou jistì lineárnìnezávislé, jestli¾e jsme hledali jeji
h souøadni
e vzhledem k bázím prostorù U a V.Závìrem si je¹tì v¹imnìme, ¾e jsme soustavu nemuseli dopoèítávat, nebo» námstaèilo najít souøadni
e báze øe¹ení odpovídají
í promìnným yi (tj. poslední 3 sou-øadni
e) nebo xi (tj. první 3 souøadni
e). �3.16. Doplòte lineárnì nezávislou mno¾inu B = f(2; 4; 0; 1; 4)T ; (1; 2; 1; 0; 3)Tg nabázi aritmeti
kého vektorového prostoru Z55.



23Pøipomeòme, ¾e podle Tvrzení 4.14.5 se øádkový vektorový prostor mati
e ne-zmìní, upravíme-li ji posloupností elementární
h øádkový
h úprav. Seøadíme-li vek-tory mno¾iny B do øádkù mati
e, kterou upravíme na odstupòovanou mati
i, vi-díme, ¾e L(B) = R(�2 4 0 1 41 2 1 0 3�) = R(�2 4 0 1 40 0 1 2 1�)Nyní snadno doplníme mati
i na odstupòovanou ètver
ovou mati
i, její¾ v¹e
hnyøádky jsou nenulové, napøíklad vektory standardní báze (i-tý pøidáme, právì kdy¾i-tý sloupe
 mati
e není bázový) a pøitom si v¹imneme, ¾e:0BBBB�2 4 0 1 40 1 0 0 00 0 1 2 10 0 0 1 00 0 0 0 11CCCCA � 0BBBB�2 4 0 1 40 0 1 2 10 1 0 0 00 0 0 1 00 0 0 0 11CCCCA � 0BBBB�2 4 0 1 41 2 1 0 30 1 0 0 00 0 0 1 00 0 0 0 11CCCCA = A:Zøejmì má øádkový prostor mati
e A dimenzi 5, proto je roven Z55. Tedy mno¾inaf(0; 1; 0; 0; 0)T ; (0; 0; 0; 1; 0)T ; (0; 0; 0; 0; 1)Tg doplòuje mno¾inu B na bázi Z55. �3.17. Najdìte nìjakou bázi podprostoruU = L((3; 1; 4; 2)T ; (2; 3; 5; 1)T ; (1; 5; 6; 1)T )aritmeti
kého vektorového prostoru Z47 a doplòte ji bázi 
elého prostoru Z47.I tentokrát mù¾eme vyu¾ít úvahy Tvrzení 4.14.5 o øádkovém vektorovém prostorumati
e M = 0�3 1 4 22 3 5 11 5 6 11A, pro ní¾ platí, ¾e U = R(M). Nejprve standardní
estou upravíme mati
i M na mati
i odstupòovanou:0�3 1 4 22 3 5 11 5 6 11A � 0�3 1 4 20 0 0 20 0 0 31A � 0�3 1 4 20 0 0 10 0 0 01A = N:Vidíme, ¾e báze R(N) = R(M) = U je tvoøena napøíklad nenulovými øádkovýmivektory odstupòované mati
e N. Tedy f(3; 1; 4; 2)T ; (0; 0; 0; 1)Tg je báze U. Nyníu¾ postupujeme stejnì jako v pøed
hozí úloze, doplníme nenulové øádky mati
e Npomo
í vektorù standardní báze, aby
hom dostali odstupòovanou regulární ma-ti
i 0BB�3 1 4 20 1 0 00 0 1 00 0 0 11CCA. Tudí¾ mno¾ina f(0; 1; 0; 0)T ; (0; 0; 1; 0)Tg doplòuje mno¾inuf(3; 1; 4; 2)T ; (0; 0; 0; 1)Tg na bázi Z47. �3.18. Urèete nad tìlesy R a Z5 hodnost mati
e A = 0�1 2 32 1 11 4 31A a mati
e AT adimenze øádkového, sloup
ového, nulového a levého nulového prostoru mati
e A.Podle Vìty 4.23 staèí spoèítat hodnost mati
e.



24 Upravujme mati
i posloupností elementární
h úprav nejprve nad tìlesem reál-ný
h èísel: 0�1 2 32 1 11 4 31A � 0�1 2 30 �3 �50 2 0 1A � 0�1 2 30 1 00 0 �51A :Zjistili jsme, ¾e nad tìlesem R hodnost r(A) = 3. Tedy ¾e r(A) = r(AT ) =dimR(A) = dimS(A) = 3 a dimN(A) = dimN(AT ) = 3� 3 = 0.Podobnì urèíme hodnost A nad tìlesem Z5:0�1 2 32 1 11 4 31A � 0�1 2 30 1 00 0 01A :Tedy nad tìlesem Z5 je r(A) = r(AT ) = dimR(A) = dimS(A) = 2 a dimN(A) =dimN(AT ) = 3� 2 = 1. �3.19. Najdìte redukovaný odstupòovaný tvar mati
eM = 0�3 3 2 6 45 5 0 2 12 2 5 3 41A nadtìlesem Z7.Nejprve obvyklým zpùsobem mati
i M upravíme na odstupòovanou mati
i apoté upravíme odstupòovanou mati
i tak, aby bázové sloup
e byly právì vektorystandardní báze:M � 0�1 1 3 2 60 0 6 6 60 0 6 6 61A � 0�1 1 3 2 60 0 1 1 10 0 0 0 01A � 0�1 1 0 6 30 0 1 1 10 0 0 0 01A :Spoèítali jsme, ¾e je mati
e 0�1 1 0 6 30 0 1 1 10 0 0 0 01A redukovaným odstupòovaným tvaremati
e M �4. Permuta
e4.1. Zapi¹te v 
ykli
kém zápisu a redukovaném 
ykli
kého zápisu permuta
e p =�1 2 3 4 5 63 4 1 6 5 2�, q = �1 2 3 4 5 61 3 6 4 2 5� 2 S6. Kolika rùznými zpùsobylze v redukovaném a neredukovaném tvaru permuta
i p a q zapsat?Postupnì vyèerpáme v¹e
hny prvky z mno¾iny f1; 2; 3; 4; 5; 6g, aby
hom zapsali
ykly permuta
í p = (13)(246)(5) a q = (1)(2365)(4). V redukovaném 
ykli
kémzápisu vyne
háme v¹e
hny jedno
ykly, tedy pevné body daného zobrazení, a protop = (13)(246) a q = (2365).Zápis ka¾dého 
yklu konkrétní permuta
e je urèen svou první hodnotou, tedyn-
yklus lze zapsat n zpùsoby. Proto¾e mù¾eme 
ykly v 
ykli
kém zápisu je¹tì vzá-jemnì libovolnì permutovat, vidíme, ¾e permuta
i p lze v redukovaném 
ykli
kémzápisu zapsat právì 2 �3 �2! = 12 zpùsoby a v neredukovaném 
ykli
kém zápisu ji lze



25zapsat právì 2�3�1�3! = 36 zpùsoby. Stejnou úvahou dostaneme, ¾e permuta
i q mù-¾eme v redukovaném 
ykli
kém zápisu zapsat právì 4 zpùsoby a v neredukovaném
ykli
kém zápisu právì 4 � 3! = 24 zpùsoby. �4.2. Mìjme permuta
e p = (1298)(36)(574) a q = (34875) z mno¾iny S9 v reduko-vaném 
ykli
kém zápisu. Urèete jeji
h mati
ový zápis.Z 
ykli
kého zápisu permuta
e p vidíme, ¾e p(1) = 2, p(2) = 9, p(9) = 8,p(8) = 1, p(3) = 6, p(6) = 3, p(5) = 7, p(7) = 4 a p(4) = 5. Nyní snadno tytoúdaje zaznamenáme do mati
ep = �1 2 3 4 5 6 7 8 92 9 6 5 7 3 4 1 8� :Snadno roz¹íøíme redukovaný 
ykli
ký zápis permuta
e q na neredukovaný zápisq = (34875)(1)(2)(6)(9) a obdobným zpùsobem jako u permuta
e p najdeme mati
iq = �1 2 3 4 5 6 7 8 91 2 4 8 3 6 5 7 9� : �4.3. Ne
h» p = (135)(4798)(26) a q = (18)(247693) jsou dvì permuta
e z S9. Urèetepermuta
e p Æ q, q Æ p, p�1 a q�1.Nejprve pøímo pou¾itím de�ni
e snadno zjistíme hodnoty (skládáme zprava do-leva): p Æ q = (1495)(27)(368); q Æ p = (129)(3587)(46):Dále snadno nahlédneme, ¾e inverzní permuta
í je právì þzr
adlový obraz" permu-ta
e, tedy p�1 = (62)(8974)(531); q�1 = (18)(239674): �4.4. Urèete znaménka permuta
í p a q z pøed
hozí úlohy.Pou¾ijeme-li Lemma 5.6 z pøedná¹ky, staèí, aby
hom spoèítali poèet 
yklù v ne-redukovaném 
ykli
kém zápisu ka¾dé z permuta
í. V obou pøípade
h vidíme, ¾ep = (135)(4798)(26) i q = (18)(247693)(5) obsahují 3 
ykly, proto sgn p = sgn q =(�1)9�3 = 1. �4.5. Urèete znaménka permuta
í p = (17)(36)(2458), p�1, q = (245)(3687), r =(13)(2675); p Æ q Æ r; q�1 Æ r Æ p�1 Æ q 2 S8.Nejprve opìt pou¾ijeme Lemma 5.6, aby
hom zjistili, ¾esgn p = sgn ((17)(36)(2458)) = (�1)8�3 = �1;sgn q = sgn ((1)(245)(3687)) = (�1)8�3 = �1;sgn r = sgn ((13)(2675)(4)(8)) = (�1)8�4 = 1:V pøed
hozí úloze jsme si mohli v¹imnout, ¾e inverzní permuta
e má stejnì 
yklùjako permuta
e pùvodní, proto sgn p�1 = sgn p = �1. Koneènì Tvrzení 5.5 námøíká, ¾e znaménko slo¾ení permuta
í se rovná souèinu znamének, protosgn (p Æ q Æ r) = sgn p � sgn q � sgn r = (�1) � (�1) � 1 = 1



26Spojením poslední
h dvou pozorování dostáváme:sgn (q�1 Æ r Æ p�1 Æ q) = sgn q � sgn r � sgn p � sgn q = sgn r � sgn p = �1: �4.6. Napi¹te permuta
e p = (13475) a q = (19)(267)(3548) z S9 jako souèin trans-pozi
.Pøipomeòme, ¾e transpozi
e je permuta
e, která vymìòuje právì dva prvky, tj.mù¾eme ji v redukovaném 
ykli
kém zápisu zapsat ve tvaru (ab). Øe¹ení úlohy propermuta
i p je zøejmé z Lemmatu 5.2, konkrétnì(13475) = (15) Æ (17) Æ (14) Æ (13) = (13) Æ (34) Æ (47) Æ (75):Pøímo z de�ni
e 
ykli
kého zápisu vidíme, ¾e (19)(267)(3548) = (19)Æ(267)Æ(3548),tedy nejprve úlohu vyøe¹íme pro ka¾dý z 
yklù (19), (267) a (3548) pomo
í Vìty6.9 a poté nalezené transpozi
e slo¾íme, tedy(19)(267)(3548) = (19) Æ (267) Æ (3548) == (19) Æ (27) Æ (26) Æ (38) Æ (34) Æ (35) = (19) Æ (26) Æ (67) Æ (35) Æ (54) Æ (48): �Dal¹í úlohy(1) Buï T tìleso � a ne
h» a; b 2 T . Jestli¾e a � a = b � b, doka¾te z axiomatikytìlesa, ¾e nutnì a = b nebo a = �b.(2) Spoèítejte v tìlese Z83 hodnoty 15�1 a (3�1 + 6 � 53�1)�1.(3) Vyøe¹te v tìlese Z97 rovni
i 7 � x+ 3 = 51�1 + 17.(4) Existují-li najdìte inverzní mati
e k mati
ím �11 1213 14�, 0�8 9 99 8 99 9 81A a0�15 16 39 0 512 0 151A nad tìlesy Z17, Z19, Z53 a Z103.(5) Rozhodnìte, zda je posloupnost vektorù (1; 3; 2; 1)T , (3; 0; 1; 1)T , (1; 4; 2; 4)Tlineárnì závislá ve vektorovém prostore
h R4, C4, Z45 a Z47.(6) Urèete bázi a dimenzi podprostoru L((1; 3; 2; 1)T , (3; 0; 1; 1)T , (1; 4; 2; 4)T )vektorový
h prostorù R4, C4, Z45 a Z47.(7) Najdìte v¹e
hny podmno¾iny mno¾iny X = f(1; 2; 1; 1; 1)T ; (3; 1; 3; 3; 3)T ;(2; 4; 2; 2; 2)T ; (1; 0; 1; 3; 2)Tg, které tvoøí bázi podprostoru U = L(X) vek-torový
h prostorù Q5, Z55, Z57.(8) Kolik existuje bází podprostoru L((1; 1; 2; 0)T , (4; 1; 3; 1)T , (1; 3; 2; 1)T ) vek-torový
h prostorù Z45 a Z47?(9) Urèete dimenze podprostorùU, V, U+V aU\V vektorový
h prostorù Z45nad tìlesem Z5 a Z47 nad tìlesem Z7, jestli¾eU = L((1; 2; 1; 3)T ; (1; 2; 4; 1)T ;(3; 4; 1; 0)T ) a V = L((4; 1; 2; 3)T ; (0; 3; 3; 1)T ; (1; 2; 1; 3)T ).



27(10) Urèete nad tìlesy R, Z5 a Z7 hodnost mati
e A = 0�2 0 12 1 03 3 11A, mati
eA+A a A �A.(11) Najdìte nad tìlesy R, Z5 a Z7 v¹e
hna øe¹ení homogenní soustavy rovni
s mati
í A z pøed
hozí úlohy.(12) Najdìte nad tìlesy Q, Z3 a Z7 v¹e
hna øe¹ení nehomogenní soustavy rovni
s mati
í �1 0 1 2 2 ??22 0 2 1 1 ??0�.(13) Je-li podprostor U = L((2; 4; 0; 1; 4)T ; (1; 2; 1; 0; 3)T ) vektorového prostoruZ55 nad tìlesem Z5, najdìte bázi nìjakého takového podprostoru V, abyU+V = Z55 a U \V = f0g.(14) Uva¾ujme podprostor W = L((1; 6; 2; 4; 5)T ) vektorového prostoru Z57 nadtìlesem Z7. Najdìte báze nìjaký
h takový
h podprostorù U a V, abydim(U)T = dim(V)T = 3, U+V = Z57 a U \V =W.(15) Kolika zpùsoby lze lineárnì nezávislou posloupnost ((1; 2; 2; 1)T , (2; 1; 1; 0)T )doplnit na bázi (
hápanou jako posloupnost, tj. zále¾í na poøadí prvkù) vek-torového prostoru Z43?(16) Buï k � n pøirozená èísla, p prvoèíslo a U podprostor dimenze k vekto-rového prostoru Znp nad tìlesem Zp. Urèete kolik existuje podprostorù Vprostoru Znp , pro nì¾ platí, ¾e U+V = Z55 a U+V = f0g.(17) Doka¾te, ¾e lze nad tìlesem ra
ionální
h èísel pøevést posloupností elemen-tární
h øádkový
h úprav mati
iA = �1 2 31 1 1� na mati
iB = �1 0 �11 3 5 �.(18) Uva¾ujme mati
e A a B z pøed
hozího pøíkladu. Najdìte nìjakou posloup-ností elementární
h øádkový
h úprav, pomo
í ni
h¾ lze pøevést mati
i A namati
i B.(19) Rozhodnìte, zda lze nad reálnými èísly pøevést posloupností elementár-ní
h øádkový
h úprav mati
i A na mati
i B, kde A = �1 2 31 1 1� aB = �1 0 �11 2 1 �.(20) Mìjme p = (174)(256); q = (134765) 2 S7. Urèete permuta
e p Æ q, q Æ p,p�1 Æ q a q�1 Æ p�1 a q Æ q najdìte u v¹e
h tì
hto permuta
í jeji
h rozkladna transpozi
e.(21) Mìjme p = (1278)(356); q = (13)(4765) 2 S8. Urèete znaménka permuta
ípÆq, q Æp, p�1 Æq a q�1 Æp�1 a q Æq najdìte u v¹e
h tì
hto permuta
í jeji
hrozklad na transpozi
e.


