16./10.11.

2. TELESA

Bud v nésledujicim n > 1 pfirozené ¢islo a polozme Z,, = {0,1,...,n — 1}. Nyni
definujme na Z, operace +, a -, predpisem a +, b = (a + b)modn a a -, b =
(a - b)mod n, kde mod n znamend zbytek po celoéiselném déleni hodnotou n.

2.1. Ovéite, 7e pro v8echna celd a, b a libovolné p¥irozené n plati, Ze ((a)mod n +
(b)mod n)mod n = (a + b)mod n a ((a)mod n - (b)mod n)mod n = (a - b)mod n.

Zvolme libovolné celd a, b a pfirozené n. Pfedné si rozmyslime vyznam zbytku
po celodiselném déleni, tedy, Ze existuji (jednoznacéné uréend) celd ¢ a r, pro néz
(a)mod n +¢gn = a a (b)mod n + rn = b. Navic pfipomenme, ze 0 < (a)mod n < n
a 0 < (b)mod n < n. Nyni pocitejme:

(a +b)mod n = ((a)mod n + gn + (b)mod n + rn)mod n =
= ((a)mod n + (b)mod n + (¢ + r)n)mod n = ((a)mod n + (b)mod n)mod n.

Poznamenejme, 7e jsem vyuzili elementarniho faktu, 7e ¢isla, kterd se 1isi o nasobek
¢islem n maji stejny zbytek po celoc¢iselném déleni ¢islem n. O

2.2. Dokazte, 7e Z,, spolu s operacemi +, a -, spliiuje axiomy (A0)—(A4), (MO)-
(M3). (D) a (N).

Axiomy (A0) a (MO) poZaduji, aby obé& operace +,, i -, byly dobfe definované,
tedy jejich vysledek lezel v mnoziné Z,, coz jsme zajistili definici. S pomoci pozo-
rovani tlohy 2.1 a vyuzitim asociativity s¢itani na celych ¢islech spocitame, ze

(a+nb)+nc=((a+bmodn+c)mod n e ((a +b) + ¢)mod n =

(a+ (b+¢))mod n = ((a+b)mod n+ ¢)mod n = a+, (b+, c).

Stejnou Gvahou pro nasobeni dostaneme
(@ b) T ((a-b)-c)mod n = (a- (b-c))moanila-n (bnc).

Ukazali jsme, Ze jsou axiomy (Al) a (M1) splnény. Platnost komutativnich z-
konil, tedy axiomti (A2) a (M2) plyne okamzité z definice operaci a komutati-
vity pfislusnych operaci na celych ¢islech, podobné snadno z definice operaci na-
hlédneme, 7e 0 +,a = a a 1 -, a = a pro kazdé a € Z,, tedy i axiomy (A3)
a (M3) plati. Dadle —0 = 0 a —a = n — a pro viechna a € Z, \ {0}, protoze
(a +n —a)mod n = (n)mod n = 0. odkud dostdvame platnost axiomu (A4). Dis-
tributivitu, tedy axiom (D), ovéiime stejné jako asociativity pomoci tlohy 2.1 a s
vyuzitim distributivity na celych ¢islech:

(@ +n D) e ((a+b)-c)mod n = (a-c+b-c)m0dnQila-nc—l—nb-nc.
Konecéné axiom netriviality je zfejmy z predpokladu, ze n > 1. O
2.3. Jsou-li r,s € N, r > 1,s > 1 a polozme n = rs. Dokazte, 7ze Z, spolu s
operacemi 4+, a -, neni téleso.

Ukézali jsme, 7e Z, spliuje v8echny axiomy télesa s vyjimkou axiomu (M4)-
Protoze vime, ze v kazdém télese musi podle Tvrzeni 3.1 z prednédsky platit pro
a#0ab#0, 2z a-b#0, staci, abychom tuto podminku vyvratili. Polozime-li

a=rab=s, pak vidime, Ze a Z0a b # 0, oviem a - b = (n)mod n = 0. O
13



14

Necht ag > aq jsou dvé pfirozend ¢isla. Pfipomenme Eukleiduv algoritmus
hledani nejvétsiho spoleéného délitele (NSD) ¢isel ag a ay:

Znédme-li a;_1 a a; spocteme a;11 = (a;_1)mod a;. Tedy vime, 7e existuje takové
q; € N 7e a;_1 = q;a; + a;41 a a;1 < a;. Algoritmus skondi, kdyz a, 11 = 0, potom
an, = NSD(ap, a1).

2.4. Najdéte pomoci Euklidova algoritmu takova celd ¢isla x a y, aby 30z + 101y =
1.

Nejprve si v§imnéme, 7e ¢islo 101 je prvocislo, tedy nejvétsi spolecny délitel ¢isel
30 a 101 je zcela jisté roven jedné. Euklidiv algoritmus na nalezeni nejvétsiho spo-
le¢ného délitele ¢isel 30 a 101 nam tedy samoziejmé musi dat vysledek 1. Presto ho
pouzijeme a budeme vénovat pozornost vztahu predchozich a nasledujicich prvkii:

ag = 101,

a; = 30,

as =101 —3-30 =11,

a3 =30—2-11=28,

ay = 11 -8= 3,

a5 =8—-2-3=2,

ag =3 —2=1=NSD(101, 30).

Vidime, 7e kazdé a; 1 je celoc¢iselnou linedrni kombinaci prvki a; a a;—1, budeme-
li postupné dosazovat predchozi vyjaddieni do nésledujicich vyrazi, dostaneme kazdé
a;+1 jako celoéiselnou lineadrni kombinaci prvkl ag a ay:

az =11 =101 -3 - 30,

a3 =8=30-2-11=30-2-(101-3-30) =7-30—2-101,

a,=3=11-8=(101-3-30)—(7-30—2-101) = 3-101 — 10 - 30,

a; =2=8-2-3=(7-30—2-101)—2-(3-101 —10-30) =27-30 — 8- 101,

ag=1=3-2=(3-101-10-30) — (27-30 —8-101) = 11-101 — 37 - 30.

Zjistili jsme, ze v = —37 ay = 11. g

2.5. Najdéte inverzni prvek k prvku 30 v télese Zo;.

Potfebujeme najit ¢islo € Zyo1, které by fesilo rovnici (30 - z)mod 101 = 1,
coz muzeme reformulovat tak, ze hledame celd x a y, z nichz x ma lezet v Z1o1, aby
30z + 101y = 1. Podobnou tlohu uz jsme tesili v predchozim prikladu, nyni si staci
uvédomit, 7ze nalezené z, které nelezi v pozadovaném intervalu mtizeme posunout
pomoci vhodného nasobku ¢isla 101. Dostaneme tedy zbytek po celo¢iselném déleni
¢islem 101, tj. 30~ = (—37)mod 101 = 101 — 37 = 64, protoze

1=11-101-37-30 = 11-101-30-101+101-30—37-30 = (11-30)-101+(101—-37)-30.

Tedy jsme nasli dalsi a pro nas zajimavéjsi feSeni feseni 1 = 64-30—19-101 rovnice
z 2.4.
25./24.11.

2.6. Najdéte nad télesem Zo; prvky 63-1, 2071, 21, (20-63)1, vyfeste nad nim

rovnici 20 -19; £ = 7 najdéte inverzni matici k matici <gg g)

U prvnich dvou hodnot postupujme stejné jako v piedchozich Gvahach, tedy
vyuzijeme Euklidiv algoritmus:
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38 =101 — 63,

25=63—-38=2-63—101,

13=38-25=2-101—3-63,

12=25-13=5-63—-3-101,

1=13-12=5-101 -8 63.

Zjistili jsme, ze 6371 = (—8)mod 101 = 93.

Podobné uz v prvnim kroku Euklidova algoritmu zjistime, ze 1 = 101 — 5 - 20,
tedy 20~ = (=5)mod 101 = 96

P#i uréovani hodnoty 27! mizeme udélat jednoduchou obecnou tvahu pro Z,,
kde p je liché prvodislo, ze % €Z,arze (2 %)mod p=(p+ 1)mod p =1, tedy
2-1 = % = 51 v télese Z101.

Uvézime-li, 7e 7 axiomatiky té&lesa plyne (a-b) ! = a=1-b~' a (—a) (=b) = a-bpro
vSechny jeho prvky a a b (zkuste podrobné dokazat!), a vyuZijeme-li vypocitanych
hodnot, pak

(20 101 63) 7" =207" 101 637" = (=5) 101 (—8) = 40.

Protoze obvykly zptisob upravovani rovnic je ekvivalentni (tj. vratny) i pro rov-
nice nad obecnym télesem, zjistujeme, 7e hledané z je tvaru £ = 207! -1q; 7 =
96 -191 7 = 66.

Konecéné standardni cestou budeme upravovat radky rozsifené matice nad téle-
sem Z1g1, pfitom vyuZijme znalosti 63! = 93:

63 0 1 0y (1 0] 93 0y (1 0} 93 0y (1 04 93 0
98 2| 0 1 98 2 0 1 0 2 77 1 0 1| 89 51)°
-1
1 s . (63 O (93 O
Spocitali jsme, ze <98 2) = <89 51). O

2.7. Dokazte, pomoci Euklidova algoritmu, Ze Z,, spolu s operacemi +, a -, spliiuje
axiom 8.

Uvazujeme stejnym zptisobem jako v predchozich tlohach. Zvolme libovolné ne-
nulové a € Z,. ProtoZe p je prvocislo, jsou a a p nesoudélnd, tedy pomoci Euklidova
algoritmu lze najit celd = a y, pro néz axz + py = NSD(a,p) = 1. Nyni stadi vzit

a~! = (z)mod p. O

Nadale budeme sc¢itani a ndsobeni v télese Z, pro prvocislo p psit bez indexu
(t. jen + a ).

3. ARITMETICKE VEKTOROVE PROSTORY A LINEARN{ NEZAVISLOST

3.1. Rozhodnéte, zda je mnozina U podprostorem aritmetického vektorového pro-
storu Z32 nad télesem Zs, jestlize

(a) U = {(0,0,0)7}, (b) U = {(0,0,0)7, (1,2,3)"}, (¢) |U| = 4,

(d) U = {(0,0,0)7,(1,2,3)T,(2,4,1)7,(3,1,4)T,(4,3,2)T},

() [U] =6, (f) |U] = 125.
(

a) Protoze (0,0,0)7 + (0,0,0)7 = (0,0,0)T a £(0,0,0)” = (0,0,0)7 pro kazdé
t € T, je podle definice mnozina {(0,0,0)”} podprostorem Z.
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(b) Vidime, ze (1,2,3)7 + (1,2,3)T = 2(1,2,3)T = (2,4,1)T ¢ U, proto U neni
podprostorem.

(c) Je-li u = (uy,us,u3) nenulovy vektor, potom mnozina L(u) = {au| a €
Z;} obsahuje pravé tolik riznych vektort,kolik prvki obsahuje téleso Zs. Proto
¢tyiprvkovy podprostor (ktery by nutné obsahoval nenulovy vektor) nad télesem
Z5 nemuze existovat.

(d) Snadno pomoci Tvrzeni 4.3 z piednagky nahlédneme, ze U = L((1,2,3)7),
tedy se jedna o podprostor.

(e) Kdyby existoval Sestiprvkovy podprostor nad télesem Zs, pak obsahoval né-
jaky nenulovy vektor u a pak jesté jeden vektor v € U \ L(u). Podle Tvrzeni 4.7
by mnozin {u,v} byla linedrné nezavisla, a proto by vektor 2u ¢ L(u) U {v}, cozZ
je spor s predpokladem |U| = 6. Tudiz zadny Sestiprvkovy podprostor nad télesem
Z5 neexistuje.

(f) Vsimneme-li si, 7e 125 prvki ma cely aritmeticky prostor Z2, vidime, 7e
U = Z3$ je podprostorem Z3. O

3.2. Rozhodnéte, zda je posloupnost vektort (1,1,0,1)7, (2,1,1, )T, (3,1,2, )7 »

aritmetického vektorového prostoru R* nad télesem R linedrné zavisla ¢i nezavisla.

Potiebujeme zjistit, zda existuje néjaké netrividlni (tj. nenulové) feseni vektorové
rovnice

z1-(1,1,0, )7 + 25 -(2,1,1, 1) + 25 - (3,1,2,1)T = (0,0,0,0)T

Snadno nahlédneme, Ze feseni dané vektorové rovnice jsou pravé feseni homogenni
soustavy rovnic s matici levych stran A (pravé strany jsou nulové, u matice ho-
mogenni soustavy rovnic vynechdvame sloupec nulovych pravych stran, ktery se
7addnymi Gpravami neméni). Tu nésledné obvyklym zptsobem upravujeme:

1 2 3 1 2 3 1 2 3
A— 1 1 1 N 0 -1 -2 N 01 2
01 2 0 1 2 0 0 0
1 1 1 0 -1 -2 0 0 0

Ani7 musime nenulové feSeni dopocitavat, ale zjevné jim jsou vSechny nédsobky
vektoru (1,—2,1), zjistujeme, Ze homogenni soustava rovnic s matici A, a tudiz i
vySe uvedena vektorova rovnice maji netrividlni feseni, a proto jsou ptfimo podle
definice vektory (1,1,0,1), (2,1,1,1), (3,1,2,1) linedrné zavislé. O
3.3. Rozhodnéte, zda je posloupnost vektort (1,0,2,1)7, (2,0,1,1)T, (1,0,1, -1)T
v aritmetickém vektorovém prostoru Q* nad télesem Q line4rné zavisla ¢ nezavisla.

Stejné jako v predchozi Gloze se ptame, zda existuje, a v takovém pripadé pijde

o linearné zavislé vektory, ¢i neexistuje, coz by znamenalo, Ze dané vektory by byly
linedrné nezavislé, netrividlni feseni vektorové rovnice

€Ty (17 07 27 l)T + @2 - (27 07 ]-7 l)T + 3 - (17 07 ]-7 71)T = (0/ 07 07 O)
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Ulohu pievedeme na otazku, zda existuje jednoznacéné (tedy pouze trivialni) feseni
homogenni soustavy rovnic s matici A:

1 2 1 1 2 1 1 2 1

A= 00 o} _ (0 =3 -1} |01 2

2 1 1 0o -1 -2 0 0 5

11 -1 0 o0 0 0 0 0
7 upravené soustavy dostavame jednoznacné teSeni x1 = z2 = x3 = 0, tedy
vektory (1,0,2,1)7, (2,0,1,1)7, (1,0,1, —1)T jsou linedrné nezavislé. O

3.4. Najdéte néjakou bazi podprostoru U = L((1,0,2,1)7,(2,0,1,1)T,(1,0,1, -1)T)
aritmetického vektorového prostoru Q*. Urdete dimenzi U.

Protoze mnozina {(1,0,2,1)7,(2,0,1,1)7,(1,0,1, 1)} podle definice generuje
U a v predchozim piikladu jsme dokazali, ze jde o linedrné nezévislou mnozinu
aritmetickych vektort, tvoii bazi mnozina {(1,0,2,1)7,(2,0,1,1)7,(1,0,1, -1)T}.

Pocet prvki libovolné baze je dimenze, tedy dimU = 3. O

3.5. Rozhodnéte, zda je vektor (1,1,4)7 linedrni kombinaci vektori posloupnost
vektorti (1,4,3)", (3,1,1)7 ve vektorovém prostoru Z2 nad télesem Zs. V piipadé

kladné odpovédi najdéte xz,y € Zs, pro néz = - (1,4,3) +y - (3,1,1) = (1,1, 4).

Ptame se, zda existuji hodnoty x,y € Zs, které tesi vektorovou rovnici z -
(1,4,3)" +4- (3,1, )T = (1,1,4)7, tedy fesime soustavu 3 rovnic o 2 nezndmych
(pro kaZzdou soutadnici dostdvame jednu rovnici) s matici, kterou snadno upravime:

1 3|1 1 3|1 1 3|1
4 1|1 ~(0 4{2]~1]0 1|3
3 14 0 2|1 0 0|0
1 1 3
Okamzité vidime, Ze FeSeni této soustavy existuje, proto | 1| e L([4|,[1]) a
4 3 1
(z,y) = (2,3).
30.11/1.12.
3.6. Spoditejte dimenzi podprostortt U = L((2,1,1,1)7,(4,2,1,3)7,(3,4,3,0)7,
(1,3,4,2)") a V = L((2,0,3,4)",(1,3,1,2)",(1,0,1,2)7) aritmetického vektoro-

vého prostoru Z3 nad télesem Zs

Uvédomme si, ze oba podprostory mizeme chapat jako sloupcové vektorové pro-
story matic, které vzniknou sestavenim piislusnych generujicich vektori do sloupct,
tedy U = S(A) a V = S(B) pro matice nad télesem Zjs

2 4 3 1 2 1 1
1 2 4 3 030
A=17 1 3 4| 2 B=|3 1
130 2 4 2 2
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Nyni stac¢i vyuzit Véty 4.23, kterd ¥ikd, ze dim U = dim S(A) = r(A) a Disledek
4.18, podle néjz stac¢i matice upravit posloupnosti elementarnich Gprav na odstup-
novanou matici a v ni poté spocitat nenulové radky:

2 4 3 1 2 4 3 1 2 4 3 1
A 1 2 43 0 00O 0 4 41
111 3 4 0 4 41 0 00O
1 3 0 2 01 1 4 0 0 00
proto dmU =7r(A)=2a
2 11 2 11 2 11
B_ 0 30 0 30 0 30
1311 0 2 2 0 0 2)°
4 2 2 0 0 0 0 0 0
tudiz dim'V =r(B) = 3. O

3.7. Vyberte z mnoziny X = {(2,1,1,1)7,(4,2,1,3)T,(3,4,3,0)T, (1,

3

1,3,4,2)7},
resp. Y = {(2,0,3.4)7 (1,3, 1,2)T,(1,0,1,2)T} béze podprostora U = L resp.
p ) ) ) ) 3 ) ) 3 ) p p ) p

3 3

V = L(Y) aritmetického vektorového prostoru Zi.

Opét pocitdme se sloupcovymi vektorovymi prostory U = S(A) a V = S(B)
matic A a B z predchozi tlohy.

Mizeme vyuzit Tvrzeni 4.14. z prednésky, z kterého plyne, Ze bazové sloup-
cové vektory matice tvori bazi sloupcového vektorového prostoru, protoze bazové
sloupce obecné matice jsou pravé ty sloupce, které odpovidaji bazovy sloupctim
odstupnovaného tvaru matice. Z odstupnovanych tvart matic A a B, které jsme
nasli v predchozi tiloze, vidime, Ze bazi U tvoii prvni dva sloupce matice A, tedy
vektory {(2,1,1,1)7,(4,2,1,3)"} a bazi U tvoii viechny sloupce matice B, tedy
celd mnozina Y.

Diky spocitanym dimenzim U a V, jsme v nasem piipadé mohli postupovat
pfimocare. Stacilo nahlédnout s vyuzitim Tvrzeni 4.10, ze hledame dvouprvkovou
linedrné nezavislou mnozinu v U, tedy dvojici vektori, které nejsou svymi na-
sobky (to ziejmé spliiuje napiiklad také dvojice vektora (2,1,1,1)7,(3,4,3,0)T &

(3,4,3,0)7,(1,3,4,2)T) a t¥iprvkovou generujici mnozinu, jiz je ziejmé celé Y. O

3.8. Spocitejte dimenze souc¢tu U + V a priniku U NV podprostortt Z3 z pied-
chozich dvou tloh.

Pfipomenme, ze U+ V = {u+v| u € U,v € V} je podprostor generovany
vSemi vektory U i V, ov8em sta¢i nam uvazovat jen baze U i V, které uz jsme
2 4 2 1 1
1 2 0 3 0
(11 (31’11’11
1 3 4 2 2
U + V nyni najdeme stejné jako v 3.6, tedy sefadime generujici vektory do sloupci
matice a upravujeme

2 4

nalezli, tedy plati, 7e U+ V = L( ). Dimenzi sou¢tu

C =

=W O N
N = QO
N = O =
o OO N
—_— s O
W N =N
=W O =
=~ W N =
O OO N
S O =
O = NN
N O W =
N N W =

1 2
11
1 3
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Vidime, Ze dim(U 4+ V) = dim(S(C)) = r(C) =.
Konetné si zbyva uvédomit, ze podle Véty 4.13 (o dimenzi sou¢tu a priiniku) je
dim(U + V) = dim(U) + dim(V) —dim(UVV)=2+3 -4 =1. O

3.9. Urcete dimenzi priniku podprostort U a V racionalniho vektorového prostoru
Q3,je-li U =1L((1,2,1),(1,0,2)) a V = L((1,1,0), (1,-1,1)).

1 1 1 1
Snadno zjistime, ze dimU = r(|2 0]) = 2, dimV =¢(|1 -1])=2a
1 2 0 1
1 11 1
dm(U+V)=r([{2 0 1 —1])=3, proto je diky Vété 4.13
1 2 0 1
dim(UNV)=dimU +dimV — dim(U+ V) = 1.

O

3.10. Najdéte nad télesem Zj vSechna feSeni homogenni soustavy rovnic s matici
3 1 1 2 4
A=[1 2 1 2 1
4 3 01 3
Pfipomenme, Ze pro hledanou mnoZinu vSech feseni jsme zavedli znaceni N(A).
Budeme tedy standardné upravovat matici A posloupnosti elementarnich tprav

odstupnovanou matici:

311 2 4 311 2 4 311 2 4
121 2 1]~[0 0 43 3]~1001 3 4
4 3 01 3 0 01 3 4 0 00 1 2

Nyni si uvédomme, Ze jsme zjistili hodnost matice A, konkrétné h(A) = 3. Z Véty
4.23, vime, ze N(A) je podprostor aritmetického vektorového prostoru Z2 dimenze
dim N(A) = 5—r(A) = 2. Potfebujme najit dvouprvkovou béazi podprostoru N(A).

31 1 2 4
Vidime, ze ziskané Gaussovamatice [0 0 1 3 4| mal., 3. a4. bazovy slou-
0 0 0 1 2

pec (t.j. sloupec s prvni nenulovou pozici na fddku), proto miZeme volit hodnoty
Zo a x5 a poté jednoznalné dopoditat zpétnou substituci. Vezmeme-li za (z2,x5)
postupné vektory standardni (nebo néjaké jiné) baze Z: a dopocitdme-li hodnoty
1, T3 a x4, budou nalezené vektory feSeni linedrné nezdvislé, tedy nutné ptjde
o hledanou béazi. Polozime-li tedy 2 = 1 a z5 = 0, pak snadno najdeme vektor
(3,1,0,0,0)T fesici soustavu a podobné pro volbu 2o = 0 a 25 = 1 dostavame
fegent (1,0,2,3,1)T.

Spocitali jsme, ze mnozinou vSech feSeni homogenni soustavy rovnic s matici A
je podprostor N(A) = L((3,1,0,0,0)",(1,0,2,3,1)"). O

3.11. Existuje n&jaky vektor pravych stran b € Z2, pro ktery neexistuje 7adné
fedeni soustavy Ax! = b, kde A je matice z tlohy 3.10?

Staci aplikovat Frobeniovu vétu (Véta 4.24), kterd fika, Zze feSeni obecné sou-

3

stavy linedrnich rovnic Ax” = b” existuje pravé tehdy, kdyZ je hodnost matice A
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stejné jako hodnost rozsifené matice (A |b”). Poznamenejme, ze vidy plati nerov-
nost 7(A) < r(A|bT). Protoze jsme zjistili, ze r(A) = 3 a matice (A|bT) m4 tii
fadky, tedy r(A|b”) < 3, vidime, 7e r(A|b”) = 3, a proto je soustava Ax” = b”
feSitelnd pro kazdy vektor b € Z3. O

3.12. Najdéte nad télesem Zjs viechna feSeni soustavy rovnic Ax = (1,2,4)T, kde
A je matice z tlohy 3.10.

Diky Tvrzeni 4.5 nam sta¢i najit jedno feSeni u nehomogenni soustavy Ax? =
(1,2,4)T. Kazdé feSeni potom budou pravé tvaru u + w pro vhodné w € N(A)
podle Tvrzeni 4.5.3. Postupujeme analogicky vypoctu v prikladu 3.10. Nejprve roz-
Sifenou matici stejnymi elementarnimi Gpravami upravime na Gaussovu matici a
poté dopocitame TeSeni naptiklad pro volbu zo =0 a z5 = 0:

311 2 4 |1 311 2 4 |1 311 2 4 |1
12121 |2)]~|0 0 433 |(0]~]0 01 3 4 |1
4 3 01 3 |4 0013 4 |1 00 01 2 |1

Soustavu tedy fesi napiiklad vektor (2,0,3,1,0), tedy vyuZijeme-li nyni Tvrzeni

4.5.3 a popisu podprostoru N(A) ziskané v 3.10, je mnozZina vSech feSen{ soustavy
Ax = (1,2,4)7 tvaru

{(1,0,3,1,0)"} + N(A) = {(1,0,3,1,0)"} + L((3,1,0,0,0)",(1,0,2,3,1)").
O

3.13. Najdéte nad télesem Z; vSechna feSeni soustavy rovnic Ax = b s matici

31 5 2
A=(3 2 4 6| a)prob=(1,1,1)T, b) prob = (1,2,5)7T
2 5 6 0

Opét upravime roz§ifenou matici soustavy na odstupiiovanou matici.
a)

31 5 2 |1 31 5 2 |1 31 5 2 |1
3246 |1]~{0 16 4 (0|~|0 1 6 4 |0
2 56 0 |1 0 2 5 1 |5 0 0 0 0 |5

Protoze je hodnost matice homogenni soustavy rovnic mensi nez hodnost rozsire-
nou matici soustavy, diky Frobeniové vété (4.24) je mnoZina vSech feSen{ soustavy
prazdna.

b)
31 5 2 |1 31 5 2 |1 31 5 2 |1
32 46 |(2]~1016 4 |1]~]10 1 6 4 |1
2 5 6 0 |5 02 5 1 |2 00 0 0 |0

Tentokrat feseni soustavy existuje a my snadno jedno najdeme (0,1,0,0)7. Déle
spocitdme bézi podprostoru N(A) a opét vuZijeme Tvrzeni 4.5.3, podle néjz je
mnozina vSech feSeni nehomogenni soustavy Ax = b pravé tvaru

0 0 3 0 )
1+N(A) = { ) ={

FHL( +r- +s- |r,s € Zr}.

—_
O O =
O O =
O = = Ot
—_— O W
O O =
O = =
—_— O W W
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3.14. Najdéte n&jakou bazi podprostortt U+ V a UNV vektorového prostoru Z3
z prikladu 3.6.

V dloze 3.8 jsem zjistili, ze dimenze podprostoru U+ V je 4, coz podle Véty 4.11
z prednésky znamend, ze U + V = Z1, protoze dim Z2 = 4. Tedy bazi U + V tvoii
naptiklad standardni baze (1,0,0,0)”,(0,1,0,0)7,(0,0,1,0)7,(0,0,0,1).

Nyni potfebujeme najit vSechny vektory, které lezi zaroven v U i ve V, tedy
které jsou zaroven linedrnimi kombinacemi generatord U i V. Pfipomeneme-li, 7e
jsme v 3.7 nagli bazi {(2,1,1,1)7,(4,2,1,3)T} podprostoru U a bézi {(2,0,3,4)7,
(1,3,1,2)7, (1,0,1,2)"} podprostoru V a ze mnozina {—(2,0,3,4)”, —(1,3,1,2)7,
—(1,0,1,2)"} = {(3,0,2,1)",(4,2,4,3)",(4,0,4,3)"} je rovnéz baze V, pak hle-

déme linedrni kombinace spliujici

2 4 2 1 1
1 2 0 3 0
1|y + T2 1= 93 Y211 — 914
1 3 4 2 2

kterou upravime do standardniho tvaru

2 4 2 1 1 0
1 4 2 N 0 N 3 N 0] 10
T1 1 T2 1 Y 3 Y2 1 Y3 1] = o
1 3 4 2 2 0
2 4 2 1 1 2 4 2 1 1
. . {1 2 0 3 0 0 4 2 3 3 wr
Hleddme tedy N(C) matice C = 1131 11~loo a0 2f7prt
1 3 4 2 2 00 0 2 2
kladu 3.8. Nyni snadno najdeme jedno netrivialni fegeni (0,4,2,4,1)” soustavy s
matici C, tedy hledanym bazovym vektorem podprostoru UNV je
1 2 4 2 1 1
3 1 2 0 3 0
Nk 0- N 4. 1| = 3 3|t 1- 1l 4- 1
2 1 3 4 2 2
O
7./8.12.

3.15. Najdéte né€jakou bézi priniku podprostort U N V vektorového prostoru
Z3 nad télesem Zj, jestlize U = L((1,1,1,1)7,(0,2,1,1)7,(0,0,1,2)T) a V =
L((172727 1)T7 (0717271)T7 (0707272)T)'

Postupujeme stejné jako v predchozi tiloze, tedy hleddme v8echny vektory, které
lezi zaroven v U i ve V, coz si opét vyjadiime rovnici:

1 0 0 1 0 0
1 2 0 2 1 0
T1 |y + x9 1 + z3 11 =% + Y2 9 + Y3 9
1 1 2 1 1 2
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kterou opét upravime na

1 0 0 2 0 0 0
1 n 2 n 0 n 1 n 2 + ol |0
T 1 T2 1 T3 1 Y1 1 Y2 1 Ys 11 = 1o
1 1 2 2 2 1 0
Znovu pocitdme vSechna feseni homogenni soustavy s matici:
100 2 0 0 100 2 0 0
D - 1 2 01 2 0 0 2 2 20
“lr1 1111701121 1"
11 2 2 2 1 01 20 21
100 2 00 100 2 00
020 2 20 020 2 20
“loo 110 1] o0 1101
0 02 211 000 01 2
Nyni snadno najdeme bazi (1,2,2,1,0,0)7, (0,2,2,0,1,1)7 podprostoru N(D).
Zjistili jsme, Ze:
1 1 0 0 1 0 0
2 1 2 0 2 1 0
9 =1- 1 +2- 1 +2- 1 =1- 9 +0- 9 +0- E
1 1 1 2 1 1 2
a
0 1 1 0 0 1 0 0
1 2 1 2 0 2 1 0
=12 =0- 1 +2- 1 +2- 1 =0- 9 +1- 9 +1 9
0 1 1 1 2 1 1 2

0-(1,1,1,1)+2-(0,2,1,1) + 2- (0,0,1,2) =
=0-(1,2,2,1)+1-(0,1,2,1)+1-(0,0,2,2) = (0,1,1,0).
Tudiz vektory (1,2,2,1)7 a (0,1,1,0)7 lezi v podprostoru U N V. Koneéné si uvé-
domime, Ze libovolné feSeni soustavy lze napsat ve tvaru
ap - (]-, 27 2: ]-7 O: O)T +as - (07 2: 27 O: ]-7 l)T = ((11, 2al + 2a27 2(11 + 2(127 ai, az, GZ)T:
kde a1, as € Z3, proto lze kazdy vektor z priniku vyjadrit:
ar - (1,1,1,1)7 + (241 4 2a5) - (0,2,1, D)7 + (2a1 + 2a) - (0,0,1,2)T =
=aj - (1, 27 2: 1)T +as - (0, 17 1: O)T
Tim jsme zjistili, ze kazdy vektor z podprostoru U NV lze napsat ve tvaru a; -
(1,2,2, )T + as - (0,1,1,0)7, tedy mnozina {(1,2,2,1)7,(0,1,1,0)”7} podprostor
U NV generuje. Zjevné se jednd o mnozinu linedrné nezavislou, tedy jde o bazi
pruniku. Neni pritom tézké si uvédomit, ze vysledné vektory budou jisté linedrné
nezavislé, jestlize jsme hledali jejich soutadnice vzhledem k b4zim prostori U a V.
Zavérem si je$té viimnéme, Ze jsme soustavu nemuseli dopocitavat, nebot nam
stacilo najit soufadnice baze feSeni odpovidajici proménnym y; (tj. posledni 3 sou-
fadnice) nebo z; (tj. prvni 3 soutadnice). O

3.16. Doplitte linedrné nezévislou mnozinu B = {(2,4,0,1,4)7,(1,2,1,0,3)”} na
bézi aritmetického vektorového prostoru Z2.
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Pripomenme, ze podle Tvrzeni 4.14.5 se fadkovy vektorovy prostor matice ne-
zméni, upravime-li ji posloupnosti elementarnich radkovych tGprav. Seradime-li vek-
tory mnoziny B do fadk® matice, kterou upravime na odstuphovanou matici, vi-

dime, 7e
2 4 01 4 2 4 01 4
L(B) = R(<1 2 10 3>) B R(<O 0 1 2 1>)

Nyni snadno doplnime matici na odstupnovanou ¢tvercovou matici, jejiz vSechny
fadky jsou nenulové, napiiklad vektory standardni baze (i-ty pfiddme, pravé kdyz
i-ty sloupec matice neni bazovy) a pfitom si v8imneme, Ze:

2 4 01 4 2 401 4 2 4 01 4
01 0 00 001 21 1 21 0 3
001 2 1]~{0100O0f~]0100O0O0=A
00 0 10 00 0 10 00 0 10
0 00 01 0 0 0 01 0 0 0 01

Z¥ejmé m4 fadkovy prostor matice A dimenzi 5, proto je roven Z2. Tedy mnoZina
{(0,1,0,0,0)", (0,0,0,1,0)",(0,0,0,0,1)"} dopliwje mnozinu B na bazi Z3. O

3.17. Najdéte ndjakou bazi podprostoru U = L((3,1,4,2)",(2,3,5,1)",(1,5,6,1)7)
aritmetického vektorového prostoru Z#4 a doplitte ji bazi celého prostoru Z1.

I tentokrat mtzeme vyuzit Gvahy Tvrzeni 4.14.5 o fddkovém vektorovém prostoru

3 1 4 2
matice M = [2 3 5 1], pro niz plati, ¢ U = R(M). Nejprve standardni
1 5 6 1

cestou upravime matici M na matici odstupnovanou:

3 1 4 2 3 1 4 2 3 1 4 2

2 35 1|~(0 0 0 2|]~[0 0 0 1]=N.

1 5 6 1 0 0 0 3 0 0 0 0
Vidime, ze bize R(IN) = R(M) = U je tvofena napiiklad nenulovymi fadkovymi
vektory odstuptiované matice N. Tedy {(3,1,4,2)7,(0,0,0,1)"} je baze U. Nyni

uz postupujeme stejné jako v predchozi tloze, doplnime nenulové fadky matice N
pomoci vektord standardni béaze, abychom dostali odstupfiovanou regularni ma-

3 1 4 2
.. 10 1 0 O . .. T T . ..
tici 0010l Tudiz mnozina {(0,1,0,0)", (0,0,1,0)" } dopliuje mnozinu
0 0 01
{(3,1,4,2)",(0,0,0,1)"} na béazi Z1. O

1 3
3.18. Urcete nad télesy R a Zj5 hodnost matice A = | 2 1| a matice AT a
1 3

O i = N

dimenze fadkového, sloupcového, nulového a levého nulového prostoru matice A.

Podle Véty 4.23 staci spocitat hodnost matice.
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Upravujme matici posloupnosti elementarnich prav nejprve nad télesem reél-
nych ¢isel:

1 2 3 1 2 3 1 2 3
21 1] ~10 -3 -5]~(0 1 O
1 4 3 0 2 0 0 0 -5

Zjistili jsme, Ze nad télesem R hodnost r(A) = 3. Tedy 7e r(A) = r(AT) =
dimR(A) = dimS(A) = 3 a dimN(A) = dimN(AT) =3 -3 =0.
Podobné uréime hodnost A nad télesem Zsx:

1 2 3 1 2 3
2 1 1|~(0 10
1 4 3 0 0 0
Tedy nad télesem Zs je 7(A) = 7(AT) = dimR(A) = dimS(A) = 2 a dimN(A) =
dimN(AT) =3 -2=1. O
3 3 2 6 4
3.19. Najdéte redukovany odstupnovany tvar matice M = [5 5 0 2 1] nad
2 2 5 3 4

télesem Zr.

Nejprve obvyklym zptisobem matici M upravime na odstupnovanou matici a
poté upravime odstupnovanou matici tak, aby bazové sloupce byly pravé vektory
standardni baze:

11 3 2 6 11 3 2 6 110 6 3
M~|0 0 6 6 6]~]0 0 1 1 1]~[0 0 1 1 1
0 0 6 6 6 0 00 0O 0 00 0O
11 0 6 3
Spocitali jsme, Ze je matice (0 0 1 1 1] redukovanym odstupnovanym tvare
0 00 0O
matice M O

4. PERMUTACE

4.1. Zapiste v cyklickém zapisu a redukovaném cyklického zapisu permutace p =
1 2 3 4 5 6 (1 2 3 4 5 6 € S. Kolika rizn¢mi znitsob
34163529 \1 36 4 2 5 6. Kolika raznymi zptsoby

1ze v redukovaném a neredukovaném tvaru permutaci p a q zapsat?

Postupné vycerpame vSechny prvky z mnoziny {1,2,3,4,5,6}, abychom zapsali
cykly permutaci p = (13)(246)(5) a ¢ = (1)(2365)(4). V redukovaném cyklickém
zapisu vynechame vSechny jednocykly, tedy pevné body daného zobrazeni, a proto
p = (13)(246) a ¢ = (2365).

Zapis kazdého cyklu konkrétni permutace je urcen svou prvni hodnotou, tedy
n-cyklus lze zapsat n zptisoby. Protoze mtzeme cykly v cyklickém zapisu jesté vza-
jemné libovolné permutovat, vidime, ze permutaci p lze v redukovaném cyklickém
zapisu zapsat pravé 2-3-2! = 12 zptsoby a v neredukovaném cyklickém zépisu ji lze
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zapsat pravé 2-3-1-3! = 36 zptisoby. Stejnou tivahou dostaneme, ze permutaci g mii-
zeme v redukovaném cyklickém zapisu zapsat pravé 4 zptisoby a v neredukovaném
cyklickém zapisu pravé 4 - 3! = 24 zpusoby. O

4.2. Méjme permutace p = (1298)(36)(574) a ¢ = (34875) z mnoziny Sy v reduko-
vaném cyklickém zapisu. Urcete jejich maticovy zapis.

Z cyklického zdpisu permutace p vidime, ze p(1) = 2, p(2) = 9, p(9) = 8,
p(8) =1, p(3) =6, p(6) =3, p(5) =7, p(7) = 4 a p(4) = 5. Nyni snadno tyto

udaje zaznamename do matice
(1 2 3 4 5 6 7 8 9
P=2 96 5 7341 8)
Snadno roz§itfime redukovany cyklicky zapis permutace ¢ na neredukovany zapis
q = (34875)(1)(2)(6)(9) a obdobnym zptisobem jako u permutace p najdeme matici

(1 234567809
“\1 248365 79)

O

4.3. Necht p = (135)(4798)(26) a ¢ = (18)(247693) jsou dvé permutace z Sy. Urcete
permutace pogq, gop, p~ - a ¢l

Nejprve piimo pouZitim definice snadno zjistime hodnoty (skldddme zprava do-
leva):

poq = (1495)(27)(368), qop = (129)(3587)(46).
Déle snadno nahlédneme, 7Ze inverzni permutaci je pravé ,zrcadlovy obraz” permu-
tace, tedy
p !t = (62)(8974)(531), ¢ ' = (18)(239674).

4.4. Urcete znaménka permutaci p a ¢ z predchozi tlohy.

Pouzijeme-li Lemma 5.6 z pfednasky, staci, abychom spocitali pocet cykli v ne-
redukovaném cyklickém zdpisu kazdé z permutaci. V obou ptipadech vidime, ze
p = (135)(4798)(26) i ¢ = (18)(247693)(5) obsahuji 3 cykly, proto sgn p = sgn ¢ =
(-1)"3 =1.

O

4.5. Urfete znaménka permutaci p = (17)(36)(2458), p~1, ¢ = (245)(3687), r =
(13)(2675),pogor,g torop loqe Ss.
Nejprve opét pouzijeme Lemma 5.6, abychom zjistili, ze
sgn p = sgn ((17)(36)(2458)) = (~1)"* = 1,
sgn ¢ = sgn ((1)(245)(3687)) = (=1)°% = —1,
sgn 7 = sgn ((13)(2675)(4)(8)) = (~1)* * = 1.
V predchozi tloze jsme si mohli v§imnout, Ze inverzni permutace ma stejné cykl

jako permutace ptvodni, proto sgn p~! = sgn p = —1. Kone¢né Tvrzeni 5.5 nam
tika, ze znaménko slozeni permutaci se rovna sou¢inu znamének, proto

sgn (pogor) =sgnp-sgng-sgnr=(-1)-(-1)-1=1
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Spojenim poslednich dvou pozorovani dostavame:

sgn (g ' orop”

'og)=sgng-sgnr-sgnp-sgnqg=sgnr-sgnp=—1.

O

4.6. Napiste permutace p = (13475) a ¢ = (19)(267)(3548) z Sy jako soudin trans-

pozic.

Pripomenme, ze transpozice je permutace, kterd vyménuje pravé dva prvky, tj.
miizeme ji v redukovaném cyklickém zapisu zapsat ve tvaru (ab). Regeni tlohy pro
permutaci p je zfejmé z Lemmatu 5.2, konkrétné

P#imo z definice cyklického zépisu vidime, Ze (19)(267)(3548) = (19)0(267)0(3548)

(13475) = (15) o (17) 0 (14) o (13) = (13) o (34) o (47) o (75).

3

tedy nejprve tlohu vytesime pro kazdy z cykla (19), (267) a (3548) pomoci Véty
6.9 a poté nalezené transporzice slozime, tedy

(19)(267)(3548) = (19) o (267) o (3548) =

= (19) 0 (27) 0 (26) o (38) o (34) o (35) = (19) o (26) o (67) o (35) o (54) o (48).

O

Dalsi dlohy

(1)

Bud T téleso - a necht a,b € T. Jestlize a - a = b - b, dokazte z axiomatiky
télesa, 7e nutné a = b nebo a = —b.

Spocitejte v télese Zgz hodnoty 157" a (37" +6-5371) 7.

Vyfieste v télese Zg7 rovnici 7-2 +3 =511 4+ 17.

11 12 899
Existuji-li najdéte inverzni matice k maticim , 19 8 9] a
13 14
9 9 8
15 16 3
9 0 5 nad télesy Z17, Z197 Z53 a Z103.
12 0 15

Rozhodnéte, zda je posloupnost vektori (1,3,2,1)7, (3,0,1,1)7, (1,4,2,4)7
linedrné z4visla ve vektorovém prostorech R*, C*, Z3 a Z3.

Uréete bazi a dimenzi podprostoru L((1,3,2,1)7, (3,0,1,1)7, (1,4,2,4)7)
vektorovych prostortt R, C*, Z1 a Z1.

Najdéte vechny podmnoziny mnoziny X = {(1,2,1,1,1)7,(3,1,3,3,3)7,

3

(2,4,2,2,2)T, (1,0,1,3,2)T}, které tvoii bazi podprostoru U = L(X) vek-
torovych prostort Q°, Z2, Z3.

Kolik existuje bazi podprostoru L((1,1,2,0)7, (4,1,3,1)7, (1,3,2,1)") vek-
torovych prostortt Z3 a Z3?

Uréete dimenze podprostorti U, V, U+V a UNV vektorovych prostorti Z3
nad télesem Zs a Z3 nad télesem Z7, jestlize U = L((1,2,1,3)7,(1,2,4,1)%,
(3,4,1,007) a V = L((4,1,2,3)7, (0,3,3,1)7, (1,2,1,3)7).



(10)

(11)

(12)

(18)

(19)

27

2 01
Urcete nad télesy R, Z5s a Z; hodnost matice A = [2 1 0], matice
3 31
A+AaA- A
Najdéte nad télesy R, Z5 a Z7 vSechna reSeni homogenni soustavy rovnic

s matici A z predchozi tlohy.
Najdéte nad télesy Q, Z3 a Z7 vSechna feSeni nehomogenni soustavy rovnic
s matici <1 0 1 2 2 2)

2 0 211 |0
Je-li podprostor U = L((2,4,0,1,4)T,(1,2,1,0,3)7) vektorového prostoru
Z3 nad télesem Zs, najdéte bazi néjakého takového podprostoru V, aby
U+V=ZaUNV ={0}.
Uvazujme podprostor W = L((1,6,2,4,5)") vektorového prostoru Z3 nad
télesem Z7. Najdéte baze néjakych takovych podprostord U a V., aby
dim(U)T =dim(V)T =3, U+V =ZaUNV=W.
Kolika zpfisoby lze linedrné nezavislou posloupnost ((1,2,2,1)7, (2,1,1,0)7)
doplnit na bazi (chdpanou jako posloupnost, tj. zalezi na poradi prvki) vek-
torového prostoru Z37?
Bud k < m piirozend ¢isla, p prvocislo a U podprostor dimenze k vekto-
rového prostoru Zj nad télesem Z,. Urcete kolik existuje podprostori V
prostoru Z7, pro néz plati, ze U+V =Z} a U+ V = {0}.
Dokazte, 7e lze nad télesem racionalnich cisel prevést posloupnosti elemen-

s ..o (123 .o (10 -1
taurnlchradkovychupravma‘clclA—<1 1 1) na matici B = (1 3 5).

Uvazujme matice A a B z predchoziho prikladu. Najdéte néjakou posloup-
nosti elementarnich fadkovych Gprav, pomoci nichz lze prevést matici A na
matici B.

Rozhodnéte, zda lze nad redlnymi cisly prevést posloupnosti elementér-

nich faddkovych tprav matici A na matici B, kde A = (1 2 3) a

111
10 -1
B_<121

Méjme p = (174)(256),q = (134765) € S;. Urdete permutace po q, q o p,
pltogaqg lop™! agogqnajdéte u viech téchto permutaci jejich rozklad
na transpozice.

Méjme p = (1278)(356),¢ = (13)(4765) € Ss. Urcete znaménka permutaci
poq,qop,ptogag lop ! agognajdéte u viech téchto permutaci jejich
rozklad na transpozice.



