ALGEBRA II PRO INFORMATIKY

6. KOMUTATIVNI OKRUHY

Definice. Okruh R(+, -, —,0, 1) se nazyva komutativni, je-li operace - komutativni.
Komutativni okruh nazveme oborem integrity, plati-li pro kazdé a,b € R, ze a-b =0
implikuje a = 0 nebo b = 0.

Podokruhem okruhu R(+,-, —,0,1) budeme rozumét kazdou podalgebru algebry
R(+,-,—,0,1).

Piiklad 6.1. (1) Okruhu celych ¢isel Z(+, -, —,0,1) je oborem integrity.
(2) Kazdé komutativni téleso i kazdy jeho podokruh jsou obory integrity.
(3) Okruh reédlnych polynomi R[z](+,-,—,0,1) je obor integrity.

UvaZujme obor integrity R(+, -, —,0,1), a definujme algebru F(+,-, —,0,1), kde
F =R x (R\ {0}) s operacemi: (a,b) - (¢,d) = (a-c,b-d), (a,b)+ (c, d) =(a-d+b
¢, b-d), —(a,b) = (—a,b),0=(0,1) a1 = (1,1). Na algebte F(+, -, —,0,1) konecné
definujme relaci ~ predpisem (a,b) ~ (¢,d) < a-d=b-c.

Véta 6.2. Pro algebru F(+,-,—,0,1) plati:
(1) F(+) a F(-) jsou komutativni monoidy,
(2) ~ je kongruence na F(+,-,—,0,1) a (0,a) ~ 0 a (a,a) ~ 1 pro kaZdé
a € R\ {0},
(3) F/ ~ je komutativni téleso,
(4) zobrazeni o : R — F/ ~ dané predpisem o(r) = [(r,1)]~ je prosty okruhovy
homomorfismus.

Diikaz. Vezméme (a,b), (c,d), (e, f) € F.
(1) Postupujeme zcela piimocaie podle definice.

(a,b) + ((c,d) + (e, f)) = (a,b) + ((cf + de, df)) = ((adf + b(cf + de), bdf)) =
= ((adf + bef + bde, bdf)) = (((ad + be) f + bde, bdf)) = ((a,b) + (¢, d)) + (e, f),
(a,b) + (¢,d) = (ad + be, bd) = (cb + ad, dd) = (c¢,d) + (a,b).
Ovérili jsme, 7e je operace + asociativni a komutativni. Uvéazime-li, 7e (a,b) +
(0,1) = (a,b), mame dokézano, ze F(+) je komutativni monoid. Totéz provedeme
pro nasobeni:

(a,b) - ((c.d) - (e, f)) = (a,b) - ((ce,df)) = (ace,bdf)) = ((a,b) - (c,d)) - (e, f),
déle (a,b) - (¢,d) = (¢,d) - (a,b) a (a,b) - (1,1) = (a,b), proto i F(-) je komutativni
monoid.

(2) Pfedné uvazme, 7e je relace ~ ziejmé reflexivni a symetrickd a predpo-
klddejme, ze (a,b) ~ (¢,d) a (¢,d) ~ (e, f), tedy ad = bc a ¢f = de. Potom
adf = bef = bde, a proto (af — be)d = 0. Jelikoz d # 0, dostdvime z defi-
nice oboru integrity, Ze af — be = 0, a tudiz (a,b) ~ (e, f). Diky pozorovani
Prikladu 3.3 z minulého semestru zbyva ovérit slucitelnost ~ s operacemi +,
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a —. Pfedpoklddejme, Ze (a;,b;) ~ (ci,d;) tedy a;d; = ¢;b; pro i = 1,2. Proto
(albg + blaz)dldg = a1d1 . bgdg + a2d2 . b1d1 = Clbl . bgdg + Czbg . bldl = (Cldg +
dlcg)blbg, tedy ((ll,bl) + ((lg,bg) ~ (Cl,dl) + (627d2). Dale a1a2d1d2 = Clczblbg,
tudiz (a1,b1) - (a2,b2) ~ (c1,d1) - (c2,d2) a koneéné (—a1,b1) ~ (—ci,dqr) podle
5.2(2). Vztahy (0,a) ~ 0 a (a,a) ~ 1 plynou okamzité z definice ~.

(3) Diky (1), (2) a 3.10 uz vime, ze F/ ~ (+) a F/ ~ (-) jsou komutativni
monoidy. Zbyva tedy dokdzat existenci opaénych prvkii monoidu F/ ~ (+) a dis-

tributivitu. Ozna¢me % rozkladové tifdy [(a,b)]~. VSimnéme si, ze 44 = 4 pro

kazdé nenulové b,d € R, protoze (ad,bd) ~ (ac, be). Nyni snadno spocitdme, ze

a —a a+(—-a) O

T T T T wm
a E_}_g e _achf +bdae _acf+ade a cf+de a (£+_)
b d b F - bdbf  bdf b df b ‘dF

Konecné, zvolime-li § # 0, pak (a,b) # (0,1), tedy a # 0, a proto % € F a

7 g = 1. Tim jsme dokézali, ze kazdy nenulovy prvek F' je invertibilni, a proto je

F/ ~ komutativni téleso.

(4) Okamzits vidime, 7e je £ -2 = @b 2 4 b — atb 5(1) = 1, proto je o
homomorfismus. Koneéné, je-li o(a) = o(b), pak a = b, tedy jde o prosty homomor-
fismus. O

~

Definice. Komutativni téleso F'/ ~ budeme nazyvat podilovgm télesem okruhu R
a jeho prvky budeme znacit § = [(a,b)]~.

Piiklad 6.3. (1) Téleso raciondlnich ¢isel Q(+,-,—,0,1) je podilovym télesem
okruhu celych ¢isel Z(+,-,—,0,1).

(2) Teéleso racionélnich lomenych funkci je podilovym télesem okruhu redlnych
polynomua R[z](+,-,—,0,1).

Definice. O okruhu R(+,-,—,0,1) fekneme, Ze je Booletiv, je-li to komutativni
okruh a pro kazdé r € R plati, zer-r=rar+r = 0.

Piiklad 6.4. Algebra P(X)(+,N,Idp(x),0, X), kde + znaci symetrickou diferenci,
je pro kazdou neprézdnou mnozinu X Booletiv okruh. Je-li Y C X, potom je zjevné
P(Y) idedlem okruhu P(X)(+,N,Idp(x),?, X). Je-li naopak I ideél, viimnéme si,
7e je uzavien na kone¢nd sjednoceni svych prvki. Diky indukénimu argumentu nadm
staci ovérit, ze AUB € I prokazdé A, B € I. OvSéem AUB = (A+B)+(ANB) € I,
protoze A+~ B,ANB € 1.

Uvazujme X kone¢nou mnozinu a bud I idedl. Pak je I konetny, a proto Y =
Ul €l Tudiz I =7PY)=YNPX)av okruhu P(X)(+,N,Idp(x),0, X) jsou
vSechny idedly hlavni.

Poznamka 6.5. Necht S(V,A,0,1, ') je Booleova algebra. Definujeme-li na S
bindrni operaci + predpisem a +b = (a AV) V (@' AD), pak S(+,A,1ds,0,1) je
Booleiv okruh. Kazdd podalgebra resp. kongruence Booleovy algebry S(V,A,0,1, ')
je podokruhem resp. kongruenci Booleova okruhu S(+,A,1dg,0,1).

Diikaz. Piimo z definice vidime, Ze jsou operace + resp. A komutativni s neutralnimi
prvky 0 resp. 1. Déle A je asociativni,aAa = a a a+a = (aAd')V(a'Aa) = 0V0 = 0,
tedy kazdy prvek a € S je sam k sobé opacny. Zbyva ovérit asociativitu operace
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+ a distributivitu V vzhledem k +. Vezméme libovolné a,b,c¢ € S. Potom diky
distributivité Booleovy algebry a 4.17

(a+b)+c=((anb)V(d Ab)]A)V((@VO)A(aVY)Ac)=
=(anNb'A)V (@ ABA)V (@ Aane)V(a AV Ac)V(BAaAe)V (DAY Ac) =
=(@Ab AS)V (A ABAL)V (a' AD Ae)V (BAaAc).

Protoze a + (b + ¢) = (¢ + b) + a, dostavame z predchoziho vypoctu
b+c)+a=(cAVANd)YV(ANOANA)V (I AV As)V(BAcAa)=(a+Db)+c.

Konec¢né
aNc+bAc=(anNcAB' V)V (@ VI)AbAC) =
=(ancAb)V(d AbAc)=[(aAb)V(a Ab)]Ac=(a+b)Ac.
Vezméme nyni podalgebru P a kongruenci p Booleovy algebry S(V,A,0,1, /).
Potom pro kazdé a,b € P a (c¢;,d;) € p,i =1,2mamea’, b’ ,a+b = (anb')V(a'Ab) €
P apodobné (c},d}), (c1Ach, di AdYy), (¢ Aca, di Ady), (e1+¢2, di+dy) € p. Uzavienost

a slucitelnost s dalsimi operacemi je ziejma. O

Poznamka 6.6. Necht S(+,-, —,0,1) je Booletiv okruh. Definujerne-li na S bindrni
operaci NV predpisem aVb=a+ b+ a-b a undrni operaci ' piedpisem o' = 1 + a,
pak S(V,-,0,1, ") je Booleova algebra. KaZdy podokruh resp. kongruence Booleova
okruhu S(+,-,—,0,1) je podalgebrou resp. kongruenci pFislusné Booleovy algebry
S(v,-,0,1, ).

Diikaz. Nejprve dokdzeme, 7e je S(-,V) distributivni svaz, k ¢emuZ pouZzijeme Po-
znamku 4.4. Zvolme libovolné a, b, ¢ € S. Komutativita - je zarucena predpoklady
a komutativita V plyne okam?zité z definice. Dale a - a = a podle predpkladu a
aVa=a+a+a-a=0+a = a. Asociativita operace - opét plyne z predpokladu, Ze
S(+,-,—,0,1) je (Booletv) okruh a aV (bVe) =a+ (b+c+b-c)+a-(b+c+b-¢) =
a+b+c+a-b+a-c+b-c+a-b-c=(aVb)Vec Dile ovéfime axiom (S4):
aV(-a)=a+b-a+a-b-a=a+a-b+a-b=a,
a-(bvVa)=a-(b+a+b-a)=a-b+a-a+a-b-a=a.

Zbyvéa ovérit jednu distributivitu:
a-(bve)=a-(b+c+b-¢c)=a-b+a-c+a-b-c=(a-b)V(a-c).
Konetné aV0=a-1=a,aVad =a+(1+a)+a-(1+a)=1+a+a-a=1a

a-a'=a-(14+a)=a+a=0,tedy S(V,-,0,1, ') je Booleova algebra.
Vezmeme-li nyni podalgebru a kongruenci Booleova okruhu S(+, -, —,0,1), po-
tom diky tomu, Ze jsou nové operace definovani vyluéné pomoci operaci ptvodnich,

stejné pfimocarou argumentaci jako v 6.5 dokazuje, 7Ze se jedna o podalgebru a
kongruenci ptslugné Booleovy algebry S(V,-,0,1, ’). O

Dusledek 6.7. (1) Je-li S(V,A,0,1, ') Booleova algebra, pak je P jeji podalgebra
resp. p jeji kongruence pravé tehdy, kdyzZ je P podalgebra resp. p kongruence na
Booleové okruhu S(+,A,1dg,0,1) zavedeném v 6.5.

(2) Je-li S(+,-,—,0,1) je Booleiv okruh, pak je P jeho podokruh resp. p jeho
kongruence prdvé tehdy, kdyZ je P podalgebra resp. p kongruence na Booleové al-
gebie S(V,-,0,1, ") zavedené v 6.6.

Véta 6.8. Svaz vSech kongruenci koneéné Booleovy algebry S(V,A,0,1, ') je izo-
morfni svazu vsech podmnozin P(A)(N,U), kde A je mnoZina vSech atomi S.
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Diikaz. Podle Véty 4.18 je Booleova algebra S(V,A,0,1, ) izomorfni Booleové
algebte P(A)(U,N, 0, A,") a diky Véte 5.7(2) a Dusledku 6.7 stadi popsat svaz idealt
piisludného Booleova okruhu P(A)(+, N, Idp(4), 0, A). V piikladu 6.4 jsme zjistili,
7e idedly jsou pravé tvaru P(Y) pro Y € P(A). Konecné snadno nahlédneme, 7e
PY)VPY)=PY UZ)aPY)APY)=PY NZ), tedy svaz idedlt (a tedy i
svaz kongruenci pivodni Booleovy algebry) je izomorfni svazu P(A)(N, V). O

Piiklad 6.9. Bud S(V,A,0,1, ') koneéna Booleova algebra. Vime, Ze je S izo-
morfni potenéni Boolové algebi'e nad mnozinou v8ech atomt A. To mimo jiné zna-
mend, 7e |S| = |P(A)| = 2/41. Podle 6.8 existuje na S(V,A,0,1, ') pravé 214! = |S|
kongruenci.

Piiklad 6.10. Bud X kone¢nd mnozina a P(X)(U,N, 0, X,") Booleova algebra
vSech podmnozin mnoziny X a uvazujme na ni néjakou kongruenci p. Tato kon-
gruence je podle 6.5 kongruenci na okruhu P(X)(+, N, Idp(x), 0, X). Oznacme Y =
U[0],. Vyuzijeme-li popis kongruenci na okruzich pomoci idedlt a pfipomeneme, Ze
podle 6.4 je idedl [#], = P(Y), vidime, ze (A, B) € p, pravé kdyz A+ B CY.
Cviceni:

(1) Dokazte, 7e je kazdy koneény obor nutné télesem.

(2) Popiste v8echny podalgebry kone¢né Booleovy algebry.

(3) Je faktor Boleova okruhu (Booleovy algebry) opét Boletiv okruh (Booleova alge-

bra)?
(4) Najdéte nekonecénou Booleovu algebru, kterd nem4 %adné atomy.

7. DELITELNOST

Definice. Rekneme, 7e S(-) je komutativni monoid s krdcenim, je-1i S(-) monoid s
komutativni operaci - spliwjici pro kazdé a, b, c € S podminku a-c=b-¢ = a = 0.

Piiklad 7.1. (1) N(-) a Z \ {0}(-) jsou zfejmé komutativni monoidy s kracenim.
(2) Je-li R(+,-,—,0,1) obor integrity, pak je R\ {0}(-) komutativni monoid s

kracenim. Vezmeme-li totiz prvky a,b,c € R\ {0}, pro néz a-c =150 ¢, potom diky

distributivité dostdvdme 0 =a-c¢—b-c=(a —b) - ¢, a proto a — b = 0.

Poznamenejme, ze komutativni monoid s kracenim R \ {0}(-) oboru integrity
R(+,+,—,0,1) bude v nésledujicim nejvyznamnéj$im piikladem tohoto pojmu.

Definice. Bud S(-) komutativni monoid s kracenim (nebo S(+,-,—,0,1) obor in-
tegrity) a necht a,b € S. Rekneme, 7e a déli b (piSeme a/b), pokud existuje takové
c € S,7e b= a-c. Rekneme Ze a je asociovdn s b (piSeme al|b), pokud a/b a zaroven
b/a.
Vsimnéme si, ze prvek komutativniho monoidu s kracenim je asociovan s 1, pravé
kdyz je invertibilni.
Pozniamka 7.2. Bud R(+,-,—,0,1) oboru integrity Pak a/b privé kdyz bR C aR
a al||b pravé kdyZ bR = aR.
Dikaz. Jestlize b=a-r pror € R, pak b € aR a proto bs € aR pro kazdé s € R.
Plati-li bR C aR, pak i b = bl € aR, proto a/b.

Druhou ekvivalenci dostaneme dvojim pouzitim prvni ekvivalence pravé doka-
zaného kritéria. O
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Poznamka 7.3. Necht S(-) je komutationi monoid s kracenim.

(1) Pro kazdé a,b € S existuje nejugse jeden takovy prvek ¢ € S, Zea=10b-c.

(2) Necht a,b € S. Pak al|b prave tehdy, kdyZ existuje invertibilni prvek u € S
tak, Ze a = b - u.

(3) || je kongruence na S(-).

(4) S/|I(:) je komutativni monoid s krdcenim a relace "déli” na ném tvori uspo-
rdddni.

Diikaz. (1) Jestlize (a =)b-¢g = b - ¢1, pak staéi vykrétit hodnotou b, abychom
dostali ¢g = ¢;.

(2) Pro dvojici asociovanych prvki a||b existuje dvojice prvkd u,v € S, pro néz
a=b-uab=a-v. Dosadime-li do prvniho vzahu za b, mame a = a - v - u, a
vykratime-li prvkem a dostdvdme, ze 1 = v - u, tj. v a v jsou vzajemné inverzni.

Naopak je-li @ = b - u pro invertibilni u € S, je b=a-u"!, tedy a/bi b/a.

(3) Ziejmé je || reflexivni a symetrickd relace. Jestlize a/b a b/c, existuji = a y,
pronézb=a-zac=>b-y, protoc=a-(z-y), tedy a/c a dtud vidime, Ze relace /
i || jsou ekvivalence. M&jme ag||by a a1||b1. Pak podle (2) existuji invertibilni prvky
ug, u1 pro které a; = b; -u;, kde i = 1,2. Nyni ag-a1 = (bg - b1) - (ug - u1), kde ug - uy
je opét invertibilni prvek. Tedy (ag - a1)|(bo - b1) podle (2).

(4) Je zjevné, ze S/||(-) je komutativni monoid. Mé&me [a]; - [b]; = [a]} - [c]|,
potom [a - b]| = [a - ]}, tedy podle (2) existuje invertibilni prvek u € S, pro ktery
a-b=a-c-u Nyni mizeme vykratit, tudiz b = ¢ - u a opétovnym pouZitim (2)

Uvazime-li, ze reflexivita relace ”déli” na faktorovém monoidu plyne okamzité
z definice faktorové operace, zbyva ovérit tranzitivitu a slabou antisymetrii. Necht

la]y - [z]) = [b]) a [b]) - [y]| = [c];- Potom existuji takové invertibilni prvky u a u,
pronéza-z-u=bab-y-v=c,aproto (a-x-y) (u-v)=a-z-u-y-v=c. Protoze
u - v je invertibilni prvek dokdzali jsme, 7e [a]| - [z - y]| = [c];. Konecné jestlize
la]) - [z]y = [b]) a [b]) - [¥]) = [a], pak m&me invertibilni w, pro které a-z-y-w = a,

tedy £ -y -w = 1 a x (stejné jako y) je invertibilni prvek. Tim jsme ovéfili, Ze

[a]) = [b]- _

Piiklad 7.4. Komutativni monoidy N(-) a Z \ {0}/]|(-) jsou izomorfni.

Definice. Bud S(-) komutativni monoid s kracenim (nebo S(+,-,—,0,1) obor in-
tegrity) a necht a,b,c,ai,...,a, € S. Prvek ¢ nazveme nejuétsi spolecny délitel
prvki ay, ..., a, (piSeme NSD(ay,...,a,)), jestlize ¢/a; pro viechna i, a kazdy
prvek d € S, ktery déli vSechna a;, déli i prvek c. Prvek ¢ nazveme ireducibilnim
prvkem, jestliZe ¢ neni invertibilni (ani nulovy v oboru integrity) ac =a-b = c|la
nebo c||b. Prvek ¢ nazveme prvodinitelem, jestlize ¢ neni invertibilni (ani nulovy) a

c¢/a-b = c/anebo c/b.

Poznamenejme, 7e kazdé prvocislo je urcité ireducibilni prvek v oboru celych
Cisel.
Poznamka 7.5. Necht S(-) je komutativni monoid s kracenim a a,b,c,d,e € S.

(1) Necht d je NSD(a,b) ae je NSD(a-c,b-c). Potom (d-c)|le
(2) Necht1 je NSD(a,b) a a/b-c. Ezxistuje-li NSD(a - ¢c,b-c), pak a/c.
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Diikaz. (1) Protoze de/ac, de/bc a e je NSD(a - ¢,b- ¢), de/e, tj. existuje u, pro
néz e = dcu. To znamend, 7e dcu/ac a deu/be a vykratime-li du/a a du/b, a proto
du/d, tudiz ul|1 a (d - ¢)||e podle 7.3.

(2) Necht e je NSD(a-c,b-c), pak je (1-¢)||e podle (1), tedy ¢ je NSD(a-c,b-c).
Protoze je a spole¢ny délitel b- ¢, a - ¢, dostavame, 7e a/c. O

Véta 7.6. Méime S(-) komutativni monoid s kricenim. Potom je kaZdy prvodini-
tel ireducibilni. Pokud navic pro kazdé a,b € S existuje NSD(a,b) pak je kaZdy
ireducibilni prvek prvocinitelem.

Diikaz. Je-li p prvocinitel a p = a-b, pak p/a-b, a/p, b/p a plati, ze p/a (tedy p||a)
nebo p/b (tedy pl|b).

Predpokladejme, Ze je p ireducibilni, p déli soucin a - b a nedéli prvek a. Pro-
toze existuje NSD(p,a), ktery neni asociovan s p, plyne z ireducibility p, Ze 1 je
NSD(p,a). Navic p/a-b a existuje NSD(p - b,a - b), proto podle 7.5(2) p/b. O

Pi#iklad 7.7. Uvazujme podokruh Z[v/5] = {a + /5b| a,b € Z} okruhu redlnych
¢isel. Ziejmé se jedna o obor integrity, tedy Z[v/5]\ {0} (-) je komutativniho monoidu
s kracenim. Lze ukazat, ze prvky 2, /5 + 1 a v/5 — 1 jsou ireducibilni, ale nejde o
prvodinitele, protoze 2/4 = (v/5+ 1) - (v/5 — 1), ale 2 nedéli /5 + 1, ani V5 — 1
(podobné pro 5 +1 a5 —1).

Véta 7.8. Necht je kazdy ireducibilni prvek komutativniho monoidu s krdcenim
S(+) prvocinitelem a necht pr,...,pr,q1,...,qs € S jsou ireducibilni proky takové,

3

Zepr-p2---prllgi g2 -+ - qs. Potom v = s a existuje takovd bijekce o, Ze pillq, ()
pro vSechna i =1,...,r.
Diikaz. Tvrzeni dokazeme indukci podle r. Jeslize r =1 mame p1 = u-qy g2+ -+ qs

pro néjaky invertibilni prvek u podle 7.3(2) a protoze je p; ireducibilni mame podle
stejného tvrzeni s = 1 (ostatni g; by musely byt invertibilni, coz je v rozporu s
definici ireducibilntho prvku).

Necht tvrzeni plati pro r — 1. ProtoZe p,./q1 - g2 - -+ - - ¢5, najdeme induk¢énim
roz§ifenim definice prvocinitele takové i < s, pro které p, /g;, bez Gjmy na obecnosti
miizeme predpokladat, ze 1 = s. Z ireducibility prvki p, i ¢gs plyne, Ze jsou nutné

asociovany, proto mizeme vykratit a dostaneme py -poy - - - - - Droallgr g2 Qs—1-
Nyni podle indukéniho predpokladu » — 1 = s — 1 a dostavame hledanou permutaci
o na mnoziné {1,...,r — 1}, kterou dodefinujeme o(r) = r. O

Definice. Rekneme, Ze je R obor integrity hlavnich idedli, jestlize je kazdy jeho
idedl hlavni.

Poznamka 7.9. Bud'R(+,-, —,0,1) obor integrity hlavnich idedli a a1, . .., a, € R.

Pak existuji proky us, ..., u, tak, Ze > a;-u; je NSD(a1,...,a,).

Diikaz. Snadno nahlédneme, ze mnozina I = {31 | a;u;| u; € R} je ideédl oboru
integrity hlavnich idedlt R, tedy existuje prvek ¢ € I, pro néjz cR = I. Protoze
a;R C cR, je ¢ spole¢ny délitel aq,...,a, a zvolime-li jiného spole¢ného délitele d
téchto prvki, dostavame, ze cR = I C dR, tedy d/c. O

Véta 7.10. Bud R(+,-,—,0,1) obor integrity hlavnich idedli. Pak plati:
(1) KaZzdy ireducibilni prvek R(+,-,—,0,1) je prvocinitelem.



ALGEBRA IT PRO INFORMATIKY 33

(2) Pro kazdy nenulovy neinvertibilni prvek R(+,-,—,0,1) existuji ireducibilni
prvky p1,...,pn € R\{0}, pro néZa=py----- Pn. Je-li navica =qy -+ - G
pro ireducibilni prvky qi,...,qr, pak n = k a existuje bijekce o tak, Ze
Pillgs (i) pro vsechnai=1,...,n

Diikaz. (1) Podle 7.9 jsou splnény piedpoklady 7.6, které implikuji z&vér.

(2) Diky (1) a 7.8 plati jednoznac¢nost, zbyva tedy dokédzat existenci ireducibil-
niho rozkladu.

Predpokladejme ke sporu, ze néjaky neinvertibilni prvek a € R nemad ireducibilni
rozklad (tj. neexistje posloupnost ireducibilnich prvki ¢y, ..., ¢, pro kteréa = ¢; -
.-+ -¢g), a budeme induktivné vytvéfet takovou posloupnost prvki a; a b;, Ze a;
nemd ireducibilni rozklad b; neni invertibilni a a; = a;+1b;+1. Nejprve polozime
ag = a.

Jestlize a; nemd ireducibilni rozklad a neni invertibilni, musi existovat dva nein-
vertibilni prvky x a y, z nichz aspon jeden, naptiklad x, nemé ireducibilni rozklad a
a; = z -y (kdyby ho mély oba, tvofil by jejich sou¢in ireducibilni rozklad a;). Stac¢i
tedy polozit a;41 = x a bjy1 = y.

Nyni z 7.2 a 7.3 plyne, ze a;R C a;+1 R a a; R # a;+1 R. Snadno nahlédneme, ze
je I = |J; a; R idedl, ktery je podle pfedpokladu hlavni, tj. existuje takové ¢ € I,
7e cR = I. Protoze ¢ € a; R pro dostatecné velké ¢, dostavame, 7e ¢cR C a;R C
a;+1R C ¢R, tedy ¢R # ¢R, coZ je spor. O

Piiklad 7.11. Protoze je okruh Z(+, -, —,0, 1) obor integrity hlavnich idealt, exis-
tuji v monoidech N \ {0}(-) a Z \ {0}(-) nejvétsi spoleéni délitelé a zfejmé existuji
rozklady na ireducibilni prvky, tedy jsou v N jsou ireducibilni rozklady urceny az
na poradi jednoznac¢né, v Z jsou jednoznacné az na poradi a znaménko.
Cviceni:
(1) Dokazte, ze jsou dva nejvétsi spole¢ni délitelé tychz prvki asociovany.
(2) Popiste prvocinitele okruhu redlnych polynomt a okruhu komplexnich polynomi.

8. EUKLEIDOVSKE OBORY INTEGRITY

Piiklad 8.1. Uvédomme si na prikladu polynomi z celociselnymi koeficienty, ja-
kym zptisobem zobecnit jejich chapani jako okruhu. Uvazujme polynomy p,q €
Z[z], kde polynomem rozumime sumu p = 3, n. pixt, resp q = D ieN, gz, je-
jichz skoro v8echny (tj. a7z na kone¢né mnoho ,vyjimek”) nulové. Takové polynomy
umime scitat, odcitat a ndsobit: p+q = >, cn, (Pi + @) -2', —p = Y ien, (—pi) -
ap-q= ZnENo(Zi+]’:n pi - ¢;) - =" VSimnéme si, ze kromé okruhu Z(+, -, —,0, 1)
v zavedeni klasického pojmu polynomu vyuzivame jesté vlastnosti monoidu ne-
zdpornych celych ¢éisel No(+) (nebo, ekvivalentné feceno, izomorfniho monoidu
{2"| n € No}(").

Pozorovani Prikladu 8.1 vyuzijeme v nasledujici obecné konstrukei.

Necht R(+,-,—,0,1) je okruh a M(-,e) je monoid. Polozme R[M] = {p: M —
R| {m|p(m) # 0} je konetné}. Prvek p € R[M] budeme zapisovat také ve tvaru
Y men P(m) - m. Na R[M] definujme binarni operace + a -, unarni operaci — a
nularni operace 0 a 1:

pa= Y (pm)+qm))-m, p-g= > (> plr) q(s)) m,

meM meM r-s=m
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—p= Y (=p(m))-m, 0= 0-m, 1=1l-e+ > 0-m.

meM meM meM\{e}

Poznamka 8.2. Necht R(+,-,—,0,1) je okruh a M(-) je monoid s neutrdlnim
prvkem e.
(1) R[M](+,-,—,0,1) je okruh,
(2) zobrazeni i : R — R[M] dané predpisem i(r) = r-e (tj. [i(r)](m) = 0 pro
vSechna m # e a [i(r)](e) = r) je prosty okruhovy homomorfismus.
(3) zobrazeni v : M — R[M] dané predpisem v(m) = 1-m je prosty homomor-
fismus monoidu M (-) do monoidu R[M](-).

Diikaz. (1) Vezméme p,q,7 € R, kdep =)\ p(m)-m,q= 3 pq(m)-m,r =
Y men (m) - m. Nejprve si uvédomime, Ze jsou binarni operace dobfe definované
(pro nularni a unarni je korektnost definice ziejma). K tomu staéi uvazit, ze

{m| (p + q)(m) # 0} C {m| p(m) # 0} U {m| g(m) # 0}

{ml| (p-q)(m) # 0} C {a-b] p(a) # 0, q(b) # 0}.

Dale plati, ze

p+a= Y (p(m)+qm))-m= Y (q(m)+pm)) -m=q+p,

meM meM
(p+a)+r = Y [(p(m)+a(m))+r(m)]-m = Y (p(m)+q(m)+r(m))-m = p+(a+r).
meM meM

Proto 0 je zjevné neutrélni prvek operace + a plati, 7e p+ (—p) = 0, je R(+, —,0)
komutativni grupa.

Podobné
(p+q) r= Z Z [p(a) + q(a)) - r(b)] -m =
meM a-b=m
= Z Z (p(a) -r(b) + q(a) -r(b)) -m=p-r+q-r,

meM a-b=m
diikaz druhé distributivity je symetricky. Kone¢né zbyva ovéfit, Ze je R(-, 1) monoid:

(pa)r=C0> Y, (pla)-qb))-m)-r="> > (pla)q(b)r(c)-m=(p-q)r
meM a-b=m meM a-b-c=m
p1=3 Y (@) 10)-m= 3 (pm)-1(e) m=p=1-p.
meM a-b=m meM
(2) a (3) dostavame okamzité z konstrukce okruhu R[M]. O

Definice. Bud R(+,-,—,0,1) okruh a bud Ng(+,0) monoid nezdpornych celych
Cisel se séitdnim. Potom okruh R[Ng](+,-,—,0,1) nazveme okruhem polynomi
jedné neurcité a jeho prvkim budeme fikat polynomy. Misto R[Ng] budeme psat
R[z] a polynomy budeme misto p = » - p(n).n € R[z] zapisovat ve tvaru
D=2 nen, P(n) - x" nebop=73" . pn-z"

Priklad 8.3. Polynomy vice neurcitych miizeme zavést dvéma ekvivalentnimi zpt-
soby: jednak indukci R[z1,...,z,] = (R[z1,...,Zn-1])[zs] nebo jako monoidovy

okruh R[Ny"] = (R[z1, ..., Zn_1])[2s] se souc¢inovym monoidem Ny" (+, (0, ..., 0)).
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Definice. Bud R(+,-,—,0,1) je okruh a p = 37 an - 2" € Rlz]. Je-lip # 0,
budeme nejvétsi takové n € Ny, Ze a, # 0, nazyvat stupném polynomu p. Stupen
polynomu 0 poloZime roven —1. Stupenn polynomu p budeme oznacovat deg p.

Pozniamka 8.4. Necht R(+,-,—,0,1) je okruh a p,q € R[z|. Pak plati:

(1) deg —p = degp,

(2) degp + g < max(degp, degq),

(3) je-lip#0#q, pak degp-q < degp+ deggq, je-li navic R oborem integrity,
potom degp - q = degp + degq,

(4) R[z] je obor integrity pravé tehdy, kdyZ je R obor integrity,

(5) je-li R obor integrity, polynom p je invertibilni prvek okruhu R[z], prdvé
kdyz degp = 0 a p(0) je invertibilni prvek okruhu R.

Diikaz. Méjme p =73 pn-a"™ aq=7)_ ¢y -z", viimnéme si, ze py = p(0) = jo(p).

(1) Plyne okam?ité z pozorovani {n| p,, # 0} = {n| — p, # 0}.

(2) Plyne z inkluze {n| p,, + ¢, # 0} C {n| p, # 0} U {n| ¢, # 0}.

(3) Oznacme v = degp a u = degq q uvédomme si pro kazdé n > v + p,
7e nkoeﬁcient u z" v polynomu degp - q je Y7 ok - Gn-k) = Dop_g (k- 0) +
Y k=n_p+1(0-@u—x) =0, proto degp-q < v + p.

Je-li R obor integrity, mame koeficient polynomu p - q u z”#:

v+p n—up—1
Z(pk qn— Ic Z plc 0 + Py qu + Z 0 : qnfk) =DPv  qu 7é 0.
k=0 k=0 k=n—p+1

(4) Je-li R[z] obor integrity, je kazdy jeho podokruh oborem integrity, tedy i
i(R[z]). Navic i(R) =2 R podle 8.2(2) a 1. véty o izomorfismu, proto je R obor
integrity.

Je-li R obor integrity a p # 0 # ¢, méame podle (3) degp-q = degp+ degqg > 0,
proto p-q # 0.

(5) Jestlize p- q¢ = 1, pak podle (3) je 0 = deg1 = degp + degq, proto degp =
degqg =0, p=pox® a pogo = 1, tedy pg je invertibilni.

Naopak, jestlize degp = 0 a py je invertibilni, pak p - p,'2° = 12°. O

Véta 8.5 (Déleni se zbytkem). Necht R(+,-,—,0,1) je obor integrity, a, b € R[z],
ab=> b,z". Predpoklidejme, Ze m = degb > 0 a b, je invertibilni v R. Potom
existuji jednoznacné uréené polynomy q, r € R[z] tak, Ze a = b-q+r a degr < degb.

Diikaz. Dokazeme nejprve existenéni ¢ast tvrzeni a to indukei podle n = dega —
degb. Jestlize dega < degh, a tedy n < 0, staéi polozit ¢ = 0 a r = a. Plati-li exis-
tenéni tvrzeni pro v8echna i < n, dokdzeme ho pro n. Bud a = Y a,z™ a polozme
U = Apemb,, v" at = a—u-b. Podle 8.4(2) a (3) je degt < max(dega,degu +
degb) = n+m a koeficient polynomu ¢ u mocniny "™ je a4, — an+mb,;1bm =
tedy degt—degb < n. Proto pro polynom ¢ mtizeme uzit indukéni predpoklad, podle
néjz existuji takové polynomy v ar, zet = b-v+r a degr < degb. Polozime-li nyni
q = u + v, dostdvame

b-g+r=b-u+b-v+r=>b-u+t=a.

Koneéné predpokladejme, 7ze a = b-¢'+r' a degr' < degb. Potom b-(g—¢') =r'—r a
podle 8.4(3) a protoze deg(r'—r) < degb, dostdvdme r'—r = 0, aprotog—¢' =0 O
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Definice. Bud R(+,-, —,0,1) obor integrity. Rekneme, ze R je eukleidovsky obor
integrity, existuje-li zobrazeni v : R — NoU{—1} (tzv. eukleidovskd funkce) spliwjici
pro kazdé a, b € R, b # 0 podminky:

(1) jestlize a/b, pak v(a) < v(b),
(2) existuje ¢,r € R takové, ze a=b-q+ 1 av(r) < v(b).

Priklad 8.6. (1) Okruh celych ¢isel je eukleidovskym oborem integrity s eukleidov-
skou funkei absolutni hodnotou | — |. Prvni podminka definice plati zfejmé, druhd
plyne z toho, Ze i v celych ¢isel umime délit se zbytkem.

(2) Je-li T'(+, -, —, 0, 1) komutativni téleso, pak je T'[x] diky 8.4 a 8.5 eukleidovsky
obor integrity s eukleidovskou funkci danou stupném polynomf.

(3) Podokruh Z[i] = {a + bi| a,b € Z} (tzv. Gaussova celd ¢isla) okruhu kom-
plexnich ¢isel je eukleidovskym oborem integrity s eukleidovskou funkci v(a + bi) =
a? + b2. Pfipomefime, 7e |c; - c2| = |e1] - |e2| pro kazdou dvojici komplexnich &-
sel ¢; a cg, proto v(a-B) = |a- B2 = |a? - |B]*> = v(a) - v(B) pro vsechna
a,f € Zl[i]. Jetlize a/f a B # 0, existuje v € ZJi], pro které a -y = 3, proto
v(B) = vla-7) = v(a) - v(7) > v(a), nebot v(y) > 0.

Chceme-li vydélit se zbytkem Gaussovo celé ¢islo a nenulovym ¢islem 3, najdeme

nejprve komplexni z + iy = % a poté vezmeme takova xg,yo € Z, pro kterd |z —

xo| < % aly —yo| < % Polozime-li v = 9 + iyp a d = a — B -y, pak vidime, Ze

. i~ 6]
S =8 —y=az—mo+ily—y), tudiz (3o =2 —mo® + (y—y0)> < § + § = §, proto

B
v(0) < 48 < v(p).
(4) Podokruh Z[v/2] = {a+/2b| a,b € Z} okruhu reélnych &isel je eukleidovskym
oborem integrity s eukleidovskou funkci v(a + bv/2) = |a® — 2b%|. Diikaz toho, Ze je
v eukleidovskd norma plyne podobuné jako v (2) z faktu, Ze v(a - 8) = v(a) - v(B).

Nésledujici dikaz je analogicky dikazu, ze kazdd podgrupa cyklické grupy je
cyklicka.

Véta 8.7. Kazdy eukleidovsky obor integrity je oborem integrity hlavnich idedli.

Diikaz. Mé&jme R(+,-,—,0,1) eukleidovsky obor integrity s eukleidovskou funkeci
v: R — NoU{-1} a vezméme libovolny nenulovy idedl I. V idedlu I zvolime
nenulovy prvek a s minimalni hodnotou v(a). Ziejmé aR C I. Necht i € I. Pak
podle definice existuje ¢,r € R takové, 7ze i = a-q+ r a v(r) < v(a). Protoze

r=14—a-q € I av(a) bylo minimdlni, je nutné r = 0 a aR = I. Protoze
nulovy ideal {0} = OR je vzdy hlavnim idedlem, ukdzali jsme, Zze v8echny idedly
eukleidovského oboru integrity jsou hlavni. O

Uvédomime-li si, 7ze kazdy nenulovy prvek télesa je invertibilni, k4 ndm 8.5, 7e
stupen polynomu je eukleidovska funkce na oboru integrity polynomii nad télesem
a proto podle 8.7 plati nésledujici pozorovani:

Priklad 8.8. (1) Eukleidovské okruhy celych ¢isel Z, polynomt nad télesem T'[z],
Gaussovych cely ¢isel Z[i] i &isel Z[v/2] jsou podle 8.7 obory integrity hlavnich
idealu.

(2) Okruh Z[z] polynomt s celo¢iselnymi koeficienty neni obory integrity hlav-
nich ideéld, protoze idedl zZ[z] + 2Z[z] = {>_, piz’| 2/po} neni hlavni. Diky 8.7
tedy nejde o eukleidovsky okruh.



ALGEBRA IT PRO INFORMATIKY 37

(3) Protoze v Z[V/5] = {a+/5b| a,b € Z} nesplyvaji podle 7.7 ireducibilni prvky
prvocinitelé, nejde podle 7.10 obor integrity hlavnich idedl, tedy ani o eukleidovsky
okruh.

1+\/Ez'] —
2

Poznamenejme, Ze je mozné dokazat (i elementarnimi prostiedky), ze Z[

{a + /p| ¢ b € Z} je obor integrity hlavnich ide4ld, ktery nenf eukleidovsky.

Véta 8.9 (Eukleidiv algoritmus). Bud R(+, -, —,0,1) eukleidovskym obor integrity
s eukleidovskou funkci v a necht ag, a1 € R\ {0}. Sestrojme posloupnosti proki a;
a q; nasledujicim postupem.:

(1) je-lii > 1 aa; nedéli a;_1, vezméme takové ajr1 € R, Ze aj—1 = a;-qi+ait1

av(air1) < v(a;).

(2) je-lii>1 aa; déli a;_1, poloZme n =i a konstrukce kondi.
Posloupnost a; je koneénd a a, je NSD(ap,a1). Definujme ddle posloupnosti z; a
y; tak, Ze xo = y1 =1, 21 = yo =0, a pro ¢ > 1 poloime x;41 = ;-1 — x; - q;
a Yir1 = Yi—1 — Yi - ¢;- Potom a; = x; - ag + y; - a1, specidlné x,, - ag + yp - a1 je

NSD(aO,al).

Diikaz. Tvrzeni 8.7 a 7.9 tikaji, ze nejvétsi spolecni délitelé vSech dvoji prvkl eu-
kleidovského oboru integrity existuji. ProtoZe a,, je NSD(an—_1,ay), sta¢i dokazat,
7e prvky ¢ a d jsou asociované pro kazdé 0 < i < n, kde ¢ je NSD(a;_1,a;) a d je
NSD(a;,ait1). Protoze ¢/a; a ¢/aiy1 = ai—1 — a; - ¢; dostavame z defince NSD,
7e ¢/d. Podobné d/a; a d/a;—1 = a; - ¢; + ait+1, tedy d/c.

Platnost formule a; = x; - ag + y; - a1 dokazeme indukci podle 4. Trividlné tvrzeni
plati pro ¢ = 0,1. Nyni staci dosadit do vyrazu a;y1 = a; - ¢; — a;—1 hodnoty
a; = x;-ag + Yi-ap aa;—1 ==Tj—1-0ap + Yi—1 - A, abychom dostali

Aiy1 = (Ti-ao+yi-a1) ¢ —Ti_1-ag+Yi—1-a1 =

= (Ti1 — i~ qi) a0+ (Yi—1 — Yi " @) - Q1 = Tig1 - Ao + Yir1 - 01
O

Piiklad 8.10. Najdeme v Z[i](+, -, —,0,1) Eukleidovym algoritmem nejvétsi spo-
le¢ny délitel prvki ag =6 —Ti aa; =7+ 1.
Nejprve spocitame % = % = % — %i, tedy gt =1—iaay =ag—qr-

ay = 6—7i—(1—i)(T+i) = —2—i. V daldim kroku pocitdme 5% = (Tjj)i)((f;j;) =

—L5 4 3= —3+4, tedy vidime, 7e g» = —3 4+ a 7e as/a1. Zjistili jsme, 7e —2 — i
je nejvétsi spolecny délitel prvkt 6 —7ia 7+ia —2—i= (6 —7i)+ (—1+i)(7+1).

Poznamka 8.11. Je-li S(+, -, —,0,1) komutativni okruh, R jeho podokruh a e € S,
pak zobrazeni j, : R[z] — S dané predpisem jo (>, cn, @nT") = D, en, On - Q" je
okruhovy homomorfismus.

Diikaz. Nejprve snadno spocitame, 7e j,(0) = 020, j,(12°) = 1 a pro klibovolné
a,b€ R[z], kdea=3 a,-2"ab=73 b,-z"

ja(a + b) = ja(Z(an + bn) Tn) = Z(an + bn) ca = ja(a) +joz(b)a

n n

proto je j, homomorfismus grup R(+,—,0) a S(+, —,0). Zbyva nahlédnout, Ze

Jala-0) = a3 (ar-buk)-2") =D > (ar by i) a" = ja(a) - ja(b).

n k=0 n k=0
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O

Definice. Necht S(+,-, —,0,1) je komutativni okruh, R jeho podokruh, @ € S a
p € R[z]. Homomorfismu j, z 8.11 fikdme dosazovaci homomorfismus, a nazveme
kofemem polynomu p, jestlize j,(p) = 0, a a je vicendsobnyg koten polynomu p,
pokud (z —a)?/p. Korenovim cinitelem (kofenu a) rozumime polynom tvaru x — a.
Rekneme, Ze se polynom p rozklada na kovenové ¢initele v S[x], existuji-li takové
prvkya € Raay,...,a, €S, Zzep=a-(x —ay)----- (x — ap).

V nésledujicim budeme ¢asto pouZivat pro dosazeni obvykly zapis p(a) misto
pravé zavedeného zépisu j, (p).

Poznamka 8.12. Necht je R(+,-,—,0,1) obor integrity, « € R a p € R[z]\ {0}.

(1) « je kofenem p prdvé tehdy, kdyZ (x — «)/p v R[z],

(2) = — a je prvocinitel oboru R[z],

(3) je-li p # 0, pak p md nejvyse degp koteni.
Diikaz. (1) Pfedpokladejme, Ze je a koFenem p. ProtoZe je 1 invertibilni prvek oboru
R miizeme podle 8.5 vydélit polynom p polynomem z — « se zbytkem, tedy existuji
q,r € R[z], pronéZ p = (z — a)q +r a degr < deg(zx — @) = 1. Dosadime-li nyni
a do polynomu r = p — (x — a)q a vyuzijeme-li 8.11, dostaneme r(a) = j,(r) =
Ja(@) — ja((x — @))ja(q) = 0 — 0g(a) = 0. Protoze degr < 1, vidime, 7e r = 0, a
proto (z — a)/p.

Jestlize (z — a)/p, mdme p = (z — a)g pro vhodné ¢ € R[z] a tedy p(a) =
(o — a)g(a) = 0 diky 8.11.

(2) Jestlize (z — a)/a - b pro a,b € R[z], plyne z (1), Ze je a kofenem a - b. Nyni
a(a) -b(a) = 0 podle 8.11, proto a(a) = 0 nebo b(a) = 0, nebot je R obor integrity.
Tedy z — a/a nebo z — a/b podle (1).

(3) Necht ay,...,a; € R jsou rizné kofeny p. Indukci podle poctu r riznych
kotent nahlédneme, Zze p = (z—aq)-- - -+ (# — ay ) -q pro vhodny nenulovy polynom g.
Krok r = 1 ndm davé (1). Jestlizep = (z —ay) -+ - -+ (x—ay)-qa(x—ar41)/ppodle
(1), pak £ — a,41 je prvocinitel podle (2) nedéli zZadny z polynomt x — a;, kde i < r,
proto (x—a,4+1)/q. Konecné z 8.4(3) plyne, 7e degp = deg((z—an)-- - - (x—ag)-q) =
k+degp > k. O

V&imnéme si, ze 8.12(1) fika, Zze vicendsobuy kofen je kofenem, a 8.12(2) nam
poskytne piiklady prvociniteli (a tedy ireducibilnich prvki) v okruhu polynomi
nad obecnym oborem integrity.

Definice. Bud R(+, -, —,0, 1) komutativni okruh a p = Y ,., a;2° € R[z]. Derivaci
polynomu p budeme rozumét polynom (3.5, a;iz’) =Y ,5,(i + 1)a;p1 2.
Pozniamka 8.13. Necht R(+,-, —,0,1) je komutativni okruh, « € R, p,q € R[z] a
n € N. Pak plati:

(1) (p+9)' =v +¢,

(2) (a'EO'p)/:amo.p/,

B) o) =p-q+p-q.

(4) (p")':npnfl-p’} kden—=1+---+1€R.

Diikaz. (1)—(3) Vlastnosti dostdvame pfimocéarym pouZitim definice.
(4) Dokézeme indukei indukei podle n. Pron =1 je (p*)' = p' = 1p° - p'. Plati-li
tvrzeni pro n — 1 a pouzijeme-li (3) dostavame

@) =@p" ) =p"-p" - ) =0 P Hp-(n—Dp" P p = mp™p
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O

Poznamka 8.14. Necht S(+,-,—,0,1) je obor integrity, R jeho podokruh, a € S
ap € Rlz].
(1) « je vicendsobny kofen p, pravé kdyZ je o kofenem p i p',
(2) jestlize degp>1 a1l je NSD(p, p'), pak p nema Zdidnyj vicendsobny koten,
(3) nedéli-li charakteristika R prirozené ¢islo n, pak ™ —1 ani 2" —x nemaji
v S Zddny vicendsobny koren.

Diikaz. Poznamenejme, ze polynom s koeficienty v R mizeme pfirozenym zptisobem
chapat jako polynom okruhu S[z].

(1) Predpokladame, 7ze a je kotfen p, tedy p = (x — «) - ¢ pro vhodny polynom
q € S[z] podle 8.12(1). Pomoci 8.13(3) spoéitdme p' = ¢ + (z — a) - ¢'. Diky 8.11
vidime, Ze je a kofenem p' pravé tehdy, kdyz je kofenem ¢ a to je podle 8.12(1)
ekvivalentni tomu, 7e (z — )/q tj. (z — a)?/p.

(2) Tvrzeni dokdZzeme nepiimo. Je-li a vicendsobny kofen p, potom podle (1) a
8.12(1) (z — a)/p'. Protoze (z — a)/p, polynomy p a p’ nemohou byt nesoudélné.

(3) Ozna¢me n € R je soucet n kopii 1 télesa, a poznamenejme, Ze podle pied-
pokladu n # 0. Protoze polynom (2™ — 1)’ = n - 2" ! je nenulovy, j,(n - 2" 1) =
(n x 1) -a™ ! # 0 pro viechna a # 0, a naopak 0 neni kofenem polynomu z" — 1,
™ — 1 nemé zadny vicendsobny kofen diky (1).

Predpokladejme, Ze (z —a)?/z" ' —x, tedy existuje p € S[z], pro ktery (z—a)?-
p=2a2"t! —x =2 (2" —1). Jestlize a = 0, pak vyraz vykrdtime na z -p = 2™ — 1,
coz neni mozné, protoze ™ — 1 nem4 koien 0. Kdyby a # 0, pak (—a)?-p(0) =0, a
proto p(0) = 0. Tedy podle 8.12(1) existuje takové q € S[z], Ze p = z-q. Dosadime-li
za p do piivodni rovnosti a opét vykratime z, dostdvame, ze (v — a)? - q = 2™ — 1,
coz jsme vylouéili v prvni ¢asti dikazu (3). O

Piiklad 8.15. V télese charakteristiky 3 (napi Z3) plati, 7e (z — 1) = 23 — 322 +
3z — 1 =23~ 1, tedy polynom z* — 1 m4 nad takovym té&lesem koten. Vidime, Ze

predpoklad o charakteru z 8.14(3) nemiizeme odstranit. Navic si v§imnéme derivace
(#3 — 1) = 0.

Nyni uz jsme s to dokdzat nedokazané tvrzeni 2.14 z 2. kapitoly:

Véta 8.16. Necht T'(+,:,—,0,1) je komutativni téleso a necht G je koneénd pod-
grupa multiplikationi grupy T \ {0}(-). Potom je G cyklickd grupa.

Diikaz. Uvazujme nejprve libovolnou kone¢nou grupu G(-) a polozme n = |G|. Po-
znamenejme, ze fadem prvku grupy budeme rozumét rad cyklické podgrupy timto
prvkem generované. Podle Lagrangeovy véty déli fdd kazdého prvku konec¢né grupy
jeji tdd. Oznacime-li ¢ pocet vSech prvkia G, které jsou pravé radu k, vidime, zZe
|G| = ZMG‘ ti. Piipomenime, Ze v cyklické grupé ¥ddu n mame pro kazdé k/n
pravé jednu (cyklickou) podgrupu fadu k (viz 2.7) a poclet generdtori této pod-
grupy, tedy pravé vSechny prvky ¥adu k, uddva hodnota Eulerovy funkce (k) (viz
2.9), ddvé ndm piedchozi rovnost vztah n =3, (k).

Nyni predpoklddejme, 7ze G je (kone¢nd) podgrupa multiplikativni grupy T' \
{0}(+), kterd neni cyklicka, tedy ¢, = 0 (< ¢(n)). Z Gvodnich Gvah vime, 7e n =
G| = > jntk = Xop/n p(k), proto musi existovat k/n, pro néjz tx > ¢(k), zvolme
néjaké takové k a vezméme u € G taddu k. Potom pro vSechny prvky a cyklické
grupy (u) plati a®* = 1, tedy a je kofenem polynomu z¥ — 1. Oviem (u) obshuje
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pravé ¢(k) generatord, tj. prvka faddu k, tedy musi existovat néjaky dalsi prvek
v € G\ {u) ¥4du k. I on je kofenem polynomu z* — 1, tedy jsme nagli k¥ + 1 kofenti
polynomu stupné k, coz je ve sporu s 8.12(3). O

Priklad 8.17. Zs3 \ {0}() je podle 8.16 cyklickd grupa fadu 52. To znamend, ze
obsahuje ¢(52) = 3 - 12 = 36 generatort.
Cviéeni:
(1) Dokazte, 7e okruh Z[v/3] = {a +/3b| a,b € Z} je eukleiovskym oborem integrity.

9. KORENOVA A ROZKLADOVA NADTELESA

Nejprve si uvédomime, ze homomorfismus okruhti lze pfirozenym zptisobem roz-
§itit na homomorfismus prislusnych polynomiélnich okruhii.

Definice. Jsou-li R(+,-,—,0,1) a S(+,-,—,0,1) okruhy a f : R — S jejich homo-
morfismus, pak definujme zobrazeni f, : R[z] — S[z] pfedpisem f,(3 ;5 a;x') =
Zizo flai)z’

Poznamka 9.1. Bud R(+,-,—,0,1), S(+,-,—,0,1) a T(+,-,—,0,1) komutativni
okruhy a f : R — S ag:S — T homomorfismy. Potom plati:

(1) fe je okruhovy homomorfismus,

(9f)z = 9u fu,

(2)
(3) fa je izomorfismus, prdvé kdyZ f je izomorfismus,
(4) fia = Jf(a)fa pro kaZdé a € R.

Diikaz. (1) Z¥ejmé f,(1z2°) = 12°, proto stad dokdzat slucitelnost f, s operacemi
a-.Buda,beR[z],a=), az™, b=, bya™

fz(a+b) :fz(Z(an+b Zf an+b Z(f(an)'i'f(bn))rn:

n

—Zfanr‘i'Zf ()+fz()

n

fola-0) = £2O D (ar +bai)a™) =D FO (ar + b i))a" =

n k=0 k=

2) 0o fo (5 0) = 5 0 (0n)e” = (012 (5, ™).
(3) Necht je f, izomorfismus. Jestlize f(u) = f(v), pak f.(uz®) = f(vz), a
proto u = v, pro kazdé u,v € R. Tedy f je prosty. Vezmeme-li b € S pak existuje
29, pro ktery f,(az®) = bx®, tedy f(a) =b a f je na celé S.
Je-li f izomorfismus, pak f,(f ). =Idg,) a (f 1)z fo = Idgp) podle (2), tedy
(fo) ' =(f Y. a f. je izomorfismus.

(4) fja(zanmn):Zf(an) ( ) _]f fw(zan ) g

Poznamka 9.2. Necht R(+,-,—,0,1) je komutativni okruh a I jeho idedl. Potom
faktorovy okruh R/I je téleso prdvé tehdy, kdyZ I je mazimdlni idedl.
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Diikaz. Pripomenme, Ze je svaz idedlt izomorfni svazu kongruenci okruhu, oznacme
pr kongruenci, kterd v tomto izomorfismu odpovidé idedlu I. Déle si uvédomme, ze
diky tomuto izomorfismu je I maximalni ideal, pravé kdyz je p; koatom svazu kon-
gruenci a to je podle Pozndmky 3.11 ekvivalentni tomu, ze faktorokruh R/p; = R/I
obsahuje pouze trividlni kongruence. Tato podminka ovsem diky Vété 5.5 tentokrat
na okruh R/I nastava pravé tehdy, kdyz je R/I téleso. O

Véta 9.3. Necht T(+,-,—,0,1) je komutativni téleso a u Zizo a;x' € Tlx].

(1) Faktorovy T[x]/uT[z] je komutativni téleso, pravé kdyZ je u ireducibilni.

(2) Jestlize u neni invertibilni, zobrazeni u(t) = tz° + uT[z] je prosty homo-
morfismus télesa T do okruhu T[z]/uT|x], .

(3) Je-liu ireducibilni, pak polynom p, (3" o aiy’) md koien v télese T[z]/uT [z].

Diikaz. (1) Podle Poznamky 9.2 staci ovéfit, ze u je ireducibilni, pravé kdyz je
uT [z] maximalni idedl. Necht je u je ireducibilni a J idedl obsahujici wT'[z]. Podle
8.6 existuje j € T[z] J = jT[z], tedy diky 7.2 j/u. Protoze je u ireducibilni, mame
bud jl|u a tudiz uT[z] = J nebo 1||u a tudiz «T'[z] = T[z]. Je-li uT[z] maximalni
idedl, dostavame zavér pfimym pouzitim 7.2 a definice ireducibility.

(2) Uvédomme si, ze zobrazeni u dostaneme jako sloZeni homomorfismus i z
8.2(2) a ptirozené projekce 7 : T'[z] — T[z]/uT[z], proto p = 7i je opét homomor-
fismus. Jestlize koneéné p(a) = u(b), pak u/az® —bx?, tedy podle 8.4(3) je ax® — ba®
musi byt nulovy polynom (v opaéném p¥ipadé by degu < deg(az® — bx?)), a tedy
[ je prosté.

(3) Diky 9.3 ndm staci ovéfit, ze je X = = +uT'[z] kofenem Y, a;y’ nad okru-
hem T'[z]/uT[z]. Dosadime-li, dostavame jx (3,5, aiy’) = D ,sp(aiz’ + uT[z]) =
(Yiso ait?) + uT[z] = u + uT[z] = 0+ uT[z]. O

Pro kazdy ireducibilni polynom u oznac¢me symbolem (T'[z]),, téleso T'[x]/uT[z].
Podle predchozi pozrnamky a 1. véty o izomorfismu mtzeme ztotoznit téleso T a
jeho homomorfni obraz u(T'), tedy téleso T' budeme chépat jako podokruh télesa

Definice. Necht U(+,-,—,0,1) je komutativni téleso a T C U. Rekneme, 7e T je
podtéleso U (resp. U je nadtéleso T), je-li T' podokruh okruhu U(+,-,—,0,1) a T'
je téleso (tj. navic T\ {0} je podgrupou multiplikativni grupy U \ {0}(-) télesa U).

Vsimnémem si, 7ze mnozina v8ech podtéles komutativniho télesa tvori uzavérovy
systém, tj. prinik libovolného systému podtéles néjakého télese je opét podtéleso.
To nadm umoznuje zavést pro libovolné komutativni téleso U, jeho podtéleso T a
prvek a € U a podmnozinu S C U nésledujici znaceni:

e T'[S] je nejmensi podokruh U obsahujici mnozinu TU S a T[a] = T[{a}]
e T'(S) je nejmensi podtéleso U obsahujici mnozinu TU S a T'(«) = T ({a}).

V nésledujicim budeme uvazovat vzdy komutativni téleso U a jeho podtéleso T'.

Poznamka 9.4. Jsou-li T C U komutativni télesa, o € U a S cU, pak Tla] =
{Xioai o'l a; € T} = ju(T[z]), T[a] C T(a) a T[S] C T(S).

Diikaz. Ziejmé {p(a)| p € T[z]} C T|a], nebot « € T[a] a T C T[a]. Naopak
{p(a)| p € T[x]} = jo(T[z]) je podokruh U obsahujici a = j,(z) a t = j, (tz°) pro
vSechna t € T, proto T'[a] C {p(a)| p € T[z]}. Zbytek plyne okamzité z definice. O
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Definice. Nechf 7' C U jsou komutativni télesa a p € T'[z]. Rekneme, 7e U je ko-
fenové nadiéleso polynomu p, jestlize U = T'(«) pro né&jaky koifen o € U polynomu
p a U nazveme rozkladovym nadtélesem polynomu p, je-li p=a(z —a1) ... (x —ay)
proa€eTaay,...,anp,€c€UalU=T{a,...,a,}).

Véta 9.5. Necht T'(+,-,—,0,1) je komutativni téleso a p € T[x], degp > 1.

(1) existuje kotenové nadtéleso polynomu p,
(2) ewxistuje rozkladové nadtéleso polynomu p.

Diikaz. (1) Podle 7.10 a 8.6 existuje (jednoznaény) ireducibilni rozklad polynomu
p, zvolime-li néjaky ireducibilni polynom p;, ktery déli p, dostaneme podle 9.3
nadtéleso U = (T'[z])p,, v némZ ma polynom p kofen a. Hledanym kofenovym
nadtélesem je potom téleso T'(cv).

(2) Indukci podle n = deg p dokéZeme, Ze existuje komutativni nadtéleso V' télesa
T, nad nimZ se p rozkldda na kofenové ¢initele. Podle (1) existuje nadtéleso U, v
némz ma p kofen a € U. Oznacime-li y inkluzi T' do U, pak p = u,(p) € Ulz] je
polynom stupné n a podle 8.12(1) existuje polynom v € Ulz] stupné n — 1, pro
ktery u = (z — «) - v. Podle indukéniho piedpokladu existuje nadtéleso V' télesa U,
nad nimz se v a tedy i p rozklada na kotenové Cinitele.

Dokézali jsme, 7Ze existuji prvky a € U a aq,...,a, € V, pro né&z p = a(z —
ar)...(x — a,). Protoze je p € T[z], mdme a € T, tedy rozkladovy nadtélesem
polynomu p je pravé téleso T'({aa, ..., an}). O

Definice. Necht T' C U jsou komutativni télesa a a € U. Rekneme, Ze a je alge-
braicky prvek nad T, existuje-li nenulovy polynom p € T[z], jehoZ je a kofenem,
tj- ja(p) = 0. V opatném piipadé mluvime o transcendentnim prvku. Téleso U na-
zveme algebraickym rozsirenim télesa T', jsou-li vSechny prvky a € U algebraické
nad 7. Polynom p = " a;2’ je monicky, je-li aqegp = 1.

Véta 9.6. Bud T C U komutativni télesa a o € U je algebraicky prvek nad T.
Pak ezistuje prdvé jeden takovy monicky polynom m € T[z]\ {0}, Ze pro kazdé
p € T[z]\{0} plati, Ze jo(p) = 0, prdvé kdyz m/p. Navic m je ireducibilni, (T'[z]), =
T(a) a Tla) =T (a).

Diikaz. Vezméme mnozinu I = {p € T'[x]| jo(p) = 0} = j,1(0) vech polynomi,
které maji kofen a. Protoze je j, homomorfimus podle 8.11, vidime, ze je I jako
Gplny vzor nulové podgrupy podgrupou grupy T'[z](+, —,0). Jestlize p € [ a q €
T'[z], mame j,(pq) = 0 jo(q) =0, tedy p- g € I. Nahlédli jsme, Ze je I idedl, tedy
podle 8.6 existuje jeho generdtor a = ) a,z" € I. Protoze je prvek a algebraicky
nad T', obsahuje I = aT'[z] nenulovy polynom a proto je nenulovy i polynom a € I.
Je-li n = dega, polozme m = a,'a. Nyni je m monicky, plati I = mT[z], tedy
pla) =0 p €I & m/p, aziejmé je takovy monicky polynom uréen jednoznacné.

Nyni pfedpoklddejme, ze m = a - b, kde a,b € T[z]. Potom podle 8.11 a(a) = 0
a pak m||a nebo b(a) = 0 a pak m||b, tedy m je ireducibilni. Kone¢né si v§imnéme,
7e diky 1. vété o izomorfismu a 9.4(1) je

(T[s])m = Tla]/mT(a] = Tls)/ker ja = jo(T[z]) = Tlo].
Protoze je T[z]/mT[z] podle 9.3 téleso, je i T[a] téleso, proto T'[a] = T(a). O

Definice. Bud 7' C U komutativni télesa. Polynom z predchozi véty nazveme
minimdlnim polynomem algebraického prvku a € U, budeme ho znacit m,. Stupen
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roz§iteni U nad T definujeme jako [U : T] = dimy U, kde U chipeme jako vektorovy
prostor nad télesem T'.

Priiklad 9.7. Téleso komplexnich ¢isel je kofenovym i rozkladovym nadtélesem
polynomu z2 + 1 nad R, [C : R] = 2.

Diikaz. O

Poznamka 9.8. Necht T C U jsou komutativni télesa a o, aq, ...,y € U.
(1) Je-li a algebraicky, pak [T'(@) : T] = degm,,
(2) je-li [T(«) : T] konecné, pak je « algebraicky,
(3) je-li [U : T konecné, pak je U algebraické rozsiveni télesa T,
4) T(ar,-..,a,) = Tlaa,-..,q,] je rozsitenim konecného stupné tedy alge-
braickym rozsitenim télesa T', jsou-li aq, ..., o, algebraické nad T'.

Diikaz. (1) Polozme n = degm, a pfipomenme, 7e T[a] = T(«) podle 9.6. Doka-
7eme, e mnozina {a‘| i = 0,1,...,n — 1} je béazi T|a] nad télesem T'. Vezméme
prvek ¢t € T[a], o némz z 9.4 vime, Ze je tvaru ¢ = p(a) pro vhodny polynom
p € T[z]. Vydélime-li nyni se zbytkem polynom p poynomem m,, dostaneme
(85) p = gmqs + 1 pro q,r € T[z] a degr < n. Nyni vidime, 7e t = p(a) =
q(a)mq(a) +r(a) = r(a), protoze je a kofenem my, tedy t = r(a) =Y., , ma’ je
T-lineérni kombinaci prvki {a’| i = 0,1,...,n —1}. Je-linyni 3, , ¢;a' =0, kde
c; € T, je a kofenem polynomu ¢ = ), c;z' = 0 stupnd mensiho nez n. Protoze
podle 9.6 m, /¢, dostavame, ze ¢ = 0, tudiz {af| i = 0,1,...,n — 1} je linedrné
nezavisld mnozina.

(2) Je-li [T(a) : T] kone¢né, je mnozina {a’| i > 0} linedrné¢ zavisld, tudiz
existuje netrivialni linedrni kombinace Y, d;a’ = 0, tedy a kofenem nenulového
polynomu Y, d;z".

(3) Vezméme libovolné o € U. Potom je T'(a) podprostor kone¢né generovaného
vektorového prostoru U nad télesem 7', tedy [T'(«) : T] je konefné a proto je «
algebraicky prvek podle (2).

(4) Nejprve ukazeme, ze [V : T] = [V : UJ[U : T] pro T C U C V jsou do
sebe zafazend komutativni télesa. Je-li (v;) baze prostoru V nad télesem U a (u;)
béze prostoru U nad télesem T, ukdzeme, Ze (u;v;) je baze prostoru V nad télesem
T. Vezmeme-li libovolné a € V, pak existuje linedrni kombinace a = ), d;v;,
kde d; € U. Proto pro kazdé i existuji linedrni kombinace d; = Zj ciju;, kde
cij € T. Vidime, Ze a = Zij ciju;v;, tedy (u;v;) generuje V nad T. Podobné
jestlize 0 = Zij CijW; vy = ZZ(Z] ¢ijw;)v; pro néjaka c;; € T, dostdvame z linearni
nezéavislosti (v;) nad U, ze ) ; ¢;ju; = 0 a z linedrni nezévislosti (u;) nad 1" plyne, Ze
v8echna ¢;; jsou nulova. Tim jsme ovérili, Ze (u;v;) je linedrné nezavisla generujici
mnozina, tedy baze. Proto [V : T = |(u;v;)| = |[(w)||(v;)| = [V : UJ[U : TY.

Nyni dokazeme indukei podle n, pficemz jsme tvrzeni pro n = 1 dokazali v 9.6,
navic [T(a) : T] je kone¢né podle (1). Pfedpoklddejme, 7e tvrzeni plati pro n — 1.

Nyni Ten,...,an] =Tan, ..., ap_a][an] = T(a1, ... yan—1)[an]aT (a1, ... ,an_1)
je konec¢ného stupné nad T podle indukéniho predpokladu. Protoze je prvek a,, al-
gebraicky nad télesem T'(ay, ..., an—1), vidime diky 9.6, ze T'(a1,. .., @n—1)[an] =

T(ay,...,an_1)(an) =T (as,...,a,). Koneéné diky (1), indukénimu pfedpokladu
a dokdzanému pozorovani o stupni rozsireni dostavame

[T(a1,...,0n-1)(an): T] =
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=[T(ar,.. n_1)(an): T(a1,...,0n_1)][T(a1,...,an_1):T].
ProtoZe jsou oba soucinitele vpravo konecéné, je i [T (aq, ..., an—1,ay) : T] koneény.
(|

Dusledek 9.9. Necht T je komutativni téleso, p € T[z] a necht je U rozkladové
nadtéleso polynomu p. Jsou-li aq,...,a, € U vsechny koreny polynomu p v télese
U, pak U =Tlan,...,a,].

Piiklad 9.10. (1) Q(V2) = Q[V/2] = {z + yV/2 + 2V/4| z,y,2 € Q} je koFenové
nadtéleso polynomu z° —2 nad Q a [Q(+/2) : Q] = 3, tedy z* —2 je monicky polynom
stupné 3, a proto jde podle 9.8(1) a 9.6 prdvé o minimélni polynom algebraického
prvku /2 nad Q. Viimnéme si, ze zatimco nad Q je polynom z* — 2 ireducibilni,
nad R mame ireducibilni rozklad z° — 2 = (z — ¥/2)(2® + V22 + V/4) a nad C se
polynom rozklada na kotenové cCinitele.

(2) Necht k € Z a Vk € C\ Q. Pak Q(vk) # Q a vk je kofenem polynomu
a? — k, proto je m s = x* — k diky 9.4 nutné minimalni polynom a [Q(Vk) : Q] =
degm, s = 2 podle 9.8(1). Q(Vk) je tzv. kvadratické rozsifeni télesa Q.

(3) R neni algebraickym rozsifenim télesa Q, protoZe polynomi Qz] je pouze
spocetné mnoho a kazdy mé pouze koneéné mnoho koreni, tedy vSech realnych
kotfent Q[z] je opét pouze spocetné. OvSem mnoZina R spocetnd neni.

(4) Prvek /3 je kofenem polynomu z° — 3 € Q[z] a prvek v/11 kofenem poly-
nomu z’ — 11 € Q[z], tedy oba jsou algebraické nad Q. Podle Poznamky 9.8(4)
je Q(v/3, V11) = Q[v/3, v/11] algebraické rozsifeni. Z toho plyne, ze napiiklad pro
prvek o = 5v/3 + 2vV/11 — /27v/11 — 3 existuje polynom p € Qlz], jehoZ je «

korfenem.

Poznamka 9.11. Bud Ty C Uy a Ty C Uy komutativni télesa, bud f : Ty — Ty
izomorfismus a necht a € Uy je algebraicky prvek nad Th a B € U, je algebraicky
prvek nad Ty. Pak ezistuje takovy izomorfismus g : Th(a) — T2(B), Ze gla) = 5 a
g(t) = f(t) pro vSechna t € Th, prdvé kdyZ f,(mo) = mg.

Diikaz. (=) Poznamenejme, %e f, je podle Poznamky 9.1(3) izomorfismus okruhi
T1[x] a Ty[z], proto je fr(ma) ireducibilni. Dale jy(a)fa(ma) = Jg(a)9z(ma) =
9(Ja(my)) = g(0) = 0 podle Pozndmky 9.1(4), tedy 8 = g(«) je kofenem polynomu
fa(my) € To[x] C Uslz]. Podle Véty 9.6 mg/ fa(mq). Protoze je f,(mg) ireducibilni
a monicky, dostdvame nutné mg = f;(ma).

(<) Stadi si uvédomit, 7e Véta 9.6 zarucuje existenci izomorfismti

ia : Th[2]/(maTi[2]) = Ti(a), ig: Ta[x]/(mpT2[z]) — Ta(B)
a 7e izomorfismus f, indukuje podle predpokladu izomorfismus faktorovych okruht

fo : Th[x]/(maTh[z]) = Tolz]/(msTslx]), kde fo(p +maTi[z]) = fo(p) + msTslx].
Slozime-li izomorfismy dostavame

Th(a) =2 (Ty[z])m, = (To[z])m, = T2(8),
tedy mame izomorfismus g = igf_migl. Nyni zbyva spocitat
g(t) = igfaiy ' (t) = igfo(ta® + maTiz]) = ig(f(t)2° + msTa[a]) = f(1)
pro kazdé t € Ty a podobné
gla) = igfeiy (@) =igfo(zt + maTi[x]) = ig(x' + msTu[z]) = B.
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Véta 9.12. Necht Ty a Ts jsou komutativni télesa, f : Ty — Ts je izomorfismus a
necht Uy je rozkladové nadtéleso polynomu p € Ti[z] a Us je rozkladové nadtéleso
polynomu f,(p) € Talz]. Oznacme aq,...,a, vSechny kofeny polynomu p v Uy a
B, ..., Bm vsechny kofeny polynomu f.(p) v Ua. Potomn = m a existuje permutace
o a izomorfismus g : Uy — U, tak, Ze g(ai;) = Boiy proi =1,...,n a g(t) = f(t)
pro vSechna t € T7.

Diikaz. Znovu si vSimnéme, Ze f, je izomorfismus okruht Ti[z] a Ts[z]. Tvrzeni
dokézeme indukei podle stupné k& = degp = deg f.(p). Protoze je rozkladové nad-
téleso polynomu stupné 1 nad télesem T (T%) rovno 17 (T5) stadi pro k = 1 polozit
g=1r.

Predpokladejme, 7Ze tvrzeni plati pro kazdou dovojici téles Ty a T, a kazdy po-
lynom stupné k — 1 nad télesem 77 a mé&jme polynom p € T[z] C U;[z] stupné k.
Protoze «ay, € Uy je kofenem p, minimalni polynom m,, dé€li p podle 9.6, a proto
fz(mgy, ) d8li f,(p). Poznamenejme, ze degm,, = deg f.(m,,) > 0 a Ze rozklad
na ireducibilni prvky je podle 8.6 a 7.10 v okruhu Us[z] jednoznaény az na aso-
ciovanost, proto existuje (ireducibilni polynom) z — §;, ktery déli f,(m,, ), bez
ijmy na obecnosti miizeme predpokladat, ze ¢ = m. Pouzijeme-li opét Vétu 9.6,
vidime, Ze je polynom f,(m,,) ireducibilni (nad T5) a monicky, S, je jeho kofen
(nad Us), a proto fy(ma,) = mg, . Nyni podle 9.11 existuje izomorfismus téles
h: Ti(an) = T2(Bm), pro néjz plati, ze h(ay,) = By a h(t) = f(t) pro vSechna
t € Ty. Zaroven mizeme v okruhu T (o) [z] vydélit polynom p polynomem z — a,,
tedy najdeme polynom ¢ € T (a,,)[z] stupné k — 1, pro ktery p = (z — a,,)q, a tudiz
f2(p) = fa(z — an)falq) = (& — Bm) f2(q). Vyuzijeme-li nyni induk¢niho predpo-
kladu pro télesa T (ay,) a To(Bm), jejich izomorfismus h a polynom ¢, dostavame, Ze
n—1=m — 1, existuje permutace ¢’ na S, _1 a takovy izomorfismus g : Uy — Us,
7e g(a;) = By proi =1,...,n — 1 a g(s) = h(s) pro viechna s € T\ (ay,). Zfejmé
tedy n = m, g(t) = h(t) = f(t) pro véechna s € T} a g(a,) = Bm. O

Pouzijeme-li 9.12 pro f = Id dostavame

Dusledek 9.13. Necht' T je komutativoni téleso, p € T[z]. Pak existuje aZ na izo-
morfismus prdvé jedno rozkladové nadtéleso polynomu p.

10. KONECNA TELESA

Poznamka 10.1. Bud' T komutativni téleso (prvociselné) kladné charakteristiky

D, bud n pfirozené cislo a necht ¢ = p™. Pak mnoZina Q = {t € T| t? = t} tvori
podtéleso T.

Dikaz. Nejprve uvazime, ze fp : T — T, fp(a) = a? je okruhovy homomorfismus.
Okam?ité vidime, ze 0? = 0, 17 = 1, (a-b)? = a?-b?. Dale (a+b)? = Y0 _, (¥) x (a’-

i=0 \i
bP~ 1) = aP+b?, protoze p/ (V) prokazdéi =1,...,p—1, tedy Zf;ll (®) x (a’-bP~7) =
0. Indukénim argumentem zjistime, Ze f,: = fpi-1 f, je homomorfismus okruhi pro

kazdé kladné i. Proto (a+b)P" = fyn(a+b) = fyn(a)+ fyn (b) = a?” +bP" a podobné
(—a)?" = —a?", (a-b)?" = a?" -b*". Koneéné napiiklad piimym vypoétem zjistime,
7e (a=')P" = (a?")~! pro kazdé nenulové a. Mé&me nyni a,b € Q, tj (a?" = a,
b"" =b). Pak (a +b)P" =a?" +b"" = a+ba podobné (a-b)P" =a?" - =a-b,
(—a)?" = —a?". Je-li navic a # 0, potom (a')?" = (a?")"! = a~'. ¢im7 jsme
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ovéiili, ze a+b,a-b, —a,a”' € Q. Protoze 0,1 € () ziejmé, vidime, ze @ je podtéleso
T O

Pozniamka 10.2. Necht T je konecné komutativni téleso, pak P = {k x 1| k €
N} =2 Z,, kde p je prvocislo, je podtéleso T a existuje n tak, Ze |T| = |P|"™ = p™.

Dikaz. P = Z/pZ = Z, pfimo podle 6.6, proto je P téleso a T ma strukturu
konec¢ného vektorového prostoru nad P. Je-li n = dimp(T), dostavame, ze |T| =
[P|" =p". O

Véta 10.3. Necht q € N. Pak existuje komutativni téleso o q prvcich, pravé kdyz
q = p" pro néjaké prvocislo p a prirozené c¢islo n. Téleso o p™ prucich je izomorfni
rozkladovému nadtélesu polynomu z?" — x nad Z,.

Diikaz. (=) plyne okamzité z 10.2.

(<) Ukézeme, 7e rozkladové nadtéleso T' polynomu zP" — z nad Z, mé pravé
p" prvki. Protoze p nedéli p” — 1 nema polynom z?" — z podle 8.14(3) zadny
vicendsobny kofen, obsahuje T aspon p™ prvkia. V dasledku 10.1 je mnoZina @) =
{t € T| t*" = t} podtélesem, navic t*" = t pravé kdy? je t kofen polynomu z?" —z,
tedy |@Q| = p™ (opét podle 8.5) a QQ =T.

Vezmeme-li nyni libovolné téleso U o p" prvcich, pak pro kazdé w € U \ {0}
uP" "1 = 1 podle 2.6, a proto u?" = wu pro viechna v € U. Vyuzijeme-li dile
10.2, dostaneme, ze viechny prvky U jsou kofenem polynomu zP" — z nad télesem
P={kx1 k€ N}=Z, tedy U je rozkladové nadtéleso polynomu z*" — z nad
télesem P. Zavér potom plyne z 9.12 O

Jednoznaéné (az na izomorfismus) uréené téleso o p™ prvcich se zpravidla znaci

GF(p") (GF = Galois field).

Véta 10.4. Konecné komutativni téleso T obsahuje podtéleso o q prucich prdvé
tehdy, kdyz q/|T| a q — 1/|T| — 1. Takové podtéleso je privé jedno.

Diikaz. (=) plyne z Lagrangeovy véty (1.13) pouzité pro grupy T'(+) a T\ {0}(-).

(«) Podle 10.3 existuje takové prvocislo p a pfirozené ¢islo n |T'| = p", tedy
q = p* pro vhodné piirozené ¢islo k < n. Diky 8.16 vime, ze T\ {0}(-) je cyklickd
grupa, a proto podle 2.7 existuje jeji (jednoznazné uréend) podgrupa G fadu g — 1.
Protoze podle 2.6 u?~* = 1 pro kazdé u € G, obshuje mnozina Q = G U {0} pravé
véechny kofeny polynomu zP" — z. Tedy Q = {u € T| u? = u} je podtéleso o g
prvcich diky 10.1. Jeho jednoznacnost plyne z 2.6 a 2.7. g

Pozniamka 10.5. Necht p je prvocislo a k, n piirozené ¢islo. Pak k/n prdvé tehdy,
kdyz (p* = 1)/(p" = 1).

Driikaz. (=) Jestlize n = kd, snadno spo¢itame, ze p" — 1 = (p* — 1) Zf;ol k.
(<) Necht (p* —1)/(p" —1) an =kd+r,kde 0 < r < k. Vime, ze p* — 1 =
(p* —1) g p*, tedy (pF = 1)/((p" = 1) = (p*4 —1)). Protoze (p" —1) = (pk? — 1) =
pkd(p" — 1) a ¢&sla p* — 1 a p*¥ jsou nesoudélnd, mame (pk — 1)/(p" — 1). Oviem
r < k, proto r = 0. O

Véta 10.6. Pro kaZdé konecné komutativni téleso T a prirozené cislo n existuje
nad T ireducibilni polynom stupné n.
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Diikaz. 7 10.3 vime, ze |T| = p* pro vhodné piirozené k a ze existuje téleso U,
které ma p"* prvki. Navic (p* — 1)/(p™* — 1) podle 10.5, proto diky 10.4 a 10.3
obsahuje U podtéleso izomorfni T', bez jmy na obecnosti mizeme toto podtéleso
s télesem T ztotoznit. Nyni si sta¢i uvédomit, ze U \ {0}(-) je cyklickd grupa, a
zvolit néjaky generdtor a grupy U \ {0}. Prvek a je podle 9.8(3) algebraicky a
U\ {0} = (a) C T'(a), proto T(a) = U a deg(my) = [U : T] = n podle 9.8(1),
kde m, je miniméalni polynom algebraického prvku a nad 7. Koneéné m, je nad
T ireducibilni podle 9.6. O

Poznamka 10.7. Necht T je konecné komutativni téleso. KazZdy ireducibilni poly-
nom stupné n z okruhu T|[z] déli polynom z!™1" — z.

Diikaz. Necht m € T[z] ireducibilni polynom stupné n, bez Gjmy na obecnosti
miizeme predpoklddat, Ze je m monicky. Polozme g = |T| = p* pro vhodné prvoéislo
p a vhodné pfirozené k a bud U téleso o pF" prvcich. Podobné jako v ditkazu 10.6
miizeme bez Gjmy na obecnosti ztotoznit téleso T' s izomorfnim podtélesem télesa U,
které existuje podle 10.4. Téleso U je podle 10.3 rozkladovym nadtélesem polynomu
29" — z nejen nad télesem Z,, nybrz i nad kazdym vétsim podtélesem, tedy i nad
télesem T'. Dale podle 9.3 je (T[z]),, komutativni téleso o p*” prvcich, v némz m4
polynom m koten. Protoze (T[z]),, = U a izomorfismus lze diky 9.12 vzit tak, aby
byl na podtélesech T identicky, ma m koten v U, ozna¢me ho a. Snadno s pomoci
9.6 nahlédneme, 7e m je minimalnim polynomem prvku a nad télesem T', a protoze
je a kofenem polynomu 29" — 2, mame m/(z? — x) v okruhu T[z]. O

Véta 10.8. Necht T' je konecné komutativni téleso, d piirozené cislo a u € T[]
ireducibilni polynom stupné n. PoloZme q = |T'|. Ndsledujici turzeni jsou ekviva-
lentni:

)
(b) u/(z?" - z) v T[a],
; " —1)/(q" 1) v Z,

(b)=(c) Opét uvazime, ze rozkladové nadtéleso U polynomu (.r"d —x) nad Z,
mé podle 10.3 pravé ¢ prvki a obsahuje jako podtéleso téleso izomorfni T' (a ta
miizeme ztotoznit) podle 10.4. Protoze u/(qu — x) existuje nad télesem U kofen
a € U polynomu u. To znamend, Ze je minimalni polynom m,, algebraického prvku
a nad T asociovan s polynomem u a tudiz [T'(«) : T'] = degm, = degu = n podle
9.8(1). Tedy |T(a)| = q" a (¢" — 1)/(g? — 1) podle 10.4.

(c)=(a) Pouzijem obdobny argument jako v diikazu 10.5: je-li (¢% — 1) = s(¢™ —
1),pak (21" — ) = a(e?” 1 = 1) Y75 20",

(c)<(d) Protoze g = p" pro vhodné pfirozené r a prvocislo p podle 10.3, mame
((p)" = 1)/((p")¢ = 1) & rn/rd diky 10.5, coz zfejmé nastava < n/d. O

Uvazime-li, Zze se pro kazdé prvocislo p polynom 2P — g€ Z,[z] nad svym
rozkladovym nadtélesem U podle 8.14(3) rozklada na rtizné kofenové ¢initele, tedy
na vzajemné neasociované polynomy, nemohou byt vzidjemné asociovany ani ¢leny
ireducibilntho rozkladu (")’ — 2 v jakémkoli podtélese télesa U. Diky predchozi
vété dostaneme:
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Dusledek 10.9. Necht p je prvocislo, n prirozené cislo a q = p™. Pak polynom
d

z9 — x je pravé soucinem vsech monickych ireducibilnich polynomi nad télesem

GF(q%) vsech stupiii k, které deli d.

Piiklad 10.10. (1) Hled4me-li nerozlozitelné polynomy ze Zs[z] stupné 4, vime
z 10.7, Ze viechny musi délit polynom z'® — z, resp. ' — 1. Dale nam 10.9 1ika,
7e nerozlozitelny polynom stupné k (< 4) déli polynom z'® — z pravé kdyz k/4
(tj. pravé kdy# existuje podtéleso Sestnictiprvkového télesa o 2¥ prveich). Tudiz
polynom z'% —z budou délit pravé viechny nerozlozitelné polynomy stupné 1, 2 a 4.
Jedinym nerozlozitelnym polynomem stupné 2 nad télesem Z je polynom z2+z+1.
Snadno spo¢itame, ze 2% —z = z(z — 1)(2? + = + 1) (2% + 27 + 25 + 27 + 1), tedy
polynom z'2 + 2° + 25 + 2% + 1 uZ nutné musi byt sou¢inem vsech nerozlozitelnych
polynomt stupné 4 (zfejmé existujf pravé 3). Dopocitame, 7e 2'2 +2° + 28+ 23 +1 =
@+ 22+ 22 +z+ D)@+ 22+ D@ + 2+ 1).

(2) Protoze téleso o 27 prvcich obsahuje pouze vlastni podtéleso o 2 prvcich (7
je totiz prvocislo), je polynom z'2® — z nad Z» soucinem pravé viech ireducibilnich
polynomi stupné 1 (takové jsou pravé 2) a stupné 7. Proto nad Z, existuje pravé
18 = 122 nerozlozitelnych polynomi stupné 7.

(3) Spocitdme pomoci 10.9 neasociované nerozlozitelné polynomy stupné Sest
nad télesem Zj. Vime, 7e polynom z7%° — z se rozklada na souéin viech vzajemné
neasociovanych (maji totiZ riizné kofeny) ireducibilnich polynomi stupné k/6, tedy
rozklad 27® — 2 na ireducibilni ¢initele obsahuje pravé polynomy stupné 1, 2, 3
a 6. Zfejmé mame pravé 3 neasociované ireducibilni polynomy stupné 1 a snadno
spo¢teme (nap¥. stejnym postupem pro polynom z° — ), Ze existuji rovn&z 3 ne-
asociované neireducibilni polynomy stupné 2. Kone¢né pomoci rozkladu polynomu
2?7 — x na nerozlozitelné polynomy (stejnou metodou) zjistime, ze existuje az na
asociovanost 8 = 27%(31) neireducibilnich polynomt stupné 3. Tedy snadno dopo-

¢itame, 7ze neasociovanych ireducibilnich polynomi stupné 6 nad Z3 existuje pravé
116 — 7297(3-16+3-2+8-3).

Priklad 10.11. Algebraicky uzavér libovolného konec¢ného télesa charakteristiky
p obsahuje téleso o p™ prvcich pro kazdé kladné celé n.

11. VOLNE ALGEBRY A VARIETY

Definice. Je-li I mnozina, budeme fikat zobrazeni Q : I — N typ. Rekneme, Ze
algebra A(a;| i € I) je typu Q, pokud pro kazdé i € I je a; pravé Q(i)-arni operaci.

Definice. Bud Q2 : I — N négjaky typ, X mnoZzina a necht indexovanid mnozina
symboli operaci {a;| i € I} je disjunktni s X. Definujme indukci posloupnost
mnozin W;:

Wo ={a;] i€ I1,Q3i) =0}UX a

Wiy = {(ai,wi, ..., wo)| i € I, wy € Wy, Qi) # 0} UW,.

Polozme Wq(X) = U, ey Wa a definujme pro kazdé i € I na mnoziné W (X)
Q(i)-arni operaci a; piedpisem (w1, ..., wq(;)) = (i, w1, ..., wqe) ). Potom alge-
bru Wo(X) (| i € I) (typu Q) nazveme (absolutné volnou) algebrou termi nad X
typu Q.
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Piiklad 11.1. Bud X = {z} jednoprvkovd mnozina pismen, I = {x} a Q(x) = 1,
tedy uvaZzujeme jednu unarni operaci. Potom W (X) = {z, (o, z), (@, ax, ), ... },
proto je Wq (X)) nekoneéna.

Poznamka 11.2. Necht ) : I — Ng né&jaky typ a X je mnoZina. Potom X generuje
algebru termi Wq(X)(ay| i € I).

Diikaz. Dokdzme indukci podle n, 7ze W,, C (X). Zfejmé Wy C (X). Necht W,, C
(X). Vezmeme-li i € I, pro néz Q(i) # 0, a wy,...,wqu € W, C (X), pak
€ (X), proto W,41 C (X). O

Poznamka 11.3. Bud Q : I — Nq typ, X mnoZina a A(a;| i € I) algebra typu
Q. Pak pro kaZdé zobrazeni ¢ : X — A existuje prdvé jeden homomorfismus @ :
Wa(X) — A tak, Ze §|x = .

Diikaz. Budeme induktivné rozgifovat zobrazeni ¢ na mnoziny W,. Nejprve defi-
nujme @ : Wy — A piedpisem pq(z) = ¢(x) pro v8echna x € X a po(a;) = a; pro
v8echna takova i, pro néz (i) = 0. Mame-li definovano ¢, : W,, = A rozsifime ho

na pi1 : Wopr = A gy (o, wy, ... :wQ(z‘)) = aj(pn(wy),. .. :‘Pn(wQ(i)))a jestlize
i €1, Q) #0aw,...,wou € Wy Konetné polozme @ = J,, ¢n, Z konstrukee
je zjevné, ze jde o jedinou moznou definici roz§ifujictho homomorfismu. O

Véta 11.4. KaZdd algebra daného typu Q je homomorfnim obrazem algebry Wq (X)
pro néjakou mnozinu X .

Diikaz. Staci vzit za X libovolnou mnozinu generatori (napiiklad celou algebru) a
identitu na X rozsifit podle 11.3 na pfislusny homomorfismus. g

Poznamka 11.5. Necht Q) je typ a X a 'Y mnoZiny. Pak je algebra termi Wq(X)
nad X izomorfni algebie termi Wq(Y) nad Y prdvé tehdy, kdyZ existuje bijekce
mezi X aY (tj. | X| =1Y|).

Diikaz. (=) Vezméme néjaky izomorfismus ¢ : Wo(X) — Wq(Y). Nejprve doka-
Zeme, ze p(X) C Y. Predpokladejme, Ze existuje © € X, pro které p(z) =w ¢ Y,

tj. bud existuje i € I, pro néz Qi) = 0 a w = «; nebo existuje n > 0, pro
néz w € W, \ W,_1. Prvni moZnost je ovSem ve sporu s prostotou ¢, protoze
¢(z) = p(a;), a protoze w = aj(wr,. .., wox)) proj € I aw, € W, 1, dostdvame

= a;(e (wy),. ... (wag))) € Wo, coz rovnéz neni mozné. Tedy ¢(X) C Y
a stejnym argumentem pro inverzni izomorfismus obdrzime =1 (Y) C X, tudiz ¢
indukuje bijekci mezi X a 'V

(<) Mame-li bijekci b : X — Y mizeme ji podle 11.3 rozsifit na homomorfismus
0 Wqo(X) = Wa(Y) ajeji inverz b= : Y — X na homomorfismus ¢ : Wo (V) —
Wa(X). Z jednoznacnosti rozsifeni identity na X resp. X na endomorfismus na
Wa(X), resp. W (Y) plyne, Ze gy = Id a ¢ = Id, tedy ¢ je izomorfismsu. O

Pripomenme definici sou¢inové algebry. Méjme n € N, neprazdny systém mnozin
A;, j € J a systém n-arnich operaci a; na A;. Definujme operaci Hje, ; na
[l;c; A4j vztahem

IL ei(his s fa@))() = @il fr(G)s - Fai (1),

jed
kde fz € HjeJ Aj.
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Snadno nahlédneme, ze [];.; 4;([];c, cil i € I) opét algebra typu Q (mluvime
o souc¢inu algeber), je-li A;(a;| i € I) neprazdny systém algeber stejného typu €.

Definice. Necht (2 je typ a X je nekone¢na spocetna mnozina. Identitou nazveme
libovolnou dvojici (u, w) € Wq(X) x Wq(X). Rekneme, 7e algebra A typu Q splriuje
identitu (u,w), pokud pro kazdy homomorfismus ¢ : Wq(X) = A je p(u) = p(w).
Ttidu V algeber typu Q nazveme varietou, existuje-li mnozina identit M tak, 7e V
je tvorena pravé vsemi algebrami typu 2 spliiujicimi v8echny identity z M.

Véta 11.6 (Birkhoff). T¥ida V algeber typu  je varieta prdivé tehdy, kdyz je V
uzaviend na vSechny podalgebry, homomorfni obrazy a souciny algeber z V.

Diikaz. (=) Necht V je varieta s mnozinou identit M. Zvolme A € V a vezméme
néjakou podalgebru B algebry A. Oznacme i : B — A inkluzi mnozin a v§imnéme
si, 7e je i homomorfismus. Mame-1li nyni (u,w) € M a libovolny homomorfismus
¢ : Wq(X) — B, pak iy je homomorfismus Wq(X) do A, proto ip(u) = ip(w).
Ovsem i je prosté zobrazeni, tedy ¢(u) = @(w).

Nyni vezméme homomorfismus ¢ : A — B, kde opét A € V, (u,w) € M a
homomorfismus ¢ : Wq(X) — ¢(B). Pro kazdé x € X definujme zobrazeni pu :
X — A podminkou pu(z) € ¥(¢(z))~". Zobrazeni u miizeme podle 11.3 roz&iFit na
homomorfismus 7 : X — ¢(B), pro né&jz ¥ = ¢. Protoze fi(u) = u(v), dostavame
i p(u) = U7(u) = (w) = p(w), tedy H(B) € V.

Kone¢né méjme systém algeber A; € V, kde j € J, a homomorfismus ¢ :
Wa(X) = [lje;4; a (u,w) € M. Oznatme m @ [[;c;A; — Ap pro kazdé
€ J pfirozenou projekci na k-tou slozku a v§imnéme si, ze se jedna o homomorfis-
mus. ProtoZe mrp(u) = mre(w) pro kazdé € J, je podle definice soucinu algeber
p(u) = p(w).

(<) Vezméme mnozinu vsech identit M, které spliiuje kazda algebra a dale
oznacme {{ varietu vSech algeber spliujicich M. Ziejmé V C U.

Nejprve zvolme libovolnou algebru A € Y. Diky 11.4 existuje mnozina Y a ho-
momorfismus p: W (Y) — A na celou algebru A. Uvazime mnozinu R vSech kon-
gruenci p na Wo(Y'), pro néz Wo(Y)/p € V. Vidime, Ze [[ . Wa(Y)/p € V podle
predpokladu a déle piirozené definované zobrazeni ¢ : Wo(Y) = [[ cp Wa(Y)/p
je homomorfismus. Proto pro kongruenci py = ﬂpeR p pomoci 1. véty o izomorfismu
dostavame vztah Wo (Y)/py = Wo(Y)/ker ¢ = p(Wq(Y)), tedy Wao(Y)/py je po-
dalgebra suc¢inové algebry z V, tedy i W (Y)/py € V a py je nejmensi kongruence
na Wq(Y), pro niz Wo(Y)/py € V.

Nyni ukdzeme, 7e py C ker p. Vezméme (a,b), aby platilo, ze p(a) # p(b) a
necht X je spoCetnd (sta¢l samoziejmé koneénd) podmunozina Y, kterd obsahuje
vechna pismena termi z a a b. Protoze W (X) C Wq(Y) a restrikce p na Wq(X)
indukuje homomorfismus Wq(X) — A, identita (a,b) na A neni splnéna, proto
existuje algebra B € V a takovy homomorfismus f : Wq(X) — B, Ze f(a) # f(b),
ktery muZeme diky 11.3 rozsifit (na Y \ X zobrazeni dodefinujeme libovolné) na
homomorfismus f : Wo(Y) — B. To znamend, ze (a,b) € py.

Konetné pouzitim 1. a 2.véty o izomorfismu dostavame, ze A = Wq(Y)/ker p je
izomorfni faktorové algebie Wq(Y)/py, tedy diky uzavienosti V na faktory dosta-
vame, 7e A € V. O

Piiklad 11.7. 1) Tt¥ida vSech grup tvofi varietu (pfitom tato varieta splituje iden-
tity (T : (y : Z): (T . y) : Z): (T : 1,.’1?), (1 ! TI’E) a (T : .Til, 1))
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2) Tt¥ida v8ech komutativnich grup tvori varietu (k identitdm grupy pfibyde jesté
komutativita: (z -y, y - x)).

3) Trida vsech okruhd tvoii varietu.

4) Ttida v8ech téles neni podle Birkhoffovy véty varietou, nebot soudin dvou
téles (napf. Zy X Zs) neni télesem.

12. ALGEBRAICKY UZAVER

Definice. Rekneme, 7e je komutativni téleso U algebraicky uzaviené, jestlize se
kazdy nenulovy polynom p € U|[z] rozklada nad U na kofenové ¢initele. Komutativni
téleso U je algebraickym wuzdvérem télesa T, je-li U algebraicky uzaviené téleso,
T C U, a zadné podtéleso V télesa U, které obsahuje podtéleso T' neni algebraicky
uzaviené.

Véta 12.1. Necht' T je komutativni téleso. Pak existuje jeho algebraicky uzdvér U.

Diikaz. Méjme k néjaké ordinélni ¢islo (nebo indexujme pfirozenymi ¢isly). Nejprve
si uvédomime, ze sjednoceni fetézce téles |, ., Ua, kde U, je podtéleso Us pro
kazdé a < §, mé pfirozené danu strukturu okruhu (operace jen stéle rozsifujeme) a
je dokonce télesem (inverzni prvek k prvku ¢ € U, najdeme uz v Uy). Zkonstruujeme
posloupnost do sebe zatazenych téles T; C T4, polozme Th =T

Kazdé z téles T; pro ¢ > 1 pfitom vytvorime pomoci transfinitni indukce. Opat-
feme nejprve indexy a < k; vSechny polynomy nad 7; stupné nejvyse i + 1,
tj. {pa] @ < K;} = {p € Ti[z]| degp < i+ 1}. PoloZime T;p = T;. Mame-li
definovano téleso T;, vezmeme jako téleso T;,4+1 pravé rozkladové nadtéleso po-
lynomu p, € T;[z] C Tiu[z] nad télesem Tj,. Je-li § limitni ordindl polozime
Tig = Ua<6 T;o. Konecéné definujme Ty, = Ua<m T

Nyni staci polozit U = (J;cy Ti- Ukédzeme, 7e U je algebraicky uzaviené. Je-
li p € Ulz], pak existuje takové i, Ze jsou vSechny koeficienty p v T; (p mé jen
kone¢né mnoho rtznych koeficient) a navic degp < i+ 1. To oviem znamend, 7e
se p rozkldd4 nad T, C U na kofenové Cinitele.

Konec¢né poznamenejme, ze algebraicky uzaviena podtélesa U tvoii uzdvérovy
systém, proto je prinik vSech algebraicky uzavienych podtéles U obsahujicich T
hledanym algebraickym uzavérem. O

Poznamka 12.2. Zddné konecné komutativni téleso neni algebraicky uzaviené.

Diikaz. Je-li T je konecné téleso, polynom 1+ [],cp(z —t) (stupné |T|) nemd v T
zadny koten, tedy T neni algebraicky uzaviené. O

Dusledek 12.3. Algebraicky uzdvér konecného télesa je nekonecny).

Vsimneme-li si, ze polynomt omezeného stupné nad koneénym télesem je jen
konecné mnoho a ze rozkladové nadtéleso libovolného polynomu nad koneénym
télesem je opét konecné podle 9.9, vidime, ze hodnoty x; i vSechna télesa T;, a
T; jsou v dikazu 12.1 konec¢nd. Algebraicky uzavér konecného télesa tedy lezi ve
spocetném sjednoceni kone¢nych téles, proto musi byt spocetny.
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13. IREDUCIBILN{ ROZKLAD POLYNOMU

Definice. Rekneme, Ze polynom f je bez ¢tvercii, jestlize neexistuje zadny takovy
polynom g (nad tymz télesem) kladného stupné, aby ¢*/f. Je-li f = [[;_, ff, kde
vSechny polynomy f; jsou bez ¢tverct, mluvime o bezétvercovém rozkladu polynomu

f

Poznamka 13.1. Pro kazdy polynom nad komutativnim télesem ezistuje bezctver-
covy rozklad.

Diikaz. Bezprostfedni disledek 7.10 spolu s 8.6. g

Pozniamka 13.2. Necht T je komutativni téleso, f € T[z]. Pak je f bez ctverci
pravé kdyz 1 je NSD(f, f').

Diikaz. Postupujeme podobné jako v Pozndmce 8.11. Jestlize f = ¢g?h, pak podle
8.10(3) f'=g-(gh)' +g'-gh=g-((gh) +g'h), tedy g/ f".

Piedpoklddejme, 7e 1 neni NSD(f, f'), tedy podle 7.7 (2) existuje ireducibilni
polynom g, ktery déli f'i f, tj. f=g-a,f' =g -b. Protozeg-b=f'"=(g9-a) =
g-a' +g' -aaprotoze g a g’ jsou nesoudélné, dostavame, 7e g/a a tedy g?/f. O

Piiklad 13.3. [Bezétvercovy rozklad polynomu nad télesem kladné charakteris-
tiky] Méjme téleso T' prvociselné charakteristiky p a f € T'[z]. Oznac¢ujme nsd(a, b)
jednozna¢né uréeny monicky polynom, ktery je NSD(a,b).

Polozme ¢ = nsd(f, f'), ¢ = %, hi1 = nsd(e1, g1), a induktivné definujme
posloupnosti {¢;}, {gi}, {h:}:

Ci—1

C; = , gi = hz',l, hz = nsd(ci,gi).

hi—1
Necht f =T\, fi je bezétvercovy rozklad. Potom

il . .
DN | AR | At

i¢pN F¢pNU{i} i€pN

a proto
- ,
o =nsd(f,f) =TT #7111 £1
j¢pN i€pN

Odtud dostavame, 7e g, = ngsz fiah = Hj227j¢pN fi-

Podobné nahlédneme, Ze ¢ = [[[;5) j¢pn fjfl] [iepn fil @ 26 g = h—1 =
HjZkJeZpN fj. Odtud snadno spocitame, ze }gL—‘; = fx pokud p nedéli p a ,’;—’Z =1v
opacném pripadé. Mame tedy algoritmus k nalezeni ¢lent bezétvercového rozkladu
pro vSechna i, jez nedéli p. V8§ imneme-li si, Ze po kone¢né krocich dostaneme

cn = H HE Zaimi” = (Z a;z')P.

i€pN i i

Pouzijeme-li nyni rekurzivné algoritmus na polynom ), a;z', najdeme ¢leny f;
bezétvercovy rozklad pro p/i, jestlize p? nedéli i. Déle miizeme pokracovat rekurzi.
Podrobnosti viz [MS].

Poznamka 13.4 (Cinska véta o zbytcich). Méjme konecné komutativni téleso
T, navzdjem nesoudélné ireducibilni polynomy fi,..., f, € T[x] a poloZme f =
[T, fi. Pak je zobrazeni ¢ : Tz|/fT[z] — [[;_, T'z]/fT[z] dané piedpisem
o(lgly) = ((gymodfu), ... [(g)mods,]) okruhoug izomorfismus.
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Drikaz. Obdobny jako u Cinské véty o zbytcich pro okruh celych ¢isel. O

Véta 13.5. Bud T konecéné komutativni téleso a f monicky bezétvercovy polynom.

Oznacme V = T[z]/fT[z] a W = {u € V| ulTl = u}.
(1) V je vektorovy prostor nad télesem T a W jeho podprostor.

2) Je-li f soucinem k ireducibilnich polynomi, pak dimsW = k.

3) Je-li [uly € W a1l <degu < degf, potom f =[] .pnsdu—s,f).

4) Je-li [u1]y ... [uk)s bdze vektorového prostoru W a g a h dva neasociované
ireducibilni faktory f, potom existuje takovéi <k as € T, Ze g déli (w; — s)
a h nedéli (w; — s).

A~~~

Diikaz. (1) V je komutativni grupou s pfirozené definovanym nésobenim skaldrem,
o némz snadno nahlédneme, Ze tvoii na V strukturu vektorového prostoru. Abychom
dokazali, ze je W jeho podprostor, staci podobné jako v 10.1 vyuzit toho, Ze zob-
razenf u — ul™! tvoii endomorfismus na T'[z] a tedy i na V = T[x]/fT[z]. Oviem z
10.3 plyne, ze t/T1 = ¢ pro kazdé t € T a (a+b)? = a?+b?, kde a,b € T[z] a|T| = p"
pro prvoéislo p, protoze je p charakteristika okruhu T[z], tudiz i (a+b)?" = a?” +b*".

(2) Bud f = f1 - - -+ f, rozklad f na monické ireducibilni polynomy a oznaéme
Vi = T[]/ fiT[z] a W; = {u € Vi| /Tl = u}. Podle 13.4 je zobrazeni ¢ :
V- Hle Vi dané predpisem ¢([v]f) = ([(v)mod fi],...[(v)mod f,]) izomorfismus

okruhti (a zfejmé i vektorovych prostorii) V a Hle V;. Vidime, ze (W) C Hle W;

(C Hle V;). Protoze déle pro kazdé (wn,...,wy) € Hle W;, existuje vzor w € V,

i p(w) = (wr, ..., w), pricemz p(wl”) = (i, w) = (wi,...,wp) = p(w),

tedy (W) = Hle W;. Koneéné si v§imnéme, ze kazdy okruh V; je téleso a W; jeho
podtéleso o nejvyse |T'| prvcich diky 10.1 a zéroven je W; nenulovy vektorovy |T'|-
prostor, mé tedy pravé |T'| prvkd. Tim jsme ovéfili, ze [W| = |Hf:1 Wil = |T|*,
proto je dimy(W) = k.

(3) Vyuzijeme-li faktu, ze okruhy W; jsou |T|-prvkova télesa a ¢ indukuje okru-
hovy izomorfismus W a Hle W;, pro kazdy prvek w € W dostavame w!™! — w =
[T,er(w — s) = 0, kde ztotoznime prvky télesa T a rozkladové tiidy [sz"];. Je-li
tedy [u]; = w € W, plati, ze f/[],cp(u—s), proto f/[],cpnsd(u—s, f). Jelikoz
jsou polynomy u —s a u—t pro t # s nesoudélné, dostavame [], ., nsd(u—s, f)/f,
a protoze jsou oba polynomy monické dostavame dokonce rovnost.

(4) Bez Gjmy na obecnosti oddélime napiiklad polynomy f; a fo. Protoze w =
([1],10],...,[0]) € Hle W;, existuje polynom w, pro néjz [u] € W a ¢([u]) = w. To
znamend, 7e f1 /u—1a fo/u, proto fo nedéli u—1. Podle (3) plyne, ze f; nedéli u—s
pro zadné s € T'\ {1}, tedy a f; f> nedéli u — s pro zadné s € T. Predpokladejme
nyni, Ze pro kazdé i existuje takové s; € T, Ze fi1 fo/(u; — s;) a vezméme T-linedrni
kombinaci u = Zle a;u;. Potom fy fo/ Zle a;(u; — 8;) = u — Zle a;s;, ¢imz
dostavame spor. Dokézali jsme, Ze existuje takové i, Ze fifo nedéli (u; — s) pro
74dné s € T. Nyni zbyva pomoci (3) zvolit s € T, pro né&jz fi/(u; — s). O

Piiklad 13.6. [Berlekampiv algoritmus] Pomoci predchozi véty budeme umét roz-
lozit bezétvercovy polynom nad koneénym télesem, najdeme-li bazi vektorového
prostoru W. Polozme n = deg f, r = |T| a (2"U~"Y)mod f = S i, gijz"~* pro

kazdé j = 1,...,n. Nyni sestavime matici Q = (g;;). Vdimneme-li si, 7e Qv = v7,
prave kdyz (3, ., vir')" = (3., viz') mod f, kde v = (vg,...,v, 1), stac¢l ndm

najit bazi feSeni homogenni soustavy rovnic s matici ) — I,,. Podrobnosti viz [MS].
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[MS] - odkazuje na bakaldiskou praci Milana Straky (2006)
http://fox.ucw.cz/papers/factoring/



