1. ALGEBRAICKE PRVKY

Pripomenme, Ze algebraickym ¢islem rozumime kazdé realné cislo, které je kote-
nem nenulového celoéiselného polynomu,

1.1. Ovéite, Ze jsou éisla v/3 a /2 algebraicka.

Okamzité vidime, Ze \/§2 =3a \3/53 = 2.a proto je v/3 kofenem polynomu
22 — 3 € Z[z] a V/2 je kofenem polynomu z* — 2 € Z[z]. O

1.2. Existuje-li, najdéte nenulovy polynom ze Z[x], jehoz je ¢islo 2 +5+v/3 kofenem.

Snadno nahlédneme, Ze obor intagrity Q[v/3] = {a + bV/3| a,b € Q}, tedy, Ze je
QIV/3] vektorovy prostor nejvyse (a dokonce pravé) 2 nad télesem racionalnich éisel.
Dale vime, 7Ze kazdé tii prvky vektorového prostoru dimenze 2 musi byt linedrné
zavislé, tedy existuje netrivialni racionalni linerni kombinavce qo + q1(2 + 5v/3) +
q2(2 +5v3)% = q1 + ¢2(2 + 5v3) + ¢2(79 + 20v/3) = 0. Vyjadieno v soutadnicich
vzhledem k bézi 1, v/3 feSime homogenni soustavu linedrnich rovnic gy + 2¢1 +

.. (1 279
79q2 = 0, 5q1 + 20q2 = 0 s matici (0 5 90

(qo,q1,q2) = (=71, —4,1), coz znamena, Ze je algebraicky prvek 2 + 5v/3 kofenem
polynomu z2 —4z—71. Poznamenejme, Ze kdyby nalezené netrivialni feseni soustavy
linearnich rovnic nebylo celo¢iselné, stacilo ho prenasobit nejmensim spole¢nym

>. Tedy feSenim je naptiklad vektor

nasobkem jmenovatell, abychom dostali netrivialni feseni. O
1.3. Oveérte, ze je Cislo glﬁ algebraické a najdéte nenulovy polynom ze Z[z], jehoz

je kofenem.

Budeme uvazovat o prvku g;‘/\g podobné jako v predchozi tloze. Nejprve uva-

7ime, Ze ho lze vyjadiime v bazi 1, /3 nad Q, tedy 21@ = g;g%g’:gg = 9*2‘/5

a opét hledame ¢; € Q, aby g9 + q1% + qQ(%)Q =0, tedy 36qo + ¢1 (54 —
30v/3) + ¢2(156 — 90+/3) = 0. Resime proto soustavu s matici

36 54 156\ (6 0 -1
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Tedy snadno najdeme FeSeni (qo,q1,¢2) = (—%, —3,1), jemuz odpovida racionalni

2—3
3+V3
nejmensim spoleénym nasobkem jmenovateli jednotlivych koeficienti a dostaneme

celo¢iselny polynom 622 — 18z — 1.

polynom mo = z? — 3z — % s kofenem . Nyni zbyva polynom prenasobit

O

1.4. Existuje-li, najdéte nenulovy polynom ze Z[z], jehoz je ¢islo v/3—+/2 kofenem.

Opét budeme pracovat s mocninami prvku v/3 — v/2, jejichz netrivialni linearni
kombinaci nad télesem racionalnich ¢isel potfebujeme najit, staci pfitom uvazit, ze

(V3-v2)2=5-2v6, (V3-v2)'=(5-2V6)>=49-20V6
1
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a hledat netrivialni trojici (a, b, ¢) € Z, pro kterou a+b(5—2v/6)4c(49—20v/6) = 0.
Tedy fesime soustavu s matici

1 5 49

0 -2 —-20)°

Okamyzité vidime, 7e soustavu fesi trojice (a,b,c) = (1,—10,1) a ¢islo v/3 — v/2 je
kofenem polynomu x4 — 1022 + 1. O

2. DELITELNOST Vv Z[z] A Q[z]
2.1. Rozhodnéte, zda (23 + x + 2) /(2! — 32 + 1) v oboru Z[z].

Predpoklddejme, Ze existuje polynom Y. a;z’ € Z[z], pro z'* — 3z +1 = (2® +
z +2) >, a;x", potom okamzité podle deginice nésobeni polynomil vidime, ze
1 =2-ag, coz pro zadné celé ay neplati, proto (23 + = + 2) nedéli (z*! — 3z +1) v
oboru Z[z]. O

2.2. Rozhodnéte, zda (32 + z +1)/(z'! — 32% + 1) v oboru Z[x].

Opét predpokladejme, Ze existuje polynom Y, a;z" € Z[z], pro z'' — 328 + 1 =
(Bz3+x+1)- > a;zt, a dostavame, Ze 1 = 3-ag, coZ pro zadné celé ag neni pravda.
32% + x + 1 neddli z1* — 328 + 1 v oboru Z[z]. O

2.3. Rozhodnéte, zda (323 + x +1)/(z'* — 328 + 1) v oboru QJz].

Snadno uréime obsahy obou polynomit v oboru Z[x], tj. nejvétsi spole¢né nasobky
jejich koeficientt nad Z, v obou piipadech je 1, tedy se jedna o primitivni polynomy
v oboru Z[z]. Tedy podle Tvrzeni 9.2 (32% + 2 +1)/(2!! — 328 + 1) v oboru Q[z],
prave kdyz (323 +z+1) /(21 — 328+ 1) v oboru Z[z]. V ptedchozi tloze jsme oviem
zjistili, ze 323 + x + 1 nedéli x!! — 32% + 1 v oboru Z[z], tedy se tyto polynomy
nedéli ani nad Q[z]. O

2.4. Rozhodnéte, zda (623 + 4z + 2)/(62° — 32* + 32* + 12) v oboru Z[z].

Vidime, Ze ct(623 + 4z + 2) = 2 a ct(62° — 32* + 32* + 12) = 3, proto diky
Lemmatu 9.5 vidime, Ze nejvétsi spoleény délitel obou polynomt je primitivni (1
je NSDz(2,3)), tedy opét neni pravda, ze (6x3 + 4z + 2)/(62° — 32* + 32* +12) v
oboru Z[z]. O

Poznamenejme, Ze jsme z Gvahy ze ct(623 +4z+2) nedsli ct(62° —32* + 32 +12)
nad Z mohli k témuz zavéru dojit pfimo bez vyuziti Lemmatu 9.5.

2.5. Rozhodnéte, zda (2% + 2% — 3)/(22%7 + 22° 4+ 222 — 2) v oboru Qlz].

Ptvodni polynomy prenasobime vhodnym racionalnim ¢islem, abych ziskali pri-
mitivni polynomy z oboru Z[x] a dostaneme polynomy 15x!3 + 622 — 5 € Z[x] a
92%7 + 329 + 2% — 9 € Z[x]. Ziejmé jsou otdzky, zda (z'3 + Zz% — 1)/(22°7 + 22° +
222 —2) a (152" + 622 —5) /(927 + 3z% + 22 — 9) nad Q[z] ekvivalentni. Protoze 15
nad celymi &isly nedéli 9, vidime, ze (152'3 + 622 — 5) ned&li (9227 + 32° + 2% — 9)
v oboru Z[z], proto stejnou uvahou jako v 2.3 dostdvame diky Tvrzeni 9.2, Ze
(15213 + 622 — 5) nedéli (9227 4 32° + 22 — 9) ani v oboru Z[z], tedy (z* + 22% — 1)
nedéli (227 + 229 + 222 — 2). 0



