
24.2.1. Základní algebraiké struktury a dìlitelnostPøipomeòme, ¾e (asoiativním) okruhem (s jednotkou) rozumíme nìjakou mno-¾inu R opatøenou dvojií binárníh operaí + a �, jednou unární operai � a dvìmavýznaènými prvky 0 a 1, které splòují podmínky(1) (R;+;�; 0) je komutativní grupa,(2) operae � je asoiativní a a � 1 = 1 � a = a pro v¹ehna a 2 R,(3) a � (b+ ) = a � b+ a �  a (b+ ) � a = b � a+  � a pro v¹ehna a; b;  2 R.Je-li operae � komutativní, mluvíme o komutativním okruhu. Konkrétní zápis okruhujako (univerzální) algebry není ustálen, my zvolíme napøíklad zápis (R;+; �;�; 0; 1).Je-li (R;+; �;�; 0; 1) komutativní okruh, nazvememno¾inu I � R ideálem, jestli¾e(1) I je podgrupou grupy (R;+;�; 0) a(2) i � r 2 I pro v¹ehna i 2 I a r 2 R.Komutativní okruh (R;+;�; 0; �; 1) nazveme oborem integrity, platí-li pro ka¾doudvojii nenulovýh prvkù a; b 2 R, ¾e a � b 6= 0. O oboru integrity hlavníh ideálùmluvíme v pøípadì, ¾e jsou v¹ehny jeho ideály hlavní, tj. tvaru iR = fi � rj r 2 Rg.Dobøe známými pøíklady oborù integrity hlavníh ideálù jsou okruhy elýh èísel(Z;+;�; 0; �; 1) èi polynomù o jedné neznámé nad libovolným komutativním tìlesemBuï (R;+;�; 0; �; 1) obor integrity a a; b 2 R. V souladu s pojmem dìlitelnostina elýh èísleh nebo reálnýh polynomeh øekneme, ¾e a dìlí b (pí¹eme a=b),existuje-li takové  2 R, ¾e b = a � . Dále øekneme, ¾e je a asoiováno s b (pí¹emeakb), jestli¾e a=b a b=a.V¹imnìme si, ¾e v oboru integrity 0 dìlí pouze opìt 0 (a tedy s 0 je asoiovánajen 0), obvykle ji proto z na¹ih úvah budeme vypou¹tìt. V následujíívh úvaháhsi nejprve uvìdomíme, jak vyjádøit otázky dìlitelnosti pomoí ideálù.1.1. Neh» (R;+;�; 0; �; 1) je obor integrity a a; b 2 R n f0g.(1) Doka¾te, ¾e a=b, právì kdy¾ bR � aR.(2) Doka¾te, ¾e akb, právì kdy¾ aR = bR.(3) Doka¾te, ¾e akb, právì kdy¾ existuje invertibilní u 2 R, pro které b = a � u.(1) ()) Existuje-li  2 R, pro které b = a � , pak b 2 aR, a proto i b � s 2 aRpro ka¾dé s 2 R.(() Máme-li bR � aR, potom b = b � 1 2 bR � aR, tedy existuje takové  2 R,¾e b = a � (2) Staèí dvakrát pou¾ít (1).(3) ()) Proto¾e a=b, existuje u 2 R, pro nì¾ b = a �u, a proto¾e také b=a existujetakové v 2 R, ¾e a = b � v, Dosadíme-li do první rovnosti, dostanemeb = a � u = (b � v) � u = b � (v � u);a proto b � (1� v � u) = 0. Z de�nie oboru integrity je 1� v � u = 0, tedy v � u = 1 au je invertibilní prvek.(() Okam¾itì z pøedpokladu b = a � u máme a=b. Proto¾e a = b � u�1, vidíme,¾e b=a. �1.2. Je-li R = (R;+; �;�; 0; 1) komutativní okruh, doka¾te následujíí tvrzení.1



2 (a) Jsou-li I a J dva ideály okruhu R, pak I + J = fi + jj i 2 I; j 2 Jg jenejmen¹í ideál okruhu obsahujíí ideály I a J .(b) Je-li I0; I1; : : : posloupnost ideálù okruhu R, pro které platí, ¾e Ii � Ii+1,pak Si Ii je rovnì¾ ideál.() Je-li S0; S1; : : : posloupnost okruhù, pro které platí, ¾e Si je podokruhokruhu Si+1, pak Si Si je okruh s takovými operaemi, ¾e v¹ehny okruhySi jsou jeho podokruhy.(a) Nejprve uká¾eme, ¾e mno¾ina I + J tvoøí ideál. Pøednì 0 = 0 + 0 2 I + J .Zvolme r 2 R a x1; x2 2 I + J libovolnì. Potom existuje i1; i2 2 I a j1; j2 2 I ,pro nì¾ x� = i� + j� , kde � = 1; 2, a proto �x1 = �i� + (�j�) 2 I + J , dálex1 + x2 = (i1 + i2) + (j1 + j2) 2 I + J a x1 � u = a � (r1 � u) + b � (s1 � u) 2 aR+ bR.(b) Opìt vezmìme r 2 R a a; b 2 Si Ii libovolnì. Potom existuje n, pro nì¾a; b 2 In, tudí¾ 0;�a; a � r; a+ b 2 In � Si Ii.() Úvaha je obdobná jako v úloze (b), staèí si opìt uvìdomit, ¾e pro ka¾dádvojii prvkù a; b 2 Si Si existuje n, pro které a; b 2 Sn. �Obor integrity R je noetherovský, jestli¾e neobsahuje ¾ádný nekoneèný ostøe ros-touí øetìze ideálù. Jestli¾e jsou v oboru v¹ehny ideály hlavní, mluvíme o oboruintegrity hlavníh ideálù.1.3. Je-li R = (R;+;�; 0; �; 1) obor integrity hlavníh ideálù, doka¾te tvrzení:(a) Pro ka¾dé a; b 2 R n f0g aR+ bR = R právì tehdy, kdy¾  je NSD(a; b).(b) R je noetherovský.(a) ()) Pøedpokládejme, ¾e aR+bR = R. Potom podle 1.2 máme aR; bR � R,a proto podle 1.1 je =a a =b. Vezmeme-li d 2 R, pro nì¾ d=a a d=b, tedy díky 1.1aR; bR � dR. Z minimality aR+ bR = R, potom dostáváme, ¾e R = aR+ bR �dR, tedy d=.(() Je-li  je NSD(a; b) a vezmeme-li takové d 2 R, ¾e aR + bR = dR (to musíexistovat, proto¾e ka¾dý ideál (R;+;�; 0; �; 1) je hlavní), pak i d je NSD(a; b), protojsou podle de�nie NSD prvky  a d asoiovány a 1.1 øíká, ¾e aR+ bR = dR = R.(b) Pøedpokládejme, ¾e obor není neoetherovský, tedy existuje nekoneèný ostøerostouí øetìze ideálù I0; I1; : : : , tj. platí, ¾e Ii � Ii+1 a Ii 6= Ii+1. V 1.2(b) jsmedokázali, ¾e je I = Si Ii rovnì¾ ideál. Kdyby existovalo  2 R, pro nì¾ R = I , pakby  2 In pro nìjaké n, proto In+1 � I = R � In, o¾ je spor. Tedy ideál I neníhlavní. �Pøipomeòme, ¾e oborem integrity hlavníh ideálù je ka¾dé tìleso, okruh elýhèísel a okruh polynomù jedné neurèité nad tìlesem. Jde tedy podle dokázanéhotvrzení o noetherovské obory. 25.2.Okruh polynomù jedné neurèité s eloèíselnými koe�ienty Z[x℄ je (napøíkladpodle Hilbertovy vìty o bázi) noetherovský, ov¹em ideál xZ[x℄ + 2Z[x℄ by v oboruintegrity hlavníh ideálù musel být generován nejvìt¹ím spoleèným dìlitelem prvkùx a 2, tedy prvkem 1, o¾ zjevnì neplatí, tedy Z[x℄ není obor integrity hlavníhideálù.



31.4. Uva¾ujme podokruh R = fPi pixi 2 Q[x℄j p0 2 Zg okruhu Q[x℄.(a) Rozhodnìte, zda R obsahuje nekoneènou posloupnost ai vlastníh dìlitelù,tj. ai+1=ai a ai není s ai+1 asoiován,(b) rozhodnìte, zda je R noetherovský,() rozhodnìte, zda v R existují ireduibilní rozklady ka¾dého neninvertibilníhonenulového prvku.(a) Uvìdomme si, ¾e 2�nx 2 R, 2�nxR � 2�(n+1)xR, proto¾e 2�nx = 2 �2�(n+1)x, a 2�nxR 6= 2�(n+1)xR, proto¾e 2�(n+1)x 62 2�nxR, èím¾ jsme na¹linekoneènou posloupnost vlastníh dìlitelù x=2�1x= : : : =2�nx=2�(n+1)x : : : .(b) V (a) jsme na¹li rostouí posloupnost ideálù, tedy R není noetherovský.() Kdyby existoval ireduibilní rozklad x = p1 � � � � � pn, pak by právì jeden zpolynomù pi = 1x a souèin ostatníh by byl roven , kde  2 Z. Ov¹em polynom1x umíme napsat jako souèin 1x = 2 � 12x, kde 2; 12x 2 R nejsou invertibilní, tedy1x není inreduibilní a polynom x nelze ireduibilnì rozlo¾it. �Pøipomeòme, ¾e podokruhy tìlesa komplexníh èísel Z[i℄, Z[p2℄ a Z[p3℄ jsoueukleidovské s euklidovskými normami ��1(a+ bi) = a2 + b2, �2(a+ bp2) = ja2 �2b2j a �3(a + bp2) = ja2 � 2b2j. Dále poznamenejme, ¾e jsou v¹ehny tøi normymulriplikativní, tedy platí �s(� � �) = �s(�) � �s(�) (dùkaz je zela pøímoèarý).1.5. Najdìte v¹ehny invertibilní prvky okruhu Z[i℄ a uka¾te, ¾e okruh Z[p2℄ ob-sahuje nekoneènì invertibilníh prvkù.Proto¾e prvek � 2 Z[i℄ je invertibilní existuje-li � 2 Z[i℄, pro nkteré � � � = 1,proto �(� � �) = 1, tedy �(�) = 1. Vidíme, ¾e � 2 f1;�1; i;�ig.V¹imneme si, ¾e invertibilní je právì prvek a + bp2 2 Z[p2℄, pro který �(a +bp2) = 1. Jakmile a2 � 2b2 = �1, potom (a + bp2) � (�a + bp2) = 2b2 � a2 =1, a v pøípadì, kdy a2 � 2b2 = 1, pak (a + bp2) � (a � bp2) = a2 � 2b2 = 1.Proto¾e �(1 + p2) = 1, je i �((1 + p2)n) = 1n = 1 pro ka¾dé n, tedy prvky(1 + p2)n jsou invertibilní. Pøitm 1 + p2 > 1, proto (1 + p2)n < (1 + p2)n+1,tedy jsme na¹li nekoneènou mno¾inu f(1+p2)nj n 2 Ng invertibilníh prvkù oboru(Z[p2℄;+;�; 0; �; 1). �1.6. Doka¾te, ¾e okruh Z[p5℄ není Gaussùv.Staèí uvá¾it dva rozklady èísla 4 = 2 � 2 = (p5 + 1) � (p5 � 1), o nih¾ snadnodoká¾eme, ¾e jsou ireduibilní, ov¹em èíslo 2 zøejmì není v Z[p5℄ asoiováno sèíslem p5� 1 ani s èíslem p5 + 1 �V¹imnìme si, ¾e pomoí èísel 2, p5� 1, p5+ 1 mù¾eme vytvoøit dvojii prvkù,která nemá v Z[p5℄ nejvìt¹í spoleèný dìlitel, konkrétnì lze vzít dvojii 2(p5 + 1)4. To samozøejmì nutnì znamená, ¾e Z[p5℄ není obor integrity hlavníh ideálù.Dále poznamenejme, ¾e okruh Z[p5℄ je noetherovský, proto¾e tuto vlastnost splòujeokruh Z[x℄ a ná¹ obor Z[p5℄ je izomorfní faktoru Z[x℄=(x2 � 5)Z[x℄. 3.3.



41.7. Je-li Q[x1℄ � Q[x1; x2℄ � : : : nìkoneèný øetìze okruhù (okruh ménì neurèi-týh lze v¾dy pøirozenì hápat jako podokruh okruhu víe neurèitýh), uva¾ujmemno¾inu Q[X℄ = SiQ[x1; : : : ; xi℄, kde X = fx1; x2; : : : g. Doka¾te následujíí tvr-zení.(a) Q[X℄ je obor integrity, jeho¾ jsou v¹ehny oborySiQ[x1; : : : ; xi℄ podokruhy,(b) Q[X℄ není noetherovský,() jestli¾e a 2 Q[x1; : : : ; xn℄ a a = b � , kde b;  2 Q[X℄ n f0g, pak b;  2Q[x1; : : : ; xn℄,(d) v Q[X℄ neexistuje nekoneèná posloupnost vlastníh dìlitelù (tj. taková, ¾eby ka¾dý následujíí prvek dìlil pøedhozí, ale nebyl by s ním asoiován),(e) v Q[X℄ neexistuje nekoneèný ostøe rostouí øetìze hlavníh ideálù,(f) existují NSD ka¾dé dvojie (nenulovýh a neinvertibilníh prvkù).(g) Q[X℄ je Gaussùv.(a) Plyne okam¾itì z 1.2().(b) Polo¾íme I0 = f0g a indukí de�nujme mno¾inu In+1 = In + xn+1Q[X℄.Zøejmì In+1 � In, a proto¾e xn+1 =2 In máme In+1 6= In. Naví In je pro ka¾dé npodle 1.2(a) ideál, tedy Q[X℄ není noetherovský.() Uva¾me, ¾e pro ka¾dé m lze na ka¾dý prvek okruhuQ[X℄ nahlí¾et jako na po-lynom Sm[xm℄, kde Sm je podokruh Q[X℄, který sestává z polynomù neobsahujííh(s nenulovým koe�ientem) promìnnou xm. V¹imnìme se, ¾e je Sm jako podokruhoboru integrity opìt oborem integity. Vezmeme-li b;  2 Q[X℄ n f0g a pøedpoklá-dejme, ¾e b =2 Q[x1; : : : ; xn℄, pak existuje m > n, pro které b obsahuje neznámouxm, tedy b má jako polynom z oboru Sm[xm℄ kladný stupeò. Tudí¾ i b �  má jakopolynom z oboru Sm[xm℄ má kladný stupeò, a proto b �  =2 Q[x1; : : : ; xn℄.(d) Pøedpokládejme, ¾e máme posloupnost dìlitelù, tj. prvky ai 2 Q[X℄, prokteré ai+1=ai. Proto¾e existuje n, pro nì¾ a1 2 Q[x1; : : : ; xn℄, a ai=a1 , platí podle(), ¾e ai 2 Q[x1; : : : ; xn℄ pro v¹ehna i. Díky Gaussovì vìtì víme, ¾e je oborQ[x1; : : : ; xn℄ Gaussùv, proto existje takové m, ¾e aikam pro v¹ehna i > m vokruhu Q[x1; : : : ; xn℄. Koneènì z pozorování, ¾e prvky asoiované v Q[x1; : : : ; xn℄jsou nutnì asoiované i v Q[X℄ plyne závìr.(e) Jedná se jen o reformulai (d) z jazyka dìlitelnosti do aritmetiky ideálù (viztvrzení úlohy 1.1).(f) Vezmeme-li p; q 2 Q[X℄, existuje n, pro které p; q 2 Q[x1; : : : ; xn℄. Proto¾eje obor Q[x1; : : : ; xn℄ Gaussùv, existje v nìm NSD(p; q), oznaème ho d. Zøejmìd dìlí p i q v oboru Q[X℄. Vezmeme-li e, které dìlí p i q v oboru Q[X℄, potome 2 Q[x1; : : : ; xn℄ podle (). Proto¾e d je NSD(p; q) v Q[x1; : : : ; xn℄, nutnì e=d v dv oboru Q[x1; : : : ; xn℄, a tudí¾ i e=d v oboru Q[X℄.(g) Plyne z bodù (d) a (f). �2. Homomorfismy yklikýh grup a øády prvkùPøipomeòme, ¾e zobrazení f : G ! H grupy (G; �;�1 ; 1) do grupy (H; �;�1 ; 1)se nazývá homomor�smus, jestli¾e pro v¹ehna a; b 2 G platí f(a � b) = f(a) � f(b),f(a�1) = (f(a))�1 a f(1) = 1. a2.1. Doka¾te, ¾e zobrazení f : G ! H grupy (G; �;�1 ; 1) do (H; �;�1 ; 1), kterésplòuje f(a � b) = f(a) � f(b) pro v¹ehna a; b 2 G, je homomor�smus.



5Proto¾e f(1) = f(1 � 1) = f(1) � f(1), staèí rovnost f(1) = f(1) � f(1) pøenásobitprvkem f(1)�1, abyhom dostali 1 = f(1) � f(1)�1 = f(1) � f(1) � f(1)�1 = f(1).Dále 1 = f(1) = f(a�1 � a) = f(a�1) � f(a) a podobnì 1 = f(a) � f(a�1), protof(a�1) = (f(a))�1. �17.3.Jsou-li G, H grupy, oznaème Hom(G;H) mno¾inu v¹eh homomor�smù G do H .2.2. Popi¹te v¹hny prvky mno¾iny(a) Hom(Z30;Z49),(b) Hom(Z30;Z30),() Hom(Z30;Z600),(d) Hom(Z30;Z6),(e) Hom(Z30;Z800).Uva¾ujeme-li homomor�smus ' : Z30 ! H pro libovolnou koneènou grupuH , v¹imneme si, ¾e '(Z30) je podgrupa grupy H , tedy podle Lagrangeovy vìtyj'(Z30)j=jH j. Vyu¾ijeme-li 1. vìtu o izomor�smu, vidíme, ¾e '(Z30) �= Z30=Ker',proto opìt díky Lagrangeovì Vìtì j'(Z30)j �Ker' = jZ30j = 30, tudí¾ j'(Z30)j=30.(a) Je-li ' : Z30 ! Z49 homomor�smus, z pøedhozího pozorování vyplývá, ¾ej'(Z30)j dìlí èíslo 30 i èíslo 49, tedy j'(Z30)j = 1. To zamená, ¾e Hom(Z30;Z49)obsahuje pouze nulový homomor�smus. Poznamenejme, ¾e byhom dostali stejnývýsledek i kdybyhom uva¾ovali obené grupy øádu 30 a 49.(b) Uva¾ujme homomor�smus ' : Z30 ! Z30. Jestli¾e '(1) = k, snadno na-hlédneme, ¾e '(1 + 1) = '(1) + '(1) = (2k)mod 30, '(2 + 1) = '(2) + '(1) =(3k)mod 30,. . . , tedy '(a) = (ak)mod 30 pro ka¾dé a 2 Z30. Uvìdomili jsmesi, ¾e homomor�smus je dán obrazem prvku 1 (nebo jiného generátoru). Nao-pak, de�nujeme-li pro libovolné k 2 Z30 zobrazení 'k : Z30 ! Z30 pøedpisem'k(a) = (ak)mod 30, vidíme, ¾e'k(a+b) = ((a+b)k)mod 30 = ((ak)mod 30+(bk)mod 30)mod 30 = 'k(a)+'k(b);tedy jedná se o homomor�smus. Ukázali jsme , ¾e Hom(Z30;Z30) = f'kj k 2 Z30g.() Opìt mìjme homomor�smus ' : Z30 ! Z600. V¹imnìme si, ¾e 30=600, tedyexistuje právì jedna tøietiprvková podgrupa grupy Z600 øádu 30, konkrétnì jde opodgrupu h20i = 20Z600 = f0; 20; 40; : : : ; 560; 580g:Obdobnì nahlédneme, ¾e i pro ka¾dý dìlitel d èísla 30 existuje jednoznaènì urèenápodgrupa h 600d i øádu d, která je zøejmì obsa¾ena v grupì h20i. Oznaèíme-li d =j'(Z30)j, vidíme, ¾e '(Z30) = h 600d i � h20i, tedy '(1) 2 h20i. Naopak, zvolíme-lik 2 Z30 de�nujeme-li zobrazení 'k : Z30 ! Z600 pøedpisem 'k(a) = (20ka)mod 30,vidíme, ¾e'k(a+b) = (20k(a+b)mod 30)mod 600 = ((20ka)+(20kb))mod 600 = 'k(a)+'k(b);tedy i tentokrát je 'k homomor�smus. Tím jsme ovìøili, ¾e Hom(Z30;Z600) =f'kj k 2 Z30g.(d) Zvolme libovolnì ' : Z30 ! Z6. I tentokrát je homomor�smus urèen obrazemprvku 1, a proto¾e 6=30 je zobrazení 'k : Z30 ! Z6 dané pøedpisem 'k(a) =



6(ka)mod 6 homomor�smus, nebo»'k(a+ b) = (k(a+ b)mod 30)mod 6 = ((ka) + (kb))mod 6 = 'k(a) + 'k(b):Dokázali jsme, ¾e Hom(Z30;Z6) = f'kj k 2 Z6g.(e) Buï ' : Z30 ! Z800 homomor�smus a polo¾me d = j'(Z30)j. Z úvodníhoúvahy plyne, ¾e d=NSD(30; 800) = 10, proto obdobnou úvahou jako v pøípadì (),dostáváme, ¾e '(Z30) = h 800d i � h 80010 ih80i. Zároveò obvyklým argumentem nahléd-neme, ¾e je zobrazení 'k : Z30 ! Z800 dané pøedpisem 'k(a) = (10ka)mod 30 proka¾dé k 2 Z10 homomor�smus, tedy Hom(Z30;Z800) = f'kj k 2 Z10g. �2.3. Které z homomor�smù uva¾ovanýh v 2.2 jsou prosté a které jsou na?Uva¾ujme opìt homomor�smus ' : Z30 ! H pro libovolnou koneènou grupu H .Snadno nahlédneme, ¾e ' je prosté, právì kdy¾ j'(Z30)j = 30, a ' je na, právì kdy¾'(1) je generátor H . V konkrérníh pøípadeh to znamená, ¾e(a) ¾ádný prostý ani surjektivní homomor�smusu Z30 do Z49 neexistuje;(b) homomor�smus 'k : Z30 ! Z30 daný pøedpisem 'k(a) = (ak)mod 30je prostý, právì kdy¾ je na a to nastává právì pro k 2 Z�30 (takovýhhomomor�smù je právì 8);() samozøejmì ¾ádný homomor�smus Z30 na Z600 neexistuje a homomor�smus'k : Z30 ! Z600 daný pøedpisem 'k(a) = (20ka)mod 600 je prostý, právìkdy¾ k 2 Z�30 (tedy opìt máme 8 prostýh homomor�smù);(d) zøejmì neexistuje ¾ádný prostý homomor�smus Z30 na Z6 a homomor�smus'k : Z30 ! Z6 de�novaný vztahem 'k(a) = (ka)mod 6 je na Z6, právì kdy¾k 2 Z�6 (tedy epimor�smy jsou zobrazení '1 a '5);(e) ¾ádný monomor�smus ani epimor�smusu Z30 do Z800 neexistuje. �2.4. Urèete øád prvku 4 v grupì (Z�310 ; �;�1 ; 1).Pøednì pøipomeòme, ¾e øád grupy Z�310 je '(Z�310 ) = (3 � 1)39, kde ' znaèíEulerovu funki, tedy podle Lagrangeovy vìty musí být øád prvku 4 tvaru 2�3�pro � 2 Z2 a � 2 Z9. Dále poznamenejme, ¾e 4 = 1 + 3 2 G = f1 + 3aj a 2 Z39ga ¾e je G podgrupa grupy (Z�310 ; �;�1 ; 1) øádu 39 (zøejmì jde o prvky nesoudìlnés 3, tedy invertibilní v (Z310 ; �; 1), dále je G uzavøená na souèiny, obsahuje 1, aproto¾e je G koneèné, musí pro ka¾dé a existovat n, pro nì¾ (1 + 3a)n = 1, tedy(1 + 3a)�1 = (1 + 3a)n�1 2 G). To znamená, ¾e øád 4 musí dìlit øád G, a proto� = 0.Nyní si zbývá uvìdomit, ¾e podle Tvrzení 2.9 z pøedná¹ky pro ka¾dé pøirozenée � 2 a ka¾dé lihé prvoèíslo p platí, ¾e (1 + p)pe�2 � 1+ pe�1 mod pe, proto 1 + 3není øádu 3i pro ¾ádné i = 1; : : : ; 8, tudí¾ je nutnì øádu 39. �24.3.2.5. Najdìte generátor ykliké grupy (Z�310 ; �;�1 ; 1).V úloze 2.4 jsme zjistili, ¾e podgrupa h4i je øádu 39, proto snandno pomoíLagrangeovy vìty spoèítáme, ¾e [Z�310 : h4i℄ = jZ�310 jjh4ij = 2�3939 = 2. Najdeme-li tedyprvek a 2 Z�310 , pro který platí, ¾e a =2 h4i a h4i � hai, potom to u¾ nutnì musí býtprvek øádu øádu 2 � 39, tedy generátor grupy Z�310 .



7Vidíme, ¾e 2 =2 h4i = f1 + 3aj a 2 Z39g a 22 = 4, proto h4i � h2i. Hledanýmgenerátorem je tedy napøíklad prvek 2. �2.6. Rozhodnìte, zda je prvek b generátorem ykliké grupy (Z�310 ; �;�1 ; 1), jestli¾e(a) b = 215,(b) b = 216,() b = 217,(d) b = 13,(e) b = 310 � 2.(a) - () Máme-li generátor 2 ykliké grupy (Z�310 ; �;�1 ; 1), víme, ¾e zobrazení : Z2�39 ! Z�310 dané pøedpisem  (k) = 2k je izomor�smem grup (Z2�39 ;+;�; 0) a(Z�310 ; �;�1 ; 1). Rozhodujeme-li otázku, zda je 2k generátorem multiplikativní grupy(Z�310 ; �;�1 ; 1), staèí tedy abyhom zjistili, zda je prvek k generátorem aditivní grupy(Z2�39 ;+;�; 0), tedy zda je èíslo k nesoudìlné s èíslem 2 �39. To znamená, ¾e 215 ani216 generátorem nejsou, nebo» NSD(15; 2 � 39) = 3 a NSD(16; 2 � 39) = 2, zatímo217 je generátorem, proto¾e NSD(17; 2 � 39) = 1.(d), (e) Pøednì vidíme, ¾e NSD(13; 2 � 39) = 1 a NSD(310 � 2; 2 � 39) = 1, proto13; 310� 2 2 Z�310 . Proto¾e 310� 2 = 1+3(39� 1) 2 h4i a 13 = 1+3 � 4 2 h4i, prvek13 ani prvek 310 � 2 negenerují grupu Z�310 . �2.7. Spoèítejte øády prvkù 215, 216 a 310 � 2 grupy (Z�310 ; �;�1 ; 1).U èísel 215, 216 staèí díky izomor�smu  urèit øád prvku 15 a 16 v grupì(Z2�39 ;+;�; 0), tedy jh215ij = 2�39NSD(15;2�39) = 2 � 38, a jh216ij = 2�39NSD(16;2�39) = 39.Uvìdomíme-li si, ¾e (310 � 2)2 = 4 v grupì (Z�310 ; �;�1 ; 1) a ¾e 310 � 2 2 h4i,vidíme, ¾e h310 � 2i = h4i, tedy øád prvku 310 � 2 je 39. �2.8. Uva¾ujme v grupì (Z�58 ; �;�1 ; 1) prvek a øádu 57 a prvek b øádu 4 � 5�, kde0 � � < 7. Doka¾te, ¾e a � b generuje Z�58 .Z Lagrangeovy vìty víme, ¾e øád prvku a �b je 2� �5 pro nìjaká � 2 Z3 a  2 Z8.Nejprve nahlédneme, ¾e (a � b)57 = a57 � b57 = b57 , tedy s vyu¾itím faktu, ¾e zobra-zení k ! bk indukuje izomor�smus yklikýh grup (Z4�5� ;+;�; 0) a (hbi; �;�1 ; 1),dostáváme, ¾e b57 je prvek øádu 4. Proto¾e hb57i � hbi, dává nám Lagrangeova vìtazávìr, ¾e 4=2� � 5 , tedy � = 2. Obdobným argumentem pro grupu (ha � bi; �;�1 ; 1)dospìjeme k pozorování, ¾e (a � b)4 je prvek øádu 5 . Uká¾eme, ¾e  = 7.Pøedpokládejme, ¾e  < 7. Proto¾e (a4 � b4)5� = a4�5� � b4�5� = a4�5� 6= 1, musí > �, ov¹em potom dostáváme, ¾e 1 = (a4 � b4)5 = a4�5 � b4�5 = a4�5 , tudí¾ = 7. Nyní znovu vyu¾ijeme Lagrangeovu vìtu, abyhom zjistili, ¾e øád prvku a � bje 4 � 57, tedy, ¾e a � b generuje grupu Z�58 . �2.9. Najdìte generátor ykliké grupy (Z�58 ; �;�1 ; 1).Vy¾ijeme-li výsledek pøedhozí úlohy, staèí najít prvek øádu 57 a prvek øádu 4�5�pro � < 7.Stejným postupem jako v úloze 2.4 (tj. v dùsledku Tvrzení 2.10 ze skript) zjis-tíme, ¾e 6 = 1 + 5 je prvek øádu 57. Proto¾e 22; 23 =2 h6i = f1 + 5aj a 2 Z57ga 24 2 h6i, je rozkladová tøída 2 � h6i generátorem ètyøprvkové faktorové grupyZ�58=h6i, tedy opìt díky Lagrangeovì vìtì vidíme, ¾e 4 dìlí øád prvku 2 v grupì



8Z�58 . Nevíme ov¹em, zda 2 je èi není generátorem elé grupy Z�58 , zodpovìzení tétootázky odpovídá nalezení diskrétního logaritmu prvku 24 o základu 6 (o¾ je obenìobtí¾ná úloha). Vezmeme-li ov¹em prvek 25, obvyklým zpùsobem nahlédneme, ¾eje øádu 4 � 5max(0;��1), jakmile 4 � 5� je øád prvku 2. Tedy podle pozorování 2.8 jeprvek 25 � 6 = 192 generátorem grupy Z�58 . �2.10. Najdìte v grupì (Z�225; �;�1 ; 1) prvky øádu 2, 3 a 5.Nejprve si uvìdomme, ¾e prvkem øádu 2, tedy involuí, je zøejmì 225� 1 = 224.Podle Èínské vìty o zbytíh je zobrazení f : Z225 ! Z9 � Z25 dané pøedpisemf(k) = (kmod 9; kmod 25) okruhový izomor�smus, proto indukuje izomor�smusmezi grupami invertibilníh prvkù f� : Z�225 ! Z�9 � Z�25. Tvrzení 2.10 ze skript,jeho¾ dùkazu jsme vìnovali pozornost v úloze 2.4 nám dává prvek 4 øádu 3 v grupìZ�9 = Z�32 a prvek 6 øádu 5 v grupì Z�25 = Z�52 . Proto¾e se v grupì Z�9 �Z�25 násobípo slo¾káh, vidíme, ¾e prvek (4; 1) je zde øádu 3 a prvek (1; 6) je øádu 5, tedy námzbývá (obenì pomoí roz¹íøeného Eukleidova algoritmu, zde spí¹e zkusmo) najítprvky f�1� ((4; 1)) a f�1� ((1; 6)).Tedy v prvním pøípadì hledáme a 2 Z225, pro kteréa � 4(mod 9); a � 1(mod 25):Vyjádøíme-li si z druhé kongruene a = 1+25 � b pro vhodné b 2 Z9 a dosadíme doprvní kongruene, dostáváme1 + 25 � b � 4 (mod 9);7 � b � 3 (mod 9);b � 3 (mod 9):Tedy a = 1 + 25 � 3 = 76 je prvek grupy (Z�225; �;�1 ; 1) øádu 3.Podobnì v druhém pøípadì hledáme a 2 Z225, pro nì¾a � 1(mod 9); a � 6(mod 25):Upravujme obdobnì jako vý¹e: a = 6 + 25 � b pro b 2 Z9 a6 + 25 � b � 1 (mod 9);7 � b � 4 (mod 9);b � 7 (mod 9):Spoèítali jsme, ¾e a = 1+ 25 � 7 = 176 je prvek øádu 5. �31.3.2.11. Urèete pro ka¾dé pøirozené k, kolik je v grupì (Z�231; �;�1 ; 1) prvkù øádu k.Nejprve si rozmyslíme, pro která k v grupì (Z�231; �;�1 ; 1) existuje nìjaký pr-vek øádu k. Vyu¾ijeme nìkolikrát Èínskou vìtu o zbytíh. Nejprve spoèítáme pr-voèíselný rozklad 231 = 3 � 7 � 11 a nahlédneme, ¾e jsou izomorfní okruhy Z231 aZ3�Z7�Z11, tedy jsou izomorfní i grupy invertibilníh prvkù Z�231 a Z�3�Z�7�Z�11.Proto¾e jsou grupy (Z�p; �;�1 ; 1) pro v¹ehna prvoèísla p ykliké, dostáváme izomor-�smus (Z�3 � Z�7 � Z�11; �;�1 ; (1; 1; 1)) �= (Z2 � Z6 � Z10;+;�; (0; 0; 0))



9a vyu¾ijeme-li Èínskou vìtu o zbytíh pro aditivní grupy Z6 a Z10 mámeZ2 � Z6 � Z10 �= Z2 � (Z2 � Z3)� (Z2 � Z5) �= Z32 � Z3 � Z5:Proto¾e je grupa (Z�231; �;�1 ; 1) izomorfní grupì (Z32�Z3�Z5;+;�; ((0; 0; 0); 0; 0)),mù¾eme otázku øádu prvkù v multiplikativní grupì Z�231 zodpovìdìt v aditivnígrupì Z32 � Z3 � Z5. Oznaèíme-li o(g) øád prvku g a zvolíme a 2 Z32, b 2 Z3 a 2 Z5, vidíme, ¾e o((a; b; )) = nsn(o(a); o(b); o()), pøièem¾ v grupì Z32 naházíme1 prvek øádu 1 a 7 prvkù øádu 2, v grupì Z3 máme 1 prvek øádu 1 a 2 prvkyøádu 3 a koneènì grupa Z5 obsahuje právì 1 prvek øádu 1 a 4 prvky øádu 5. Toznamená, ¾e grupa Z32�Z3�Z5, a proto i grupa Z�231 obsahuje prvky øádu 2�3�5pro �; �;  2 f0; 1g.Nyní u¾ snando urèíme poèty prvkù daného øádu:k=1 V ka¾dé grupì máme zøejmì právì 1 prvek øádu 1.k=2 Poèítáme poèet prvkù mno¾inyf(a; b; ) 2 Z32 � Z3 � Z5j nsn(o(a); o(b); o()) = 2g == f(a; b; ) 2 Z32 � Z3 � Z5j o(a) = 2; o(b) = 1; o() = 1g == f(a; 0; 0) 2 Z32 � Z3 � Z5j a 6= (0; 0; 0)g;tedy máme 7 prvkù øádu 2.k=3 Poèítáme poèet prvkù mno¾inyf(a; b; ) 2 Z32�Z3�Z5j nsn(o(a); o(b); o()) = 3g = f(0; b; 0) 2 Z32�Z3�Z5j b 6= 0g;tedy máme 2 prvky øádu 3.k=5 Tentokrát praujeme s mno¾inouf(a; b; ) 2 Z32�Z3�Z5j nsn(o(a); o(b); o()) = 5g = f(0; 0; ) 2 Z32�Z3�Z5j  6= 0g;která obsahuje v¹ehny 4 prvky øádu 5.k=6 Nyní spoèítáme jf(a; b; ) 2 Z32 � Z3 � Z5j nsn(o(a); o(b); o()) = 6gj == jf(a; b; 0) 2 Z32 � Z3 � Z5j a 6= (0; 0; 0); b 6= 0gj = 14 prvkù øádu 6.k=10 Poèítáme jf(a; 0; ) 2 Z32 � Z3 � Z5j a 6= (0; 0; 0);  6= 0gj;tudí¾ máme 28 prvkù øádu 10.k=15 Tentokrát dostáváme právì jf(0; b; ) 2 Z32 � Z3 � Z5j b 6= 0;  6= 0gj = 8prvkù øádu 15.k=30 Koneènì jf(a; b; ) 2 Z32�Z3�Z5j a 6= (0; 0; 0); b 6= 0;  6= 0gj = 56 je poèetprvkù øádu 30. �2.12. Najdìte v grupì (Z�231; �;�1 ; 1) tøi involue a jeden prvek øádu 30.Oznaème f : Z�231 ! Z�3 � Z�7 � Z�11 izomor�smus daný pøedpisem f(k) =((k)mod 3; (k)mod 7; (k)mod 11) a postupujeme stejnì jako v 2.10.Nejprve snadno nahlédneme, ¾e 230 = 231 � 1 je involue. V¹imnìme si, ¾ef(230) = (2; 6; 10). Nyní potøebujeme najít dal¹í prvky øádu 2 v grupì Z�3�Z�7�Z�11,zvolíme napøíklad (2; 1; 1) a (2; 1; 10) a hledáme a; b 2 Z�231, aby f(a) = (2; 1; 1) af(b) = (2; 1; 10), tedy øe¹íme kongruene:a � 2(mod 3); a � 1(mod 7); a � 1(mod 11);b � 2(mod 3); b � 1(mod 7); b � 10(mod 11);



10Vyjádøíme a = 2 + 31 a upravujme jako v 2.10:2 + 3 � 1 � 1 (mod 7);3 � 1 � 6 (mod 7);1 � 2 (mod 7);tedy a = 2 + 3 � 2 + 212 = 8 + 212 a stejným zpùsobem pokraèujeme8 + 21 � 2 � 1 (mod 11);10 � 2 � 4 (mod 11);2 � 7 (mod 11);proto a = 8 + 21 � 7 = 155.První krok druhého výpoètu probìhne stejnì, tedy vyjádøíme b = 8 + 21d adosadíme 8 + 21 � d � 10 (mod 11);10 � d � 2 (mod 11);d � 9 (mod 11);tudí¾ b = 8 + 21 � 9 = 197.Pro nalezení prvku øádu 30 v grupì (Z�231; �;�1 ; 1) nejprve najdeme prvek øádu10 v (Z�11; �;�1 ; 1) a prvek øádu 3 v grupì (Z�7; �;�1 ; 1). V prvním pøípadì tedyhledáme generátor Z�11 jím¾ je napøíklad prvek 2, nebo» 22 6� 1 6� 25(mod 11). Vdruhé grupì snadno nahlédneme, ¾e 4 je øádu 3, proto tentokrát poèítáme soustavukongruení x � 1(mod 3); x � 4(mod 7); x � 2(mod 11);kterou standardním postupem vyøe¹íme: polo¾íme x = 2 + 111 a upravujme2 + 11 � 1 � 4 (mod 7);4 � 1 � 2 (mod 7);1 � 4 (mod 7);x = 46 + 77246 + 77 � 2 � 1 (mod 3);2 � 2 � 0 (mod 3);x = 46:Zjistili jsme, ¾e èíslo 46 má v grupì (Z�231; �;�1 ; 1) øád 30. �2.13. Najdìte v grupì (Z�231; �;�1 ; 1) aspoò 3 prvky a, pro která a231�1 = 1. Koliktakovýh prvkù existuje?Hledáme tedy 3 Fermatovy lháøe, pøesnìji øeèeno 3 báze pseudoprvoèísla 231,tj. èísla a 2 Z�231, pro nì¾ a230 � 1(mod 231). Vidíme, ¾e tuto podmínku splòujíprávì ty prvky grupy (Z�231; �;�1 ; 1), jejih¾ øád dìlí èíslo 231� 1 = 230 = 2 � 5 � 23,tedy, jak jsme ukázali v úloze 2.11 právì prvky øádu 1,2, 5 a 10. Zøejmì tedy tutopodmínku splòuje prvek 1 a dále prvky 155 a 197, která jsou podle 2.12 øádu 2.Koneènì poznamenejme, ¾e prvkù øádu 1,2, 5 a 10 je v grupì (Z�231; �;�1 ; 1) elkem40. �



117.4.2.14. Uva¾ujme grupu (Z�297; �;�1 ; 1).(a) Spoèítejte, kolik v grupì Z�297 existuje bází pseudoprvoèísla 297 (tj. Ferma-tovýh lháøù),(b) urèete, kolik èísel a 2 Z297 nesplní podmínku a296 � 1 (mod 297) (tj.neprojdou Fermatovým testem),() najdìte v¹ehny báze pseudoprvoèísla 297,(d) najdìte v¹ehny báze silného pseudoprvoèísla 297 (tj. èísla, která neprojdouRabinovým-Millerovým testem).(a) Proto¾e, 297 = 33 � 11, opìt si uvìdomíme, ¾eZ�297 �= Z�33 � Z�11 �= Z18 � Z10 �= Z22 � Z9 � Z5:(zdùraznìme, ¾e dvì grupy vlevo mají multiplikativní strukturu a dvì grupy vpravomají aditvní strukturu). Zodpovíme tedy otázku v grupì Z22�Z9�Z5, kde hledámepoèet prvkù, jejih¾ øád dìlí èíslo 296. Stejnì jako v úloze 2.11 si tedy uvìdomíme,¾e pro prvek (a; b; ; d) 2 Z2 � Z2 � Z9 � Z5 platí x(a; b; ; d) = (xa; xb; x; xd) =(0; 0; 0; 0), právì kdy¾ nsn(o(a); o(b); o(); o(d))=x. Proto¾e heme, aby zároveòx=296 = 23�37, hledáme tedy taková (a; b; ; d), aby y = nsn(o(a); o(b); o(); o(d))=23 �37. Proto¾e víme, ¾e y = 2� � 3� � 5 pro vhodná �;  2 Z2 a � 2 Z3, staèí námuva¾ovat dìlitele NSD(21 �32 �51; 23 �37) = 2. Vidíme, ¾e staèí spoèítat prvky expo-nentu 2 (tedy øádù, které dìlí 2), jimi¾ jsou právì (a; b; 0; 0), kde s; b 2 Z22. Zjistilijsme, ¾e máme právì ètyøi Fermatovy lháøe.(b) Platí-li pro nìjaké a 2 Z297, ¾e am � 1 (mod 297) pro nìjaké kladné m,potom (am�1)mod 297 je inverz k èíslu a, a proto a 2 Z�297, To znamená, ¾e proèíslo a soudìlné s hodnotou 297 podmínka a296 � 1 (mod 297) nemù¾e být splnìna.Fermatovým testem tedy neprojdou pouze 4 hodnoty z grupy Z�297 spoèítané vpøíkladu (a).() Díky úvaze z (a) postupujeme stejnì jako v pøíkladu 2.11. Nejprve snadnonajdeme (jediné) prvky øádu 2 v grupáh Z�11 a Z�27, jimi¾ jsou zøejmì prvky opaènék jednièe, tedy �1 � 10 (mod 11) a �1 � 26 (mod 27). Dále bez poèítání uvá¾íme,¾e jediným prvkem øádu 1 je v grupì Z�297 prvek 1 a zjevným prvkem øádu 2 jezde �1 � 296 (mod 297) (pøitom zjevnì platí, ¾e �1 � 296 (mod 11) a �1 �296 (mod 27)). Tedy zbývá najít báze a; b 2 Z�297 splòujíía � �1(mod 11); a � 1(mod 27); b � 1(mod 11); b � �1(mod 27):Proto¾e a � �b(mod 297), staèí vyøe¹it pouze jednu z dvoji kongruení. Obvyklýmzpùsobem vyjádøíme a = 1 + 27 a upravujme:1 + 27 � �1 (mod 11);5 � �2 (mod 11);10 � �4 (mod 11);� � �4 (mod 11); � 4 (mod 11);proto a = 1+27�4 = 109 a b = 297�109 = 188. Na¹li jsme mno¾inu f1; 109; 188; 296gv¹eh Fermatovýh lháøù.



12 (d) Pøipomeòme, ¾e pro N � 1 = 2e �m, kde je m lihé, je a 2 ZN bází silnéhopseudoprvoèíslaN , jestli¾e buï am � 1 (mod N) nebo existuje nezáporné j < e, pronì¾ a2j �m � �1 (mod N) (a zji¹»ování, zda platí tato podmínka se nazývá Rabinùv-Millerùv test prvoèíselnosti èísla N v bázi a). Pro jakékoli lihé N zjevnì platí, ¾e1m � 1 (mod N) a (�1)m � �1 (mod N), tedy 1 a �1 jsou báze pseudoprvoèíslaN . Dále poznamenejme, ¾e èíslo, které projde Rabinovým-Millerovým testem nutnìsplni podmínku aN�1 � 1 (mod N), tedy projde i Fermatovým testem.Zbývá nám Rabinovým-Millerovým testem otestovat èísla 109 a 188 pro N �1 = 296 = 23 � 37. Proto¾e mù¾eme vyu¾ít Èínskou vìtu o zbytíh pro kanonikýokruhový izomor�smus f : Z�297 ! Z�11 � Z�27, nebudeme samozøejmì opravdupoèítat (10937)mod 297, proto¾ef(10937) = f(109)37 = ((�1)37; 137) = (�1; 1) = f(109);tedy (10937)mod 297 = 109. Podobnì (28837)mod 297 = 288. Dálef(1092j�37) = f(109)2j�37 = (2j � 37; 12j�37) = (�12j ; 1) = (1; 1) = f(1);tedy (1092j�37)mod 297 = 1 pro ka¾dé kladné j. Podobnou úvahu mù¾eme udìlat ipro èíslo 188. Vidíme, ¾e báze 109 a 188 Rabinovým-Millerovým testem neprojdou.Jedinými bázemi silného pseudoprvoèísla 297 jsou èísla 1 a 296. �2.15. Rozhodnìte, která z èísel 429, 561, 663, 1105 jsou Carmihaelova.Máme za úkol pro dané lihé N zjistit, zda pro v¹ehna a 2 Z�N platí kongrueneaN�1 � 1 (mod N). Uva¾ujme prvoèíselný rozklad N = Qi prii . V úloze 2.14 jsmenahlédli, ¾e potøebujeme zjistit, zda øády v¹eh prvkù grupy Z�N �= Qsi=1 Z�prii , kdeZ�prii jsou ykliké grupy øádu (pi � 1)pri�1i , dìlí èíslo N � 1. Tedy díky ykliènostigrup Z�prii budeme zji¹»ovat, zdansn((p1 � 1)pr1�11 ; : : : ; (ps � 1)prs�1s )=N � 1:Uva¾ejme nyní jednotlivé pøípady:(N=429) Spoèítáme-li prvoèíselný rozklad 429 = 3 � 11 � 13 a nsn(2; 10; 12) = 60,snadno nahlédneme, ¾e 60 nedìlí èíslo 428, tedy existuje prvek grupy Z�429,který není bází pseudoprvoèísla 429, proto èíslo 429 není Carmihaelovo.Konkrétnì si uvìdomme, ¾e umíme najít napøíklad prvek a 2 Z�429 øádu 5,pro který tudí¾ platí, ¾e a428 � a425 � a3 � a3 6� 1 (mod 429).(N=561) Opìt spoèítáme prvoèíselný rozklad 561 = 3 � 11 � 17 a nsn(2; 10; 16) =80. Nyní vidíme, ¾e 80=560, proto jsou v¹ehny prvky grupy Z�561 bázepseudoprvoèísla 561 a èíslo 561 je Carmihaelovo.(N=663) Proto¾e 663 = 3 � 13 � 17 a nsn(2; 12; 16) = 48 nedìlí èíslo 662, èíslo 663 neníCarmihaelovo.(N=1105) Tentokrát 1105 = 5 � 13 � 17 a nsn(4; 12; 16) = 48 dìlí èíslo 1104, èíslo 1105tudí¾ je Carmihaelovo. �14.4.2.16. Spoèítejte kolik existuje bází silného pseudoprvoèísla 561.



13Víme, ¾e 560 = 24 � 35 a 561 = 3 � 11 � 17. Obvyklým zpùsobem pøelo¾íme otázkupoètu èísel a 2 Z�561 splòujííh buï a35 � 1 (mod 561) nebo a2j �35 � �1 (mod 561)pro nìjaké nezáporné j < 4 do aditivní grupy Z2�Z2�Z5�Z16, která je izomorfnímultiplikativní grupì Z�561 �= Z�3 � Z�11 � Z�17.Nejprve uvá¾íme, ¾e involui �1 grupy Z�561 odpovídá pøi kanonikém izomor-�smu Èínské vìty o zbytíh prvek (�1;�1;�1) grupy Z�3 � Z�11 � Z�17. Proto¾e jeka¾dá z grup Z�3, Z�11 a Z�17 ykliká, obsahuje jedinou involui, tedy jsou tyto mul-tiplikativní grupy izomorfní aditivním grupám po øadì Z2, Z2 �Z5 a Z16 s involu-emi 1, (1; 0) a 8. Proto involui�1 z grupy Z�561 odpovídá v grupì Z2�Z2�Z5�Z16prvek (1; 1; 0; 8).Nyní hledáme a = (a1; a2; a3; a4) 2 Z2 � Z2 � Z5 � Z16, pro která platí35 � a = (35a1; 35a2; 35a3; 35a4) = (a1; a2; 0; 3a4) = (0; 0; 0; 0)nebo pro nìjaké nezáporné j < 435 � 2j � a = (2ja1; 2ja2; 0; 3 � 2ja4) = (1; 1; 0; 8):Poznamenejme, ¾e 2ja1 = 1 mù¾e nastat pouze pro j = 0, proto druhá podmínkaplatí pro j = 0, a1 = a2 = 1, a4 = 8 a a3 libovolné ze Z5, tedy pro pìt rùznýha. Podobnì první podmínka je spolòena pro a1 = a2 = a4 = 0 a a3 2 Z5, tedy iv tomto pøípadì naházíme 5 bází. Zjistili jsme, ¾e existuje elkem 10 bází silnéhopseudoprvoèísla 561. �Závìrem poznamenejme, ¾e je èíslo 561 Carmihaelovo, tedy existuje '(561) =320 bází pseudoprvoèísla 561, o¾ znamená, ¾e zatímo pøi Fermatovì testu pro ná-hodnì zvolené èíslo a 2 Z561 nf0g máme pravdìpodobnost 320560 = 47 , ¾e neodhalíme,¾e se nejedná o prvoèíslo, v pøípadì Rabinova-Millerova testu bude pravdìpodob-nost neodhalení neprvoèíselnosti pouze 10560 = 156 .Dal¹í úlohy(1) Rozhodnìte, zda je okruh Z[ip3℄ Gaussùv.(2) Kolik prostýh homomor�smù le¾í v mno¾inì Hom(Z710 ;Z720)?(3) Kolik homomor�smù na obsahuje mno¾ina Hom(Z999;Z333)?(4) Urèete øád prvku 4i v grupì (Z�310 ; �;�1 ; 1) pro ka¾dé elé i.(5) Najdtìte v grupì (Z�73 ; �;�1 ; 1) v¹ehny prvky øádu 2,3 a 7.(6) Najdìte generátor ykliké grupy (Z�7777 ; �;�1 ; 1).(7) Najdìte v grupì (Z�1323; �;�1 ; 1) v¹ehny prvky øádu 2, 3, 4, 6, 7 a 9.(8) Najdìte v grupì (Z�1000; �;�1 ; 1) v¹ehny involue.(9) Najdìte najmen¹í pøirozené s, aby as � 1(mod 999) pro v¹ehna a 2 Z�999.(10) Najdìte v grupì (Z�1000; �;�1 ; 1) aspoò 3 prvky a, pro která a999 = 1. Koliktakovýh prvkù existuje?(11) Spoèítejte, kolik existuje bází pseudoprvoèísla 2465 a najdìte nìjakou bázinejvy¹¹ího mo¾ného øádu.(12) Rozhodnìte, která z èísel 1547 1547, 1729, 2717, 3003 jsou Carmihaelova.(13) U ka¾dého z èísel z pøedhozí úlohy najdìte èíslo, které je s ním nesoudìlnéa není jeho bazí jako silného pseudoprvoèísla.


