22.2.

1. BILINEARNT A KVADRATICKE FORMY

1.1. Spoéitejte ve vektorovém prostoru Z3 soufadnice vektoru v vzhledem k bazi
M =((2,1,1),(4,2,1),(2,2,2)).

3

(a) v =(4,21),
(b) v =(322)
(¢) v=1(0,0,0),
(d) v =(2,2,0).
(a) Okamzité vidime, ze (4,2,1) = 0-(2,1,1) +1-(4,2,1) +0-(2,2,2), tedy
{(4.2, )} =

(c) Opét z definice vidime, ze {(0,0,0)}r = (0,0, 0).
(d) Hledame vektor (xy,x2,x3), pro ktery (2,2,0) = z1 - (2,1,1) + 22 -(4,2,1) +
x3 - (2,2,2), tedy fesime soustavu rovnic s matici
2 4 2 2 2 4 2 2
1 2 2 21 ~10 0 1 1
1 1 2 0 0 4 0 3
Nyni snadno dopoéitame, ze {(2,2,0)}p = (1,2,1). O

1.2. Najdéte takovou matici A, aby soutadnice libovolného vektoru v vzhledem k
bazi M z pfedchoziho pfikladu byli rovny soucinu {v}y = vA, kde pocitdme nad
télesem Zs.

Ozna¢ime-li K5 a uvédomime-li si, ze {v}x, = v, pak vidime, 7e
{(vin = (Vi [k, m = vk,

tedy A = [1]%, ,,. Pfipomeime konetné, ze [1]g,nm = [I]XjKS, kde matici [1]ark,
umime velmi snadno uréit z definice. Tedy standardni metodou pocitejme:

2 4 2 1 0 0 1 2 1 3 0 0 1 0 0 1 2 2
1 2 2 01 0] ~10 01 21 0]l~(10 10 01 4
11 2 |0 0 1 0 4 0 (0 41 0 01 |2 10
1 2 2 1 0 2
Zjistili jsme, 7e [k, = [0 1 4],aprotoA=1[2 1 1][. O
2 1 0 2 40

1.3. Najdéte ve vektorovém prostoru Z2 nad télesem Z; matici prechodu od baze
M =((2,1),(2,3)) k bazi N = ((1,5), (3,4)), tj. matici [1]ym, jestlize

(a) M = ((27 1): (273)) aN = ((1:5)7 (3:4))7
(b) M = ((172): (375)) alN = ((4:3)7 (6:6))
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(a) Uvédomime si, Ze matice pfechodu od baze M k béazi N je pravé matici
[1z2]nnm identického homomorfismu vzhledem k bazim N a M, kterou spocteme
obvyklym zpiisobem

[z2lnvar = [z2lkonr - (122N ks = 220k, - 1z2INKs =

(2 2\ (1 3\ _ (0 2
—\1 3 5 4/ \4 3)°
(b) Pocitame stejné jako v bodé (a):

[zelvm = (zzlion - Dzl = [Lz2luk, - zzlvi, =

(3 (0

Nyni standardnim zpiisobem spocitame hledany soucin matic:
1 3 |4 6 1 0 |3 2 1 0 (3 2
2 5 |3 6 0 6 |21 01 |5 6/°

Tedy zjistili jsme, Ze [lzg]NM = <§ 2.) O

1.4. Bud A néjaka ¢tvercova matice stupné n nad télesem T' a definujme zobrazeni
f:T"xT" — T predpisem f(u,v) =u-A -v! adale pro kazdé u € T" dvojici
zobrazeni fu,u f : T™ — T podminkou fu(v) = f(v,u) a o f(v) = f(u, v). Dokazte,
7e fu a uf jsou pro kazdé u € T linedrni formy.

Obé zobrazeni f,, i wf zobrazuji vektorovy prostor nad télesem T do télesa T,
tedy staci ovérit linearitu. Vyuzijeme k tomu vlastnosti s¢itani a nasobeni matic
a dostaneme pro kazdé u,v,vi,vo € T" a kazdé t € T, Ze fu(vi +v2) = (v1 +
vo)Au = viAu+ voAu = fu(vi) + fu(ve) a fu(tv) = tvAu = tfy(v). Symetricky
Laf(vi+vo) =uA(vi +v2) =u f(v1) +u f(v2) a uf(tv) = tuAv = t,f(v). O

Poznamenejme, 7e zobrazeni, které jsme zavedli v 1.4 je bilinedrni forma.

1.5. Uvazujme bilinedrni formu f z pifkladu 1.4 na vektorovém prostoru Z2 pro

R &
matlclA—<4 3>

(a) Najdéte matici f vzhledem ke kanonické bézi.
(b) Najdéte matici f vzhledem k bazi B = ((3,3), (4,1)).
(c) Urcete bézi levého vrcholu formy f, tj. podprostoru
Vi(f) = {ul f(u,v) = 0vv € ZZ}.
(d) Urcete béazi pravého vrcholu formy f, tj. podprostoru
Vy(f) = {u] f(v,u) = 0Vv € Z2}.
(a) Oznaéme [f]k, matici f vzhledem ke kanonické bazi. Postupujeme-li podle

definice, tedy uvazime, ze obsahuje na i-tém fadku a j-tém sloupci pravé hodnotu

f(eire;) = e;AeT, vidime, 7e [f]x, = A = (}1 §)
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(b) Oznaéme [f]p matici f vzhledem k bézi B = ((3, 3), (4,1)). VyuZijeme defi-
nice a Vétu 12.7 z prednasky, ktera tiké, ze

ot =396 )09

(c) Uvazime-li, 7e vektor u lezi v levém vrcholu, pravé kdy? je feSenim homogenni
soustavy s matici A7, sta¢i kdyZ najdeme bézi feeni této soustavy. Ziejmé tedy
hledanou bézi tvoii napfiklad vektor (1,1). Poznamenejme, 7e podobnou tvahu
muiizeme vyuzit i pro matice bilinearni formy vzhledem k jakékoli jiné bézi C, v ta-
kovém pripadé ovem najdeme soutfadnice hledané baze vrcholu vyjadiené vzhledem
k bazi C.

(d) Podobné jako v (c) nahlédneme, Ze vektor u lezi v v pravém vrcholu, pravé
kdyz je fesenim homogenni soustavy s matici A. Takovym feSenim a hledanou bazi
je tedy napfiklad vektor (3,1). O

1.6. Bud g biline4rni forma na racionalnim vektorovém prostoru Q* s matici [g]p =
1 2 0
0 —1 1| vzhledem k bazi B = ((1,1,1),(1,1,0), (1,0,0)).
1 0 1
(a) Spotiteite g((1,1,0), (1,1,1)).
(b) spociteite g((1,2,1), (0,2,2)),
(b) najdéte matici g vzhledem k bazi M = ((1,0,2),(2,—1,0),(1,0,1)).
(a) Protoze jsou vektory (1,1,0), (1,1,1) pfimo béazické vektory béaze g, daj
odectem pfimo z matice g vzhledem k bézi B, tedy ¢((1,1,0),(1,1,1)) = 0.
(b) Vyuzijeme vztah, ktery ¥ika, jak zjistit hodnotu bilinedrni formy z matice

a soutadnicovych vektorti g(u,v) = [u]p - A - [v]5. Obvyklym zpfisobem uréime
[(1,2, )] =(1,1,-1) a [(0,2,2)]5 = (2,—2,0), proto
1 2 0 2
g((172,1)7(0,272)): (171771)' 0 -1 1) -|-2]=-2
1 0 1 0

(c) Nejprve stejné jako v 1.3 standardni cestou spoc¢itdme matici pfechodu

—1

1 1 1 1 2 1 2 0 1
e = [Ugk, - [ur, = [1 1 0 0 -1 0]=[-2 -1 -1
1 0 0 2 0 1 1 3 1
Nyni zbyva vyuzit Vétu 12.7:
2 =2 1 1 2 0 2 0 1
[9lv = [Uyp - lolp - (Uws=|0 -1 3]-{0 -1 1]-{-2 -1 -1
1 -1 1 1 0 1 1 3 1
-7 -9 -4
Snadno dopo¢itdme, ze [g]py = | 6 5 4 |. O
-2 -3 -1

1.3.
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1.7. (a) Najdéte matice vzhledem ke kanonické bézi a vzhledem k bazi B symetrické
bilinedrni formy f; a antisymetrické bilinedrni formy f,, pro které f = fs + f,, kde
forma f a baze B jsou z 1.5.

(b) Najdéte matice vzhledem k bézi B symetrické bilinedrni formy g a antisy-
metrické bilinearni formy g,, pro které g = g5 + g4, kde forma g a baze B jsou 7
1.6.

(a) Z prednésky vime, 7e staci polozit fy(u,v) = 3(f(u,v)+f(v,u))a f,(u,v) =
1(f(u,v) — f(v,u)), abychom dostali jednozna¢né uréenou symetrickou bilinedrni
formu f, a antisymetrickou bilinedrni formu f,, pro nez f = fs; + f,. Oznacéme
[fs]K, matici fs a [f.]k, matici f, vzhledem ke kanonické bazi. Diky izomorfismu,
ktery pro pevné zvolenou bazi C ptifadi bilinearni formé jeji matici vzhledem k C,
milzeme otdzku vyfesit pfimo v maticovém zapisu, t;j.

Al =27 Ul + ) =3+ (4 3)+ (3 5= (5 3).

e =2 (i =) =3 (3 3) = (3 3) = )

Vsimnéme si, ze misto druhého vypoctu jsme mohli uvazit, ze [fy]k,

[fS]KS'

Pii hledéni matic [fs]s a [g.] B pracujeme s matici [f]p bilinearni formy f vzhle-
dem k bézi B = ((3,3),(4,1)):

e Galo+ 00 =33 5)+ (o 3)=(7 3):

e =te - 10e= (3 §) - (3 3)= (7 o)-

(b) Opét oznadime [gs]p matici g5 a [g,]p matici g, vzhledem k bazi B a postu-
pujeme stejné jako v piikladu (a):

1 L (1 20 1 0 1 11 3
[95]3:5([9]B+[g]§):5( 0 -1 1f+(2 -1 0))=(1 -1 3
1 0 1 0 1 1 i1
1 2 0 11 1 o 1 -3
(9] =gl —[9s]lp =0 —-1 1]~ L1 Il = 10 1
1 0 1 s 1 3 -3 0

1.8. Bud B ¢tvercova matice stupné 2 nad télesem Z; a uvazujme zobrazeni f :
Z% x 7% — Z; dané predpisem f(u,v) = u-B - vl. Uréete matici B, vite-li, ze

f((1/4)7 (1/4)) = f((1/4)7 (3/3)) =1, f((373)/ (174)) =2a f((3a3)7 (3a3)) =0.

Z pozorovani piikladu 1.4 vime, 7e je f bilinearni forma. Vezmeme-li bazi M =
((1,4), (3,3)) vektorového prostoru Z2, vidime, 7e v zadani p¥ikladu mame uvedeny
1 1
2 0
dem k bazi M. Uvazime-li, Ze je matice B pravé matici f vzhledem ke kanonické
bézi K, sta¢i podobné jako v 1.5(b) vyuzit vztahu dokdzaného na pfednésce

B = [flx, = Wk, - C - [ran.

udaje, které mizeme sepsat do matice [f]y = f bilinearni formy f vzhle-



Obvyklym zptisobem potom spocitame

—1
a1 (13 (25
[I]KQM_[I]MK2_<4 3) _<2 3)7
a proto

5= c = (2 ) (0 1) (2 D)= 0).

1.9. Bud g bilinearni forma dané analytickym vyjadienim

9((1, 22, 23), (Y1,Y2,¥3)) = T1y1 + 3T1y2 — 21Y3 + T3y1 + 2222 — 273y
vzhledem ke kanonické bazi na racionalnim vektorovém prostoru Q.

(a) Najdéte matici g vzhledem ke kanonické bazi,

(b) najdéte matice symetrické g; a antisymetrické g, ¢ésti g vzhledem ke ka-
nonické bazi,

(c) urcete analytické vyjadieni symetrické g5 a antisymetrické g, ¢asti g vzhle-
dem ke kanonické bézi,

(d) spocitejte dimenze levého a pravého vrcholu bilinedrnich forem g, gs a g,.

(a) Staci vyuzit Vétu 12.3 a uvédomit si, ze koeficient u ¢lenu z;y; v analytickém
vyjadieni vzhledem ke kanonické bazi je pravé hodnota na i-tém radku a j-tém
sloupci matice bilinearni formy vzhledem ke kanonické bazi, tedy

1 3 -1
[9lx, = {0 2 0
1 -2 0
(b) Postupujeme jako v 1.7 s vyuzitim zndmé matice [g]k,, proto [gs]k,; =
1 2 0 0o 2 -1
%([Q]IQ + [g]ﬁg) = % 2 -1 a [ga]Kg = [g]K3 - [gS]Ka = 7% 0 1
0 -1 0 1 -1 0

(c) UZijeme vahu pfipomenutou v (a), abychom z matic nalezenych v (b) dostali

3 3
gs((w1,22,23), (y1,Y2,93)) = Ta9h1 + 5331?;12 + 5332211 + 2x9y2 — T2ys — T3Y2,

3 3
9o ((z1, 22, 23), (Y1,Y2, ¥3)) = gT1Y2 — 5Ty — T1Ys + T3y + Tays — Talo.

(d) Vyuzijeme Vétu 12.10(iii), kterd 7ika, Ze dimenze levého i pravého vrcholu
néjaké bilinedrni formy f na vektorovém prostoru dimenze n je rovna n—h([f]g) pro
libovolnou bazi B. Snadno spocitame, ze h([g]x,) = h([9s]ks) = 3 a h([9a]Ks) = 2,
a proto jadra levého a pravého vrcholu bilinedrnich forem g, g5 maji dimenzi 0 a
jadra levého a pravého vrcholu bilinearnich forem g, maji dimenzi 1. O

1.10. Najdéte né&jakou polarni bazi symetrické bilinedrni formy g na vektorovém
prostoru R? dané piedpisem g((z1,22), (y1,%2)) = T1y1 — 3T1Y2 — 3Tay1 + 222y>.

Nejprve obvyklym zptisobem urc¢ime matici symetrické bilinedrni formy g vzhle-
s 1 -3 . . .
dem ke kanonické bézi [g]k, = 3 9 > Matici [g]k, upravujeme posloupnosti

symetrickych elementarnich tprav, tedy v kazdém kroku provadime vzdy stejnou



rfadkovou a sloupcovou tpravu tak, abychom nakonec dostali diagondlni matici.
Ré4dkové tipravy budeme zachycovat obvyklym zptisobem (jako pfi hled4ni inverzni
matice) do matice.

1 -3 10 1 0 10
-3 2 0 1 N0 -7 3 1)°
Budeme-li vzniklou diagondlni matici chapat jako matici bilinedrni formy f

vzhledem k néjaké nové bazi M, vidime, Ze vpravo dostavame matici transponova-

nou k matici pfechodu od kanonické baze k bazi M, tedy [y k, = <1 3) Nyni

0 1
snadno uréime bazi M = ((1,0),(3,1)), vidi niZz je matice f diagondlni, tedy M je
polarni baze f. O
8.3.

1.11. Najdéte néjakou polarni bazi symetrické bilinedrni formy f a matici f vzhle-
dem k polarni bazi, je-li
(a) f bilinearni forma na vektorovém prostoru Q? s matici [f]x, = <(1) 0)
vzhledem ke kanonické bazi,
(b) f biline4rni forma na vektorovém prostoru Z? s analytickym vyjadienim
Fl(z1,22), (Y1,y2)) = 2x1y2 + 222y1 + x2y2 vzhledem ke kanonické bézi,

Y . . 0 1
(c) f bilinedrni forma na vektorovém prostoru Z? s matici [f]p = < )

1 3
vzhledem k bézi B = ((1,2),(2,3)),
(d) f bilinearni forma na vektorovém prostoru R3 s analytickym vyjadfenim
Ffl(x1,za,23), (Y1, y2,Y3)) = T1Y2+T2y1 —T2y3 —T3y2 vzhledem ke kanonické
bazi,

1 6 0
(e) f bilinearni forma na vektorovém prostoru Z3 s matici [f]lp = |6 3 2
0 2 2

vzhledem k bézi B = ((1,0,2),(1,0,1),(0,3,1)).

Postupujeme stejné jako v prikladu 1.10.

(a) Pracujeme-li s matici , zjevné nam p¥i hledani polarni baze nepomuze

01
1 0
prehozeni dvou tadki, jak jsme na to byli zvykli u Gaussovy eliminace, protoze
naslednou vyménou dvou sloupct, vynucenou symetrickymi apravami, dostavame
plvodni matici. Misto toho pficteme druhy faddek k prvnimu a poté druhy sloupec
k prvnimu (uvédomime si, Ze tento postup v maticovém zépisu odpovida Gvaze Véty
12.23) a néasledné uZ miZeme postupovat standardné:

0 1 10 2 1 11 2 0 11
10 0 1) *\1 0 0 1) *\0 —% -3 3/

1 -1
Tedy [1]pk, = < 12 | je matice pfechodu od kanonické béze k poldrni bazi
2

Dae=(5 ).

—_

P, proto P = ((1,1), (—

3

NI



(b) Nejprve snadno ur¢ime matici [f]x, = (2) ? vzhledem ke kanonické bézi.
Tentokrat ndm k tipravé matice symetrickd vyména fadku a sloupce pomuze, na-
opak obdobnd tprava jako v ptikladu (a) <(2) ?) ~g <g :1)’) je zbyte¢nd a k
nalezeni diagonalni matice nevede. Pocitame tedy

0 2 10 1 2 01 10 01
2 1 0 1 A2 0 10 A0 1 1 3)°
Tedy v fadcich pravé poloviny posledni matice nachazime bazi P = ((0,1), (1, 3)),
pro niz [f]p = E.
(c) Postupovali-li bychom stejné jako v tloze (a) a upravovali-li bychom sy-
0 1 10 o .
1 3 0 1) nasli bychom, poté, co bychom v
levé ¢asti matice dostali diagondlni matici, v pravé ¢asti pravé matici transpono-
vanou k matici pfechodu od baze B ke hledané polarni bazi P. Uvazime-li, ze
Wbk, = Mpp - [Uhk,, stacd abychom misto jednotkové matice umistili napravo
transponovanou matici pfechodu od od kanonické baze k bazi B a tu obvyklym
zpusobem upravovali:
2 3
2 1)°

01 1 2 31 2 3 30
1 3 2 3/ *\1 0 1 2/ *\0 3

Vidime, 7e pravé casti posledni matice médme transponovanou matici prechodu
bk, = 1pp-[1Ek, od kanonické baze k polarni bazi P, proto P = ((2,3), (2,1)).

- 30
Konecné [f]p = <0 3>
(d) Postupujeme stejné jako v p¥ipadé (a) a (b), tedy urc¢ime matici [f]k, =
0 1 0
1 0 —1] bilinedrni formy f vzhledem ke kanonické bazi a pak standardné
0 -1 0
symetricky upravujeme, tentokrat se symetrickym nasobenim radkt a sloupcii vy-
hneme zlomktm:

metrickymi pravami matici

0 1 0 1 0 0 2 1 -1 1 1 0
1 0 1 01 0~ 1 0 -1 0 1 0] ~s
0 -1 0 0 0 1 -1 -1 0 0 0 1
2 2 =2 1 1 0 2 0 =2 1 1 0
~s |1 2 0 -4 0 2 0|~ 0 -2 -6 -1 1 0] ~4
-2 -4 0 0 0 2 -2 -6 0 0 0 2
2 0 0 1 1 0 2 0 0 1 1 0
~s |0 —2 —6 -1 1 0)]~5(0 -2 0 -1 1 0 ~y
0 -6 =2 1 1 2 0 0 16 4 -2 2
2 0 0 1 1 0
~s |0 =2 0 -1 1 0
0O 0 4 2 -1 1
Dostavame polarni bazi P = ((1,1,0),(—=1,1,0), (2, —1, 1)) a matici bilinearni formy
2 0 0

[fle=[0 —2 0] vzhledem k P.
0O 0 4



(e) Tentokrat uvaZujeme stejné jako v (c), proto upravujeme matici
1 6 0 1 0 2 1 0 0 1 0 2
6 3 2 10 1]~ [0 2 2 2 0 3| ~,
0 2 2 0 3 1 0 2 2 0 3 1
100 1 0 2
0 2 0 2 0 3
0 0 0 5 3 5
Nagli jsme polarni bazi P = ((1,0,2),(2,0,3), (5, 3,5)), vii¢i niz méa bilinedrni forma
1 0 0
fmatici [flp={0 2 0 O
0 0 0

1.12. Najdéte bazi vrcholu symetrické bilinedrni formy f z pfikladu 1.11(e).

Podle Véty 13.8 stadi vzit ty vektory nalezené polarni baze, na nichz je hodnota
f nulova. Proto bézi vrcholu tvoii prévé vektor (5,3,5). O

1.13. Bud h symetrickd bilinedrni forma na vektorovém prostoru Z3 dana pod-
minkou h(e;,e;) = 2 pro vSechna i,j = 1,...,n Najdéte néjakou bazi vrcholu a
néjakou polarni bazi h.

7 podminky, jiz je zadana bilinearni forma h, vidime, Ze matice h vzhledem ke ka-
2

nonické bazi sestava ze samych dvojek, tedy [h]k, = . Hleddme-1i

NN N
NN NN
NN NN
NN NN
N NN NN

2 2 2
vrchol, stadéi jako obvykle vyfesit homogeni soustavu rovnic s matici [h] k. Vidime,
7e naptiklad posloupnost M = ((6,1,0,0,0),(6,0,1,0,0),(6,0,0,1,0), (6,0,0,0,1))
je baze vrcholu h. Vzhledem k tomu, 7e je hodnost dané bilinedrni formy (tj.
hodnost kterékoli jeji matice) rovna jedné, sta¢i ndm v tomto piipadé pro na-
lezeni polarni béze najit libovolny doplnék posloupnosti M na bazi Z3 (v jed-
nodimenziondlnim doplitku totiZ uz neni co dale upravovat). Tedy napiiklad po-

sloupnost N = ((6,1,0,0,0), (6,0,1,0,0), (6,0,0,1,0), (6,0,0,0,1), (1,0,0,0,0)) je
0 00 0O
000 0O

polarni béze h a matice h vzhledem k N je[h]y = [0 0 0 0 0. O
0 0 0 0 0
0 00 0 2

15.5.

1.14. Rozhodnéte, zda je zobrazeni hy : R? — R dané piedpisem hy(z1,72) =
23 + 4z1y2 + 373 kvadratickd forma.

Snadno nahlédneme, Ze mtZeme dané zobrazeni vyjadfit ve tvaru ho(zq,zs) =

(z1,T9)- (; Z) . <2> a proto je ha(x1,22) = h((z1,x2), (x1,22)) pro symetrickou
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bilinedrni formu A s matici vzhledem ke kanonické bazi [h]|k, = (; §> Tedy

h2(u) = h(u,u) je podle definice kvadraticka forma. O

1.15. Najdéte symetrickou bilinedrni formu f na Z3, kterd vytvaii kvadratickou
formu f> danou analytickym vyjadienim fo(z1, 22, 23) = 322 + 2179 + 222+ 329w3 +
4z%. Urcete vrchol fo.

Stejné jako v predchozi Gloze pfimocare (tj. ,rozpilenim” koeficientd u ¢lent
x;y; pro i # j) ur¢ime matici hledané symetrické bilinearni formy f vzhledem

3 30
ke kanonické bazi [flx, = |3 2 4]. Tuto bilinedrni formu muZzeme popsat i
0 4 4

analyticky (vzhledem ke kanonické bazi):

fl(xr, 2, 23), (Y1,y2,Y3)) = 3z1Y1 + 3T1Y2 + 3T2y1 + 220y0 + 4x0ys +4x3Y2 + 423Y3.

Vzhledem k tomu, Ze vrcholem kvadratické formy je pravy (nebo levy) vrchol sy-
metrické bilinedrni formy f, kterd vytvari kvadratickou formu fo, sta¢i najit feseni
homogenni soustavy rovnic s matici [f]k,. Protoze

3 3 0 1 1 0
Fles=(3 2 4| ~{0 4 4
0 4 4 0 0 0

je vrchol V(f) = V(f2) = ((1,4,1)). u

1.16. Najdéte néjakou polarni bazi kvadratické formy f» na vektorovém prostoru
Z3 s analytickym vyjadienim fo(x1, 79, 73) = 223 + z173 + 23 + 47913,

2 0 4
Stejné jako v predchozi tloze snadno uréime matici [flx, = [0 1 2| syme-
4 2 0

trické bilinedrni formy f, kterd vytvari kvadratickou formu fs, vzhledem ke kano-
nické bazi a poté postupujeme standardné:

204 |1 00 2 00 |1 00 2 00 |1 00
01 2 |01 0)J~[0 1T 2 |01 0]~s[0 1T 0 |O 10
4 2 0 |0 01 0 26 |5 01 00 2 |5 51

V tadcich pravé strany upravené matice vidime, 7e polarni bazi f tvori naptiklad
vektory (1,0,0), (0,1,0), (5,5,1). 0
1.17. Uvazujme kvadratickou formu go = x? — 6x1y> + 222 Existuje-li, najdéte
nenulovy vektor v € R2, pro ktery

(a) g2(v) >0,
(b) g2(v) <0,
(¢) g2(v) =0,
kde g- je kvadraticka forma vytvorend bilinearni formou z pfikladu 1.10.
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. . 1 -3 (v s
(a) Snadno uréime matici [g]k, = 3 9 > vytvéfejici symetrické bilinedrni

formy g vzhledem ke kanonické bazi a okamzité z ni vidime, ze hodnota g- je kladna
napiiklad na obou vektorech kanonické baze, tedy go(e;) =1 a ga(eqs) = 2.

(b) Potfebujeme zjistit, zda je ¢ neni kvadratickd forma g, pozitivné semide-
finitni. Neni-li, pak existuje vektor v na némz je hodnota g» zaporna. V piikladu
1.10 jsme nasli polarni bazi M = ((1,0),(3,1)) a matici [g]p = <(1) _07> Protoze
m& matice g vzhledem bazi M jedno kladné a jedno zaporné c¢islo, je g indefinitni.
Opét piimo z matice vidime, Ze g»((3,1)) = —7.

(c) Vyjadfeme si hledany vektor v pomoci zndmé polarni béze M, tedy v =
@ (1,0)+ b+ (3,1), tj. {v}ar = (a,b). Nyni vime, Ze g>(v) = {v}arlgal[V]Ty- =
a? — 7 - b%. Chcem-li, aby g»(v) = 0, dostdvdme rovnici a®> — 7 - b*> = 0, kterou
fesi naptiklad (a,b) = (v/7,1). Nagli jsme tedy vektor v = +/7-(1,0) + 1.(3,1) =
(/7 +3,1), pro né&jz plati, ze go(v) = 0. O

1.18. Spoditejte signaturu symetrické bilinedrni formy A na R? dané kvadratickou
formou ha (w1, 79, 73)) = 23 + 22129 + 62123 + 373 + 62273 + HT3.

11 3
Obvyklym zpiisobem uréime matici [h]g, = | 1 3 3| a tuto matici upravime
3 3 5
posloupnosti symetrickych tprav na diagonalni matici:
1 1 3 1 0 3 1 0 0
1 3 3| ~5(0 2 0]~s(0 2 0
3 3 5 3 0 5 0 0 —4
Protoze vime, Ze existuje polarni baze M vi¢i niz ma symetrickd bilinearni forma h
1 0 0
matici [h]p = |0 2 0 |, staci podle definice pfepoéitat nuly, kladna ¢isla a za-
0 0 —4
porni ¢isla na diagonéle této matice a sefadit idaje do signatury (0, 2, 1) symetrické
bilinedrni formy h. O

1.19. Rozhodnéte, zda existuje vektor v a zda existuje vektor u, aby pro kvadra-
tickou formu hy z lohy 1.18 platilo ha(v) < 0 a ha(u) = 0.

V prikladu 1.18 jsem zjistili, 7ze je kvadratickd forma ho indefinitni, tedy existuji
vektory v a u, pro které plati ha(v) < 0 a ha(u) = 0. O

1.20. Rozhodnéte, zda existuji redlna ¢isla x, x5, x3, pro kterd
’I‘% —4dx1x9 — 22123 + 4.733 + 373§ < 0.

Definujeme-li kvadratickou formu go = 2z} — 4w 79 — 47123 + 423 + 522, vidime,
7e TeSime stejnou tlohu jako 1.19, stac¢i nam tedy zjistit signaturu g,. Symetrickymi
upravami tedy bude upravovat matici [g]k, vytvarejici bilinedrni formy g

2 -2 =2 2 0 0 2 0 0
k. =[-2 4 0]~ (0 2 —2]~(0 2 0
-2 0 ) 0 -2 3 0 0 1



Zjistili jsme, Ze signatura g je (0,3, 0), tedy g2 je pozitivné definitni, a proto go(v) >
0 pro viechny vektory v € R?. Hledana redln4 &isla tedy neexistuji. O

1.21. Necht h je symetrickd bilinedrn{ forma na redlném vektorovém prostoru R3
1 -1 -1

s matici [hlp = [ -1 2 1 | vzhledem k néjaké bazi B. Rozhodnéte, zda je h
-1 1 b)

skalarni sou¢in na R3.

Polozme A = [h]p a ozna¢me A; matici, kterd vznikne z A vynechdnim posled-
nich n — ¢ fadkd a sloupcii a vyuzijme tentokrat Disledek 13.17 z prednésky, podle
néjz staci zjistit, zda jsou v8echny subdeterminanty det A; kladné. Tedy pocitame

1 1 1 -1 -1
det A; =1, det Ay = det =2—-1=1,det A3 =det | -1 2 1 =
<1 2 ) -1 1 5

10+14+1—2—-5—1=4, coz znamena, ze h je skaldrni soucin.

Dalsi dlohy

(1) Dokaite, 7e je bilinearni forma zobrazeni f : R?® x R® — R definované
predpisem f((x1, 22, z3), (Y1,¥y2,Y3)) = 22191 + 3T1Y2 — T1Yy3 — 2T3Ys.

(2) Najdéte matici f z pfedchozi alohy vzhledem

(a) ke kanonické bazi,
(b) k bazi B = ((1,—1,0),(1,1,0)(1,2,1)),
(¢) k béazi C = ((0,1,0),(-1,1,-1)(-1,2,0)).

(3) Necht f = fs + fo je rozklad bilinedrni formy f z ptikladu 1 na symet-
rickou a antisymetrickou ¢ast, tj. fs je symetricka bilinedrni forma f, je
antisymetricka bilinedrni forma. Najdéte matice f; a f, vzhledem

(a) ke kanonické bazi,
(b) k bazi B = ((1,—1,0),(1,1,0)(1,2,1)),
(¢) k bazi C = ((0,1,0),(-1,1,-1)(-1,2,0)).
(4) UvaZujme symetrickou bilinedrni formu g na redlném vektorovém prostoru
1 0 1

R* s matici [g]x, = vzhledem ke kanonické bazi K. dana

1

1 11
0 10
1 01

O = O

predpisem go (1, T2, T3,%4) = T1Z2 + T1X3 + T124 + TaT3 + ToTs + T34

(a) Najdéte polarni bézi g,

(b) rozhodnéte, zda je g skaldrni sou¢in na R*,

(c) najdéte vechny vektory v € R*, pro které g,(v) = 0.
(5) Bud gy kvadratickd forma na Z3 dand predpisem go (21,72, T3, T4) = 2172+

123 + T124 + ToTz + oy + T34

(a) Najdéte symetrickou bilinedrni formu g, pro niz go(v) = g(v, v),

(b) uréete matici g vzhledem k bézi B = ((1,1,0,0),(2,1,0,0)(0,0,2,2),

(07 0,1, 2))7
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urcete matici g vzhledem k kanonické bazi,
spocitejte bazi vrcholu symetrické bilinearni formy g,
najdéte polarni bazi P symetrické bilinearni formy g,
najdéte matici g vzhledem k nalezené bazi P.



