2./8.12.

5. PERMUTACE A DETERMINANTY

5.1. Zapiste v cyklickém zapisu a redukovaném cyklického zapisu permutace p =
123456—12345665’
34165 2)9 136425 6
Postupné vycerpame vSechny prvky z mnoziny {1,2,3,4,5,6}, abychom zapsali
cykly permutaci p = (13)(246)(5) a ¢ = (1)(2365)(4). V redukovaném cyklickém

zapisu vynechame vSechny jednocykly, tedy pevné body daného zobrazeni, a proto
p = (13)(246) a ¢ = (2365). O

5.2. Méjme permutace p = (1298)(36)(574) a ¢ = (34875) z mnoziny Sy v reduko-
vaném cyklickém zépisu. Urcete jejich maticovy zapis.

Z cyklického zépisu permutace p vidime, ze p(1) = 2, p(2) = 9, p(9) = 8§,
p(8) =1, p(3) =6, p(6) =3, p(5) =7, p(7) = 4 a p(4) = 5. Nyni snadno tyto

udaje zaznamename do matice
(1 2 3 4 5 6 7 8 9
P=\2 96 57 341 8)
Snadno roz§itime redukovany cyklicky zapis permutace ¢ na neredukovany zapis
q = (34875)(1)(2)(6)(9) a obdobnym zptsobem jako u permutace p najdeme matici

12 3 45 6 7 8 9
1 2 48 3 6 5 7 9)°

O

5.3. Necht p = (135)(4798)(26) a ¢ = (18)(247693) jsou dvé permutace z Sy. Urcete
permutace poq, qop.

P#imo pouzitim definice snadno zjistime hodnoty (skldddme zprava doleva):
poq = (1495)(27)(368), qop = (129)(3587)(46).
g

5.4. Napiste permutace p = (13475) a ¢ = (19)(267)(3548) z Sy jako souéin trans-
pozic.

Pripomenme, 7e transpozice je permutace, kterd vyménuje pravé dva prvky, tj.
miizeme ji v redukovaném cyklickém zapisu zapsat ve tvaru (ab). Refeni tlohy pro
permutaci p je ziejmé z Véty 6.9, konkrétné

(13475) = (15) o (17) o (14) o (13) = (13) o (34) o (47) o (75).

Pfimo z definice cyklického zdpisu vidime, Ze (19)(267)(3548) = (19)0(267)0(3548),
tedy nejprve tlohu vytesime pro kazdy z cykla (19), (267) a (3548) pomoci Véty

6.9 a poté nalezené transpozice slozime, tedy
(19)(267)(3548) = (19) o (267) o (3548) =

20
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= (19) 0 (27) o (26) o (38) o (34) o (35) = (19) o (26) o (67) o (35) o (54) o (48).
O

5.5. Urcete znaménka permutaci p a ¢ z predchozi tlohy.

Podle definice m& permutace znaménko 1 (tj. jde o sudou permutaci), pravé
kdyz ji mizeme napsat jako soucin sudého poctu transpozic a permutace méa zna-
ménko —1 (tj. je to lichd permutace), mizeme-li ji napsat jako soucin lichého poctu
transpozic. V predchozim piikladu jsme vyjadrili permutaci p jako soucin 4 trans-
pozic, proto znp = 1. Permutaci ¢ jsme dostali jako soucin 6 transpozic, tedy opét
znp = 1. (|

5.6. Urcete znaménka permutaci (17)(36)(2458), (245)(3687), (13)(2675) € Ss.

Ke zjisténi znamének permutaci tentokrat uzijeme Vétu 6.15 z prednasky, kterd
fika, ze znaménko permutace je rovno znaménku soucéinu nezavislych cykli a zna-
ménko cyklu liché délky je 1 a znaménko cyklu sudé délky je —1. To znamen4,
ze

m((17)(36)(2458)) = (=1) - (=1) - (=1) = —1,
7n((245)(3687)) =1 (-1) = —1,

n((13)(2675)) = (1) - (=1) = 1.

5.7. Spocitejte ((135)(4798)(26)) ! a ((18)(247693)) ! pro permutace z Sg.

P#i hledani inverznich permutaci si uvédomme, 7e staci cykly (redukovaného)
cyklického zapisu ptivodnich permutaci ,zrcadlové prevratit”, tedy

((135)(4798)(26)) " = (531)(8974)(62), ((18)(247693))~" = (81)(396742).

1
5.8. Spocitejte nad télesy Q, R, Z5 a Z; determinant matice A = (i’ 2).

Postupujeme piimo podle definice. Rozmyslime si, ze So = {Id, (12)}. a proto
det(A) =3-2—1-1 =5 nad télesy Q, R. Obvykla tivaha o poc¢itani v télesech Z,
nadm umozni vyuzit vysledku spocitaného v télese redlnych (¢i racionélnich) ¢isel,
ktery nakonec staci upravit modulo p. To znamen4, 7e det(A) = (5)mod5 = 0 nad
télesem Zs a det(A) = (5)mod7 = 5 nad télesem Z7. O

9./15.12.

1 2 1
5.9. Spocitejte nad télesy Q, R, Zs a Z; determinant matice B=[4 0 3
2 31

I tentokrat budeme fakticky postupovat podle definice. Sudym permutacim Id,
(123) a (132) z S3 odpovidaji po fadé souciny 1-0-1,2-3-2a 1-4-3 (vidy bereme
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nejprve hodnotu z prvniho fadku, poté z druhého a nakonec z ti¥etiho) a lichym
permutacim (12), (13) a (23) odpovidaji souéiny 2-4-1,1-0-2a1-3 -3, proto

1 2 1
det(B) =det({4 0 3])=1-0-1+42-3-2+1-4-3—(2-4-1+1-0-2+1-3-3).
2 31
Tedy det(B) = 7 nad télesy Q, R, det(B) = 2 nad télesem Zs a det(B) = 0 nad
télesem Zr. O

5.10. Urcete nad télesy Q, R, Z5 a Z determinanty matic

34 4 21 00011
0 2 40 3 0 2 40 3
Ci=]0 0 4 3 2 a Co=1]0 0 4 3 2
0 0011 34 4 2 1
0 0 0 0 2 0 0 0 0 2

Determinant matice C1 = (¢;;) mizeme opét spocitat podle definice, uvédomime-
li si, ze pro kazdou neidentickou permutaci ¢ € S; bude existovat aspon jedno 7,
pro néz j > o(j), a proto cj,(jy = 0 a ci5(1) - = - Cs4(5) = 0. Tedy determi-
nant Gaussovy ¢tvrecové matice C; je pravé soucin hodnot na hlavni diagonéle,
tj. det(Cy) =3-2-4-1-2 = 48 nad télesy Q a R, det(C;) = (48)mod5 = 3 nad
télesem Zj5 a det(C;) = (48)mod7 = 6 nad télesem Z;.

Nyni si vSimnéme, 7ze matici Co dostaneme z matice C; vyménou 1. a 4. fadku.
Proto podle Véty 7.6 je det(Cs) = — det(Cy), tudiz det(Cy) = —48 nad télesy Q,
R, det(Cy) = (—48)mod5 = 2 nad télesem Zs a det(Cz) = (—48)mod7 = 1 nad

télesem Z~. O
1 0 2 1
v . . . 110 3
5.11. Spocitejte nad télesy Q, R, Z5 a Z7 determinant matice D = 02 1 2
1 2 3 4

Pripomenme, ze Véty 7.6, 7.12 a 7.14 nam fikaji, jak se zméni determinant
matice, provedeme-li nékterou z fadkovych tprav. V predchozi tiloze jsme si navic
uvédomili, Ze je velmi snadné urcit determinant Gaussovy matice jako soucin hodnot
na hlavni diagonéle. Budeme-li tedy standardnimi prostfedky pomoci elemntarnich
uprav fadkt prevadét matici D na jeji Gaussovu matici, budeme v kazdém kroku
znat, jak jsme pivodni determinant zménili. Tedy upravujme a pocitejme:

1 0 2 1 1 0 2 1
1 1.0 3 -2 2
det(D) = det( 02 1 2 ) = det( 02 1 9 ) =
1 2 3 4 02 1 3
1 0 2 1 1 0 2 1
0 1 2 2 0 1 -2
= det( 00 5 -9 ) = det( 00 5 -9 )=1-1-5-1=5.
00 5 -1 0 0 0 1

Tedy zjistili jsme, Ze det(D) = 5 nad télesy Q, R, det(D) = 0 nad télesem Zs a
det(D) = 5 nad télesem Z-. O
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1 0 2 1

o " . . 0 0 3 0

5.12. Spocitejte nad télesy Q, R, Z5 a Z; determinant matice G = 1 41 9
2 2 40

Tentokrat k vypoctu pouzijeme Vétu 7.11 a budeme determinant rozvijet podle
2. radku:

0 1
det(G) = (=1)**1 .0 - det(| 4 2 1)+ (=1)*T2.0- det(
2 0
0
4
2

1 01
=—-3-det(|1 4 2|)=-3-(1-1-2—-1-4-2)=18.
2 20

Tedy jako obvykle det(G) = 18 nad Q a R, det(G) = 3 nad Z5 a det(G) = 4 nad
Z;. O

Poznamenejme, ze jsme determinanty ani dalsi ¢leny rozvoje, které prislusi nulo-
vému prvky z fadku, podle néjz determinant rozvijime, viibec nemuseli psat. Navic
si uvédomme, 7e tato metoda je vhodnd pravé v piipadé, kdy néktery z fadkt (nabo
sloupcti, vyuzijeme-li pozorovani det(G) = det(G”) Véty 7.3) obsahuje ,hodn&”
nul.

16./22.12.
1 3 -3 1 1
3 2 7 5 -9
5.13. Spocitejte determinant matice H = (2 1 -1 2 0 nad télesem
1 2 2 1 -1
2 -1 3 2 7

racionalnich d¢isel.

V matici H sice zadny tadek ani sloupec neobsahuje vétsi pocet nul, ovSem
prvni a ¢tvrty sloupec se lisi jen na jedné pozici. Vime, ze odeéteme-li od jednoho
z téchto sloupct druhy, nezméni se podle Vét 7.3 a 7.14 hodnota determinantu. Po
této tpravé uz ovem muiZeme pouzit metodu rozvoje podle sloupce (tedy kombinaci

Vét 7.3 a 7.11):

1 3 -3 1 1 0 3 =3 1 1
3 2 7 5 -9 -2 2 7 5 -9
det(HM)=det(|2 1 1 2 0 |)=det(|0 1 -1 2 0=
1 2 2 1 -1 0 2 2 1 -1
2 -1 3 2 7 o -1 3 2 7
3 -3 1 1
1 -1 2 0
- (71) (72) ! det( 9 9 1 —1 )
-1 3 2 7
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Nyni odec¢teme od prvniho fadku upravené matice trojndsobek druhého radku. Na
prvnim fadku zistanou dva nenulové prvky, podle nichZz determinant rozvedeme a
snadno dopocitame:

3 -3 1 1 0 0 -5 1
1 -1 2 0 1 1 2 0
det(H) = 2 - det( 9 9 1 -1 ) = 2 - det( 5 9 1 1 )=
-1 3 2 7 -1 3 2 7
1 -1 0 1 -1 2
=2-(-5)-det(| 2 2 —1])—2-1-det(| 2 2 1))=
-1 3 7 -1 3 2

=—10-(14—143+14)—2- (4+1+1244+4—3) = —344.
0

5.14. Najdéte nad télesem raciondlnich ¢isel rekurentni vzorec pro vypocet deter-

minant obecné ¢tvercové matice C,, = (c;;) stupné n, kde ¢;; = 1, ¢;41 = —1 a
1 -1 0 0 ... 00
1 1 -1 0 ... 00

Ciit1 = 1 ajinde je ¢;; =0, tj. C,, = 0 1 1 -1 ... 00
00 0 0 ... 11

Rozvedeme-li matici C,, podle prvniho fadku, dostaneme det C,, = det C,,_; +
det A,,_1, kde matici A, 1 ziskdme z C,, vypusténim prvniho faddku a druhého
sloupce. Rozvojem podle prvniho sloupce matice A, 1 zjistime, 7ze det A,_1 =
det C,,_2. Tedy plati rekurentni vzorec det C,, = det C,,_1 + det C,,_» a pfimym
vypoctem zjistime, 7ze det C; = 1 a ze det Cy = 2. Vidime, 7ze hodnota det C,, je
pravé n + 2. ¢lenem Fibonacciovy posloupnosti. O

5.15. Spocditejte nad télesem raciondlnich ¢isel determinant ¢tvercové matice D,, =
(d”) stupné n, kde d“ = 17 dz’i+1 = di+1z’ =1a jinde je di]' = 07 tj. Dn =

110 0 ... 00
1110 0 0
0 1 1 1 0 0
0000 ... 11
Stejnym postupem jako v predchozi Gloze zjistime, ze detD,, = detD,,_; —

det D,,_5. Déle snadno spocitdme hodnoty det D; = 1, det D, = 0 a poté pomoci
rekurentniho vzorce det D3 = —1, det Dy = —1, det D5 = 0, det Dg = 1, det D7 =
1 a detDg = 0. Vidime, Ze je posloupnost {detD,}, periodickd s periodou 6.
Dodefinujeme-li det Dy = 1, pak dostavame vztah det D,, = det Dymods- O

5.16. Spocitejte determinant matice D5qg z pfedchozi Glohy.

Staci pouzit nerekurentni vztah det D5gg = det Dsgomoas = det Dy = 0. O
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6. REGULARNI MATICE

6.1. Rozhodnéte, zda je nad télesy Q, Z5 a Z7 regularni matice:

1 2 1 2 2 3
A=(2 1 0|,B=(1 3 2|, A-BaA®.
1 4 4 11 3

Diky Vété 8.4 staci zjistit, zda jsou determinanty jednotlivych matic nenulové.
Spocitejme nejprve determinanty matic A a B:
1
2 1
8 = det <3 4> =-5

nad Q, det A = 0 nad Z5 a det A = 2 nad Z~, coz znamen4, 7e je A regularni nad
Q a Z; a A je singularni nad Z5. Podobné

1 2 1 1 2
detA=det|2 1 0] =det| 2 1
1 4 4 -3 —4

2 2 3 2 0 3 9 3
detB=det[1 3 2| =det|1 2 2 :2-det<1 3> =6

11 3 1 0 3
nad Q, det B = 1 nad Z5 a det B = 6 nad Z~, tedy B jr reguldrni nad vSemi télesy
Q, Z5 a Z-. PouZzijeme-1i Vétu 7.21, kterd fika, 7e det(A -B) = det(A) -det(B), pak
vidime, ze det(A - B) # 0 pravé kdyZ det A # 0 a det B # 0. Tudiz matice A - B je
regularni nad Q a Z7 a neni regularni nad Zs. Konec¢né indukénim rozsifenim Véty
7.21 dostaneme, 7e det(A5%%) = det(A)®%, a proto je matice A5%® regularni pravée

nad télesy Q a Zy. O
1 1 0
6.2. Rozhodnéte pro kterd redlnd a jsou redlné matice P(a) = {a 1 a |, Q(a) =
1 a O
a -1 -1
a—1 1 1 | aP(a)- Q(a) regulérni.
a+1 1 0
1 1 0
Nejprve spocitdme determinanty det(P(a)) =det [a 1 a| =a-a? a
1 a O
a -1 -1 2¢—1 0 0
det(Q(a)) =det [a—1 1 1 |=det{a-1 1 1] =1-2a.
a+1 1 0 a+1 1 0

Véta 8.4 z prednasky 1ikd, ze je matice regularni, pravé kdyz je jeji determinant
nenulovy. Determinaty matic P(a) a Q(a) uz jsme spoéitali, zbyva ndm s vyuzitim
Véty 7.21 spocitat det(P(a) - Q(a)) = det(P(a)) - det(Q(a)) = a(l — a)(1 — 2a).
Vidime, Ze je matice P(a) reguldrni, pravé kdyz a € R\ {0,1}, matice Q(a) je
reguldrni, pravé kdyz a € R\ {%} a soutin P(a) - Q(a) je reguldrni, pravé kdyz
a€eR\{0,1,1}. O
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2z z+3 2x+1
6.3. Rozhodnéte pro kterd z € Z5 je matice | x +4 3z + 2 3 nad télesem
z+1 T 4x
Z; singularni.

2z r+3 2x+1

Opét nejprve spocitdme determinant matice A(x) = |z +4 3z +2 3 ,
z+1 T 4x
nejprve pricteme treti sloupec k druhému a pak rozvedeme podle tretiho radku:
2z z+3 2x+1 2z 3z+4 22+1
det | z+4 3z +2 3 =det | z+4 3x 3 =
z+1 T 4z z+1 0 4x

=(x+1) -4z’ +2+2)+4z- (32 + 4z +4) =2° + 2° + 42+ 2.
Stejné jako v predchozi tloze potiebujeme najit * € Zs, pro néz je hodnota
det(A(z)) = 2® + 22 + 42 + 2 = 0, co? snadno zjistime dosazovanim jednotlivych
prvki télesa Zs:

det(A(0)) =2, det(A(1)) = 1 +12+4-14+2 = 3, det(A(2)) = 2° +22 +4-24+2 = 2,
det(A(3)) =3 +32+4-3+2=0, det(A(4)=4>+4>4+4-442=3.

Zjistili jsme, Ze je matice A(z) singuldrni, pravé kdyz je = = 3. O

6.4. Vyfeste nad realnymi ¢isly soustavu rovnic Ax” = (1,0,0)7 s redlnym para-
2¢+1 a 2a
metrem a, kde A = a 1 a+1
2a 0 2a

Pro pocitani pouZijeme Cramerovo pravidlo. Nejdiive uré¢ime det A = 2a - (a +
1). To znamend, Ze Cramerovo pravidlo miZeme vyuZit pro parametr a € R\
{0, -1}, t.j. je-li matice A reguldrni. Dale ur¢ime determinant matic A;, které
vzniknou z matice A nahrazenim i-tého sloupce sloupcem pravych stran vektorem,
tedy (1,0,0)7:

1 a 2a 2a+1 1 2a
detA; =det [0 1 a+1| = 2a, det Ay = det a 0 a+1] =2aa
0 0 2a 2a 0 2a
2a+1 a 1
det A; = det a 1 0] =—2a.
2a 0 0

Nyni pomoci Cramerova pravidla (Véta 8.13) spoéitdme hodnotu i-té neznadmé

jako z; = (det A)~!-det A;. Tedy z; = x5 = % = ﬁ aTg = Wi‘fl) = fﬁ.
Konec¢né standardnim postupem zjistime, Ze soustava pro a = —1 nema feSeni a
pro a = 0 lezi vSechna feSeni v mnoziné (1,0,0) + ((0, 1, —1)). O
1 2 1
6.5. Existuje-li, najdéte inverzni matici k redlné matici B= | -2 -3 1
2 4 3

Vyuzijeme Vétu 8.8 z prednésky a budeme elementdrnimi tpravami upravovat
matici B rozgifenou o jednotkovou matici, tedy matici (B|E) tak, abychom dostali
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matici (E|C). Podafi-li se ndm to, bude matice C pravé inverzni matici k matici

1 2 1 |1 0 0 1 2 1 1 0 0
-2 -3 1 |01 0fJ~{0O 1 3 2 1 0~
2 4 3 |0 01 0 0 1 -2 0 1
1 2 0 3 0 —1 1 00 -13 -2 5
~10 1 0 8§ 1 =3]~1(0 1 0 8 1 -3
0 01 -2 0 1 0 0 1 -2 0 1
-13 -2 5
Zjistili jsme, 7e B~! = 8 1 -3 g
-2 0 1

1 2 4
6.6. Existuje-li, spocitejte nad télesem Z; matici [3 2 6
1 0 5

Postupujeme stejné jako v predchozim prikladé:

1 2 4 1 0 O 1 0 5 0 0 1 1 0 0 2 5 5
3 2 6 01 0]~1(0 2 5 01 4]1~1(0 1 O 1 3 4
1 0 5 0 0 1 0 2 6 1 0 6 0 0 1 1 6 2
12 4\ " /25 5
Dostali jsme |3 2 6 =11 3 4]. O
1 0 5 1 6 2
5./6.1.
2 3\ " /1 3 1 -1
6.7. Spocitejte soucin redlnych matic <1 1) . <2 0 -1 2 )
. (2 3 (1 3 1 -1 i . .. ..
Oznacme A = (1 1 aB = 9 0 -1 9 ) . Rozsifime-li matici A o matici

B a budeme-li vzniklou matici (A|B) upravovat stejné jako v ptredchozich dvou
tlohach takovymi elementarnimi Gpravami, abychom vlevo obdrzeli jednotkovou
matici, snadno nahlédneme, 7e

(AB)~A™"-(A[B) = (E[A"'B),
Tedy vpravo dostaneme hledany sou¢in A~1B. Poéitejme:

23 /13 1 -1 11 2 0 -1 2
11 |2 0 -1 2 23 |1 3 1 -1

1 1 2 0 -1 2 1 0 5 -3 -4 7
01 -3 3 3 01 — 3 =5)°

-5 3 3
-1
e s . (2 3 13 1 -1y (5 -3 -4 7
Spocitali jsme, Ze <1 1) . (2 0 -1 2 ) = <3 3 3 5). O
2 0 3 4\ !
6.8. Spocitejte soucin redlnych matic [ —1 3| - < )
1 9 2 3
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2 0
Oznatme C = —1 3] aD = <3 g) . Uvédomime-li si, 7e (C . Dil)T =
1 2
(D~ HT . CcT = (DT)~! . CT, mizemem postupovat stejnym zptisobem jako v
minulém ptikladu, ovSem pro soucin transponovanych matic v obraceném poradi:
3 2 |2 -1 1 12 8 |8 -4 4 3 2 2 -1 1
4 3 |0 3 2 12 9 |0 9 6 01 -8 13 2
30 18 —27 -3 1 0 6 -9 -1
0 1 -8 13 2 01 -8 13 2 )°
6 -9 -1 6 8
Zjistili jsme, ze (DT)~1.CT = ,aprotoC-D™ = (-9 13|. O
-8 13 2 1 9

1 2
6.9. Najdéte nad télesem Z; adjungovanou matici k maticim A = ( >, B =

36
11
(1 2)-o-

Postupujme nejprve podle definice, na i-tém fadku a v j-tém sloupci adjungované
matice se nachdzi subdeterminant ptivodni matice, v niz vySkrtneme j-ty radek a
i-ty sloupec, vynasobeny hodnotou (—1)™+7:

1 2 4
aD=[3 2 6
1 0 5

—
—

1
1
1
1

—

aia) = (§ 7). adie) = (§ 7). adicc) -

OO OO
o O OO
o O OO
OO OO

U posledni matice, o niz z piikladu 6.6 vime, zZe je regularni, a zname jeji inverz,
sta¢i abychom spocetli determinant det(D) = 5 a vyuZili Véty 8.12, kterd Fika,
7e D - adj(D) = det(D) - E, proto adj(D) = det(D) - D!, tedy adj(D) = 5 -

2 5 5 3 4 4
1 3 4|=[5 1 6 O
1 6 2 5 2 3

6.10. Spocitejte adjungovanou matici ke ¢tvercové matici stupné 100, kterd ma
hodnost 98.

Uvazime-li, ze matice, kterou dostaneme z ptvodni vyskrtnutim i-tého radku

a j-tého sloupce ma hodnost nejvyse 98, je takova matice singuldrni a ma tedy
determinant rovny nule. To znamen4, Ze hledand adjungovand matice je nulova. O

12./13.1.
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7. HOMOMORFISMY VEKTOROVYCH PROSTORU

4 1
7.1. Necht f : Z2 — Z2 je zobrazeni dané predpisem f(v) =v- |1 2 |.Rozhod-
2 3

néte, zda jde o homomorfismus.

Podle Véty 4.7 z prednésky zobrazeni dané ndsobenim sloupcového vektoru (tedy
matice typu (n,1)) matici spliuje axiomy homomorfismu, tedy

(u+v)-A=u-A+v-A a (r-u)-A=r-(u-A)

pro kazdé u,v € Z2 ar € Zs. O

7.2. Pro homomorfismus f z pfedchoziho piikladu popiste podprostory Kerf a
Imf.

Pfipomenme, 7e Kerf = {v| f(v) = 0} = {v| v- A = 0}. Tedy Kerf je pravé
mnozina v8ech fesSeni homogenni soustavy s matici A. Snadno spocitame, ze Kerf =
((2,0,1)).

Vezmeme-li libovolnou generujici mnozinu G vektorového prostoru Z3 (napiiklad
kanonickou bazi), potom f(G) tvoii generujici mnozinu podprostoru Imf = f(Z3).
Vidime, 7ze f((1,0,0)) = (4,1), f£((0,1,0)) = (1,2) a f((0,0,1)) = (2,3) (tj. ob-
razy vektor kanonické baze tvoii pravé sloupce matice A). Zbyva si v§imnout, Ze
(4.1),(1,2), (2,3)) = Z2. O

Oznacujme K,, kanonickou bazi libovolného aritmetického vektorového prostoru
T" nad télesem T a jeji i-ty vektor e;.

7.3. Najdéte matici homomorfismus f z predchozi tlohy vzhledem ke kanonickym
bazim.

Podle definice nejprve potiebujeme zjistit soufadnice vektort f(e;) vzhledem
ke kanonické bdzi prostoru Z2: {f(e1)}rx, = {(4, 1)}k, = (4,1), {f(ea)}k, =
{(1/2)}K2 = (1/2)7 {f(e3)}K2 = {(273)}K2 = (273)

Nyni zbyva souradnicové vektory usporadat do sloupcii matice homomorfismu

T
4 1

vzhledem ke kanonickym bazim [flg,x, = |1 2| = (;l ; Z) O
2 3

7.4. Necht g : R? — R? je zobrazeni uréené predpisem g((z,22)) = (21 +
2x9,4x1 — 9, 2w9). DokaZte, Ze se jedna o homomorfismus.
Snadno zjistime, Ze lze predpis definujici zobrazeni g vyjadrit jako sou¢in matice
1 4 0 . .
9 _1 2) . Proto jde podle Véty
4.7 o homomorfismus. O

a aritmetického vektoru: g((x1,z2)) = (21, 22) - (

7.5. Najdéte matici vzhledem ke kanonickym bazim homomorfismu g z predchoziho
prikladu.
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Postupujeme stejné jako v Piikladu 7.3. Staci tedy dosadit vektory kanonické
1 2

baze do g a sefadime je do sloupcti matice [g]k, ks = |4 —1]. O
0 2

7.6. M&jme A = ((1,4),(3,1)) bazi prostoru Z2 a B = ((1,1,2),(1,0,3), (6,0, 5))
bazi prostoru Z$. Najdéte matici homomorfismu h : Z2 — Z2 vzhledem k bazim A

1 3
a B, zndme-li matici h vzhledem ke kanonickym bazim [hlx,x, = [4 0
2 6

Dvoji aplikaci Véty 10.6 mlizeme vyjadfit hledanou matici [h]4ap jakou soudin
matic:

[hlap = [1z:]KsB - [Mlak, = [1z2]keB - [Pl Kok, - [1z22] Ak, -
Snadno uréime pifimo podle definice matice piechodu od kanonické baze k bazi A
resp. B, tj. do sloupeckt sepiseme bazi A resp. B:

1 1 6
1 3

[1Z$]AK2 = (4 1> ’ [1Z§]BK3 =1 00

2 3 5

Konecéné zbyva uvazit, ze [1Z3]BK3 [1Z3]KsB = [1Z3]K3K3 = E, tedy [1Z§]KsB =

[1Z3]BK Dokonceni tlohy je uz jen rutinnim pocitdnim s maticemi:

116\ 13\ o, 11 6\ ' /6 6
[Ala=11 0 O 4 0 -<4 1>: 1 00 -4 5
2 3 5 2 6 2 3 5 5 5
Hledany soucin matic dopocitame zptisobem prezentovenym v 6.7:
1 1 6 |6 6 1
1 0 0 (4 5]~1{0 1
2 3 5 |55 0 3
1 0 0 (4 5 1 0 0 |4 5
~10 1 6 |2 1|~|0 1 0 |0 O
0 01 |5 6 0 01 |5 6
4 5
Zjistili jsme, 7e [hlap = |0 0O O
5 6

7.7. Bud A = ((1,1,1),(1,0,1)(1,1,0)) béze vektorového prostoru Z3 a B =
((1,2),(1,1)) béze vektorového prostoru Z3. Najdéte matici homomorfismu 1) :

Z3 — 72 vzhledem ke kanonickym bézim, ma-li matici [¢]ap = (; } ?) vzhle-
dem k bazim A a B.

Postupujeme standardni cestou s vyuzitim Véty 10.6 (¢i specidlni Véty 10.13):
-1

1 1 1
[V]ksk, = [1z2lBK, - [V]aB - [1z3]K,a = G i) ' G 1 (1)> (1ol
1 1 0
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1 2
a nékterym ze znamych zpusobt dopoditame [¢]k, K, = (8 1 0)' -

7.8. Najdéte matici endomorfismus ¢ vektorového prostoru R? vzhledem ke kano-
nické bazi, vite-li, Ze ¢((1,2)) = (3,0) a ¢((2,1)) = (3,3).

Protoze B = ((1,2),(2,1)) tvoif bazi R2, zaru¢uje ndm Véta 9.22, 7e dana pod-

minka urc¢uje homomorfismus f jednoznacné, a bezprostiedné z definice dostaneme

matici [¢]Bk, = <g g) Déle postupujeme obvyklym zptsobem:

[Pk, = [PlKoks = [@)BKs - [IR2]KoB = [P]BK - [IR2]BK, =
CYEYEIE D6

7.9. Najdéte ve vektorovém prostoru Z3 nad télesem Zj matici pfechodu od baze
M =((2,1),(1,1)) k bazi N = ((1,1),(0,1)).

O

Uvédomime si, Ze matice pfechodu od baze M k bazi N je pravé matici [1z,]nm
identického homomorfismu vzhledem k bazim N a M. Nyni opét pouzijeme Vétu
5.6, abychom dostali: = [1z,]nm = [1z,]kom - (12 v = [12a] 07, - (12 Vi =

-GN (D=0

O
2 31 4
7.10. Jelli [1 1 2 5| matice homomorfismu f : Z2 — Z3 vzhledem k bazim
1 2 6 6
M =((1,1,0,0),(0,1,1,0),(0,0,1,1),(1,0,0,0)) a N = ((3,1,4),(3,3,0),(2,1,6)).
Urcete dimenze jidra Kerf a obrazu Imf.
2 3 1 4
Nejprve standardni cestou ur¢ime hodnost matice [fluy = [1 1 2 5] a
1 2 6 6
zjistime, ze h([f]mn) = 2. Nyni vyuzijeme Vétu 10.19, kterd fikd, ze dim(Imf) =
h([flmn) = 2 a Vétu 9.27, kterd iika, ze dim(Imf) + dim(Kerf) = dim(Z3) = 4, a
proto dim(Kerf) =4 — dim(Imf) = 2. O

7.11. UvaZzujme redlny vektorovy prostor R[z] vSech redlnych polynomi. Dokazte,
ze prvni derivace ' tvoii homomorfismus R[z] do R[z]. Jak vypada jadro Ker(') a
obraz Im(")?

Tvrzeni, 7ze (p+q)' = p'+q¢" a (e.p)’ = c.p’ je dokdzadno na prednisce matematické
analyzy (nejen) pro vSechny polynomy p a ¢ a kazdou redlnou konstantu ¢. Tedy
prvni derivace je homomorfismus. Snadno nahlédneme, 7e Ker(') obsahuje pravé
v8echnny konstantn{ funkce a Im(') = R|z]. O
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8. LINEARNI FORMY

8.1. Dokaite, ze je zobrazeni f : Z4 — Z; definované vztahem f((x1,z2,23,24)) =
21 + 3z9 + 4x4 linearni forma a najdéte souradnice f vzhledem ke kanonické bazi
K4 a vzhledem k bézi B = ((1,1,1,1),(2,0,2,2),(1,1,0,1), (4,4, 4,0)).

Vidime, Ze hodnotu f(v) dostaneme jako soucin vektoru va sloupcového vektoru
(2,3,0,4)", jde tedy o homomorfismus vektorového prostoru Z2 do Zy, tj. jde podle
definice o linearn{ formu na prostoru Z1.

Soutadnice f vzhledem k jakékoli bazi dostaneme dosazenim jednotlivych ba-
zickych vektort a jejich sefazenim do fadku (v pfipadé linedrnich forem na arit-
metickém vektorovém prostoru jde ziejmé pravé o matici homomotrfismu f), tedy

{f}K4 = [f]K41 = (273=074) a {f}B = [f]Bl = (2=572=6)' u

8.2. Necht {g}r = (3,4,2,1) jsou soufadnice linearni formy g : Z2 — Zy vzhle-
dem k bazi B = ((1,1,1,1),(2,0,2,2),(1,1,0,1),(4,4,4,0)). Najdéte soutadnice a
analytické vyjadreni g vzhledem ke kanonické bazi K4 a

Hledame-li vektor {g}k, staci si uvédomit, Ze vlastné jedna o matici homomor-
fismu, a poté vyuzit Vétu 10.6, protoze

{g}K4 = [g]K41 = [g]Bl ’ [1Z‘7‘]K4B = (374= 2, 1) :

—
NN O DN
—_ O = =
O = =

Vidime, ze ndm staci vyfesit nehomogenni soustavu s matici

1 111 |3
2 0 2 2 |4
11 0 1 |2
4 4 4 0 |1

Standardnim postupem tedy najdeme vektor (0,1,1,1), ktery je prévé hledanym
soufadnicovym vektorem {g}k, O

8.3. Najdéte soufadnice linearni formy f chapané jako vektor dudlniho vektorového
prostoru vzhledem dudlni bazi ke kanonické bazi a vzhledem k dudlni bazi k bazi
B, kde f a B bereme z Ptikladu 8.1.

O

Oznacme (f1, fo, f3, f1) hledanou dudlni bazi. Z definice vime, ze f;(e;) = 0,
je-lii # j, a fi(e;) = 0. To pfimo podle definice znamenad, ze {f;} k, = e;, a proto
filx1,z2, 23, 24) = ;.

Oznac¢me K4, respektive B dudlni béze k bazim K, a B. Nejprve p¥imo podle
definice a piedchozi dlohy vidime, 7e {f}z, = (2,3,0,4). VyuZijeme-li ddle Vétu
11.7 z prednasky, pak snadno ur¢ime soufadnice linearni formy vzhledem k dudlni
bazi B bez toho, 7e bychom B museli hledat, nebot plati {f}a=1{f}B=1(2,5,2,6).

(|

8.4. Mgjme bazi B = ((1,0,1),(3,2,2),(2,0,4)) vektorového prostoru Z3. Urcete

3

analytické vyjadreni linearnich forem dudlni baze k bazi B.
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Potfebujeme najit souradnice lindrnich forem dualni baze vzhledem ke kanonické
bézi, z nichZ uZ snadno dostaneme analyticky tvar. Oznacme B = (fi, f2, f3) dudlni
bazi k bazi B a soufadnice forem: {f;}k, = (a;1,ai2,a;3) proi = 1,2,3. Uvédomme
si, ze pozadavek na dudlni bazi lze v maticovém zapisu vyjadrit nasledovné:

ail Q12 a3 1 3 2 1 0 0
as1 QA2 A23 -10 2 0 = 01 0
az; azz  a33 1 2 4 0 01

Hledame tedy obvyklym zptisobem inverzni matici ke zndmé matici, snadno, teedy
spocitame, ze
-1

{fi}k, 13 2 2 3 4
{f}k, | =10 2 0] =(0 3 0
{fs} i, 12 4 2 4 3
Zbyva sepsat analytické vyjadieni forem: fi(z,y,2) = 2e+3y+4z, fo(z,y, z) = 3y,

8.5. Uvazujme bazi M = ((1,—1),(—1,2)) aritmetického vektorového prostoru R2.
Najdéte souradnice vzhledem k M a vzhledem ke kanonické bazi linedrnich forem
dudlni baze k bazi M.

Ozna¢me M = (g1,g2) dudlni baz k bazi M. Okamzité z definice vidime, Ze
{g1}m = (1,0) a {g2}m = (0,1), tedy soufadnice jsou pravé vektory kanonické
baze. Pti hledani soutradnic {g;}k, miZeme postupovat stejné jako v predchozim
prikladu nebo podle Véty 11.9. V obou pfipadech ndm zbyva najit inverzni matici:

()= 3) =)
Tedy {g1}k, = (2,1) a {g2}k, = (1,1). O

8.6. Uvazujme hy(z) = 422 + 423, ho(z) = 421 + 222 + 23 a hs(z) = 3z1 + 322
linearn{ formy na vektorovém prostoru Z3. Ovéite, 7e (hi, ha, h3) tvoii bzi dudlniho
vektorového prostoru, a najdéte bazi B prostoru Z3 tak, aby (hi, ha, h3) byla dudlni
bézi k bazi B.

Resime dudlni tilohu k piedchozim dvéma piiklad@im. Znime tentokrat soufad-
nice linedrnich forem vzhledem ke kanonické bazi a potifebujeme najit vektory u;
tak, aby soudin ui{gj}]T(3 = d;;, coz snadno vyjadiime pomoci matic:

{ul}Kg

{w}ry | - U}k, {92}k {93} 5,) = E

{u3}K3
Tedy opét se kol redukuje na nalezeni inverzni matice. Navic teprve pti hledani
inverzni matice mizeme zodpovédét otazku existence baze B. Jestlize by neexis-
tovala inverzni matice k dané matici (tj. pokud by soufadnice linedrnich forem hi
byly linedrné zavislé), pak by linedrni formy h; netvofili bazi, v opaéném piipadé
béazi budou. Dopocitdme tedy:

{u}x, 04 3\ " /2 31
(whe, | =14 2 3] =2 3 2
41 0 11 4

{113}1(3
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Zjistili jsme, Ze u; = (2,3,1), us = (2,3,2) aug = (1,1,4) a (hy, ha, h3) je dudlni
bézi vzhledem k bazi (u;, us, us). O

Dalsi dlohy

(1)

(2)

Méjme p = (174)(256),q = (134765) € S;. Urcete permutace po g, g o p,
ptogaqg lop ! agoqnajddte u viech téchto permutaci jejich rozklad
na transpozice.

Méjme p = (1278)(356),¢ = (13)(4765) € Ss. Urcete znaménka permutaci

pogq, qop,p togag top ! aqgognajdéte u viech téchto permutaci jejich

rozklad na transpozice.

Spocitejte determinant matic A = B =

1 20
1 01
2 1 2)

N = = DN
N = DN =
— e
O NN = O
NN DN

1 1 0
A"l A-BaA- -B !nadtélesyR, C, Zs, Z5 a Z.
Najdéte pro libovolna a € Q nad Q rekurentni vzorec pro vypocet deter-
minant ¢tvercové matice G, = (g;;) stupné n, kde g;; = 1, giis1 = a a
gi+1; = b a jinde je g;; = 0.

Rozhodnéte, zda jsou nad télesy Q, Zs3, Zs a Z; regularni matice A =

2 1 0],B= a B®.
5 1 9 11 0 1
1 110

Najdéte nad télesy Q, Z3, Zs a Z7 adjungované matice k maticim z pred-
chozi dlohy.

a 2+4+a 1
Rozhodnéte, pro kterd a € Z7 je nad Z; matice | 3a + 2 1 a

2a? a+6 2+4a

regularni.
Najdéte pro vSechna a € Z7, pro néz je to mozné, inverzni matici k matici
z predchozi Glohy.

1 —1
Spoditejte ((; ;) : (g i) : <g Z) : <} g))l nad télesy R, Zs5

a Z7.

Uvazujme zobrazeni f,g,h : Z3 — Z2 vektorovych prostrort nad télesem
Z7, kde f je urcené predpisem f((z1,%2,73,74)) = (2 + 323 + 514,471 +
x3,%1 + 6x3 + x4), dile g je uréené svou matici vzhledem ke kanonickym

5 3 2 4
bazim [g]k, ks = |2 4 0 1] ah je urdené predpisem h(v) = f(v)+3-
10 2 6

g(v) pro kazdé v € Z1.
a) Dokazte, Ze je h homomorfismus.
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b) Najdéte matice g a h vzhledem ke kanonickym bazim.
c) Najdéte matice f, g a h vzhledem k bazim M = ((1,1,2,3),(1,1,1,0),
(5,0,1,0),(4,0,2,0)) a N =((3,1,2),(1,2,0),(6,6,0)).
d) Urcete jadro a obraz homomorfismii f, g a h.
e) Rozhodnéte, zda existuje v € Z%, pro které f(v) = (1,0,3).
f) Rozhodnéte, zda existuje v € Z2, pro které f(v) = (1,0, 3).
g) Najdéte matice ¢ o f, 1h o g a 1 o h vzhledem ke kanonickym ba-
i g g) vzhledem
k bazim A = ((0,1,2),(2,0,1)(1,2,0)) béze vektorového prostoru Z3 a
B =((2,5),(1,2)).
(11) Dokazte, Ze je endomorfismus ¢ z Ptikladu 7.8 izomorfismus a najdéte ma-
tice ¢! vzhledem ke kanonické bazi.

zim je-li ¢ endomorfismus dany matici [Y]ap = <



