21./27.10.

2. ARITMETICKE VEKTOROVE PROSTORY A LINEARNI NEZAVISLOST

2.1. Rozhodnéte, zda je posloupnost vektoru (1,1,0,1), (2,1,1,1), (3,1,2,1) z vek-
torového prostoru R* nad télesem R linedrné zavisla &i nezavisla.

Potfebujeme zjistit, zda existuje néjaké netrividlni (tj. nenulové) feseni vektorové
rovnice

x1-(1,1,0,1) +25-(2,1,1,1) + 23 - (3,1,2,1) = (0,0,0,0)

Snadno nahlédneme, ze feseni dané vektorové rovnice jsou pravé reseni homogenni
soustavy rovnic s matici levych stran A (pravé strany jsou nulové, u matice ho-
mogenni soustavy rovnic vynechdvame sloupec nulovych pravych stran, ktery se
Zadnymi tpravami neméni). Tu nésledné obvyklym zptsobem upravujeme:

1 2 3 1 2 3 1 2 3
A — 1 11 N 0 -1 -2 N 01 2
01 2 0 1 2 0 0 O
1 11 0 -1 -2 0 0 O

Aniz musime nenulové feseni dopocitavat, ale zjevné jim jsou vSechny néasobky
vektoru (1,—2,1), zjistujeme, Ze homogenni soustava rovnic s matici A, a tudiz i
vyse uvedena vektorova rovnice maji netrivialni feseni, a proto jsou pfimo podle
definice vektory (1,1,0,1), (2,1,1,1), (3,1,2,1) linedrné zavislé. O

2.2. Rozhodnéte, zda je posloupnost vektort (1,0,2,1), (2,0,1,1), (1,0,1,—1) ve
vektorovém prostoru Q* nad télesem Q linedrné zavisla ¢ nezavisla.

Stejné jako v predchozi tloze se ptame, zda existuje, a v takovém pripadé pujde
o linearné zavislé vektory, ¢i neexistuje, coz by znamenalo, ze dané vektory by byly
linearné nezavislé, netrividlni feseni vektorové rovnice

xy - (13();271) + 2 (2707131) + 23 - (1>071771) - (0707030)

Ulohu pievedeme na otédzku, zda existuje jednoznacné (tedy pouze trivialni) feseni
homogenni soustavy rovnic s matici A:

1 2 1 1 2 1 1 21

A — 0 0 O 0 -3 -1 01 2

121 1 0 -1 -2 0 0 5

1 1 -1 0 0 0 0 0 0
Z upravené soustavy dostavame jednoznacné feSeni x1 = x5 = x3 = 0, tedy
vektory (1,0,2,1), (2,0,1,1), (1,0,1,—1) jsou linedrné nezavislé. |
3./4.11.

2.3. Rozhodnéte, zda je vektor (1,1,4) linedrni kombinaci vektor posloupnost
vektort (1,4,3), (3,1,1) ve vektorovém prostoru Z? nad télesem Zs. V piipadé
kladné odpovédi najdéte x,y € Zs, pro néz = - (1,4,3) +y - (3,1,1) = (1,1, 4).
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Ptame se, zda existuji hodnoty z,y € Zs, které fesi vektorovou rovnioci z -
(1,4,3) +y-(3,1,1) = (1,1,4), tedy Fesime soustavu 3 rovnic o 2 nezndmych (pro
kazdou soufadbici dostdvame jednu rovnici) s matici, kterou snadno upravime:

1 31 1 3|1 1 3|1
4 1|11 ~10 4|2~ |0 1|3
3 1|4 0 21 0 00

&3]

robeniovu vétu), Ze FeSeni
a (z,y) = (2,3). O

Okamzité vidime (aniz k tomu potiebujeme vyuZivat
této soustavy existuje, proto (1,1,4) € ((1,4,3),(3,1,1)

~

2.4. Najdéte n&jakou bazi podprostoru V vektorového prostoru R* generovaného
vektory (1,1,0,1), (2,1,1,1), (-1,1,2,0), (0,1,3,0), (3,1,2,1) a uréete dimenzi V.

Pfipomenme, Ze elementarni tpravy provedené na posloupnost vektort opdle
Véty 3.4 z pfednasky nezmeéni podprostor jimi generovany. Sepiseme-li si tedy gene-
ratory prostoru V do fadkd matice a matici budeme obvyklym zptisobem upravovat,
budou fadky upravené matice generovat stejny vektorovy prostor V. Upravime-li
fadky matice tak, aby vysledné nenulové fadky (které mizeme v souladu s pozoro-
vanim o podprostorech generovanych fadky vypustit) byly zjevné linedrné nezévislé,
budou tyto nenulové fadky tvofit bazi daného prostoru. Tedy upravujme:

1 1 01 1 1 0 1 1 1 0 1
2 1 11 0 -1 1 -1 0 -1 1 -1 1 1 0 1
-1 1 2 0f~|0 2 2 1 ]|~]0 0 4 -1|~(0 -1 1 -1
0 1 3 0 0 1 3 0 0 0 4 -1 0 0 4 -1
3 1 2 1 0 -2 2 =2 0 0 0 O

Vektory (1,1,0,1), (0,—1,1,-1), (0,0,4,—1) jsou linedrné nezavislé, protoze jsou
usporadany do Gaussovy matice a navic generuji cely prostor V', je posloupnost
(1,1,0,1), (0,—1,1,-1), (0,0,4, —1) béze V.

ProtoZe je dimenze definovéana jako pocet prvki (libovolné) baze, mame dim(V') =
3. O

2.5. Vyberte z mnoziny X = {(2,4,0,1,4),(4,3,0,2,3), (1,2,3,4,0),(3,1,1,1,2),
(4,3,4,0,2)} bazi podprostoru U = (X) vektorového prostoru Z2 nad télesem Zs.

Potrebujeme si uvédomit, které vektory z daného seznamu jsou linearni kom-
binaci pfedchozich. Seradime si tedy vektory do posloupnosti a budeme zjistovat,
které vektory jsou linearni kombinaci pfedchozich ¢lentt posloupnosti. Nejprve si
tedy seradime vektory do fadk® matice, ¢imz mame danu posloupnost vektort,
a tu budeme upravovat Gaussovou eliminaci dokud neziskdme Gaussovu matici.
Jedna se tedy o posloupnost elementarnich tprav, kdy k nize polozenym fadkiam
pric¢itame vyse polozené radky, pfipadné nelze-li néjakym radkem upravit nize polo-
Zené Fadky, pak takovy vektor) vyménime z niZe poloZenym vektorem piehazujeme
nasob tvar. Pfitom si fadky pivodni matice oznacime fimskymi ¢islicemi a budeme
zaznamenavat vSechna prehazovani fadkt a staci zjistit, kterym Fadktm ptvodni
matice odpovidaji nenulové radky Gaussovy matice.

Poznamenejme, Ze je podstatné, abychom neménili poradi téch vektord, pomoci
nichz jsme upravovali vsechny nasledujici, tj. téch fadkt matice, které uz jsme po-
uzili k eliminaci néasledujicich. Takovy radek uz totiz odpovida vektoru, ktery je
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linedrné nezavisly na predchozich a jeho pripadnad zameéna za néktery z nasleduji-
cich vektortu pro néj samoziejmé podminku linarni nezavislosti na pfedchozich Fad-
cich nemusi zachovat. V daném pfipad€ nejprve pficteme vhodné nasobky prvniho
rfadku k ostatnim a poté prehodime druhy a tieti fadek, jimz stejnym zptisobem
vynulujeme paty a Sesty radek:

2 4 01 4 1 2 4 01 4 1 2 401 4 1
4 3 0 2 3 1 00 0 0O 1 0 0 3 1 3| i
1 2 3 4 0 wwi|~|0 0 3 1 3| @wi|~]0 0 0 0 O 1
31 1 1 2| 4w 001 2 1 X 0 0 0 0 0 9w
4 3 4 0 2 v 00 4 3 4 v 00 0 00O v

Ukazalo se, ze fadek ii je ndsobkem Fadku i a fadky iv a v jsou linedrni kombinaci
radki i a iii. Naopak radek iii neni linearni kombinaci fadku i. Hledanou bézi tvori
napfiklad prvni a tfeti vektor mnoziny X, tedy mnozina {(2,4,0, 1,4), (1,2,3,4,0)}.

O

2.6. Dopliite linedrné nezévislou posloupnost B = ((2,4,0,1,4),(1,2,1,0,3)) na
bazi aritmetického vektorového prostoru Z:.

Nejprve najdeme bazi podprostoru (B) tak, aby jeji vektory uspofddané do ma-
tice daly Gaussovu (nebo tzv. odstupiiovanou) matici.

2 4 01 4 2 4 0 1 4
1 21 0 3 0 01 2 1)°
Nyni snadno doplnime matici na Gaussovu ¢tvercovou matici, jejiz vSechny radky

jsou nenulové, naptiklad vektory kanonické baze (i-ty pfiddme, pravé kdyz i-ty
sloupec matice neobsahuje pivot) a pfitom si vSimneme, Ze:

2 4 01 4 2 4 01 4 2 4 01 4
01 0 00O 001 21 1 210 3
0012 1|~]0100O0|~|010O0TO0]=A
00 010 000 10 0 00 1O
00 0 01 0 0 0 01 0 0 0 01

Ztejmé ma podprostor generovany radky matice A dimenzi 5, proto je podle Véty 2.22
z predndsky roven ZZ2. Tedy posloupnost ((2,4,0,1,4),(1,2,1,0,3),(0,1,0,0,0),
(0,0,0,1,0),(0,0,0,0,1)) tvoif bazi Z2 rozsifujici posloupnost B.

[l

2.7. Je-li podprostor U = ((2,4,0,1,4),(1,2,1,0,3)) vektorového prostoru Z2 nad
télesem Zs, najdéte bazi n&jakého takového podprostoru V, aby UV V = Z2 a
UunvVv ={0}.

Uvéazime, ze jsme tlohu fakticky vyftesili v P¥ikladu 2.6 Nejprve polozme V =
((0,1,0,0,0), (0,0,0,1,0),(0,0,0,0,1)) (tedy V je podprostor generovany témi vek-
tory, jimiz jsme (2,4,0,1,4), (1,2,1,0,3) doplnili na bazi). Potom zfejmé UV V =
Z3. Bud déle w € U NV, tedy existuji takové prvky a,b,c,z,y € Zs , Ze
W = $(2, 4,0, 17 4)+y(13 2,1,0, 3) =a- (07 17 01 0, 0)+b(07 0, 07 17 0)+C(07 0,0,0, 1)7
proto

a-(0,1,0,0,0)+b-(0,0,0,1,0)+c-(0,0,0,0,1) —z-(2,4,0,1,4) —y-(1,2,1,0,3) = 0.
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Protoze je vSech pét vektort linedrné nezavislych, dostavame pfimo z definice li-
nearni nezavislosti, ze a = b =c =2z = y = 0, tedy w = 0. Dokézali jsme, ze
bézi hledaného podprostoru V je tedy napfiklad posloupnost vektorta ((0, 1,0,0,0),
(0,0,0,1,0), (0,0,0,0,1)). O

10./11.11.

2.8. Uvazujme posloupnosti vektori uy = (1,2,1,1), us = (2,1,2,1) a v; =
(0,1,1,2), vo = (0,1,1,1),v3 = (2,1,0,2) ve vektorovém prostoru Z3 nad télesem
Zs. Ovéite, ze je posloupnost uj, uy lindrné nezavisld a rozhodnéte, zda ji lze
doplnit na bazi prostoru Z3 pomoci vektort z vybranych posloupnosti vi, va, v3.
V ptipadé, Ze ji doplnit lze, vyberte z {v1, va, v3} doplitujici vektory.

Nejprve uvdzime, ze vektor (1,2,1,1) zjevné neni nidsobkem vektoru (2,1,2,1),
tedy posloupnost uj, us je lindrné nezavisla.

Podle Steinitzovy véty (Véta 2.13) potifebujeme ovéfit, zda posloupnost uj, us,
V1, Vo, v3 generuje cely vektorovy. Zjistime-li, Ze tato posloupnost generuje prostor
dimenze 4 znamena to, Ze posloupnost na bazi doplnit lze a budé tieba vektory
vybrat. Proto si podobné jako v tloze 2.5 rovnou ocislujeme vektory umisténé do
rfadku matice, kterou budeme néasledné gaussovsky upravovat. Pfedem pozname-
nejme, ze na prvni 2 fadky umistime vektory uj, us, které nesmime eliminovat
pomoci ostatnich, coz je vzhledem k linedrni nezavislosti uj, us jisté splnitelny
pozadavek.

1 2 11 1 1 211 1 1 2 11 1
21 21 X 0 0 0 2 1 0 1 1 2| qdu
011 2} 4|]~]0 11 2 wi|f~|0 0 1 0 v
01 11 w 0 1 11 X 00 0 2 1
21 0 2 v 0 010 v 0 0 0 0] w

Nyni stejnou tvahou jako v pfikladu 2.5 dostavame zavér, ze posloupnost tvorena
pivodnimi Faidky i, iii, ii a iv tvoii bazi Z3, tedy vektory uj, us doplituji na bazi
napiiklad vejktory vy, vso. ([

2.9. Najdéte né&jakou bazi podprostort U = ((2,1,1,1),(4,2,1,3),(3,4,3,0)), V =
((2,0,3,4),(1,3,1,2),(1,4,0,2)) a UV V. vektorového prostoru Zi nad télesem Zs.
Urcete dale dimenzi prianiku UN V.

Nejprve obvyklym zpisobem sefadime generujici vektory obou prostori do radki
matic a upravime je pomoci elementérnich transformaci:

2 1 1 1 2 1 1 1
4 21 3|~[0 0 4 1],
3430 000 0
2 0 3 4 1 40 2
1 312|~]032 0],
140 2 0000

Tedy naptiklad posloupnost vektori ((2,1,1,1),(0,0,4,1)) tvoii bazi podprostoru
U a posloupnost ((1,0,4,2),(0,3,2,0)) tvoii bazi poprostoru V. Vsimneme si, ze
zadné dva vektory v obou generujicich mnozinach nejsou svymi néasobky, tedy
nejsou linedrné zavislé, proto kazda dvojice vektorti z mnoziny {(2,1,1,1), (4,2,1, 3),
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(3,4,3,0)} tvori bézi dvojdimenzionalniho prostoru U, stejné jako kazda dvojice
vektori z mnoziny {(2,0,3,4),(1,3,1,2),(1,4,0,2)} tvoifi bazi prostoru V.

Dale si uvédomme, ze U V V je podprostor generovany vSemi vektory U i V.
Sta¢i nam ovSem uvazovat jen baze U i V, které uz jsme nalezli, tedy plati, Ze
Uvv={(211,1),(004,1),(1,0,4,2),(0,3,2,0)). Bazi spojeni UV V najdeme
obvyklym zptisobem:

2 1 11 2 1 11 2 1 11 2 1 1 1

0 0 4 1 0 0 4 1 0 2 1 4 0 2 1 4

1 4 0 2 0 2 1 4 0 0 4 1 0 0 4 1

03 2 0 0 3 2 0 0 0 3 4 0 0 0 2
Vidime, Ze bazi UV 'V tvoii napiiklad posloupnost vektori (2,1,1,1), (0,2,1,4),

(0,0,4,1) a (0,0,0,2), tedy dim(U Vv V) = 4. To oviem znamen4, ze UVV = Z} a
mohli jsme tedy vzit jakoukoli jinou bazi Z3, napiiklad kanonickou bézi, ktera by
byla bazi UV V. Kone¢né si zbyva uvédomit, Ze podle Véty 2.23 (o dimenzi spojeni
a pruniku) je dim(UNV) = dim(U) +dim(V) —dim(UVV)=24+2-4=0. O

2.10. Urcete dimenzi priniku podprostort U a V racionalniho vektorového pro-
storu Q3, je-li U = ((1,2,1),(1,0,2)) a V = ((1,1,0), (1, —1,1)).

Obvyklym zplisobem zjistime, ze dimU = dimV = 2 a dim(U V V) = 3, proto
je podle Véty 2.23 dim(UNV) =dimU +dimV —dim(UV V) =1. O

2.11. Najdéte n&jakou bézi priiniku podprostortt U NV vektorového prostoru Z3
nad télesem Zj, jestlize U = ((1,1,1,1),(0,2,1,1),(0,0,1,2)) a V = ((1,2,2,1),
(0,1,2,1), (0,0,2,2)).

Potfebujeme najit vSechny vektory, které lezi zaroven v U i ve V, tedy které
jsou zaroven linedrnimi kombinacemi generatori U i V. Vyjadiime si vektor lezici
v pruniku rovnici:

x1-(1,1,1,1)+22-(0,2,1,1) + 23 - (0,0,1,2) =
=Y~ (1725271> +y2 : (0?17271) +y3 : (070a2a2)7
kterou upravime do standardniho tvaru
1’1'(17 17 13 1)+$2(0, 27 17 1)+.’£3(0, Oa ]-7 2)+y1(27 13 13 2)+y2(07 2, ]-7 2)+y3(07 07 13 1)
= (07 0’ 05 0)'
Budeme hledat mnozinu vsech feSeni homogenni soustavy s matici:

1 0 0 2 0 1 0 0 2 0

o

~ ~

N =N O

1 2 01
1 111
1 1 2 2

N =N

0 0 2 0 2 0
1 0 1.1 2 1
1 01 2 0 1

[ i R
S o N O
D= OO
DN = NN
— o NN O
—__= 0 O
(e R
S O NN O
o= OO
O~ NN
— o NN O
o= OO
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Snadno nyni dopoc¢itame, ze mnozina vSech Feseni soustavy je podprostor tvaru
((1,2,2,1,0,0), (0,2,2,0,1,1)), proto bazi prostoru vsech FeSeni tvoii napiiklad
dvojice (1,2,2,1,0,0), (0,2,2,0,1,1). Zjistili jsme, Ze:

1-(1,1,1,1) +2-(0,2,1,1) +2-(0,0,1,2) =
=1-(1,2,2,1)+0-(0,1,2,1)+0-(0,0,2,2) = (1,2,2,1),

0-(1,1,1,1)4+2-(0,2,1,1) +2-(0,0,1,2) =
=0-(1,2,2,1)+1-(0,1,2,1)+1-(0,0,2,2) = (0,1,1,0).

Tudiz vektory (1,2,2,1) a (0,1,1,0) lezi v podprostoru U N V. Konecéné si uvédo-
mime, ze libovolné Teseni soustavy lze napsat ve tvaru

ai - (]., 27 2, 1, 0, 0) + ag - (0, 2, 2, O, ].7 ].) = (al, 2(11 + 2&2, 2(11 + 2(12, ai, ag, 0,2),
kde a1, as € Z3, proto l1ze kazdy vektor z pruniku vyjadrit:

ap-(1,1,1,1) 4+ (2a1 + 2a2) - (0,2,1,1) + (2a1 + 2a2) - (0,0,1,2) =
=a;-(1,2,2,1) + a2 -(0,1,1,0).

Tim jsme zjistili, ze kazdy vektor z podprostoru U NV lze napsat ve tvaru a; -
(1,2,2,1)+a2-(0,1,1,0), tedy posloupnost ((1,2,2,1),(0,1,1,0)) podprostor UN'V
generuje. Zjevné se jednd o mnozinu linedrné nezavislou, tedy jde o béazi priniku.
Neni pritom tézké si uvédomit, ze vysledné vektory budou jisté linearné nezavislé,
jestlize jsme hledali jejich soufadnice vzhlem k bazim prostoria U a V.

Zéavérem si jeSté v8imndme, Ze jsme soustavu nemuseli dopodéitavat, nebof ndm
stacilo najit soufadnice baze feseni odpovidajici proménnym y; (tj. posledni 3 sou-
fadnice) nebo x; (tj. prvni 3 soufadnice). O

18./24.11.

3. HODNOST MATICE A SOUSTAVY LINEARNICH ROVNIC

1 2 3
3.1. Uréete nad télesy R a Zs hodnost matice A = [2 1 1| a matice AT.
1 4 3

Pripomenme, Ze hodnosti maticr rozumime dimenzi podprostoru generovaného
radky matice, kterou muzeme spocitat jako pocet nenulovych fadki prislusné Gaus-
sovy matice (viz Véta 4.9 z pfedndsky). Upravujme tedy nasi matici posloupnosti
elementarnich uprav nejprve nad télesem redlnych cisel:

1 2 3 1 2 3 1 2 3
21 1)~(0 -3 =5|~(0 1 O
1 4 3 0 2 0 0 0 -5

Zjistili jsme, Ze nad télesem R hodnost h(A) = 3. Véta 5.5 z pfednasky nam
k4, ze h(A) = h(AT), proto h(AT) = 3. Podobné uréime hodnost A nad télesem
Z5Z
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18.9.

3.2. Rozhodnéte, zda lze nad redlnymi ¢isly pievést posloupnpsti elementarnich

rfadkovych tprav matici A na matici B, kde A = G 3 i’) aB= G (2) _11>

Budeme-li matici C definovat jako matici obsahujici postupné vsechny radky
matice A a matice B, sta¢i ndm zjistit, zda h(A) = h(B) = h(C). Pfedpokladame-
li, ze h(A) = h(B) = h(C), pak podprostory generované radky matice A a B (a
tedy i C) jsou shodné, proto fadky B je mozné dostat jako linedrni kombinaci fadk
A a obréacené. V opacném ptipadé by podprostory generované fadky matice A a
B byly rtzné, tudiz by nebylo mozné matici A posloupnosti elementarnich tprav
pfevést na matici B. Okamzité vidime, ze h(A) = h(B) = 2. Zbyva standardnim
zpusobem urcit hodnost matice C:

1 2 3 1 0 -1 1 0 —1

11 1 01 2 01 2

10 —-1]7]0 2 47100 1

1 2 1 0 2 2 0 0 O
Zjistili jsme, ze h(C) = 3, proto matici A nelze pfevést posloupnosti elementarnich
tfadkovych dprav na matici B. O

3.3. Rozhodnéte, zda lze nad télesem raciondlnich ¢isel prevést posloupnosti ele-

mentarnich fadkovych tprav matici A = <1 f i’) na matici B = (1 g _51>

Postupujeme-li obdobné jako v predchozi tloze, zjistime, Ze h(A) = h(B) =2 a

1 2 3 10 -1 1 0 -1
c_ |t 11 01 2 01 2

“l1 0 -1 o2 4] 7|oo o]
1 3 5 03 6 00 0

tedy i h(C) = 2. Matici A proto lze pfevést posloupnosti elementérnich fadkovych
Uprav na matici B.

Vsimnéme si, ze jsme také mohli postupovat pfimo, t.j. uvédomit si, Zze oba
fadkové vektory (1,0,—1) a (1,3,5) matice B dostaneme jako linedrni kombinaci
radkovych vektorti matice A. O

3.4. Najdéte nad té€lesem Zs vSechna feSeni homogenni soustavy rovnic s matici

311 2 4
A=1|1 2 1 2 1
4 3 01 3

Potiebujeme upravit matici A na Gaussovu matici. Nejprve pfi¢teme druhy 1a-
dek ke tfetimu a trojnasobek prvniho k druhému:

311 2 4 31 1 2 4 311 2 4
1212 1)]~(0 0 4 3 3]~10 01 3 4
4 3 0 1 3 001 3 4 00 0 1 2

Nyni si uvédomme, ze jsme zjistili hodnost matice A, konkrétné h(A) = 3. Podle
Véty 5.8 je mnozina vSech feSeni nasi soustavy poprostorem vektorového porstoru



15

Z3 dimenze 5 — h(A) = 5 — 3 = 2. Potiebujme tedy najit bazi tohoto podprostoru.

31 1 2 4
Vidime, Ze ziskané Gaussova matice [0 0 1 3 4| mé pivotalni, tj. prvni
0 0 0 1 2

nenulové, pozice v prvnim, tfetim a ¢tvrtém sloupci. To znamena, ze mtzeme volit
hodnoty x2 a x5. Vezmeme-li za (z2,x5) postupné vektory kanonické (nebo néjaké
jiné) baze Z2Z a dopocitdme-li hodnoty z1, z3 a x4, budou nalezené vektory feseni
linedrné nezavislé, tedy nutné piijde o hledanou bézi. Polozime-li tedy zo = 1 a
x5 = 0, pak snadno najdeme vektor (3,1,0,0,0) Fesici soustavu a podobné pro
volbu z2 = 0 a x5 = 1 dostadvame FeSeni (1,0,2,3,1).

Spocitali jsme, ze mnozinou vSech feseni homogenni soustavy rovnic s matici A
je podprostor ((3,1,0,0,0),(1,0,2,3,1)). O

3.5. Existuje néjaky vektor pravych stran b € Z2, pro ktery neexistuje zadné feseni
soustavy Ax? = b”, kde A je matice z ulohy 3.47?

Stac¢i aplikovat Frobeniovu vétu (Véta 5.6), ktera fikd, Ze FeSeni obecné sou-
stavy linedrnich rovnic AxT = b7 existuje pravé tehdy, kdyz je hodnost matice A
stejnd jako hodnost rozsifené matice (A |b”). Poznamenejme, Ze vzdy plati nerov-
nost h(A) < h(A|bT). Protoze jsme zjistili, ze h(A) = 3 a matice (A|b?) ma tii
fadky, tedy h(A|bT) < 3, vidime, ze h(A|bT) = 3, a proto je soustava Ax’ = bl
fesitelna pro kazdy vektor b € Z3. O

3.6. Najdéte nad télesem Zs vSechna feSeni soustavy rovnic Ax” = (1,2,4)7, kde
A je matice z tlohy 3.4.

Diky Vété 5.7 ndm stadi najit jedno FeSeni u nehomogenni soustavy Ax’T =
(1,2,4)T. Kazdé feseni potom budou pravé tvaru u + w pro vhodné feseni w ho-
mogenni soustavy rovnic s matici A. Postupujeme analogicky vypoctu v prikladu
3.4. Nejprve rozsifenou matici stejnymi elementarnimi tpravami upravime na Gaus-
sovu matici a poté dopocitame Feseni napiiklad pro volbu zo =0 a x5 = O:

311 2 4 |1 311 2 4 |1 311 2 4 |1

1 2 1 2 1 21 ~10 0 4 3 3 O ~(0 O 1 3 4 1

4 3 01 3 |4 001 3 4 |1 0 001 2 |1
Soustavu tedy Fesi napfiklad vektor (2,0,3,1,0), tedy mnozina vSech FeSeni sou-
stavy AxT = (1,2,4)7 je tvaru (1,0,3,1,0) + ((3,1,0,0,0),(1,0,2,3,1)) |

3.7. Najdéte nad télesem Z; vSechna feSeni soustavy rovnic Ax? = (1,1,1)7 s

3 1 5 2
matici A=13 2 4 6
2 5 6 0
Opét upravime rozsifenou matici soustavy na Gaussovu matici:
3 1 5 2 1 3 1 5 2 1 3 1 5 2 1
3246 (1]~1016 4 (0]~|0 1 6 4 |0
2 5 6 0 |1 0 2 5 1 |5 0 00 0 |5

Protoze je hodnost matice homogenni soustavy rovnic mensi nez hodnost rozsifenou
matici soustavy, zfejmé je mnozina vSech fesSeni soustavy prazdna. ([
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4. OBECNE VEKTOROVE PROSTORY

4.1. Dokazte, Ze mnozina komplexnich ¢isel C tvori s obvyklym s¢itanim a naso-
benim vektorovy prostor nad télesem realnych cisel R.

Je treba zcela pfimocare ovérit platnost axiomatiky vektorového prostoru. Pfi-
tom vime, ze C je se sc¢itdnim a nasobenim téleso, odkud okamzité dostavame
asociativitu a komutativitu séitani, stejné jako existenci nulového vektoru (0). Pro-
toZe r(c+ d) = rc+ rd pro vSechna komplexni r, ¢, d plati tato rovnost i v pfipadé,
ze zvolime r € R. Stejny argument ukazuje, Zze pro kazdé r,s € R a ¢ € C mame
(r+4 s)c=rc+ sca (rs)c =r(sc). Koneéné ziejmé lc = c. O

4.2. Najdéte né€jakou bazi a urcete dimenzi C jako vektorového prostoru nad téle-
sem R.

Protoze C = {a + bi| a,b € R}, okamzité vidime, Ze posloupnost 1,7 generuje C
nad R. Pfedpoklddame-li, ze a - 1 + b - ¢ = 0 pro néjaké redlna a,b € R, pak nutné
a =b =0, ¢imz jsme ovérili, ze 1,7 je baze C nad R, tedy dimg(C) = 2. O

4.3. Rozhodnéte, zda dvojice komplexnich ¢isel 3 — i, 2 4 3¢ tvori bazi vektorového
prostoru C nad télesem R.

Diky tomu, Ze jsme v pfedchozim p¥ikladu spodéitali, ze dimg (C) = 2, stadi zjistit,
zda je dvojice 3 — 7, 2 + 3i linedrné nezavisla nebo generujici, zbyvajici vlastnost je
totiz podle Véty 2.19 dusledkem kazdé z nich. Ukazeme naptiklad, Ze jde o linearné
nezavislou mnozinu. Jestlize 0 = a(3 — i) + b(2 + 3i) = (3a + 2b) + (—a + 3b)i, tedy
z realné i imaginarni ¢asti dostavame jednu rovnici:

3a + 2b =0

—a + 3b =0
zjevné hodnost 2, tedy pouze trividlni feSeni.

Tim jsme dokézali, Ze je dvojice 3 — i, 2 + 3¢ linearné nezavisla, tedy jde o bazi
C nad R. |

2 P
), ktera ma

a TeSime homogenni soustavu s matici ( 1 3

4.4. Najdéte nenulovy redlny polynom stupné (nejvyse) 2, jehoZ kofenem je kom-
plexni ¢islo 3 — .

Staéi kdyz uvazime, ze jsou vektory (3 —i)° =1, (3 —i)! =3 —ia (3—i)? =
8 — 6¢ nad télesem R nutné linedrné zdvislé, tedy existuje trojice (ag,a1,a2) €
R3\ {(0,0,0)}, pro niZ ag + a1(3 — i) + a2(8 — 6i) = 0. Obdobnou tvahou jako
v predchozim prikladu zjistime, Ze potfebujeme vyresit homogenni soustavu s ma-
.o (1 _ SV ” .
tici (0 31 86)' Snadno zjistime, Ze FeSenim je napfiklad trojice (ag,a1,a2) =
(10, -6, 1), proto je komplexni ¢islo 3 — i kofenem polynomu x? — 6z + 10. O

4.5. Najdéte vSechny realné polynom stupné nejvyse 2, jejichz kofenem je kom-
plexni ¢islo 3 — 1.

V predchozi tloze jsme si uvédomili, ze kazdy takovy polynom odpovida feseni
homogeni soustavy linedrnich rovnic s matici typu (2,3) hodnosti 2. Protoze je
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mnozina vSech Feseni podprostor dimenze 1, jsou hledané realné polynomy tvaru
rz? — 6rz + 10r pro libovolné reélné r € R. (I

25.10./1.11.

4.6. Dokazte, ze mnozina realnych ¢isel R tvori s obvyklym s¢itdnim a nasobenim
vektorovy prostor nad télesem raciondlnich ¢isel Q.

Argumenmtace je shodna s argumentaci v tloze 4.1. O

4.7. Dokazte, Ze mnozina realnych ¢isel R tvoii s obvyklym sc¢itanim a nasobenim
vektorovy prostor nad télesem racionalnich ¢isel Q.

Argumentace je shodna s argumentaci v tloze . (]

4.8. Dokazte, Ze je mnozina Q[v/2] = {a + b¥/2 + cV/4| a,b,c € Q} podprostor

racionalniho vektorového prostoru R a navic, ze o - # € Q[/2] pro kazdé o, €

Q[V2].

Staci pro libovolné d, a1, as, b1, ba, c1,c3 € Q nahlédnout, ze
(a1+b1 V2+c1 VA)+(az+ba V242 VA) = (a1+a2)+(bi+b2) V2+(c1+c2) V4 € Q[V2)]
a dale, ze
d(a + b1 V2 + 1 V4) = day + dby /2 + de, V4 € Q[V?2]

a koneénd, ze (ay + b1 V/2 + c1V/4) - (ag + ba /2 + caV/4) =

= (a1a2+2b102+2clb2)+(a1b2+b1a2—1—20102)\3’/5—1—(@102 +cla2+b1b2)\3/41 € Q[\S/i]
(I

4.9. Najdéte nenulovy racionalni polynom stupné (nejvyse) 3, jehoZz kofenem je
redlné &slo 1 — /2.

Uvazujeme stejné jako v tiloze 4.4. Opét si vSimneme, ze dimq(Q[v2]) < 3,
proto jsou vektory (1 —+/2)° =1, (1 -2)' =1- 2, (1 -V2)2=1-2V2+ V4
a(1—+v2)% = —1-3V/2+43V/4 nad télesem Q linedrné zévislé. Najdeme tedy opét
netrividlni feseni vektorové rovnice

ap +a1(1 — V/2) + az(1 — 2V2 + V4) + az(—1 — 3V2 + 3V4) = 0,
ktera vede na homogenni soustavy linedrnich rovnic s matici
1 1 1 -1
0 -1 -2 -3
0 O 1 3
Vidime, Ze fesenim je ¢tvefice (ag,ar,az,as) = (1,3, —3,1), tudiz je ¢islo 1 — /2
kofenem polynomu z3 — 322 4 3z + 1. a

4.10. Dokazte, Zze mnozina redlnych polynomu jedné neuréité R[z] tvori nad téle-
sem R vektorovy prostor.
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Staci primocare ovérit platnost axiomatiky vektorového prostoru pro s¢itani po-
lynomt a pro nasobeni polynomu redlnym ¢islem. ([l

4.11. Dokazte, ze vektorovy prostor R[z]| neni nad télesem R kone¢né dimenze.

Predpokladejme, ze M je néjaka kone¢nd mnozina polynomi a ozna¢me m ma-
ximum ze stupiitt polynomt v M. Potom polynom x™*! nelezi v (M), tedy R[z]
nemize byt konecné dimenze. O

4.12. Ovéite, ze mnozina X = {x'| i > 0} tvoif bazi realného vektorového prostoru
Rz].

Zfejmé je kazdy polynom linedrni kombinaci (kone¢né mnoha) polynomt z X.
Polozime-li nule né&jakou linedrni kombinaci agz® + a1z' + -+ + an,z™ = 0, pak
vsechna a; = 0, tedy pfimo z definice vidime, ze X je linedrné nezavisld mnozina.

O

Dalsi alohy

(1) Urcete dimenzi vektorového prostoru komplexnich ¢isel C nad télesem R.

(2) Dokazte, ze vektorovy prostoru redlnych ¢isel R nad télesem racionédlnich
¢isel Q neni konecéné dimenze.

(3) Rozhodnéte, zda je posloupnost vektortu (1,3,2,1), (3,0,1,1), (1,4,2,4)
linearné zavisld ve vektorovém prostorech R*, C*, Z# a Z3.

(4) Najdéte né&jakou bazi a uréete dimenzi podprostoru ((1,3,2,1), (3,0,1,1),
(1,4,2,4)) vektorovych prostortt R*, C*, Z3 a Z31.

(5) Najdéte vSechny podmnoziny mnoziny vektora X = {(1,2,1,1,1),(3,1,3,3,3),
(2,4,2,2,2), (1,0,1,3,2)}, které tvoii bazi podprostoru U = (X) vektoro-
vych prostortt Q°, Z2, Z5.

(6) Kolik existuje bazi podprostoru ((1,1,2,0), (4,1,3,1), (1,3,2,1)) vektoro-
vych prostorti Zi a Z3?

(7) Kolika zptsoby lze linedrné nezavislou posloupnost ((1,2,2,1), (2,1,1,0))
doplnit na bézi (chapanou jako posloupnost, tj. zalezi na poradi prvki)
vektorového prostoru Z3?

(8) Bud n pfirozené ¢islo, p prvoéislo a U podprostor vektorového prostoru Zj
nad télesem Z,. Urcete kolik existuje podprostori V prostoru Z;, pro néz
plati, 7 UVV =Z3 a UNV = {0}.

(9) Uréete dimenze podprostortt U, V, UV V a UNV vektorovych prostort
Z? nad télesem Zs a Z4% nad télesem Zr, jestlize U = ((1,2,1,3), (1,2,4,1),
(3,4,1,0)) a V = ((4,1,2,3), (0,3,3,1), (1,2,1,3)).

(10) Uvazujme podprostor W = ((1,6,2,4,5)) vektorového prostoru Z2 nad
télesem Z7. Najdéte baze néjakych takovych podprostordt U a V, aby
dim(U) =dim(V) =3, UVV =Z3aUNV =W.

(11) Uvazujme matice A a B z piikladu 3.3. Najdéte néjakou posloupnosti ele-
mentarnich fadkovych tprav, pomoci nichz lze pfevést matici A na matici

B.
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w = O

2 1
(12) Urcete nad télesy R, Zs a Z7 hodnost matice A = | 2 0 |, matice
3 1
A+AaA- A
(13) Najdéte nad télesy R, Zs a Z7 vSchna FeSeni homogenni soustavy rovnic s
matici A z pfedchozi dlohy.
(14) Najdéte nad télesy Q, Zs3 a Z, vSechna feSeni nehomogenni soustavy rovnic

ae (L0122 |2
smatict s 92 1 1 o



