25.10.

2. SOUCINY ALGEBER

2.1 (Cinské véta o zbytcich). Necht ny,na,...,ny jsou po dvou nesoudélna kladné
celd ¢islaan = ny-ng-- - --ny, Dokazte, ze zobrazeni f : Z,, — Hle Z,,, dané predpi-
sem f(z) = (z modn;, x modnag, ...,z modng) je izomorfismus algeber (Z,,, +, -, 0)
a ([15_y Zn,,+,-,0), kde 0 = (0, ...,0).

Pfimo z definice snadno vidime, Ze je f zobrazeni slucitelné se vSemi operacemi.
Zbyva nahlédnout, ze jde o bijekci. Protoze jsou Z,, a Hle Z,,, stejné velké konecné
mnoziny, sta¢i nahlédnout, Ze je f prosté. Necht pro a < b € Z,, plati, ze f(a) =
f(b). Potom f(b—a) =0, tedy n;/b — a pro vSechna ¢ = 1,..., k. Protoze jsou n;
po dvou nesoudélnd a 0 < b —a <n—1, mame i n/b — a, tudiz b = a. O

Ackoli v predchozim dikaz stacilo ulazat, Ze je zobrazeni prosté, v nasledujicich
prikladech si ukdzeme, Ze pomoci Euklidova algoritmu lze pro zobrazeni f najit
vzor kazdého prvku.

2.2. Uvazujme zobrazeni [ : Zys — Zs x Zg 7 2.1, tj.f(a) = (a mod5,a mod9).
Urcete (jednoznacéné uréené) a € Zgs, pro které f(a) = (3,2).

Hledame a € Z45 pro néz existuji takovd ¢ € Zg a y € Zs, 72e 5x +3 = a
a 9y + 2 = a, tedy musi platit 5z + 3 = 9y + 2. Upravime-li rovnici na tvar
9y — bx = 1, fesime obvyklou tlohu. Snadno zjistime, ze 9-4 — 5 -7 = 1, tedy
a=5-7T+3=9-443=38. |

1.11.

2.3. UvaZujme zobrazeni f : Z7og — Zs X Zg X Z16 z 2.1. Najdéte b € Zrog, pro
které f(b) = (3,2,13).

Definujme zobrazeni g : Zys x Zig — Zs X Zg X Zys predpisem g(u,v) =
(umod5, umod9, v) a zobrazeni h : Zrog — Zys X Z1s z Cinské véty o zbytcich,
tj. h(w) = (w mod45, w mod16). VSimnéme si, Ze f = gh, navic jsou obé zobrazeni
g a h bijekce a f71(3,2,13) = h=1(g71(3,2,13)). ProtoZe je zobrazeni g soucinem
bijekce z 2.1 a identity a vzor dvojice (3,2) uz jsme spoditali v pfedchozi tloze,
vidime, ze g—1(3,2,13) = (38,13). Zbyva nam tedy stejnou tivahou jako v piedcho-
zim piikladu najit vzor h=1(38,13), tj. vyfesit rovnice 45x +38 =b a 16y + 13 =b
pomoci diofantické rovnice 16y — 45+ = 25. Obvyklym zptisobem zjistime napii-
klad, ze 5-45 — 14 -16 = 1, proto 25 = 125-45 — 350 - 16 = 10 - 16 — 3 - 45. Tedy
b=45-3+38=16-10+13 = 173. ([



3. FAKTORY ALGEBER A KONGRUENCE

Uvazujme opét mnozinu A = {a, b, c} s binarni operaci o a déle mnozinu B =
{1,2,3,4} s operaci ® danymi tabulkami:
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3.1. Najdéte vSechny kongruence algebry (A4, o).

Snadno nahlédneme, Ze id a A x A tvori kongruenci na kazdé algebfe s nosnou
mnozinou A. Budeme nyni probirat vSechny zbyvajici ekvivalence na A, pficemz
vyuzijeme jednoznac¢né korespondence ekvivalence na A a rozkladu A. Existuji tedy
praveé tfi ekvivalence odpovidajici rozkladu na ekvivalenéni t¥idy {{a}, {b, ¢} }, {{b},
{a,c}} a {{c}.{a,b}}.

Necht ~ je kongruence na A takova, ze a ~ b. Uvédomime-li si, Zze a ~ a a Ze o
ma byt slucitelna s ~, pak aoa ~ aob, tedy ¢ ~ b. VSimnéme si, ze tuto informaci
mizeme vy¢ist z prvniho faddku tabulky operace o (tj. sloupce odpovidajici kongru-
entnim prvkim musi v kazdém Fadku obsahovat vzajemné kongruentni hodnoty).
Podobné i aoa ~ bos (tj. stejnou tivahu miizeme provést i pro sloupce tabulky). V
kazdém piipadé to znamend, Ze vSechny prvky kongruence obsahujici dvojici (a, b)
leZi v jedné ekvivalencni tfidé, tedy dostédvame uz zminénou kongruenci A x A.

Nyni uvazujme kongruenci ~ na A takovou, ze b ~ c. Z tabululky okamzité
dostavame, ze b = aob ~ aoc = a, tedy a ~ b ~ ¢, coz opét znamena, Ze
~=AxA.

Konecéné, pokud uvazujeme kongruenci splnujici podminku a ~ ¢, pak predchzim
postupem nedostavame zadnou novou nutnou podminku. Zbyva ndm nahlédnout,
ze rozklad {{b}, {a,c}} skutetné uréuje kongruenci. K tomu nam staéi zjistit, zda
na mnoziné A/ ~= {{b},{a,c}} miZzeme zavést faktorovou operaci o pfedpisem
[]~ o[y]~ = [xoy]~. Jinak Feceno potFebujeme zjistit, zda vSechny soudiny prvki z
kazdych dvou pevné zvolenych rozkladovych t¥id lezi vidy pravé v jedné rozkladové
tfidé. To snadno nahlédneme z tabulky operace o, kde ponékud pfehazime Fadky a
sloupce:

T o
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S

¢]

a b c a
b a c
Vidime, Ze v kazdém bloku tabulky mame jen prvky jedné rozkladové t¥idy, tedy

rozkladu {{b}, {a, c}} opravdu odpovida kongruence ~= {(a,a), (b,0), (¢, ¢), (a,c),
(c,a)}. Zjistili jsme, Ze na algebie A(o) jsou pravé t¥i rizné kongruence. O

3.2. Najdéte vSechny kongruence algebry (A4, o,a).



Slucitelnost s nularni operaci a predstavuje podminka a ~ a, ktera je spnéna pro
kazdou ekvivalenci. Tedy kongruence na algebie A(o,a) jsou stejné jako kongruence
na algebfe (A4, o). O

8.11.
3.3. Najdéte vSechny izomorfismy algebry (A, o) do sebe.

Uvazujme néjaky izomorfismus ¢ : A — A. Pfipomenme, ze izomorfismus ,za-
chovava vsechny vlastnosti” algebry, tedy napriklad obrazu jejich jednotlivych prvka.
Vsimneme-li si, ze v A lezi pravé jeden prvek x, pro ktery z o x = x, tj. prvek z,
potom ¢(c) = ¢, konkrétné

p(c) = p(coc) = p(c) op(c) € A
Déle aoa = cabob # ¢ a konetné p(a) o p(a) = p(aoa) = p(c) = ¢, proto
v(a) = a, a tedy p(b) = b, protoZe p je bijekce. Zjistili jsme, Ze jediny izomorfismus
A(o) do sebe je identické zobrazeni. O

3.4. Najdéte vSechny homomorfismy algebry (A, o) do sebe.

V minulé tloze uz jsme zjistili, Ze izomorfismus (A, o) do sebe exsituje pouze
identicky. Uvazujme tedy néjaky homomorfismus ¢ : A — A, ktery neni na, coz
znamena, ze pocet prvki ¢(A) je 1 & 2. Poznamenejme, Ze ¢(A) musi byt podal-
gebra A.

Nejprve predpklddejme, Ze |p(A)| = 1. V tloze 1.15 jsme nasli jedinou jedno-
prvkovou podalgebru algebry A(o), jiz je podalgebra {c}. To znamen4, ze p(z) = ¢
pro vSechna x € A.

Nyni ptredpkladejme, 7Ze |¢(A)| = 2 a opét pfipomenime, Ze v 1.15 jsme zjistili,
Ze mnozina {a,c} je jedind dvouprvkova podalgebra algebry A(o). Vime, Ze jadro
homomorfismus kerep = {(x,y) € A x A| p(z) = ¢(y)} 3.1 je kongruence a faktor
A/kery musi byt dvouprvkovy, tedy rozkladové t¥idy jadra jsou podle 3.1 nutné

{a,c} a {b}, tj. p(a) = ¢(c) # p(b). Nyni spocitdme
p(b) 0 p(b) = p(bob) = pla) # (b),
ale co ¢ = ¢, proto ¢(b) # ¢ a nutné tedy ¢(b) # a a v(a) = ¢(c) = ¢. Nyni uz

provérenim jednotlivych piipad snadno nahlédneme, Ze je ¢ poslednim hledanym
homomorfismem.

3.5. Rozhodnéte, zda existuje homomorfismus algebry (A, o) do algebry (X, o), kde
X ={z,y},zoy=zox=yayoy=yozr=u.

Nase tvaha bude stejna jako v predchozi iloze. Pfedpokladejme, ze mame néjaky
homomorfismus f : A — X. Potom obraz f(A) musi byt podalgebrou algebry (A, o).
Okamzité vidime, ze xox # x a yoy # y, tedy jedinou podalgebrou algebry (X, o)
je X a f(A) = X. Zjistili jsme, ze jedinou faktorovou algebrou algebry (A4, o), kterd
je dvouprvkové je faktor A podle kongruence = uréené rozkladem {a, c} a {b}. Nyni
staci srovnat tabulky bindrni operace nutné izomorfnich algeber (A/ 2, 0) a (X, o):

® {a,c} {b} ®© x Yy

{a,c} {a,c} {b} a x ¥y
{b} {b} {G,C} Yy =z =z
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z nichz snadno nahlédneme, ze algebry nejsou izomorfni. Podrobnéji, kdyby f(a) =

f(e) =z, pak by y = f(a) o f(a) = f(aca) = f(c) =z, a kdyby f(b) =z, pak by
fla)=f(c)=yaxz=[f(b)=f(boa)=f(b)o fla) =zoy=y.

Zjistili jsme, ze zddny homomorfismus algebry (A4, o) do algebry (X, o) neexistuje.

U

3.6. Najdéte vSechny podalgebry a kongruence algebry (B, ®).

Postupujeme stejné jako v predchzich ulohach.

Celd nosnd mnozina B je zfejmé podalgebrou (B, ®).

Algebra (B, ®) zjevné neobsahuje zadny idempotent (tj. prvek s vlastnosti z ©
x = x), tedy z4dnd jednoprvkovd podalgebra neexistuje. Snadno nahlédneme, ze
kazdd mnozina uzaviend na operaci obsahujici dva prvky z {1,2, 3,4} musi obsa-
hovat dalsi prvek, tedy (B, ®) neobsahuje ani zddnou dvouprvkovou podalgebru.
Podobné kazda trojice prvka z B uz generuje celé B, tedy B neobsahuje zadnou
tfiprvkovou podalgebru.

Zjistili jsme, zZe (B, ®) obsahuje jen trividlni podalgebru B.

Ziejmé id a B x B tvoii kongruenci na (B, ®). Uvazujeme-li nejmensi kongruenci
~ obsahujici dvojici (1,2) pak 1 =102~202=4a3=104~204 =1, proto
1234 atedy ((1,2)) =~=Bx B.

Nejmensi kongruence obsahujici dvojici (1,4) zfejmé nutné obsahuje i dvojici
(1©1,4© 1) = (2,3). Na faktoru B podle ekvivalence dané rozkladem {1,4} a
{2,3} uz ovSem mtizeme dobfe definovat faktorovou operaci, jak je vidét napiiklad
z tabulky operace s permutovanymi fadky a sloupci (kazdy z blok obsahuje jen
prvky jedné rozkladové t¥idy):

O
1
4

2 1 1 4 1
s Laal 4]

Obdobné nahlédneme, Ze nejmensi kongruence obsahujici dvojici (2, 3) je téz jako
predchozi. Koneéné vezmeme-li kongruenci s trojici kongruentnich prvku, pak diky
predchzim tvaham dostavame maximalni kongruenci B x B.

Tedy na algebfe (B, ®) méme pravé t¥i kongruence: dvé trividlni (id, B x B) a
posledni id U {(1,4), (4,1), (2,3),(3,2)}.

W N =
[CINJURNN
=~ = N
N )

15.11.
3.7. Popiste viechny faktory algebry (B,®).

V predchozi tloze jsme nasli pravé tfi kongruence, tedy manme 3 ekvivalence
podle nichZ muzeme faktorizovat.

Nejprve uvazime trividlni p¥ipady. Vidime, ze (B, ®) 2 (B/id, ®), kde uvazujeme
izomorfismus z — {z}, a déle ({*},®) = (B/B x B,®), kde * - % = x.

Nyni uvazime kongruenci ~, kterd odpovida rozkladu {{1,4},{2,3}} (tj. B/ ~=
{{1,4},{2,3}} ) a vytvorime tabulku faktorové operace na prvcich X = {{1,4} a
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Y ={2,3} € B/ ~ pomoci definitorického vztahu [a]. © [b]~ = [a © b]~:
6 XY

X Y X
Y X X

3.8. Spocitejte vSechny ekvivalence na mnoziné B.

Potrebujeme uvazit kolik existuje disjunktnich rozklada ¢tyiprvkové mnoziny.
Provedeme diskuzi podle po¢tu mnozin v rozkladu Nejprve poznamenejme, Ze exis-
tje pravé jeden jednoclenny (celé B) a pravé jeden ¢tyiélenny ({1}, {2}, {3}, {4},)
rozklad. Dvouclenné rozklady sestavaji bud ze dvou dvouprvkovych mnozin (a ty
najdeme pravé 3) nebo z jedné jednoprvkové mnoziny a jedné t¥iprvkové (vybirdme-
li jednoprvkovou, vidime, ze takové rozklady jsou k dispozici 4). Dvouclennych roz-
kladt tedy existuje 7. Konecné tfic¢lené rozklady jsou tvofeny jednou jednoprvkovou
a dvémi dvouprvkovymi mnozinami, jsou tedy jednozna¢né urceny dvouprvkovou
podmnozinu, jichz existuje 6. Spocitali jsme, Ze ekvivalenci na na mnoziné B je
prave 14+1+7+6=15. [l

3.9. Popiste vSechny faktory algebry (B, ®,2).

Provedeme-li stejnou avahu jako v 3.2, tedy, Ze podminka slucitelnosti s nularni
operaci plati pro kazdou ekvivalenci, pak vidime, ze faktorové algebry (B, ®,2) jsou
stejné jako u algebry (B, ®) pravé 3, dva trividlni (tedy jeden izomorfni (B, ®,2)
a druhy izomorfni jednoprvkové algebie ({*},®,*)) a jeden dany kongruenci ~ s
rozkladem B/ ~= {{1,4},{2,3}}, tedy (B/ ~,®, [2]~). O

3.10. Méjme pro kazdé celé Cislo z € Z jednu nularni operaci, kterd vybira v Z
pravé prvek z a uvazujme algberu (Z, z; 2z € Z). PopiSte vSechny jeji podalgebry a
vSechny jeji kongruence.

V minulém pfikladu jsme nahlédli, ze kazda ekvivalence je slucitelnéd s kazdou
nularni operaci, proto je kazda ekvivalence na Z kongruenci na (Z, z; z € Z), pozna-
menejme, ze rozkladl a tedy i ekvivalenci na spocetné mnoziné na Z je nespocetné
mnoho.

Nyni si uvédomme, ze kazda podalgebra (Z,z;2z € Z) musi obsahovat vSechny
nuldrni operace, tedy vSechna celd ¢isla. To znamend, Ze (Z,z;z € Z) obsahuje
pouze podalgebru Z. (Il

3.11. Popiste vSechny kongruence algebry (Z,+).

Nejprve si rozmyslime, ze ,kongruence modulo pfirozené ¢islo n” tvori kon-
gruence na algebfe (Z,+). Pfipomenime, Ze se jednd o relaci definovanou pted-
pisem a = b (modn) , jestlize n/a — b. Snadno nahlédneme, Ze jde o reflexivni,
tranzitivni a symetrickou relaci, tedy o ekvivalenci. Jakmile a; = b; (modn) a
as = by (modn), pak n/a; — by a n/as — b, proto n/(a; + az) — (b1 + ba), tedy
(a1 + az2) = (b + b2) (modn).

Nyni ukdzeme, zZe jiné kongruemce nez kongruence modulo pfirozené cislo n
a identita na algebfe (Z,+) neexistuji. Zvolme tedy neidentickou kongruenci ~.
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Potom urcité existuji celd ¢isla a < b, pro néz a ~ b, Jelikoz —a ~ —a, dostavame
z definice kongruence nan algebfe vztah 0 = a+ (—a) ~ b+ (—a) =b—a > 0. To
znamena, ze exsituje kladné celé ¢islo kongruentni s nulou a mdzeme zvolit nejmensi
kladné n, pro které n ~ 0. Dokazeme, ze ~ je pravé kongruence modulo pfirozené
¢islo n.

Predpokladejme, ze ¢ ~ d a d > ¢. Potom stejnou tvahou jako vysSe dostavame,
ze d — ¢ ~ 0. Vydélime-li ¢islo d — ¢ se zbytkem ¢islem n dostaneme q,r € Z, kde
0<r<mn,prokterdd—c=qn+r,tedyr=d—c—qn. Vime, ze d—c~ 0 a
opakovanou tvahou zjsitime, ze —gn ~ 0, proto r = d — ¢ — gn ~ 0. Z minimality
volby n plyne, ze r = 0, tedy n/d — c.

Jakmile n/d — ¢, dostaneme d — ¢ ~ 0 zcela pfimocarou tvahou. O

22.11.

3.12. Popiste vSechny kongruence algebry (R, +,-), kde R je mnozina vsech reél-
nych cisel.

Vime, Ze id je vzdy kongruence. Uvazujme tedy kongruenci ~# id, to znamena,
Ze existuji razné prvky a,b € R, pro které a ~ b. Protoze —a ~ —a, dostavame
diky vlastnosti kongruence pro operaci s¢itani, ze 0 = a + (—a) ~ b+ (—a) = b —a,
kde b — a # 0. Vezmem-li dale libovolné r € R, potom stejnou tivahou pro operaci
nasobeni ze vztahu ;= ~ = plyne, Z2e 0 = 0 ;== ~ b—a- ;= = r. Zjistili jsme,

.=

7e ~= R x R, tedy na algebfe (R, +, ) mame jen dvé trividlni kongruence.

3.13. Rozhodnéte, zda jsou izomorfni algebry (N, +) a (N, ).

Predpokladejme, Ze mezi danymi algebrami izomorfismus existuje a oznac¢me ho
. VSimnéme si, ze v algebfe (N, -) lezi prvek 1 splitujici podminku 1-1 =1, tedy
musi existovat néjaky jeho vzor n € N, tj. ¢(n) = 1. ProtoZze je ¢ homomorfismus,
plati, ze

p(n)=1=1-1=p(n)-p(n) = pn+n),

tudiz n +n = n. To ovSem pro zadné kladné celé ¢islo neplati, proto izomorfismus
mezi algebrami (N, +) a (N, -) neexistuje. O

3.14. Rozhodnéte, zda jsou izomorfni algebry (N U {0},4) a (IN, ).

Opét predpokladejme, ze mezi danymi algebrami izomorfismus existuje a oznac¢me
ho ¢. Ur¢ité musi existovat néjaky prvek n € N, pro ktery ¢(1) = n, kazdy prvek
nenulovy prvek z algebry (N U {0},+) dostaneme jako soucet 1, tedy (1) = N a
(0, 1) (nugoy = NU{0}. To ovSem znamena, ze bychom kazdy prvek rizny od 1 mu-
seli dostat jako soucin kopii prvku (1) = n, tj. (1,n)(n,.) = N. Staci abychom vzali
prvocislo p, které se nenaléza v prvociselném rozkladu ¢isla p, abychom nahlédli, ze
p & (1,n)(N,, coz je spor. Ani tentokrat algebry izomorfni nejsou.

Poznamenejme, ze stacilo najit tvrzeni, které v jedné algebie platilo a v druhé
neplatilo, konkrétné algebra (N U {0}, +) je koneéné generovand, zatimco algebra
(N, -) kone¢né generovana neni, tedy se nomtize jednat o izomorfni algebry. (I
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3.15. Dokaizte, ze pro kazdé ptirozené n je (Z[\/n], +, -), kde Z[/n] = {a+b\/n| a,b €
Z}, podalgebrou algebry (R, +, ).

Staci pro libovolné aq, as, b1, by € Z nahlédnout, ze

(a1 +b1v/n) + (az + bav/n) = (a1 + ag) + (b1 + ba)V/n € Z[V/n]

a dale, Ze

(Cl1 + b1\/ﬁ) . (CLQ + bg\/’?l) = (a1a2 + b1b2n) + (a162 + agbl)\/ﬁ S Z[\/’m

3.16. Rozhodnéte, zda jsou izomorfni algebry (Z, +,-) a (Z[v/2], +,-).

Tentokrat se omezime na hledani tvrzeni, které plati v algebfe (Z[v2],+,-) a
neplati v algebte (Z,+,-). VSimnene si, ze v prvni algebfe existuje prvek a (kon-
krétné o = v/2) a prvek (3 (konkrétné 3 = 1) tak, Ze pro vSechny prvky algebry
jeB-vy=vaa-a=p0+08(tedy 1-v=~va+v2-v2=1+1). Takové tvrzeni
v algebfe (Z,+,-) ovSem neplati, najdeme tam sice neutrélni prvek vzhledem k
nasobeni, jimz je opét 1, ale 2 =1 + 1 zde odmocnit neumime. [l

4. SVAZY

Piipomenime, ze Hasseovym diagramem uspofadané mnoziny (5, <) rozumime
orientovany graf, jehoz vrcholy tvofi prvky mnoziny S a a je s b spojen takovou
hranou, Ze b se nachéazi vyse nez a, pravé kdyz a < - b. Pfitom a < - b, jestlize a < b,
a#baa<c<b=c=aneboc=0.

Uvazujme v nasledujicim na nosné mnoziné S = {0,1, a, b, ¢, d} uspofadani Has-
seovym diagramem (5, <), tj.

1
@ ® ©
)

4.1. Ovéite, ze je (S, <) dobfe definovany svaz.

Ziejmé diagram dobfe popisuje uspofadani na mnoziné S (tj. z < y pravé kdyz
z vrcholu x stoupd cesta do vrcholu y). Zbyva tedy vysetfit, Ze pro kazdou dvojici
prvki existuje supremum a infimum. Jestlize z < y, pak snadno nahlédneme, Ze
sup<({z,y}) = y a inf<({z,y}) = x. Pro nesrovnatelné dvojice prvka je tieba
provést diskuzi. O

4.2. Spocitejte ve svazu z predchoziho pfikladu hodnoty a Ab, a Vb, a Ac, aV c,
bAd,bVd,
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Podle definice je spojeni nejmensi horni odhad (tedy supremum) piislusné dvojice
prvki. Konkrétné aVb=1,aVec=1,bVd=0.

Prisek je naopak nejvétsim dolnim odhadem (tj. infimem), proto a A b = d,
aNc=0,bANd=d. [l

4.3. Najdéte vSechny podalgebry (tj. podsvazy) svazu (5, <).

Budene obvyklym zpisobem vySetfovat podmnoziny svazu. Uvédomme si, Ze
kazdy nenulovy podsvaz je zaroven svazem, tedy mizeme namalovat jeho Hasseiv
diagram.

Piedné zfejmé je prazdnid mnoZina () podsvazem. Déle viech prvky svazu jsou
vzhledem k obéma binarnim operacim idempotentni, proto jsou vSechny jednoprv-
kové podmnoziny daného svazu podsvazy.

Podsvazem je dale kazda dvojice prvka spojenych cestou vedouci ze shora dolu.
Jde o dvojice {1,a}, {1,d}, {1,0}, {1,b}, {1,c}, {a,d}, {a,0}, {b,d}, {b,0}, {c,0} a
{d,0}. Zadny dalsi dvouprvkovy podsvaz neexistuje. Hassetiv diagram piislusného
svazu ma tvar:

Podobné, jedinymi podsvazy o tfech prvcich jsou pravé tii prvky lezici na cesté,
kterd vede ze zhora doli. Konkrétné dostdvame {1, a,d}, {1, a,0}, {1,b,d}, {1,0,0},
{1,d,0}, {a,d,0}, {b,d,0}, {1, ¢, 0}. Hassetiv diagram p¥islugné t¥idy svazti ma tvar:

Podsvazy o ¢tiech prvcich mohou byt dvojiho typu, ktery mizeme vyjadrit Has-
seovymi diagramy:
®

Tedy ¢tyfi vrcholy lezici na cesté vedouci shora dold tvoii podsvazy {1,a,d,0}
a {1,b,d,0} a &tverec je Hasseovym diagramem podsvazi {1,a,b,d}, {1,q,0,c},
{1,b,0,c} a {1,d,0,c}.

Podsvazy o péti prvcich mohou byt v daném svazu opét dvojiho typu, ktery
popisuji Hasseovy diagramy (napiiklad cestu shora dolt obsahujici pét vrchola uz
v Hasseové diagramu naSeho svazu nenajdeme). Snadno zjistime, Ze pétiprvkové
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podsvazy tvoil mnoziny {1,a,b,d,0}, {1,a,d,0,c} a {1,b,d,0,c} s ndsledujicimi
Hasseovymi diagramy:

Konec¢né celd nosna mnozina svazu S je samoziejmé podsvazem. (]

Dalsi ulohy

(1) Uvazujme mnoZinu Z, s unarni operaci * definovanou piedpisem a®™ =
(a+1)mod n. Popiste viechny podalgebry a vSechny kongruence na (Z,,," ).

(2) Oznalme ~ 4 jedinou netrividlni kongruenci algebry (A, o) a ~p jedinou ne-
trividlni kongruenci algebry B(®). Rozhodnéte, zda jsou faktorové algebry
(A/ ~a,0) a (B/ ~p,®) izomorfni.

(3) Najdéte vSechny homomorfismy algebry (X, o) do algebry (A, o) z piikladu
3.5.

(4) Najdéte pro kazdé prirozené n néjakou algebru, pro niz existuje pravé n
ruznych faktorovych algeber.

(5) Rozhodnéte, zda jsou izomorfni algebry (Z[v/3], +,-) a (Z[V/5], +,-).

(6) Nakreslete Hasseovy diagramy vSech svazii o péti (Sesti, sedmi) prvcich.

(7) Najdéte vSechny ¢tyfprvkové podsvazy svaz s Hasseovym diagramem



