25./24.2.

1. BILINEARNf A KVADRATICKE FORMY

1.1. Rozhodnéte, zda je posloupnost vektorti M bézi vektorového prostoru Z:

(a) M =((2,1,1),(4,2,1)),

(b) M =((2,1,1),(4,2,1),(3,4,3)),

(c) M =((2,1,1),(4,2,1),(2,2,2),(4,1,0)),

(d) M =((2,1,1),(4,2,1),(2,2,2)).
(a) Ve vektorovém prostoru koneéné dimenze n ma kazda baze pravé n prvkda,

tedy dvouprvkovad mnoZina v tifidimenziondlnim vektorovém prostoru Z nemtze
byt bazi.

(b) Sta¢i nam zjistit, zda jsou vektory M lineadrné nezévislé nebo zda generuji
celé Z3. Ulohu pieformulujeme na otdzku hodnosti matice, kam do fadkt (nebo
sloupcti) sepiSeme vektory posloupnosti M:

2 1 1 2 1 1
hla 2 1)=n({0 0 3])=2
343 00 4

Posloupnost tedy neni baze.

(c) Stejny argument jako v pfipadu (a) ¥ika, ze ¢tyfprvkovad mnozina v t¥idimen-
ziondlnim vektorovém prostoru urcité neni jeho baze.

(d) Uvazujeme stejné jako v bodé (b) a poc¢itdme hodnost matice, tedy dimenzi
vektorového prostoru generovaného radky matice

2 11 2 11
h([4 2 1])=h(|0 0 3])=3,
2 2 2 0 1 1
proto posloupnost M = ((2,1,1), (4,2,1),(2,2,2)) tvofi bazi. O

1.2. Spocitejte souradnice vektoru v vzhledem k bazi M = ((2,1,1), (4,2,1),(2,2,2)).
) v=(4,2,1),

) v (3,2,2)
) v=1(0,0,0),
) v=1(2,2,0).

(a
(b
(c

(d

(a) Okamzité vidime, ze (4,2,1) = 0-(2,1,1) +1-(4,2,1) + 0 (2,2,2), tedy
[(4,2, )]s = (0,1,0)
(b) Podobne jako v (a) i tentokrdt ur¢ime soutfadnice pfimo z definice, protoZe
(3,2,2) =1-(2,1,1) +0- (4,2,1) + 3 - (2,2, 2). Dostavime, ze [(3,2,2)]as = (1,0,3)
(c) Opét z definice vidime, ze [(0,0,0)]p = (0,0,0).
(d) Hledame vektor (x1,x2,x3), pro ktery (2,2,0) = z1-(2,1,1) + 22 (4,2,1) +
x3 - (2,2,2), tedy feSime soustavu rovnic s matici
2 4 2 2 2 4 2 2
1 2 2 2] ~|0 0 1 1
1 1 2 0 0 4 0 3

Nyni snadno dopoéitame, ze [(2,2,0)]n = (1,2,1). O



1.3. Najdéte takovou matici A, aby soufadnice libovolného vektoru v vzhledem k
bézi M z predchoziho piikladu byli rovny souéinu [v]; = VA.

Oznac¢ime-li K3 a uvédomime-li si, Ze [v]x, = v, pak vidime, Ze
Viar = V] [1d]je,pr = vIIdTie,

tedy A = [Id]%, ;. P¥ipomerime konecné, ze [Id],» = [Id] E}KS, kde matici [Id]ar x4
umime velmi snadno urcit z definice. Tedy standardni metodou pocitejme:

1.4. Najdéte ve vektorovém prostoru Z2 matici piechodu od baze M = ((2,1), (2, 3))
k bazi N = ((1,5),(3,4)).

Uvédomime si, Zze matice prechodu od baze M k bazi N je pravé matici [Idzg Ina
identického homomorfismu vzhledem k bazim N a M, kterou spocteme obvyklym
zpusobem

[Mdzz]nvar = [Mdzz] reonr - (dzz) Nk, = [dzz] ik, - [dzz] vk, =
(2 2\ (1 3\ _ (0 2
—\1 3 5 4) - \4 3)°

1.5. Bud A négjaka ¢tvercova matice stupné n nad télesem T a definujme zobrazeni
f:T" xT" — T piedpisem f(u,v) =u- A -v! a dale pro kazdé u € T" dvojici
zobrazeni fy,u [ : T™ — T podminkou fu(v) = f(v,u) a wf(v) = f(u,v). Dokazte,
7e fu @ uf jou pro kazdé u € T™ linearni formy.

]

Obé zobrazeni fy i wf zobrazuji vektorovy prostor nad télesem T do télesa T,
tedy sta¢i ovérit linearitu. Vyuzijeme k tomu vlastnosti séitani a nasobeni matic
a dostaneme pro kazdé u,v,vy,vo € T™ a kazdé t € T, Ze fu(vi+ va) = (v1 +
va)Au = viAu+voAu = fu(vi) + fu(ve) a fu(tv) = tvAu = tf,(v). Symetricky
iuf(vi+va) =uA(vi+va) =y f(V1) +u f(V2) & uf(tv) = tuAv = t, f(V).

2./5.3.

Poznamenejme, ze zobrazeni, které jsme zavedli v 1.5 je bilinedrni forma.

1.6. Uvazujme bilinearni formu f z ptikladu 1.5 na vektorovém prostoru Z2 pro

Lo (102
matici A = <4 3)

(a) Najdéte matici f vzhledem ke kanonické bazi.
(b) Najdéte matici f vzhledem k bazi B = ((3,3), (4,1)).



(c) Uréete bazi levého vrcholu f, tj. podprostoru {u| f(u,v) = 0vVv € Z2}.

(d) Uréete bazi pravého vrcholu f, tj. podprostoru {u| f(v,u) = 0vv € Z2}.

(e) Najdéte matice vzhledem ke kanonické bazi symetrické bilinearni formy f
a antisymetrické bilinearni formy f,, pro které f = fs + f,.

(f) Najdéte matice fs a f, vzhledem k béazi B.

(a) Ozna¢me M matici f vzhledem ke kanonické bazi. Postupujeme-li podle
definice, tedy uvazime, ze obsahuje na i-tém fadku a j-tém sloupci pravé hodnotu
flei,ej) = eiAe;fF. Tedy vidime, ze M = A = (le :25)

(b) Ozna¢me N matici f vzhledem k bazi B = ((3, 3), (4,1)). Vyuzijeme definice
nebo pozorovani z prednasky, které fika, ze

-t a - (39 () €9~

(¢) Uvazime-li, Ze vektor u lezi v levém vrcholu, préavé kdyz je feSenim homogenni
soustavy s matici AT, staéi kdyZ najdeme bézi FeSeni této soustavy. Zfejmé tedy
hledanou bézi tvoii napiiklad vektor (1,1). Poznamenejme, Ze podobnou uvahu
muzeme vyuzit i pro matice bilinedrni formy vzhledem k jakékoli jiné bazi C, v ta-
kovém pfipadé ovSsem najdeme souradnice hledané baze vrcholu vyjadiené vzhledem
k bazi C.

(d) Podobné jako v (c¢) nahlédneme, Ze vektor u lezi v v pravém vrcholu, prave
kdyz je feSenim homogenni soustavy s matici A. Takovym FeSenim a hledanou bazi
je tedy napfiklad vektor (3,1).

(e) Z prednésky vime, Ze staci polozit f,(u,v) = 3(f(u,v)+f(v,u))a fo(u,v) =
%( f(ua,v) — f(v,u)), abychom dostali jednoznaéné uréenou symetrickou bilinedrni
formu f; a antisymetrickou bilinearni formu f,, pro nez f = fs + f,. Ozna¢me M,
matici fs a M, matici f, vzhledem ke kanonické bazi. Diky izomorfismu, ktery pro
pevné zvolenou béazi C prifadi bilinedrni formé jeji matici vzhledem k C', mtzeme
otazku vyresit pfimo v maticovém zapisu, tj.

MS:21'(M+MT)=3'(<411 §>+<; ;1)):(; 3)

w3 2) (2 D=0

Vsimnéme si, ze druhy vypocet uz jsme nemuseli provadét, stacilo uvazit, ze M, =
M — M.

(f) Postupujeme stejné jako v bodé (e), ale pracujeme s matici N bilinedrni formy
f vzhledem k bazi B = ((3,3),(4,1)). Oznacime-li Ny matici f; a N, matici f,
vzhledem k bazi B, pak

N5:2—1.<N+NT>=3-<(2 §)+(8 §)>:((1) é)

wesomo (90 )-(00)
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1.7. Bud B ¢tvercova matice stupné 2 nad télesem Z7 a bud zobrazeni f : ZZxZ2Z —
Z- déano predpisem f(u,v) = u-B-vT. Uréete matici B, vite-li, ze f((1,4), (1,4)) =
f((1,4),(3,3)) =1, f((3,3),(1,4)) =2 a f((3,3),(3,3)) =0.

Z pozorovani ptikladu 1.5 vime, Ze je f bilinedrni forma. Vezmeme-li bazi M =

((1,4), (3,3)) vektorového prostoru Z2, vidime, Ze v zadani ptikladu mame uvedeny

; (1)) f bilinearni formy f vzhledem

k bazi M. Uvazime-li, ze je matice B pravé matici f vzhledem ke kanonické bazi K,
staci podobné jako v 1.6(b) vyuzit vztahu dokézaného na prednasce B = [Id]}, ,, -
C - [Id] k, - Obvyklym zpiisobem spoéitdme

s = i, = ( 3)_1 -3 3).
a proto
B = [Id%, - C - [ldg,m = (? i) ' (; (1)> ' (; ?,) - (421 (1))

>

B ud g bilinedrni forma na racionalnim vektorovém prostoru Q> s matici A =

udaje, které muzeme sepsat do matice C =

O

1.8.
1
0 —1 1 vzhledem k bazi B = ((1,1,1),(1,1,0), (1,0,0)).
1

) Sp001tejte 9((1,1,0),(1,1,1)).
(b) Spocditejte ¢g((1,2,1),(0,2,2)).
(¢) Najdéte matice vzhledem k béazi B symetrické bilinedrni formy g5 a antisy-
metrické bilinearni formy g,, pro které g = gs + ¢4-

(a) Protoze jsou vektory (1,1,0), (1,1,1) pfimo béazické vektory baze g, udaj
odeétem piimo z matice g vzhledem k bazi B, tedy ¢((1,1,0),(1,1,1)) =0.
(b) Vyuzijeme vztah, ktery ika, jak zjistit hodnotu bilinedrni formy z matice

a soufadnicovych vektorit g(u,v) = [u]p - A - [v]5. Obvyklym zpisobem uréime
[(1,2,1)]p =(1,1,-1) a [(0,2,2)]5 = (2,—2,0), proto
1 2 0 2
9((1,2,1),(0,2,2)) = (1,1,-1)- [0 -1 1]-|-2]|=-2
1 0 1 0

(c) Ozna¢ime A matici g5 a A, matici g, vzhledem k bézi B a postupujeme
stejné jako v piikladu 1.6(f):

1 1 (1 2 0 1 0 1 1 1 %
1 0 1 0 1 1 i L1
1 2 0 11 % o 1 -3
A,=A-A,=|0 -1 1]—-[1 -1 3|=(|-1 0 1%
1 1 1 1
1 0 1 i 11 i -3 0



9./10.83.

1.9. Rozhodnéte, zda je zobrazeni hy : R? — R dané predpisem ho(r1,22) =
2?2 + 4x1y2 + 323 kvadratickd forma.

Snadno nahlédneme, 7ze mizeme dané zobrazeni vyjadiit ve tvaru ho(zq,22) =

(z1,22)- (; g) . (i;), a proto je ho(z1,x2) = h((x1,x2), (x1,22)) pro symetrickou

bilinedrni formu h s matici vzhledem ke kanonické bézi (; :2,)> Tedy ho(u) =

h(u,u) je podle definice kvadraticka forma.

1.10. Najdéte symetrickou bilinedrni formu f na Z32, kterd vytvaii kvadratickou
formu fo danou vztahem fo(z1, 22, 73) = 377 + 2179 + 223 + 3793 + 423. Urcete
vrchol fs.

Stejné jako v predchozi tloze pfimocate (tj. ,rozpilenim” koeficientt u ¢lentt
x;y; pro ¢ # j) uréime matici hledané symetrické bilinedrni formy f vzhledem ke

330
kanonické bazi A = (3 2 4 ]. Tuto bilinearni formu mizZeme posat i analyticky
0 4 4

(vzhledem ke kanonické bézi):

fl(z1, 22, 23), (Y1, Y2, Y3)) = 3x1y1 + 3T1Y2 + 3x2y1 + 2x2y2 +4x2ys + 4wy +4x3Yys.

Vzhledem k tomu, Ze vrcholem kvadratické formy je pravy (nebo levy) vrchol sy-
metrické bilinearni formy f na vytvaii kvadratickou formu fo, sta¢i najit feSeni
homogenni soustavy rovnic s matici A. Protoze

3 30 110

A=13 2 4] ~(0 4 4
0 4 4 0 0 0
1

je vrchol V(f) =V (f2) = ((1,4,1)). O

1.11. Najdéte polarni bazi symetrické bilinearni formy g na realném vektorovém
prostoru R3, kterd vytvaii kvadratickou formu go(z1,z2,23) = 4x129 + 42173 +
373 — 6x2x3 + 3. Uréete matici g vzhledem k nalezené polarni bazi.

Opét bezprostiedné z predpisu uré¢ime matici hledané symetrické bilinearni formy

0o 2 2
g vzhledem ke kanonické bazi B= |2 3 —3|. Budeme postupovat metodou
2 -3 1

I z prednasky.

Nejprve zvolime vektor pi, pro ktery go(p1) # 0. Z matice B vidime, Ze sice
gz2(e1) = 0, ale pro druhy vektor kanonické baze je ga(e1) = 3 # 0. Polozime tedy
napiiklad p; = es.



Je-li to mozné, volime nyni vektor py € Ker g(p1, —), pro ktery ga2(p2) # 0, tj.
potfebujme nejprve vyresit homogenni soustavu rovnic s matici

0 2 2
p1-B=(0,1,0)- |2 3 -3|=(2 3 -3)
2 -3 1

a poté mezi témito reSenimi najit takové, na némz je hodnota gs nenulova. Ptipo-
menme, ze prvni otdzku umime zodpovédét vzdy a kdyby poté neexistoval vektor
s nenulovou hodnotou gs, mohli bychom uz zbylé vektory polarni baze volit mezi
nalezenymi feSenimi libovolné. V naSem piipadé vidime, Ze neptiklad po = (0,1,1)
fesi rovnici a go(p2) = p2Bpl = —2 # 0.

Koneecné tentokrat volime vektor ps € [, 4 Ker g(p:, —), tedy fesime soustavu
rovnic s matici

(pl).B<0 1 0>. 22 <2 3 —3)
Po o1 1)\ % ] 4 0 -2
Snadno urcime posledni bézicky vektor ps = (3,4, 6) a pro néj dopocitame g2(p3) =
psBp? = 60. Nagli jsme polarni bazi P = ((0,2,0),(0,1,1),(3,4,6)) vici niz ma

[N)

3 0 0
bilinearni forma g matici [0 —2 0 |. O
0 0 60

1.12. Bud h symetricka bilinedrni forma na vektorovém prostoru Z3 dana pod-
minkou h(e;,e;) = 2 pro v8echna i,j = 1,...,n Najdéte n&jakou bézi vrcholu a
néjakou polarni bazi h.

Z podminky, jiz je zaddna bilinedrni forma h je ziejmé, Ze matice h zhledem

2 2 2 2 2
2 2 2 2 2
ke kanonické bazi se sklada ze samych dvojek, tedy A = |2 2 2 2 2
2 2 2 2 2
2 2 2 2 2

Hledame-li vrchol, stac¢i jako obvykle vyfesit homogeni soustavu rovnic s matici
A. Vidime, Ze napiiklad posloupnost M = ((6,1,0,0,0), (6,0,1,0,0),(6,0,0,1,0),
(6,0,0,0,1)) je baze vrcholu h. Pro nalezeni poldrni baze tentokrit vyuzijeme
metodu oznadené na prednasce I*, kdy staci doplnit bazi vrcholu na béazi celého
vektorového prostoru metodou I. Vzhledem k tomu, Ze je hodnost dané biline-
arni formy (tj. hodnost kterékoli jeji matice) rovna jedné, stac¢i ndm v tomto pii-
padé najit libovolny doplnék posloupnosti M na bazi Z3 (v jednodimenziondl-
nim doplitku totiZz uz neni co dale upravovat). Tedy napiiklad posloupnost N =
((6,1,0,0,0),(6,0,1,0,0),(6,0,0,1,0),(6,0,0,0,1),(1,0,0,0,0)) je polarni baze h
0 0

o

a matice h vzhledem k N je ([l

O O OO
OO O OO
O O OO
OO O OO
N O OO

1.13. Najdéte néjakou polarni bazi symetrické bilinearni formy f z 1.10 na vekto-
rovém prostoru Z3.
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Opét postupujme metodou I*. V 1.10 jsme nasli bazi ((1,4,1)) vrcholu f. Vek-
tor (1,4,1) mtzeme doplnit na bazi Z2 naptiklad vektory e; a ey kanonické béaze.

3 2
prostor U = (e1, e2), vzhledem k bazi N = (ey, e2). Dale pocitame v soufadnicich

Snadno uréime matici A = 3 3) bilinearni formy f, kterd je restrikci f na pod-

vzhledem k N. Nejprve tedy pfimo vidime, Ze fo(e;) = 3 # 0 a poté vyfesime
homogenni soustavu rovnic s matici

el - A = (1,0) (g 3) — (3 3).

Vidime, Ze soustavu fesi [po]p = (4,1), tedy p2 = (4,1,0) a fo(p2) = (4,1) - A -
(4,1)T = 4. Nasli jsme polarni bazi ((1,4,1),(1,0,0), (4,1,0)) formy f s matici viici

0 0 0
tétobazi (0 3 0. (]
0 0 4

16./17.3.

1.14. Najdéte néjakou polarni bazi symetrické bilineadrni formy g na vektorovém
prostoru R? dané predpisem g((z1,22), (y1,%2)) = T1y1 — 371y2 — 3T2y1 + 272Ys.

Nejprve obvyklym zpiisobem urc¢ime matici symetrické bilinearni formy g vzhle-

dem ke kanonické bazi C = ( 1 . Postupujeme metodou II z prednasky a

-3
-3 2
matici C upravujeme posloupnosti symetrickych elementarnich prav. Provadime
tedy v kazdém kroku vzdy stejnou fadkovou a sloupcovou upravu tak, abychom
nakonec dostali diagonalni matici. R4dkové tipravy budeme zachycovat obvyklym

zptsobem (jako pfi hleddn{ inverzni matice) do matice.

1 -3 1 0 1 0 1 0
-3 2 0 1) *\0 -7 3 1)°

Budeme-li vzniklou diagonalni matici chapat jako matici bilineadrni formy f
vzhledem k néjaké nové bazi M, vidime, Ze vprava dostdvdme matici transpono-

vanou k matici pfechodu od baze M ke kanonické bazi, tedy [Id]yrx, = <(1) i’)

Nyni snadno uréime bazi M = ((1,0),(3,1)), vici niz je matice f diagonalni, tedy
M je polarni baze f. O

1.15. Existuje-li, najdéte nenulovy vektor v € R2, pro ktery

(a) g2(v) >0,
(b) g2(v) <0,
(¢) g2(v) =0,

kde g- je kvadraticka forma vytvorena bilinearni formou z ptikladu 1.14.

(a) Okamzité z matice [g]x, vidime, Ze hodnota g2 je kladnéd naptiklad na obou
vektorech kanonické baze, tedy ga(e1) =1 a ga2(e2) = 2.

(b) Potfebujeme zjistit, zda je ¢i neni kvadratickd forma g, pozitivné semidefi-
nitni. Neni-li, pak existuje vektor v na némz je hodnota g, zaporna. Protoze ma
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matice g vzhledem k polarni bazi M jedno kladné a jedno zaporné ¢islo, je g inde-
finitni. Opét pfimo z matice vidime, ze g2((3,1)) = —7.

(c) Vyjaddfeme si hledany vektor v pomoci zndmé polarni baze M, tedy v =
a-(1,0)+b-(3,1), tj. [v]ar = (a,b). Nyni vime, Ze g2(v) = [V]a[g2]m[V]E,. = a®—T7-b2.
Chcem-li, aby g2(v) = 0, dostavdme rovnici a? — 7 - b*> = 0, kterou fesi napiiklad
(a,b) = (v/7,1). Nasli jsme tedy vektor v = /7 -(1,0) +1.(3,1) = (/7T + 3,1), pro
néjz plati, ze go2(v) = 0. d

1.16. Popiste mnozinu viech bodt (21, z2) € R? spliiujici podminku 22 — 6z122 +
2:17%4’6%1 *4.12*5:0.

Vsimneme si, ze vyraz x% — 6x122 + 295% + 6x1 — 4x5 — 5 obsahuje kvadratickou
fromu go z predchoziho prikladd, konkrétné l’% — 6x129 + 295% + 6x1 —4x9 — 5 =
g2(x1,22) + 621 — 429 — 5. Vyjadfeme tuto rovnost v soufadnicich vzhledem k
polarni bazi M. Nejprve oznacme (y1,y2) = [(21, z2)]nm = (21, 22) - [Id] %, ;. Potom
(z1,22)" = [Id]m, - (y1,92)", a proto

1 3

Protoze g2(v) = [v]am[g]a[v]%;, dostavame, Ze go(z1,72) = y3 — Ty3, a proto po-
tfebujeme vytesit rovnici

0 = 47 —Ty3+6y1+14y2—5 = (y1+3)>—9—T(y2—1)>+7-5 = (11+3)°—T(y2—1)* 7.
Vidime, Ze hledany utvar je hyperbola se stfedem [v]y = (—3,1), tj. v=10,1. O

1.17. Najdéte néjakou polarni bazi symetrické bilinearni formy f na vektorovém

2 0 4
prostoru Z32 s matici vzhledem ke kanonické bazi D= [0 1 2
4 2 0

Opét vyuzijeme metodu II, tj. matici opét prevedeme symetrickymi tpravami
na diagonalni matici a pouzité fadkové elementarni Gpravy zazanamename:

2 0 4 |1 0O 2 00 |1 0O 2 0 0 |1 0O
012 |01 0)J~s[O 1T 2 |O1 OJ~s[O 1T O |O 1 O
4 2 0 (0 0 1 0 2 6 |5 01 0 0 2 |5 51
V fadcich pravé strany upravené matice vidime, ze polarni bazi f tvori naptiklad
vektory (1,0,0),(0,1,0),(5,5,1). g

1.18. Najdéte néjakou polarni bazi symetrické bilinearni formy ¢ na redlném vek-

0 1) vzhledem ke kanonické bazi K.

torovém prostoru R? s matici [g]x, = ( 10

Opét postupujeme metodou II. V§imnéme si, Ze hodnota g(e;,e;) = 0 pro i =
1,2, tedy nam pii symetrickych tvahach nestaci pfehodit fadek a sloupec matice,
nybrz musime pficist druhy radek i sloupec k prvnimu:

0 1({1 O 2 1|11 1 2 0 1 1
R S !

Nasli jsme tedy matici prechodu od kanonické bazi k polarni, tedy hledanou polarni
bézi je napiiklad posloupnost vektort ((1,1), (-3, 3) O




23./24.3.

1.19. Spocitejte signaturu symetrické bilinearni formy h na R® dané kvadratickou
formou ha((w1, T2, 73)) = 23 + 22122 + 67123 + 323 + 67973 + 53

1 1 3
Obvyklym zptisobem uréime matici [h]g, = |1 3 3| a tuto matici upravime
3 3 5
posloupnosti symetrickych tprav na diagonalni matici:
1 1 3 1 0 3 1 0 0
1 3 3]~s10 2 0]~s10 2 0
3 3 5 3 0 5 0 0 —4
Protoze diky metodé II vime, ze existuje polarni baze M viiéi niz ma symetricka
1 0 0
bilinedrni forma h matici [h]p = |0 2 0 |, sta¢i podle definice pfepoéitat nuly,
0 0 —4
kladné ¢isla a zaporna c¢isla na diagonéle této matice a sefadit tdaje do signatury
(0,2,1) symetrické bilinedrni formy h. (]

1.20. Necht & je symetricka bilinedrni forma na redlném vektorovém prostoru R3
1 -1 -1

smatici [p]p = -1 2 1 | vzhledem k né&jaké bazi B.
-1 1 5

(a) Urcete signaturu h,
(b) rozhodnéte, zda je h skalarni soucin na R3,
(c) popiste v soufadnicich vzhledem ke vhodné bazi mnozinu K = {v € R?| h(v,v) =

1.

(a) Polozme A = [h]p a ozna¢me A; matici, kterd vznikne z A vynechdnim
poslednich n —i fadkt a sloupci. Vyuzijeme tentokrat metodu III z pfednasky. Ne-
budeme pritom pomoci viypoctu subdeterminantt hledat polarni bazi, ale vyuzijeme
toho, Ze za predpokladu, Ze det A; # 0, umime najit polarni bazi P = (p1, p2, P3),
pro niz h(py) = det A} a h(p;) = det A;_; - det A; pro ¢ > 1. Tedy spocitdme

1 1 1 -1 -1
det A; =1, det Ay = det =2—1=1,detAg3=det | -1 2 1| =
-2 -1 1 5
10+1+1—-2—-5—1=4, abychom vidéli, ze pro vhodnou bazi P je
det A; 0 0 1 00
[h]p = 0 det A1 - det A2 0 = 01 0
0 0 det A2 - det Ag 0 0 4

To znamend, %e h mé signaturu (0, 3, 0).
(b) Protoze mé h podle (a) signaturu (0, 3,0), jde o pozitivné definitni symetric-
kou bilinearni formu na realném vektorovém prostoru, proto je h skalarni soudin.
(c) Uvazujeme stejné jako v 1.16 a staci tedy rozvéazit tlohu vzhledem k polarni
béazi P, jejiz existenci ndm zarucuje metoda III, a vii¢i niz jsme v bodu (a) spocitali
matici h. Poznamenejme, Ze v soufadnicich vzhledem k bézi B najdeme nize (v
2.2) jesté jinou polarni bazi. Oznaéime-li (y1,y2,ys) = [v]p, pak v € K, pravé kdyz
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y? + y2 + 4y2 = 1. Proto (nejen v soufadnicich v P) tvoii K elipsoid se stiedem v
bodé (0,0,0). O

2. SKALARN{ SOUCIN

2.1. Dokaizte, Ze je zobrazeni f((z1,%2),(y1,¥2)) = 5x1y1 — T1y2 — T2y1 + Tayo
skalarni soudin na R? a najdéte néjakou jeho ortonormalni béazi.

Nad readlnym vektorovym prostorem potifebujeme zjistit, zda je f pozitivné de-

finitni symetricka bilinearni forma. Snadno nahlédneme, Ze se jednd o bilinearni
. -1 . .. . .
formu s matici [f]k, = _51 1 > Vidime, Ze je [f]k, symetrickd matice, proto
je f symetrickd bilinedrni forma. Oznacime-li A = [f]k,, pak ndm staci spocitat
det(5) = 5 a det A = 1, tudiz diky metodé& III existuje polarni baze M, pro niz
5 0 . JE . .

[flr = (0 1'5). To ovSem znamend, Ze je f mé signaturu (0,2,0), tedy je to
pozitivné definitni symetricka bilinearni forma.

Protoze ortogonalni baze f realného skalarniho soucinu je pravé polarni bazi f
a ortonormdlni baze, B = (uj,u3) je ortogonalni baze spliiujici navic podminku
f(u;,u;) = 1, staél nékterou z vyse uvedenych metod najit vhodnou polarni bazi.
Postupujme napiiklad metodou II:

5 -1 10 40 11 10 : 3
-1 1 0 1) *\0 1 0 1) *\0 1 0 1)
Nasli jsme ortonormélni bézi B = ((3, 3), (0,1)). O

30./31.3.

2.2. Najdéte néjakou ortonormélni bazi skalarniho soucinu h z ptikladu 1.20.

Budeme stejné jako v ptredchozi tloze hledat pomoci symetrickych tprav bazi,
vidi niz ma pozitivné definitni symetrickd bilinedrni forma h pravé jednotkovou
matici.

1 -1 -1 1 0 0 1 0 -1 1 0 0
-1 2 1 01 0~ O 1 O 1 1 0] ~s
-1 1 5 0 0 1 -1 0 5 0 01
1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0
~. (0 1 0 11 0)~.10 10 110
00 4 101 0 01 10 %
Nasli jsem ortonormalni bazi M = (v1,va, vs), jejiz soufadnici vzhledem k bazi B
jsou [vi] = (1,0,0), [vo] = (1,1,0) a [vs] = (3,0, 3). 0

2.3. Necht B = ((1,0,1),(1,1,0),(0,1,1)) je ortonormalni béze vzhledem ke ska-
larnimu souéinu - na R3.

(a) Spocitejte (1,0,1)-(0,1,1), (1,0,1) - (1,1,1) a (2,1,1) - (2,3,1),

(b) najdéte matici A, pro niz x -y = xAy”.
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(¢) ozna¢ime-li w standardni skaldrni souéin, najdéte takovy izomorfismus ¢ :

R3 - R37 aby Xy= w(‘P(x)a (P(Y))a
(d) uréete matice ¢ a p~! z (c) vzhledem ke kanonické bézi.

(a) Nejprve si vSimnéme, ze (1,0,1) a (0,1,1) jsou dva rizné vektory ortonor-
malni baze, proto z definice ortonormality (1,0,1) - (0,1,1) = 0.

Pfipomeiime, Ze - je pozitivné definitni symetricka bilinearni forma na R3, tedy
ze zadani je jasnd matice - vzhledem k bézi B, tj. []p = E. Zname-li soufadnice
vektoru vzhledem k bazi B, obvyklym zptisobem spocitdme hodnotu bilinearni
formy. Vidime (nebo spo¢itame), ze [(1,0,1)]5 = (1,0,0), [(1,1,1)]5 = $(1,1,1),
[(2,1,1)]p =(1,1,0) a [(2,3,1)]5 = (0,2,1), proto

(17071)'(17111):[(17071)}BE[(17171)]£:(17070) % =1--+0--+0 *Z%,
2
0
(2,1,1)~(2,3,1)=[(2,1,1)]3]5[(2,3,1)]%2(1,1,0) 21 =1-041-240-1=2.
1

(b) Potfebujeme najit pravé matici - vzhledem ke kanonické bézi, k ¢emuz vyu-
Zijme teorii bilinedrnich forem (viz napiiklad 1.6), tedy

10 1\ '/1 1 0\"
A = [1d]%, p[1sMdl k. = (Id]Bg,) 'Id]5k, = [1 1 0 0 1 1
01 1 101
11 0\ " 1 -1 1
Staci tedy ur¢it {0 1 1 :% 1 1 —1], apotom
101 -1 1 1
1 1 -1 1 -1 1 3 -1 -1
1 1 1
A=c(-1 1 1].gf1 1 -1)=2(-1 3 -1
1 -1 1 1 1 1 1 -1 3

(c) Uvazime-li, Ze danou podminku maji spliiovat i vektory jakékoli ortonormalni
baze B = (bl,bg, bg), tedy, ze 6ij = bz . bj = w((p(bi), (p(b])), vidime, ze hledany
izomorfismus ¢ zobrazi nutné ortonormalni bazi vzhledem k - ortonormalni béazi
vzhledem k w. Protoze kanonickd baze K3 je ortonorméalni vzhledem k w, polozme
o(b;) = e;, i =1,2,3. Tim mame jednoznaéné zadan izomorfismus ¢(v) = [v]p, o
némz diky linearité v obou slozkach nahlédneme, Ze spliuje pozadovanou podminku.

(d) Protoze ¢(b;) = e;, mame ¢~ !(e;) = b;, odkud okamzité z definice matice

1 10
endomorfismu dostavame, ze [¢ !k, = [0 1 1|. Koneéné [p|x, = [(p*l];{i =
1 0 1
11 0\ " 1 -1 1
01 1] =3({1 1 -1 0
1 01 -1 1 1

2.4. Uvazujme standardni skalarni soucin - na redlném vektorovém prostoru R?.

(a) Ovéite, ze B = ((%,%,%),(%,—%,0),(%,%,—%» je ortonor-

malni baze R3 vzhledem -,
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(b) spocitejte soufadnice [(0,0,1)]5, [(2,1,0)]5 a [(1,2,3)]5,

(c) ovéite, ze C = ((0,0,1), (f f,O) (\[, I,O)) je ortonormélni baze R3
vzhledem -,

(d) oznaéme B = (b, b, bs), C' = (c1,ca,c3) a dokazte, Ze pro izomorfismus
1 jednozna¢né uréeny podminkou ¢ (b;) = ¢;, kde i = 1,2, 3, plati ||u| =
|4(u)|| pro vSechny vektory u € R2.

(a) Podle definice spo¢itdme

—_
[y
—_
—_
—_
—_
—_

—9.(_— \2 _
SR AV LN RV AV LR Ul
1 1 1 1 1 1 1
RNV LY RV ARV Y Al
1 1 1 1 1 2 1 1
e ww w v v
1 1 1 1 1
(7277370)'(727*7270):2'(\ﬁ)2:1>
(L Ll to2, 11,
w e e w T e Ve
11 2 1 1 2 1, 2.,
(%,%,—%)~(%,%,—%):2-(%) +(%) L,

tedy zjistili jsme, Ze B je ortonormalni posloupnopst, tedy linedrné nezavisla po-
sloupnost. Protoze jde o tf¥iprvkovou linearné nezavislou posloupnost ve vektorovém
prostoru dimenze 3, musi jit o bézi a -] = E.

(b) P¥ipometime, Ze pro kazdou ortonormalni bazi B = (by, ba, bs) a pro kazdy
vektor v € R? plati [v]p = (by - v, by - v, b3z - V), proto

1 —2 1
ﬁ’ 1- 0, 1- %) = %(\@707 72)7

2+1 271 2+1

1-‘r2—|—3 1—2 1+2-—

(c) Stejné jako v (a) pfimocaie sp0c1tame ze []o =

[(07 0, 1)]3 = (1 :

dale

(d) Polozme [v]p = (v1,v2,v3) a [W]p = (wl,wg,wg). Ovéfime, Ze v-w =
Y(v) - Y(w):
3 3 3
V' -W = (Z ’Uzbl) . (Z U)jbj) = Z Ul'w]'(bi . bJ) = Zviwi
i=1 j=1 i,7<3 i=1
a podobné

Y(v) - Y(w) = (Z v (b)) - (Z wip(b;)) = D viwj(ci - ¢;) = Zviwia

4,5<3

¢imz jsme dokézali, ze v - w = 9(v)-p(w), aproto || u | = Vu-u = /¢ (u) - ¥(u)
[P ()]

Ol
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6./7.4.

2.5. Uvazujme standardni skalarni souéin - na realném vektorovém prostoru R? a
necht V = ((1,1,0), (1, 3,2)).
(a) Najdéte né&jakou ortonormalni bazi prostoru V,
) najdéte ortogonalni bazi V' obsahujici vektor (2,4, 2),
) spocitejte ortogondlni projekei vektoru (2,2, —1) do podprostoru V,
) spocitejte bazi ortogonalniho doplitku V=,
) uréete ortonormalni bazi (ci, ¢z, c3) prostoru R3, pro niz V = (cy, ca).

b
c
d

e

(a) Budeme upravovat napiiklad bazi ((1,1,0),(1,3,2)) Gramovu-Schmidtovu
ortogonalizaci. Polozime nejprve vi = m(l’ 1,0) = %(1, 1,0). Déle hledame
vektor ug ve tvaru up = (1,3,2) + ¢ - vy. Z podminky vy -vy = 0 dostédvame, Ze
c=-v1-(1,3,2) = f%, proto us = (—1,1,2). Nyni vektor us normalizujeme a

1
Hledanou ortonormalnl baz1 V je tedy posloupnost ( f(l 1,0), f( 1,1,2)).

dostanme v; =

(b) Postupujeme obdobné jako v (a) jen zvolime bazi V zalinajici vektorem
(2,4,2), napiiklad bazi ((2,4,2), (1,1,0)). Nyni opét pouzijeme Gramovu-Schmidtovu
ortogonalizaci, tentokrat ovsem nebudeme normalizovat:

Polozime nejprve vi = (2,4, 2) a hleddme vektor va ve tvaru vo = (1,1,0)4c-vy.
Z podminky v; - vo = 0 tentokrat dostavame, ze ¢ = —W = —26—4 = —i, proto
vo=(1,1,0) — 1 -(2,4,2) = 1(1,0,-1).

Hledanou ortogonélni bazi V' je tedy posloupnost ((2,4,2), 1(1,0,—1)) nebo po-
sloupnost ((2,4,2),(1,0,—1)).

(¢) Na pfednédsce bylo dokdzéno, Ze podobné jako v tloze 2.4 lze soufadnice
ortogonalni projekce vektoru u na podprostor V vzhledem k ortonormélni bazi
B = (b, bs) spoéitat pomoci jako Fourierovy koeficienty, tj. oznaéime-li v, € V
ortogonalni projekci vektoru u na V', pak [vu] B = (b1 - v,bs - v). Tedy vyuZijeme-
li nalezené ortonormalni baze B = (%( ,1,0), f( 1,1,2)) z tlohy (a), méme
[V(2,2,71)] = (%(17170) : (2’2’_1)7%( 1v1a2) ( )) (%’_%)7 a proto

4 1 2 1

S (1,1,0) - = —
VRV AR Y RV
Na zéavér si zkontrolujme, ze u— vy lezzi v ortogondlnim dopliiku V, tedy, ze je
vektor (2,2,-1) — 3(7,5,—2) = 3(—1,1,—1) kolmy na viechny (bézické) vektory
V.

(d) Na konci tlohy (c) jsme nasli vektor (—1,1,—1) kolmy na cely prostor V.
Protoze musi mit (nejen) ortogonalni doplnék V' v R3 mit dimenzi 3 — 2 = 1, nasli
jsme jeho bazi (—1,1,—1).

(e) V (a) jsme nalezli ortonormélni bazi (\[(1 1,0), f( 1,1,2)) prostoru V

1
(~1.1,2) = 5(7.5,-2).

Vuy =

a v (d) bazicky vektor (—1,1,—1) podprostoru V*. Staé tedy posledni vektor
normalizovat, tj. poloZime-li ¢; = %(1, 1,0), ¢y = %(—1, 1,2) c3 = %(—1, 1,-1),
dostédvame ortonormélni bézi (cq, ca, c3) pozadovanych vlastnosti. [l

2.6. Bud M = ((1,1,0), (0,1,1), (1,1,1)) béze redlného vektorového prostoru
R? se standardnim skaldrnim souéinem -. Najdéte ortonormalni takovou bézi B =
(v1,Vva,v3) prostoru R3, aby ((1,1,0)) = (v1) a ((1,1,0),(0,1,1)) = (v, va).
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Postupujme opét Gramovu-Schmidtovu ortogonalizaci.

_ (1,1,0)
Lovi = 0rol = ﬁ(1,1,0).
2. vh = (0.1,1) = 2(1,1,0)- (0,1,1) - 2(1,1,0) = §(~1,1,2). Proto vy =
(1.1 2)

3. Pfedné —( ,0) - (1,1,1) :\/iaT( 1,1,2) - (1,1,1) = % proto
= (1,1 1) V2 - %(1 1,0) — %%( 1,1,2) = 1(1,-1,1). Kone¢né
V3 = %(1,—1,1)
Nagli jsme ortonormalni bézi (%(1, 1,0), 7 (=1,1,2), 5(1, -1,1)). O

2.7. Uvazujme standardni skaldrni sou¢in - na realném vektorovém prostoru R?.
Najdéte bazi ortogonalniho doplitku podprostoru U = ((1,2,1,1,1),(0,-1,1, 1, 2)).
Pripomenime, ze

t={veR|u-v=0WueU}={veR’|u-v=0Vuc B},

kde B je néjaka baze U. Snadno uvazime, ze potfebujeme najit pravé feseni homo-

genni soustavy rovnic s matici (1) 31 } 1 ; Tedy bazi Ut tvoif naptiklad
vektory (—3,1,1,0,0),(-3,1,0,1,0),(-5,2,0,0,1). O

2.8. Necht - je standardni skalarni soudin na realném vektorovém prostoru R*.
(a) najdéte ngjakou ortonormalni bazi podprostoru V- = ((1,1, -2,1), (2,0, 1,0),
(Oa L0, 1)>a

(b) najdéte n&jakou ortogonalni bézi podprostoru U = ((1,1,0,1),(1,0,1,1)),

(c) najdéte n&jakou ortogonalni bazi ortogonalniho dopliku U+,

(d) spocitejte ortogonalni projekci vektoru (—1,1,0,4) do podprostoru W =
((1,2,1,-1), (1,1,0,1)).

(a) Nejprve zvolime vhodnou béazi prostoru V, kterou budeme ortogonalizovat
pomoci Gramovy-Schmidtovy ortogonalizace. Vektor (2,0, 1,0) je zfejmé kolmy na
zbyvajici vektory, zvolme tedy bazi V', tak aby byl vektor (2,0,1,0) na jejim prv-
nim misté. Tedy ortogonalizujme napiiklad bazi ((2,0,1,0),(0,1,0,1),(1,1,-2,1)).
Gramovu-Schmidtovu ortogonalizaci tentokrat mirné modifikujeme: najdeme nej-
prve ortogonalni bazi a tu budeme normalizovat az na zaveér.

Uz jsme v&imli, ze ((2,0,1,0) - (0,1,0,1) = 0, tedy médme prvni dva (zatim
jen ortogondlni, nikoli ortonorméln{) vektory hledané baze: vi = (2,0,1,0), v4 =
(0,1,0,1). Nyni budeme hledat tieti bazicky vektor ve tvaru v§ = (1,1,-2,1) —
¢1 v} —co vl Pfitom mé spliiovat podminky, ze v, -vi = 0 pro i = 1,2, z ehoz
vyuzitim linearity skalarniho soucinu v druhé slozce dostavame, ze
(1,1,-2,1) - (2,0,1,0) (1,1,-2,1)-(0,1,0,1)

= 0, Cy — =
(2,0,1,0) - (2,0,1,0) (0,1,0,1) - (0,1,0,1)
Vsimnéme si, Ze koeficient je roven 0 diky volbé vektoru v/ kolmého na vSechny né-
sledujici vektory, proto ndm staéilo hledat ortogonélni bazi podprostoru ((1,1, -2, 1),
(0,1,0,1)), kterd musi byt kolmé na vektor (2,0,1,0). Tedy v; = (1,1,-2,1) —
(0,1,0,1) = (1,0,—2,0) je poslednim hledanym kolmym vektorem. Posloupnost
vektori ((2,0,1,0),(0,1,0,1),(1,0,—2,0)) tvori zfejmé ortogonilni bazi prostoru

—1.

Cc1 =
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V. Zbyva nam jednotlivé vektory normalizovat: v = —”::1 1= %(2,0, 1,0), vo =
1

vy 1 _ vy _ 1 _ s 1.

T~ = \/5(0,1,0,1), Vs = i = \/5(170, 2,0), Ortonormalni bézi je tedy

napiiklad posloupnost vektort (=(2,0,1,0), 75(0,1,0,1), 7=(1,0,-2,0).

(b), (¢) MZeme postupovat nékolika zpiisoby. Jednak muZeme doplnit vektory
(1,1,0,1),(1,0,1,1) na bazi celého prostoru R* (napiiklad vektory (1,0,0,0) a
(0,1,0,0)) a tuto bazi upravit Gramovou-Schmidtovou ortogonalizaci. Prvni dva
vektory ortogonalizované baze budou pfitom tvofit ortogonalni bazi U, dalsi dva
vektory budou tvofit ortogonélni bézi dopliku U-.

Rovnéz nam sta¢i najit libovolnou bézi U+ (napiiklad tymz postupem z 2.7) a
obé baze ortogonalizovat. Postupujme druhym zptisobem: Bazi U~ tvoii napiiklad
posloupnost (—1,1,1,0), (0,1,1,—1). Vektor (0,1,1,—1) miizeme upravit jednim
krokem Gramovy-Schmidtovy ortogonalizace
(_17 17 17 0) i (03 1,1,

3
,1,0),(2,1,1,—3) tvoii ortogonalni bazi U~L.
,—2,3,1)) tvoti ortogonalni bazi U.

(07 17 17 71) -

-1 1
)(*1, 1, 1,0) - 5(2; ]-7 ]-a 73)3

a proto posloupnost (—1,1
Obdobné ((1,1,0,1), (1
13./14.4.
(d) Potfebujeme nejprve uréit soufadnice x1,xs ortogonalni projekce u = xy -
(1 2,1 71) +25-(1,1,0,1), aniz budeme hledat ortogonélni bézi W, jak jsme €inili
Resime tedy nehomogenni soustavu rovnic s matici:
2 -(1,2,1,-1) (1,2,1,-1)-(1,1,0,1) (1,2,1,-1)-(-1,1,0,4)\ _
1,1, ,1 (1,2,1,-1) (1,1,0,1) - (1,1,0,1) (1,1,0,1) - (—1,1,0,4) /] —

(7 2 -3
“\2 3 4 )

<

Snadno zjistime, ze 1 = —1 a o = 2, proto u = (1,0, —1, 3).
Pro kontrolu jesté ovéfme, zda je vektor v—u = (—2,1,1, 1) skuteéné kolmy na
podprostor U. Ziejmé (— 2,1,1,1) (1,2,1,-1)=0a(-2,1,1,1)-(1,1,0,1) =0. O

2.9. Uvazujme standardni skalarni soucin - na komplexnim vektorovém prostoru
C3 tji.u-v=uv’.
(a) Najdéte ortonorméalni bazi podprostoru U = ((1,4,1 — ), (4,2 + 14, —1)),
(b) najdéte béazi ortogonalniho doplitku U7,
(c) spocitejte ortogonalni projekci vektoru (1,0, —i) do podprostoru U.

( ) VyuZzijeme Gramovu-Schmidtovu ortogonalizaci provedenou na posloupnost

=(1,4,1—14), uy = (4,244, —1). Nejprve uréime v, = ”8:1’71:3” = 2(1,4,1—1).

Pote spocitdme ¢ = vy (6,2 +14,—1) = 3(1,—i,14+14) - (4,2 +4,-1)T = =2 = —i

adale vh = up—cvy = (i,2+1i,—1) + £(1,i,1 — i) = 1(3i,3 + 2i,—1 + i), proto
Vo = A= (31,3421, —1 +1).

(b) u;-(1,-1,0,0,1) = 0, u;-(1,-1,0,0,1) = 0 Protoze potfebujeme najit
nenulovy vektor v kolmy na vektory uj, us, tj. ma platit, ze (1,4,1 — i) -v =
(1,-i,1+i)- vl =0a (i,2+4,-1) v = (—4,2 —i,—1) - vl = 0, coz snadno
zformulujeme matici

1 -t 141 1 1 -1+ 1 —i 1+
-t 2—-1 -1 -1 2—1 -1 0 3—4% 2414/
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tedy vidime, Ze bazi feseni soustavy i bazi U+ je vektor (—3 — 3i,3 44,4 + 2i).
(c) Podobné jako v pfikladu 2.5(c) staci, abychom spocitali soufadnice ortogo-
nélni projekce vzhledem k ortonormalni bazi U, tedy hodnoty

1 . . .
_ L1 . , 1+ 4d) (i) 21
ay =vy-(1,0, 2)—5(1, i,141) i)l = 5 =5
1 L .
1 -Ji+i1—-1 —-1-2¢
as = vy (1,0, —i) = ——(—3i,3-2,-1—i)[ 0 | = -
= V2 (1,0, = = ( | o = =
Tedy ortogonalni projekce je vektor
2—1 —1—-2¢ 1
72(1,i,1—i)+ Z(Si,3+2i,—1+i):ﬂ(18—9i,7+4i,21+5i).

O

2.10. Uvazujme standardni skaldrni souéin - na redlném vektorovém prostoru R?,
U podprostor R? a v € R3. Najdéte vektor u € U a u* € U+, aby v =u+ut,
(a) je-i U =((1,3,-2),(1,1,-1)) a v=(2,4,3),
(b) je_li U= <(17 27 1)7 (25 17 71)> av= (1a 234),
(C) je'h U= <(1, 27 1)7 (23 ]-, _1)> av= (47 23 1)

Postupujme obdobné jako v 2.8(d), tj. hleddme takovou linearni kombinaci vek-
tori a(1,3,—2)+b(1,1,—1), aby byl vektor (2,4,3)—a(1,3,—2) —b(1,1, —1) kolmy
na prostor U. To miZeme ekvivalentné vyjadiit tak, ze vektor (2,4,3)—a(1,3, —2)—
b(1,1, —1) je kolmy na vektor (1,3,—2)1(1,1,—1) a odtud dostdvame soustavu rov-

nic

(1,3,-2) - [(2,4,3) — a(1,3,-2) — b(1,1,-1)] = 0,
(17 1, 71) : [(234; 3) - a’(]‘ﬂ 3, 72) - b(L 1, *1)] = 0.

Tuto soustavu upravime na nehomogenni soustavu linedrnéich rovnic, sepiSeme do
(Gramovy) matice a vyfesime:

14 6 8

6 3 3)°

Snadno zjistime, ze a = 1 a b = —1, ortogonalni projekce vektoru (2,4,3) na
podprostor U je u = (1,3,-2) — (1,1,—1) = (0,2, ~1) aut = v—u = (2,4,3) —
(0,2,—1) = (2,2,4).
. . .. (6 3 9 s aweo
(b) T tentokrat standardné najdeme Gramovu matici <3 6 ‘ 0) vyjadiujici
podminku, ze (1,2,4) — 2(1,2,1) — y.(2,1,—1) je kolmé na podprostor U a dopo-
¢itdme © = 2 a y = —1. Ortogonélni projekce vektoru (1,2,4) na podprostor U je
tedy u=2-(1,2,1) —1-(2,1,—1) = (0,3,3) a u’ = (1,2,4) — (0,3,3) = (1, —1,1).
(¢) VSimnéme si, Ze pocitame-li stejné jako v (b), dostaneme Gramovu matic se
6 3 9
3 6 9
u=-1,2,1)+(2,1,-1) = (3,3,0) aut = (4,2,1) — (3,3,0) = (1,—1,1). O

stejnymi levymi stranami, tj. < ) a dopoc¢itame x = 1 a y = 1, proto
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20./21.4.

2.11. Najdéte priblizné feSeni metodou nejmensich ¢tvercti soustavy rovnic

r1 +2xo =0
21‘1 +.Z‘2 +2I3 = O
I —21’2 “+xs3 =10
r1 +2x9 +2x3 =7

To —XI3 =3

Snadno nahlédneme, Ze soustava nemé feSeni. Budeme tedy hledat jen ptiblizné
feSeni. Méme vektor pravych stran y = (1,4,6,2,—1) a vektory levych stran
a; = (1,2,1,1,0), as = (2,1,—2,2,1) a a3 = (0,2,1,2,—1). Hleddme z; tak, aby
2?21 x;a; byla pravé ortogondlni projekce vektoru pravych stran do podprostoru
(a1,as,a3). To vede stejné jako v pfipadé ortogonalni projekce k soustavé rovnic s
matici

aj-a; aj-az ap-as a; -y
az-a; az-az agz-as a -y
az-a; az-az ag-as az -y

Dosadime a hleddme FeSeni soustavy rovnic s matici

7T 4 7 17
4 14 3 -3
7 3 10 21
Zbyva nam dopocitat, ze x1 =2, zo = —1 a x3 = 1. O

2.12. Uvazujme redlny vektorovy prostor Co,((—1,1)) hladkych fukei a definujme
1 <1z
f-g9=J_, fg prokazdé f,g € Coc((~1,1)).
(a) Dokazte, Ze je - skaldrni soucin na Coo((—1,1)).
(b) Najdéte ortonormalni bazi podprostoru (1, z, z2).

(a) Zvolme f,g,h € Co({—1,1)), a,b € R. Stadi pfipomenout, ze f_11 fg =
f_ll gf a f_ll flag + bh) = af_ll fg+ df_ll fh, proto je - symetrickd bilinearni
forma. Jestlize navic f # 0, pak f - f = fil % > 0, tudiz je - pozitivné definitni
symetrickd bilinearni forma na redlném vektorovém prostoru, tedy skalarni soudin.

(b) Postupujeme Gramovou-Schmidtovou ortogonalizaci na posloupnost funkci
1,z,z2.

Nejprve spoéitéme skalarni souéin 1-1 = fl 12 =2, tedy ||1|| = \@ a fo= %

Protoze je f T = f_l 5 =0, dostavame fi=ax— f | == dac = z. Konecné
1 3 —1)3
[ atde =4 — ( 3) = 2, proto ||z|| = \/; afi = \/;ac
, s ., v 1 2 _ rl 2 _ 2 3 2 _
Déle spocitame skalarni souciny o= f71 %dw = % a /3T 1% =

(V)

\/gf_11 23dz =0 a odtud f = 22 — % L = 22 — 1. Zbyva spocitat

1 1 1 1
1 2 1 2 4 2
/(xsz)zdx:/ :174d1377/ xQd:chf/ 1d$:,,,+,:§_
. 3 . 3/, 9/, 5 99 5

Vidime, ze fy = 3? 2 2—\/\/5; O

S



18

Dalsi alohy

Dokazte, ze je bilinearni forma zobrazeni f : R? x R3® — R definované
predpisem f((z1,x2,z3), (y1,Y2,y3)) = 2x1y1 + 3T1Y2 — 1Y3 — 2x3Ys.
Najdéte matici f z predchozi tlohy vzhledem

(a) ke kanonické bazi,

(b) k bézi B = ((1,—1,0), (1,1,0)(1,2,1)),

(¢) k bazi C = ((0,1,0), (—1,1, —1)(—1,2,0)).
Necht f = fs + f, je rozklad bilinedrni formy f z pfikladu 1 na symet-
rickou a antisymetrickou ¢ast, tj. fs je symetrickd bilinearni forma f, je
antisymetrickd bilinearni forma. Najdéte matice f; a f, vzhledem

(a) ke kanonické bazi,

(b) k bézi B = ((1,—1,0), (1,1,0)(1,2,1)),

(¢) k bazi C = ((0,1,0),(-1,1,-1)(-1,2,0)).
Bud g2 kvadraticka forma na Z3j dané pfedpisem go (21, ¥a, 73, 74) = 2122+
13 + X1X4 + T3 + To2Xyg + X324

(a) Najdéte symetrickou bilinearni formu g, pro niz go(v) = g(v,v),

(b) urcete matici g vzhledem k bazi B = ((1,1,0,0),(2,1,0,0)(0,0,2,2),

(0,0,1,2)),

) uréete matici g vzhledem k kanonické bazi,
) spocitejte bazi vrcholu symetrické bilinearni formy g,
(e) najdéte polarni bazi P symetrické bilinearni formy g,

(f) najdéte matici g vzhledem k nalezené bézi P.
Uvazujme symetrickou bilinearni formu g na realném vektorovém prostoru

1

R* s matici [g]x, = vzhledem ke kanonické bazi K,. dand

—_ o~
O~ = =
= O = O
o = O

= T1%2 + T1T3 + T1T4 + T2T3 + T2Tyq + T34

~—

predpisem go(x1, 22, 23, T4
(a) Najdéte polarni bézi g,

(b) rozhodnéte, zda je g skalarni sou¢in na R?,

(c) najdéte viechny vektory v € R?, pro které go(v) = 0.

Mé&jme zobrazeni h : R®xR? — R dané piedpisem h((z1, x2,73), (Y1, Y2,¥3)) =

T1y1 — T1Y2 — T2y1 + 3T2y2 — T2ys — T3y2 + 223Ys.
(a) Oveite, Ze je h skalarni souéin na R3,
) najdéte n&jakou ortonorméalni bazi P skaldrniho soucinu h,
(c¢) pro nalezenou bazi spoéitejte souradnice [(1,0,0)]p, [(—1,1,2)]p,
) najdéte takovy izomorfismus ¢ : R® — R3, aby x -y = w(¢(x), ¢(y)),
a uréete matice p a ¢! z (c) vzhledem ke kanonické bézi,
(e) spocitejte ||(2,3,-1)].
Necht B = ((0,1,1,1),(0,1,1,—1),(0,1,0,2), (1, 1,—1,2)) je ortonormalni
béaze vzhledem ke skaldrnimu soucinu - na R*.
(a) SpOéitejte (17 0,1, 1) : (27 -2,-1, 1) a ”(17 1,1, I)Ha
(b) najdéte matici A, pro niz x -y = xAy7’,
(c) oznac¢ime-li w standardni skaldrni soucin, najdéte takovy izomorfismus
¢:R* = RY, aby x -y = w(p(x), ¢(y)),
(d) urcete matice ¢ a ¢! z (c) vzhledem k bazi B.
Bud - je standardni skalarni sou¢in na realném vektorovém prostoru RS.
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(a) Najdéte ortonormalni bézi podprostoru V = {((1,3,-2,1,1), (2,0,1,1,0),
(17 33 15 27 71)>a
(b) najdéte ortonormalni bazi ortogonalniho doplitku V-,
(c) urlete ortogonélni projekci vektoru (2,1, —1,0,4) do podprostoru V a
do podprostoru V=,
(d) jelli U = ((2,1,0,1,—1), (1,1,0,—1,3), (4,—1,—1,—2,3)), najdéte
vektory u € U a ut € U+, aby (1,1,0,0,-2) = u+u*,
(e) najdéte ortonormalni baze podprostortt U + V, Ut +V, U + V4,
Ut+viunv,utnv,unvtautnvt
(9) Bud - je standardni skalarni sou¢in na realném vektorovém prostoru C*.
(a) Najdéte ortonormalni bézi podprostoru V= ((1,1 — 4,1 +¢,2 — 3i),
(14+1,-1,1+4 2,2 —19)),
(b) najdéte ortonormalni bazi ortogonalniho doplitku V+,
(c) urcete ortogonalni projekei vektoru (14-3i,2—4, —1, 2¢) do podprostoru
V a do podprostoru V=,
(d) je-li U = ((i,—4,2 + 4,1 — 3i), (1,1,i,2 4 37)), najdéte vektory u € U
aut cU*, aby (1+4,1,i,2 —4) = u+ut,
(10) Najdéte pfiblizné feseni metodou nejmensich étvercti soustavy rovnic Ax’ =
yT nad R, jestlize

1 1 2
2 10
) A=|1 2 1|ay=(1,01,1,2)
01 3
1 1 1
(b) A jejakov (a) ay =(2,1,0,2,1),
(¢) Ajejakov (a)ay =(2,1,0,2,0),
1 1
d A=12 1| ay=(23,0)
1 2



