2.12.

6. REGULARNI MATICE

6.1. Rozhodnéte, zda je nad télesy Q, Zs a Z7 regularni matice:

1 2 1 2 2 3
A=[2 1 0|,B=|1 3 2|,A BaA%>.
1 4 4 11 3

Diky Vété 8.4 staci zjistit, zda jsou determinanty jednotlivych matic nenulové.
Spocitejme nejprve determinanty matic A a B:

1 21 1 2 1 9 1
detA=det|2 1 0| =det| 2 1 0] =det (_3 _4> =-5
1 4 4 -3 -4 0

nad Q, det A = 0 nad Z5 a det A = 2 nad Zr, coz znamen4, Ze je A regularni nad
Q a Z7 a A je singularni nad Zs. Podobné

2 2 3 2 0 3 9 3
detB=det [1 3 2| =det|1 2 2 :2-det<1 3>:6
1 1 3 10 3

nad Q, det B =1 nad Z5 a det B = 6 nad Zy, tedy B jr reguldrni nad vsemi télesy
Q, Z5 a Z;. Pouzijeme-li Vétu 7.21, kterd iik4, ze det(A-B) = det(A)-det(B), pak
vidime, Ze det(A - B) # 0 pravé kdyZ det A # 0 a det B # 0. Tudiz matice A - B je
regularni nad Q a Z; a neni regularni nad Zs. Konecné indukénim rozsitenim Véty
7.21 dostaneme, 7e det(A5®) = det(A)>%°, a proto je matice A5%® regularni pravé

nad télesy Q a Zr. O
1 1 0
6.2. Rozhodnéte pro kterd redlna a jsou redlné matice P(a) = {a 1 a |, Q(a) =
1 a O
a -1 -1
a—1 1 1 | aP(a)- Q(a) reguldrni.
a+1 1 0

a -1 -1 20—1 0
det(Q(a)) =det [a—1 1 1 | =det|[ a—-1 1 =1-2a.
1

1 1 0

Nejprve spocitdme determinanty det(P(a)) =det [a 1 a| =a—a? a

1 a O

0

1
a+1 1 0 a+1 0

Véta 8.4 z pfednasky tiké, ze je matice regularni, pravé kdyz je jeji determinant
nenulovy. Determinaty matic P(a) a Q(a) uz jsme spoéitali, zbyva ndm s vyuzitim
Véty 7.21 spocitat det(P(a) - Q(a)) = det(P(a)) - det(Q(a)) = a(l — a)(1 — 2a).
Vidime, Ze je matice P(a) reguldrni, pravé kdyz a € R\ {0,1}, matice Q(a) je
regularni, pravé kdyz a € R\ { %} a soucin P(a) - Q(a) je regularni, pravé kdyz
acR\{0,3,1}. O

21
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2z z+3 2x+1
6.3. Rozhodnéte pro kterd « € Zs je matice | x +4 3z + 2 3 nad télesem
z+1 T 4x
Z5 singularni.

2x x+3 2x+1

Opét nejprve spoc¢itdme determinant matice A(x) = |z +4 3z +2 3 ,
z+1 T 4x
nejprve pricteme tieti sloupec k druhému a pak rozvedeme podle tfetiho fadku:
2x r+3 2zx+1 2x 3r+4 2x+1
det | z+4 3zx+2 3 =det |z +4 3x 3 =
rz+1 T 4x z+1 0 4x

=(x+1)-da? +o+2) +4r- (32 + 4o +4) =2 +2® + 4o + 2.

Stejné jako v predchozi uloze potfebujeme najit © € Zs, pro néz je hodnota
det(A(z)) = 23 + 22 + 42 + 2 = 0, coZ snadno zjistime dosazovanim jednotlivich
prvki télesa Zs:

det(A(0)) = 2, det(A(1)) = 1 +12+4-1+2 = 3, det(A(2)) = 2°+22+4.2+2 = 2,

det(A(3)) =3 +32+4-3+2=0, det(A(4) =4>+42>+4-4+2=3.

Zjistili jsme, Ze je matice A(x) singulérni, pravé kdyz je xz = 3. O

6.4. Vyfeste nad realnymi ¢isly soustavu rovnic Ax” = (1,0,0)7 s realnym para-
2a+1 a 2a
metrem a, kde A = a 1 a+1
2a 0 2a

Pro po¢iténi pouzijeme Cramerovo pravidlo. Nejdiive uréime det A = 2a-(a+1).
To znamend, ze Cramerovo pravidlo miZeme vyuzit pro parametr a € R\ {0, -1},
t.j. je-li matice A regularni. Dale uréime determinant matic A;, které vzniknou
z matice A nahrazenim i-tého sloupce sloupcem pravych stran vektorem, tedy

1 a 2a 20+1 1 2a
(1,0,0)7:det Ay =det [0 1 a+1]| =2a,det Ay = det a 0 a+1| =
0 0 2a 2a 0 2a
204+1 a 1
2a a det A3 = det a 1 0] = —2a. Nyni pomoci Cramerova pravidla (Véta
2a 0 0
8.13) spoéitdme hodnotu i-té neznamé jako x; = dd‘ztti”’. Tedy ©1 = x5 = 2a(ia+1) =
1 -2  _ 1
T—‘rl a I3 = m = 7m.
Konec¢né standardnim postupem zjistime, Ze soustava pro a = —1 nema TeSeni a
pro a = 0 lezi vSechna feSeni v mnoziné (1,0,0) + ((0,1, —1)). O
9.12.
1 2 1
6.5. Existuje-li, najdéte inverzni matici k realné matici B= [ -2 -3 1
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Vyuzijeme Vétu 8.8 z prednasky a budeme elementarnimi ipravami upravovat
matici B rozsifenou o jednotkovou matici, tedy matici (B|E) tak, abychom dostali
matici (E|C). Podafi-li se ndm to, bude matice C pravé inverzni matici k matici
B:

1 2 1 |1 0 0 1 21 1 00
-2 -3 1 |01 0)J~{f0O 1 3 2 1 0|~
2 4 3 |0 0 1 0 0 1 -2 0 1
1 20 3 0 -1 1 00 -13 -2 5
~(0 1 0 8 1 -3]~1(0 1 0 8 1 -3
0 0 1 -2 0 1 0 0 1 -2 0 1
-13 -2 5
Zjistili jsme, ze B~1 = [ 8 1 =3]. O
-2 0 1
12 4\ "
6.6. Existuje-li, spocitejte nad télesem Z; matici |3 2 6
1 05
Postupujeme stejné jako v predchozim prikladé:
1 2 4 (1 00 1 0 5 |0 0 1 1 0 0 (2 5 5
326 |01 0J~(O0O 25 (01 4f~(0 1 0 |1 3 4
105 |0 01 02 6 |1 0 6 001 |1 6 2
12 4\" /25 5
Dostali jsme |3 2 6 =1 3 4]. O
1 0 5 1 6 2

-1
6.7. Spocitejte soucin realnych matic (? :13) . (1 3 _1 _1).

. (2 3 (1 3 1 -1 s . .. ..
Oznac¢me A = (1 1 aB= 9 0 -1 9 . Roz8ifime-li matici A o matici

B a budeme-li vzniklou matici (A|B) upravovat stejné jako v pfedchozich dvou
tlohach takovymi elementarnimi dpravami, abychom vlevo obdrzeli jednotkovou
matici, snadno nahlédneme, ze

(A|B) ~ A~ (A|B) = (E[A™'B),

Tedy vpravo dostaneme hledany sou¢in A ~!'B. Poditejme:
23 |1 3 1 -1 11 (2 0 -1 2
11 (2 0 -1 2 2 3 |1 3 1 -1
11 2 0 -1 2 10 5 -3 —4 7
0 1 -3 3 3 -5 01 -3 3 3 —-5)°

~1
o . (2 3 13 1 -1\ (5 -3 —4 7
Spocitali jsme, ze (1 1) : (2 0 -1 2 > = <3 3 3 5)' U
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2 0 3 4\t
6.8. Spocitejte soucin redlnych matic [ —1 3 ( ) .

1 9 2 3
2 0 3 4
Ozna¢me C = | -1 3] aD = (2 3). Uvédomime-li si, ze (C-D 1T =
1 2
(D~HT . CcT = (DT)~!. CT, miizemem postupovat stejnym zptisobem jako v
minulém pfikladu, ovSem pro soudin transponovanych matic v obraceném poradi:
3 2 2 -1 1 12 8 8 —4 4 3 2 2 -1 1
4 3 |0 3 2 12 9 (0 9 6 0 1 -8 13 2
N 3 0 18 =27 -3 N 1 0 6 -9 -1
0 1 -8 13 2 0 1 -8 13 2 )°
6 -9 -1 6 -8
Zjistili jsme, ze (D7)~1.CT = ,aprotoC-D™1=|-9 13 ]|. O
8 13 2 B

6.9. Najdéte nad télesem Z; adjungovanou matici k maticim A = (1 2), B =

3 6
11
(1 2) e

Postupujme nejprve podle definice, na i-tém fadku a v j-tém sloupci adjungované
matice se nachazi subdeterminant ptivodni matice, v niz vyskrtneme j-ty fadek a
i-ty sloupec, vynasobeny hodnotou (—1)**/:

I
—
—

} 1 2 4
1 aD=(3 2 6
1 1 0 5

wita) = (5 9). aai®) = (3 7). wico) -

o o oo
o O o o
oo oo
oS O O O

U posledni matice, o niz z prikladu 6.6 vime, Ze je regularni, a zndme jeji inverz,
staci abychom spocetli determinant det(D) = 5 a vyuzili Véty 8.12, ktera ¥ika,
7e D - adj(D) = det(D) - E, proto adj(D) = det(D) - D71, tedy adj(D) = 5 -

2 5 5 3 4 4
1 3 4)=1[51 6 ]
1 6 2 5 2 3

16.12.

7. HOMOMORFISMY VEKTOROVYCH PROSTORU

7.1. Uvazujme realny vektorovy prostor R[z] v8ech redlnych polynomi. Dokazte,
ze prvni derivace ' tvoii homomorfismus R[z| do R[z]. Jak vypada jadro Ker(’) a
obraz Im(’)?
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Tvrzeni, ze (p+q) = p'+4q a (c.p)’ = c.p’ je dokézano na pfedndsce matematické
analyzy (nejen) pro vSechny polynomy p a ¢ a kazdou redlnou konstantu c. Tedy
prvni derivace je homomorfismus. Snadno nahlédneme, ze Ker(’) obsahuje pravé
v8echnny konstantni funkce a Im(’) = Rz]. O

7.2. Je-li n > 1 pfirozené &islo, dokazte, e n-t4 derivace (™ tvoii endomorfismus
na R[z] a popiste jadro Ker((™) a obraz Im((™)?

Uvézime-li, Ze je n-té derivace slozenim n prvnich derivaci, je (™) homorfismus
diky Véteé 9.5. Protoze je prvni derivace epimorfismus a slozeni epimorfismu je opét
epimorfismus podle Véty 9.7, dostavame, ze Im((™)) = R[z]. Konééné analytické
pozorovani tiké, ze n-t&4 derivace polynomu je nulové, pravé kdyz jde o polynom
stupné mensiho jak n, proto, ze Ker((")) obsahuje pravé véechnny polynomy stupné
mensiho jak n. (|

7.3. Necht f : Z3 — Z2 je zobrazeni dané ptedpisem f(v) = v - (;L ; g)

Rozhodnéte, zda jde o homomorfismus.

Podle Véty 4.7 z pfednésky zobrazeni dané nasobenim sloupcového vektoru (tedy
matice typu (n,1)) matici spliiuje axiomy homomorfismu, tedy (u+v)-A = u-
A+v-Aa(r-u)-A=r-(u-A)prokazdé u,v € Z ar € Zs. O

7.4. Pro homomorfismus f z predchoziho prikladu popiste podprostory Kerf a
Imf.

Pfipomerime, Ze Kerf = {v| f(v) = 0} = {v| v- A = 0}. Tedy Kerf je prévé
mnozina vSech Feseni homogenni soustavy s matici A. Snadno spocitame, ze Ker f =
((2,0,1)).

Vezmeme-li libovolnou generujici mnozinu G vektorového prostoru Z3 (naptiklad
kanonickou bdzi), potom f(G) tvoii generujici mnozinu podprostoru Imf = f(Z3).
Vidime, ze f((1,0,0)) = (4,1), f((0,1,0)) = (1,2) a f((0,0,1)) = (2,3) (tj. ob-
razy vektort kanonické baze tvoii préavé sloupce matice A). Zbyva si vSimnout, Ze
(4, 1)7(172)7(2,3» = Z?)‘ U

Oznacujme K, kanonickou bézi libovolného aritmetického vektorového prostoru
T™ nad télesem T a jeji i-ty vektor e;.

7.5. Najdéte matici homomorfismus f z pfedchozi ilohy vzhledem ke kanonickym
béazim.

Podle definice nejprve potifebujeme zjistit soufadnice vektort f(e;) vzhledem
ke kanonické béazi prostoru ZZ: {f(e1)}r, = {4, D}k, = (4,1), {f(e2)}x, =
(L2}, = (1,2), {flea)bs = 12,3}, = (2,3):

Nyni zbyvé soufadnicové vektory usporadat do sloupcti matice homomorfismu

T 4 1
4 1 2\ 1 92 0
12 3) & ’

vzhledem ke kanonickym bézim [f]x.x, = (
2 3
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7.6. Necht g : R? — R3 je zobrazeni urcené predpisem g((x1,72)) = (z1 +
2x9,4x1 — Ta, 2x9). Dokaite, Ze se jednd o homomorfismus.

Snadno zjistime, zZe 1ze predpis definujici zobrazeni g vyjadfit jako soudin matice

L4 0). Proto jde podle Véty

a aritmetického vektoru: g((z1,22)) = (x1,22) - (2 19

4.7 o homomorfismus.

7.7. Najdéte matici vzhledem ke kanonickym bazim homomorfismu g z pfedchoziho
prikladu.

Postupujeme stejné jako v Prikladu 7.5. Stac¢i tedy dosadit vektory kanonické

1 2
baze do g a sefadime je do sloupcii matice [g]x,k; = |4 —1]. (]
0 2

7.8. Mé&jme A = ((1,4),(3,1)) bazi prostoru Z% a B = ((1,1,2),(1,0,3),(6,0,5))
bazi prostoru Z3. Najdéte matici homomorfismu h : Z2 — Z3 vzhledem k bazim A

13
a B, zndme-li matici h vzhledem ke kanonickym bézim [h]x,x, = [4 0
2 6

Dvoji aplikaci Véty 10.6 mtzeme vyjadfit hledanou matici [h]ap jakou soudin
matic:

[Map = lzz]ken - [Mak, = [Lzzlkab - Mok, - [1z2]ak,.
Snadno ur¢ime pfimo podle definice matice pfechodu od kanonické baze k bazi A
resp. B, tj. do sloupecku sepiSseme bazi A resp. B:

1 1 6
1 3

[1Z$]AK2 = (4 1) ) [1Z§]BK3 =(1 00

2 3 5

Konecné zbyva uvazit, ze [123]31(3 . [1Z§]K38 = [lzg]K3K3 = E, tedy [1Z§]K33 =
[1Z§]§}(3. Dokondéeni tlohy je uZ jen rutinnim pod¢itdnim s maticemi:
116\ 13\ 11 6\ /66
has=[1 0 0 .40-( )100 N
2 3 5 2 6 2 3 5 5 5

Hledany soucin matic dopoéitéme zpﬁsobem prezentovenym v 6.7

116 100

1 1

2 3
) 5
1 0
6 6

0

0
1
0
0

o O =
_= o O
[N}
_ o O
UL O =

~ ~N O~ O

U DN

Zjistili jsme, Ze [h]ap =

EIR=TN
SN=K3,
O
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7.9. Bud A = ((1,1,1),(1,0,1)(1,1,0)) béze vektorového prostoru Zj a B =
((1,2),(1,1)) baze vektorového prostoru Z32. Najdéte matici homomorfismu 1 :
Z3 — Z3 vzhledem ke kanonickym bazim, ma-li matici [¢)|ap = (; 1 ?) vzhle-
dem k bazim A a B.

Postupujeme standardni cestou s vyuzitim Véty 10.6 (¢i specidlni Véty 10.13):
-1

1 1 1
Wl = Dol W Hglooa = (5 1) (3 1 1) (1 0 2

a nékterym ze znamych zpisobt dopocitdme [¢]k, Kk, = <8 i (2)> -

7.10. Najdéte matici endomorfismus ¢ vektorového prostoru R? vzhledem ke ka-
nonické bézi, vite-li, ze p((1,2)) = (3,0) a ¢((2,1)) = (3, 3).

Protoze B = ((1,2),(2,1)) tvoii bazi R?, zaru¢uje nam Véta 9.22, ze dana pod-
minka urc¢uje homomorfismus f jednoznac¢né, a bezprostfedné z definice dostaneme

matici [¢]pk, = (g g) Daéle postupujeme obvyklym zptisobem:

[plks = [PlKais = [PlBK, - [IR2) KB = [Q]BKS - [IR2) 5K, =

636 -GN -6 ]

7.11. Najdéte ve vektorovém prostoru Z3 matici prechodu od baze M = ((2,1), (1,1))
k bézi N = ((1,1), (0,1)).

Uvédomime si, Ze matice pfechodu od baze M k bézi N je pravé matici [1z,|nas
identického homomorfismu vzhledem k bazim N a M. Nyni opét pouzijeme Vétu
5.6, abychom dostali:

Mz, v = Nzy)kom (s vk, = 12,0k, Lz, Nk, = G D _I'G (1)> - ((1) ;) '

O
2 3 1 4
7.12. Jelli (1 1 2 5| matice homomorfismu f : Z2 — Z3 vzhledem k bazim
1 2 6 6
M =((1,1,0,0),(0,1,1,0),(0,0,1,1),(1,0,0,0)) a N = ((3,1,4),(3,3,0),(2,1,6)).
Urcete dimenze jadra Kerf a obrazu Imf.

Nejprve spocitdme hodnost matice [f]yn = , obvykljym zpiso-

S = = N
(@230 VRN
S U

3
1
2
bem zjistime, ze h([f]asn) = 2. Nyni vyuzijeme Vétu 10.19, kterd iikd, ze dim(Imf) =
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h([f]lmn) = 2 a Vétu 9.27, ktera iika, Ze dim(Imf) + dim(Kerf) = dim(Z3) = 4, a
proto dim(Kerf) =4 — dim(Imf) = 2. O
13.1.

8. LINEARNf FORMY

8.1. Dokazte, Ze je zobrazeni f : Z3 — Zy definované predpisem f((z1, ¥, 73, 74)) =
2z1 + 3x5 + 4x4 linearni forma a najdéte souradnice f vzhledem ke kanonické bazi
K, a vzhledem k bazi B = ((1,1,1,1),(2,0,2,2), (1,1,0,1), (4,4,4,0)).

Vidime, Ze hodnotu f(v) dostaneme jako sou¢in vektoru va sloupcového vektoru
(2,3,0,4)7, jde tedy o homomorfismus vektorového prostoru Z# do Zr, tj. jde podle
definice o linearni formu na prostoru Z74.

Souradnice f vzhledem k jakékoli bazi dostaneme dosazenim jednotlivych ba-
zickych vektort a jejich sefazenim do fadku (v pfipadé linedrnich forem na arit-
metickém vektorovém prostoru jde ziejmé pravé o matici homomotrfismu f), tedy
{f}K4 = [f]K41 = (2737074) a {f}B = [f]Bl = (275’276) U
8.2. Necht {g}5 = (3,4,2,1) jsou soufadnice linearni formy g : Z2 — Z; vzhle-
dem k bdzi B = ((1,1,1,1),(2,0,2,2),(1,1,0,1), (4,4,4,0)). Najdéte soutadnice a
analytické vyjadreni g vzhledem ke kanonické bazi K, a

Hledame-li vektor {g} k, sta¢i si uvédomit, Ze vlastné jednd o matici homomor-
fismu, a poté vyuzit Vétu 10.6, protoze
-1

1 2 1 4
1 01 4
{g}K4 = [g]K41 = [g]Bl : [1Z‘7*]K4B = (374723 ]-) : 1 2 0 4
1 2 1 0

Vidime, ze ndm staci vyresit nehomogenni soustavu s matici

1111 |3
2 0 2 2 |4
11 0 1 |2
4 4 4 0 |1

Standardnim postupem tedy najdeme vektor (0,1,1,1), ktery je pravé hledanym
soufadnicovym vektorem {g}x, (]

8.3. Najdéte soufadnice linearni formy f chapané jako vektor dualniho vektorového
prostoru vzhledem dudlni bazi ke kanonické bazi a vzhledem k dudlni bazi k bazi
B, kde f a B bereme z Piikladu 8.1.

O

Oznacme (fi, fa, f3, f1) hledanou dudlni bazi. Z definice vime, Ze f;(e;) = 0,
je-lii # j, a fi(e;) = 0. To pfimo podle definice znamens, ze {f;}x, = €;, a proto
fi(w1, 22, 3, 24) = ;.

Oznaéme K, respektive B duélni baze k bazim K, a B. Nejprve pfimo podle
definice a predchozi tilohy vidime, ze {f}z, = (2,3,0,4). Vyuzijeme-li dile Vétu
11.7 z prednasky, pak snadno ur¢ime soufadnice linearni formy vzhledem k dualni
bézi B bez toho, Ze bychom B museli hledat, nebof plati {f} 5 = {f}5 = (2,5,2,6).

O
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8.4. Mgjme bazi B = ((1,0,1),(3,2,2),(2,0,4)) vektorového prostoru Z3. Urcete
analytické vyjadreni linearnich forem dualni baze k bazi B.

Potiebujeme najit soufadnice linarnich forem duélni baze vzhledem ke kanonické
bazi, z nich# uz snadno dostaneme analyticky tvar. Ozna¢me B = (f1, f2, f3) dudlni
béazi k bazi B a soutadnice forem: {f;}x, = (a1, a2, a;3) pro i = 1,2, 3. Uvédomme
si, ze pozadavek na dualni bazi lze v maticovém zapisu vyjadiit nasledovné:

ai1 a2 a3 1 3 2 1 00
a1 az azz | -0 2 0)=]0 1 0
az1 a3z 033 1 2 4 0 0 1
Hledame tedy obvyklym zptisobem inverzni matici ke znamé matici, snadno, teedy
spocitame, ze
-1

{f1}x, 1 3 2 2 3 4

{f2lrs | =(0 2 0f =[]0 3 0

{f3}ks 12 4 2 4 3
Zbyva sepsat analytické vyjadieni forem: fi(x,y, z) = 2x+3y+4z, fo(z,y, 2) = 3y,
fa(z,y,2) = 2x + 4y + 3z. O

8.5. Uvazujme bazi M = ((1, —1), (—1,2)) aritmetického vektorového prostoru R2.
Najdéte souradnice vzhledem k M a vzhledem ke kanonické bézi linearnich forem
duélni baze k bazi M.

Oznacme M = (g1,g2) dudlni bézi k bazi M. Okamzité z definice vidime, 7e
{g1}m = (1,0) a {g2}rr == (0,1), tedy soufadnice jsou pravé vektory kanonické
baze. Pt¥i hledani souradnic giK2 mizeme postupovat stejné jako v predchozim
prikladu nebo podle Véty 11.9. V obou pfipadech ndm zbyva najit inverzni matici:

()= ) -G )
Tedy {g1}r, = (2,1) a {ga}x, = (1, 1). O

8.6. Uvazujme hy(z) = 422 + 423, ha(z) = 4ol + 222 4+ 23 a hs(z) = 3zl + 32
line4rni formy na vektorovém prostoru Zg. Ovéite, Ze (h1, ha, h3) tvoti bazi dulniho
vektorového prostoru, a najdéte bazi B prostoru Z3 tak, aby (hy, ha, h3) byla dualni
bazi k bazi B.

Resime dualni dlohu k pFedchozim dvéma piikladiim. Zndme tentokrat soufad-
nice linedrnich forem vzhledem ke kanonické bazi a potfebujeme najit vektory u;
tak, aby soucin ui{gj}%;g = 0,5, coz snadno vyjadiime pomoci matic:

{ul}Ks
{wotr, | - {91}k, {92}, {93}ic,) = E
{us}k,

Tedy opét se kol redukuje na nalezeni inverzni matice. Navic teprve pii hledani
inverzni matice mizeme zodpovédét otazku existence baze B. Jestlize by neexis-
tovala inverzni matice k dané matici (tj. pokud by soufadnice linedrnich forem hi
byly linedrné zavislé), pak by linedrni formy h; netvoiili bazi, v opa¢ném ptipadé
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bazi budou. Dopocitame tedy:
-1

(w1} x, 0 4 3 2 3 1

(wle, | =4 2 3| =[2 3 2

{us}x, 41 0 11 4
Zjistili jsme, ze u; = (2,3,1), us = (2,3,2) auz = (1,1,4) a (hy, he, h3) je duélni
bazi vzhledem k bazi (uy, uz, us). O

Dalsi alohy
(1) Rozhodnéte, zda jsou nad télesy Q, Zs, Zs a Zr reguldrni matice A =
1

L2l ?é 11
2 1 0],B= a B3,
5 1 o 1 101

1 110

(2) Najdéte nad télesy Q, Zs, Zs a Z, adjungované matice k maticim z pfed-

chozi ulohy.
a 2+4+a 1
(3) Rozhodnéte, pro kterd a € Z7 je nad Z7 matice [3a+2 1 a
2a2 a+6 2+4+a

regularni.

(4) Najdéte pro vSechna a € Z7, pro néz je to mozné, inverzni matici k matici
z predchozi Glohy.

1 -1 -1 -1
vl .. 1 1 3 2 0 2 1 4 "
(5) Spocitejte soucin (2 3> . (2 4) : (3 4> . (1 3> nad télesy

R, Z5 a Z7.

(6) Uvazujme zobrazeni f,g,h : Z3 — Z3 vektorovych prostrorti nad télesem
Z7, kde f je uréené predpisem f((x1,x2,23,24)) = (2 + 3x3 + dxy, 41 +
x3,21 + 6x3 + x4), dale g je uréené svou matici vzhledem ke kanonickym

5 3 2 4
bazim [g]x, ks = |2 4 0 1] ah je uréené pfedpisem h(v) = f(v)+3-
1 0 2 6
g(v) pro kazdé v € Z2.
a) Dokazte, ze je h homomorfismus.
b) Najdéte matice g a h vzhledem ke kanonickym bazim.
c¢) Najdéte matice f, g a h vzhledem k bazim M = ((1,1,2,3),(1,1,1,0),
(5,0,1,0),(4,0,2,0)) a N = ((3,1,2),(1,2,0), (6,6,0)).
d) Urcete jadro a obraz homomorfismt f, g a h.
e) Rozhodnéte, zda existuje v € Z2, pro které f(v) = (1,0, 3).
f) Rozhodnéte, zda existuje v € Z2, pro které f(v) = (1,0, 3).
g) Najdéte matice ¢ o f, 1) o g a 1) o h vzhledem ke kanonickym ba-

i 8 g) vzhledem
k bazim A = ((0,1,2),(2,0,1)(1,2,0)) baze vektorového prostoru Z3 a
B = ((27 5),(1,2)).

(7) Dokazte, zZe je endomorfismus ¢ z P¥ikladu 7.10 izomorfismus a najdéte
matice ¢! vzhledem ke kanonické bézi.

zim je-li ¢ endomorfismus dany matici [Y]ap = <



