50.9.

1. TELESA

Uvazujme napiiklad mnozinu vSech racionélnich ¢isel Q spolu s obvyklymi ope-
racemi + a - a vSimnéme si ,béznych” vlastnosti obou operaci (tj. takovych, jichz
jsme bez rozmysleni ochotni a schopni pouzivat). Nejprve zaznamenejme takové
vlastnosti sc¢itani:

1. Va,b,c € Q plati rovnost (a +b) +c=a+ (b+ ¢) (této vlastnosti operace
se obvykle k& asociativita),

2. Va,b € Q plati, Zze a + b = b+ a (této vlastnosti + Fikdme komutativita),

Va € Q plati, Zze a + 0 = a (tedy 0 je tzv. neutrdlni prvek operace +),

4. Ya € Q existuje racionalni ¢islo, které oznacujeme —a, pro néz a+(—a) =0
(tedy —a je opaény prvek k a).

w

Velmi podobny soubor vlastnosti spliiuje i ndsobeni:

5. Va,b,c € Q: (a-b)-c=a- (b-c) (asociativita),

6. Va,b € Q: a-b="b-a (komutativita),

7. Ya € Q plati, Ze a -1 = a (tedy 1 je neutrdlni prvek operace -),

8. Va € Q\{0} existuje racionalni ¢islo, které oznacujeme a~!, pronéz a-a=! =

1 (a™?! je tzv. inverzni prvek k a).

Doposud jsme neuvedli Zaddnou vlastnost, ktera by uvazované operace néjak svazo-
vala. Uvédomme si, ze velmi silny pozadavek na ,spolupraci” + a - na racionélnich
¢islech vyjadiuje pravidlo distributivity:

9. Va,b,ce Q:a-(b+c)=a-b+a-c

Neni tézké nahlédnout, ze jsme pravé shrnuli dilezité vlastnosti uvazovanych
operaci jako takovych a ze mnohé dalsi samoziejmé vlastnosti lze z azxiomu 1.-9.
odvodit. Naptiklad fakt, ze —(a-b) = (—a)-b, plyne z axiomi 9. a 4. a z faktu 0-b = 0
(konkrétné a - b+ (—a)-b=(a+ (—a))-b=10-b=0) a dokonce i fakt, ze 0-b =10
miZzeme z axiomatiky odvodit (pomoci axiomi 9., 4. a 3.). To samozfejmé v p¥ipadé
racionalnich ¢isel, s nimiz jsme zvykli pocitat, na nic nepotiebujeme, ale muze to
byt velmi uziteéné v okamziku, kdy se zamyslime, zda stejny (¢i podobny) soubor
vlastnosti nespliiuji i jiné pary operaci (a tim ani nevylu¢ujeme ani nezarucujeme,
Ze budou mit stejny zapis) na jinych mnozindch a zda pravé vyjmenované vlastnosti
nepostacuji k tomu, abychom uméli zodpovédét otazky, které si zdhy v ramci kurzu
linearni algebry polozime.
Uz ve chvili, kdy jsme sestavovali soupis vlastnosti 1.— 9., jsme si mohli uvédomit,

Ze jsou samoziejmeé splnény pro s¢itani a ndsobeni na realnych ¢i komplexnich ¢islech
(a Ze naptiklad s¢itéani a ndsobeni na celych éislech splituje vSechny uvedené axiomy
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je pro né&jakou obecnou mnozinu T s dvojici binarnich operaci + a -:

1. Va,b,ceT: (a+b)+c=a+ (b+0¢),

Va,be T: a+b="0+a,

existuje takovy prvek 0 € T, Ze Va € T plati rovnost a + 0 = a,

Va € T existuje —a € T, pro které a + (—a) =0,

Va,b,c€T: (a-b)-c=a-(b-c),

Va,beT:a-b=5b-a,

existuje takovy prvek 1 € T, ze Va € T plati rovnost a -1 = a,
1
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8. Va € T\ {0} existuje a=! € T, pro které a-a=* =1 (a™! je tzv. inverzni
proek k).

9. Va,b,ceT:a-(b+c)=a-b+a-c
V novém souboru axiomu jsme do 3. a 7. axiomu pridali formulaci ,existuje takovy
prvek”, kterd byla v pripadé raciondalnich, realnych ¢i komplexnich ¢isel zbytecna
(0 a 1 tam oznacuji zcela konkrétni ¢isla a my jen zaznamenali jejich charakteris-
tické vlastnosti), ale ve chvili, kdy nemdme k dispozici nic vic neZ dvé operace na
abstraktni mnoziné T, je nezbytna. Rovnéz si vSimnéme, zZe jsme v nové axiomatice
prevzali znaceni obvyklé u zmifiovanych konkrétnich ¢iselnych struktur (kromé sym-
bolt pro neutralni prvky také — a ~1), které v obecné situaci neméa konkrétni obsah
(je okamzité srozumitelné, jaké konkrétni raciondlni ¢isl mame na mysli, napiSeme-
li —5 nebo %_1, ovsem v jinych konkrétnich pfikladech struktur spliujicich danou
axiomatiku budou symboly — a ~! teprve vyzvou k néslednému vypoctu).

Nez shrneme nasi axiomatiku pod pojem téleso, ujasnéme si, co by znamenalo,
kdyby oba vyjimecéné prvky (tj. 0 a 1) splyvaly (tj. 0 = 1). Potom by pro libovolné
a € T platilo a = a-1 = a-0 = 0, tedy mnozina T by byla pouze jednoprvkova.
Pro jednoprvkovou mnoZinu a jednozna¢né uréené (a zjevné totozné) operace + a
- by vSechny axiomy sice platily, ale pocitani by v takovém pripadé nebylo viibec
zajimavé a pfi budovani vektorovych prostori by pripusténi jednoprvkovych téles
prinaselo potize. Proto pridame k axiomatice pozadavek, aby mnozina T byla aspon
dvouprvkova (nebo ekvivalentné, aby 0 # 1).

Nyni ukazeme, ze dobfe zndmé struktury Q, R ¢i C nejsou zdaleka jediné, které
splnuji aximatiku té€lesa. Pomineme na tomto misté velké mnozsti prikladd téles,
ktera bychom mohli najit jako podtélesa redlnych cisel a zaméfime se na télesa s
koneénym pocétem prvki.

Bud v nasledujicim p prvocislo a polozme Z, = {0,1,...,p—1}. Nyni definujme
na Z, operace +, a -, predpisem a +, b = (¢ + b)modp a a -, b = (a - b)modp, kde
modp znamend zbytek po celo¢iselném déleni hodnotou p

1.1. Ovéfite, zZe pro v8echna celd a, b a libovolné pfirozené n plati, ze ((a)modn +
(b)modn)modn = (a + b)modn a ((a)modn - (b)modn)modn = (a - b)modn.

Zvolme libovol€ celd a, b a prirozené n. Pfedné si rozmyslime vyznam zbytku
po celoc¢iselném déleni, tedy, ze existuji (jednozna¢né uréend) celd ¢ a r, pro néz
(a)modn + gn = a a (b)modn + rn = b. Navic pfipometime, ze 0 < (a)modn < n
a 0 < (b)modn < n. Nyni pocitejme: (a + b)modn = ((a)modn + gn + (b)modn +
rn)modn = ((a)modn+(b)modn+(g+r)n)modn = ((a)modn+(b)modn)modn. O

1.2. Dokazte, Ze Z, spolu s operacemi +, a -, spliiuje axiomy 1.- 7. a 9.

Platnost axiomu 2.,3.,6.,7. plyne okamzité z definice operaci a odpovidajici vlast-
nosti pro cela ¢isla, axiomy 1., 5. a 9. plati diky pozorovani z 1.1. Konecné —0 = 0
a —a = p—a pro vsechna a € Z,\ {0}, protoze (a+p—a)modp = (p)modp = 0. O

1.3. Najdéte inverzni prvky pro vSechny nenulové prvky télesa Zs.

V daném pifpadé miizeme postupovat zkusmo. Snadno zjistime, ze 171 = 1 (to
plati ostatné v kazdém télese), z pozorovani, ze 2 -5 3 = 1, plyne, ze 27! = 3 i ze
37! =2, a koneéné 4~ = 4, protoze 4 -5 4 = 1. O



7.10.

Necht ag > a; jsou dvé prirozend ¢isla. P¥ipometime Euklidiv algoritmus hledani
nejvétsiho spole¢ného délitele (NSD) ¢&isel ag a ay:

Znéme-li a;_1 a a; spocteme a;+1 = (a;—1)mod a;. Tedy vime, Ze existuje takové
g € N Ze a;—1 = q;a; + a;4+1 a a;11 < a;. Algoritmus skoné¢i, kdyz a,4+1 = 0, potom
a, = NSD(ag, a1).

1.4. Najdéte pomoci Euklidova algoritmu takova cela ¢isla x a y, aby 30z + 101y =
1.

Nejprve si v§imnéme, ze ¢islo 101 je prvocislo, tedy nejvétsi spolecny délitel ¢isel
30 a 101 je zcela jisté roven jedné. Euklidav algoritmus na nalezeni nejvétsiho spo-
le¢ného délitele ¢isel 30 a 101 nadm tedy samoziejmé musi dat vysledek 1. Presto ho
pouzijeme a budeme vénovat pozornost vztahu predchozich a nasledujicich prvkii:

ap = 101,

a; = 30,

az =101 — 3 -30 = 11,

a3 =30—2-11=28,

a4 = 11-8= 3,

a5 =8—-2-3=2,

ag =3 —2=1=NSD(101, 30).

Vidime, ze kazdé a;41 je celociselnou linearni kombinaci prvki a; a a;—1, budeme-
li postupné dosazovat predchozi vyjadfeni do nasledujicich vyrazi, dostaneme kazdé
a;+1 jako celoéiselnou linearni kombinaci prvkt ag a ay:

az =11 =101 — 3 - 30,

a3 =8=30-2-11=30—2-(101-3-30) =7-30—2-101,

ag=3=11-8=(101-3-30) — (7-30—2-101) =3-101 — 10 - 30,

a5 =2=8-2-3=(7-30—2-101) —2-(3-101 —10-30) =27-30 — 8- 101,

ag=1=3-2=(3-101-10-30) — (27-30—8-101) = 11-101 — 37 - 30.

Zjistili jsme, ze x = —37 a y = 11. (]

1.5. Najdéte inverzni prvek k prvku 30 v télese Zqo;.

Potfebujeme najit ¢islo 2 € Zyo1, které by Fesilo rovnici (30 z)mod 101 = 1, coz
muzeme reformulovat tak, Ze hleddme celd x a y, z nichz x maé lezet v Zq91, aby
30z + 101y = 1. Podobnou tlohu uz jsme fesili v predchozim pfikladu, nyni si staci
uvédomit, ze nalezené x, které nelezi v pozadovaném intervalu mizeme posunout
pomoci vhodného nasobku ¢isla 101. Dostaneme tedy zbytek po celociselném déleni
¢islem 101, tj. 307! = (—37)mod101 = 101 — 37 = 64, protoze

1=11-101-37-30 = 11-101—30-101+101-30—37-30 = (11—30)-101+(101—37)-30.
Tedy jsme nasli dalsi a pro nés zajimavéjsi feseni feSeni 1 = 64-30—19- 101 rovnice

z 1.4.

1.6. Najdéte v télese Zig; prvky 6371, 2071, 271 (20 - 63)~! a vyieste nad nim
rovnici 20 ‘101 T = 7

U prvnich dvou hodnot postupujme stejné jako v predchozich tvahéach, tedy
vyuzijeme Euklidiv algoritmus:

38 =101 — 63,



25 =63 —-38=2-63 —101,

13=38—-25=2-101 - 363,

12=25—-13=5-63 -3 101,

1=13-12=5-101 —-8-63.

Zjistili jsme, Ze 637! = (—8)mod 101 = 93.

Podobné uz v prvnim kroku Euklidova algoritmu zjistime, ze 1 = 101 — 5 - 20,
tedy 207! = (—5)mod 101 = 96

P¥i uréovani hodnoty 27! mézeme udélat jednoduchou obecnou tvahu pro Z,,
kde p je liché prvocislo, Ze % €Z,aze (2 p—‘gl)modp = (p+ 1)modp = 1, tedy
271 = 104 — 51 v télese Zio1.

Uvézime-li, Ze z axiomatiky télesa plyne (a-b)"! =a~1-b~1 a (—a) (=b) = a-bpro
vSechny jeho prvky a a b (zkuste podrobné dokazat!), a vyuzijeme-li vypoéitanych
hodnot, pak

(20 101 63) 1 =201 101 6371 = (=5) -101 (—8) = 40.

ProtoZe obvykly zptisob upravovani rovnic je ekvivalentni (tj. vratny) i pro rov-
nice nad obecnym télesem, zjistujeme, ze hledané x je tvaru x = 207! 151 7 =
96 -101 7 = 66. O

1.7. Dokazte, pomoci Euklidova algoritmu, Ze Z,, spolu s operacemi +, a -, spliiuje
axiom 8.

Uvazujeme stejnym zptsobem jako v piedchozich tlohach. Zvolme libovolné ne-
nulové a € Z,. Protoze p je prvocislo, jsou a a p nesoudé€lné, tedy pomoci Euklidova
algoritmu lze najit celd = a y, pro néz ax + py = NSD(a,p) = 1. Nyni stac¢i vzit
a~! = (z)modp. O

Nadéle budeme s¢itani a nasobeni v télese Z,, psat bez indexu , (tj. jen + a ).

1.8. Spoditejte v télesech Zs a Z7 hodnotu vyrazu (—2)~1-((2+4)-(4+4)71)+3.
Postupujeme podle definice operaci na Zs i Z7, nejprve pocitejme nad Zs:

(=2)7' - (2+4) - A4+4)H+3=3"1-(1-3H+3=2-2+3=2.
Podobné dostavame nad Z:

(=2)7'(2+4)-4+4) ) +3=5"-(6-1"")+3=3-6+3=0.

O

1.9. Spoditejte v télese komplexnich ¢isel C hodnotu vyrazi (3+1i)~!a (1—2i)~!-
(2 + 30).

Obvyklym zptsobem rozsifime zlomky komplexné sdruzenou hodnotou a dosta-
neme

1 1 3—1 3 1

T3%i 344 3-i 10 10

243 243 1+2i 4+7‘
= = . = —= —1.
1-2¢ 1-20 1+2 5 5

(3+i)~*

(1—2i)71- (2 + 39)




1.10. Najdéte vSechna realna reseni soustavy rovnic:
r + 2y + z =1
-2z + y + 2z = 2

Nejprve si soustavu zapiSeme do matice a poté ji pomoci pri¢teni vhodného
nasobku jedné rovnice k rovnici druhé upravime (na stfedni skole se tento zptisob
upravovani obvykle nazyva ,séitaci metoda”):

1 2 1 |1 1 2 1 |1
-2 1 2 |2 0 5 4 |4)°

Druhy radek upravené matice, ktery odpovida rovnici 5y + 4z = 4, jsme dostali
pri¢tenim dvojnasobku rovnice x + 2y + z = 1 k rovnici —2z + y + 2z = 2 (tedy
pfictenim dvojnasobku fadku (1 2 1[1) kfadku (—2 1 2]2)). Snadno si uvé-
domime, Ze dosadime-li za z libovolnou hodnotu, pak jednoznac¢né dopocitame y a
x. Polozime-li napftiklad z = 0, pak z rovnice 5y + 4 - 0 = 4 dostavame, ze y = % a
z rovnice z + 2 - % + 0 = 1 spocitame, ze x = —%. Nasli jsme tedy jedno feseni dané
soustavy, které muzeme zapsat do trojice (—%, %, 0).

Nyni si uvédomime geometricky vyznam feSeni dané soustavy: kazdou z rovnic
chapeme jako rovinu v R3 (tvofenou vSemi trojicemi (z,y, z), které rovnici fesf)
a mnozina Feseni celé soustavy je prinik téchto dvou rovin. VSimneme-li si navic,
Ze roviny zjevné nejsou rovnobézné, musi mnozinu vSech feSeni tvofit pfimka, jejiz
jeden bod (fg, %,O) uz jsme nasli. Nyni tedy zbyva najit ,smérovy vektor” této
piimky, tedy vektor v = (v1, v, v3), pro néjz jsou pravé body tvaru (—%, %, 0)+t-v,
kde t je libovolné realné, vSechny body hledané pfimky. Pfipomenme, ze vektor v
musi pro (x,y, z) = (v1,v2,v3) nutné fesit (homogenni) soustavu

r + 2y + z =0
—2x + y + 2z = 0

Abychom to nahlédli, sta¢i uvazit jedno feseni (xo, Yo, 20) plivodni (nehomogenni)
soustavy, a potom dalsi feSeni tvaru (xo, yo, 20) + (v1, v2,v3) = ((zo+v1, Yo +v2, 20+
v3). Dosadime-li obé feseni dostaneme

Zo + 2y0 + ) =1

—21’0 + Yo + 22’0 = 2
a
xo + V1 + 2(yo+v2) + ztvs = 1
—2(zo+v1) +  yo+ve + 2(z0tws) = 2
Odecteme-li od sebe prvni rovnice a druhé rovnice, dostavame
v + 2v9 + w3 = 0
—2v1 4+ wv9 4+ 2v3 = 0

Budeme-li v maticovém zapisu fesit homogenni variantu nasi rovnice, hodnoty le-
vych stran se nezméni, zatimco pravé strany budou vzdy nulové:

1 2 1 |0 1 2 1 |0
-2 1 2 |0 0 5 4 |0)°

I tentokrat staci najit jedno feseni, jehoz jsou vsechna dalsi nasobkem, ovsem tento-
krat nemiizeme za z volit nulu, abychom nasli nenulovy smérovy vektor. Polozime-li
napfiklad z = 1, pak z rovnice 5y + 4 -1 = 0 dostavame, ze y = —% a z rovnice
T —2- % 4+ 1 = 0 spocitame, ze r = % Nasli jsme tedy jedno feseni homogenni

soustavy, které miizeme opét zapsat do trojice (%, f%, 1).




Zjistili jsme, ze mnozina vSech TeSeni je primka tvaru

34 3 4
—2,20)+t-(2,—=,1)| te R}
{550+t (z.—¢ DIt R}

1.11. Najdéte vSechna racionalni reseni soustavy rovnic z tlohy 1.10.

Stadi si rozmyslet, Ze z mnoziny vSech feseni predchozi tilohy musime vybrat ta,
ktera jsou ve vSech slozkach racionélni. Zfejmé ma fesSeni (—% §7 0) v8echny slozky
raciondlni a hodnota (—2,2,0) +¢- (2,—2,1) je raciondlni pravé tehdy, kdyz je

T 550 5
racionalni t. To znamend, ze mnozina vSech TeSeni je tentokrat tvaru
3 4 3 4
——,=,0)+t-(=,—=,1)| t € Q}.
(-250+t (-5 1l teqQ}

1.12. Najdéte reseni soustavy rovnic z tlohy 1.10 nad télesem Zs.

Budeme postupovat stejnym formalizmem jako v tloze 1.10. Snadno si uvédo-
mime, ze ve skutecnosti sta¢i vyslenou matici upravit modulo 5:

1 2 1 |1 1 2 1 |1
-2 1 2 |2 0 0 4 |4)°

Nyni nejprve opét najdeme jedno feSeni nehomogenni soustavy. Z druhé rovnice
nutné plyne, ze z = 0 a dosadime-li tentokrat y = 0 dopocitdme z prvni rovnice
=1

Nyni najdeme TeSeni homogenni soustavy s matici

1 2 1 |0 1 2 1 1|0
-2 1 2 |0 0 0 4 |0)°

Vidime, ze nutné z = 0. Polozimeli y = 1, potom z prvni rovnice dostaneme x = 3,
protoze 3+2-14+0 = 0. Tedy mnozina v8ech FeSeni je tvaru {(1,0,0)+¢-(3,1,0)| ¢t €
Zs}. |

2. VEKTOROVE PROSTORY A LINEARNI NEZAVISLOST

2.1. Dokazte, Ze mnozina redlnych polynomt jedné neuréité R[z] tvofi nad télesem
R vektorovy prostor.

Staci primocare ovérit platnost axiomatiky vektorového prostoru pro séitani po-
lynomid a pro nasobeni polynomu redlnym cislem. (]
2.2. Dokazte, Ze vektorovy prostor R[z] neni nad télesem R kone¢né dimenze.

Predpokladejme, ze M je néjakd kone¢nd mnozina polynomi a ozna¢me m ma-
ximum ze stupiitt polynomt v M. Potom polynom x™*! nelezi v (M), tedy R[z]
nemiize byt konecné dimenze. ([l
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2.3. Oveite, Ze mnozina X = {z'| i > 0} tvori bazi redlného vektorového prostoru
Rz].

Ziejmé je kazdy polynom linearni kombinaci (koneéné mnoha) polynomt z X.
Polozime-li nule né&jakou linedrni kombinaci agz® + ajz! + --- + ap,z™ = 0, pak
vSechna a; = 0, tedy pfimo z definice vidime, Ze X je linedrné nezavisld mnozina.

O

4.11.

2.4. Rozhodnéte, zda je posloupnost vektoru (1,1,0,1), (2,1,1,1), (3,1,2,1) z vek-
torového prostoru R* nad télesem R linearné zavisla ¢i nezavisla.

Potfebujeme zjistit, zda existuje n&jaké netrivialni (tj. nenulové) feseni vektorové
rovnice
x1-(1,1,0,1) + 22+ (2,1,1,1) + 23 - (3,1,2,1) = (0,0,0,0)

Snadno nahlédneme, ze feseni dané vektorové rovnice jsou pravé feseni homogenni
soustavy rovnic s matici levych stran A (pravé strany jsou nulové, u matice ho-
mogenni soustavy rovnic vynechavame sloupec nulovych pravych stran, ktery se
Zadnymi tpravami neméni). Tu nésledné obvyklym zptsobem upravujeme:

1 2 3 1 2 3 1 2 3
A — 1 11 N 0 -1 -2 N 01 2
01 2 0 1 2 0 0 0
1 11 0 -1 -2 0 0 O

Aniz musime nenulové feSeni dopocitavat, ale zjevné jim jsou vSechny nésobky
vektoru (1,—2,1), zjisfujeme, Ze homogenni soustava rovnic s matici A, a tudiz i
vyse uvedend vektorova rovnice maji netrividlni feseni, a proto jsou primo podle
definice vektory (1,1,0,1), (2,1,1,1), (3,1,2,1) linedrné zavislé. |

2.5. Rozhodnéte, zda je posloupnost vektort (1,0,2,1), (2,0,1,1), (1,0,1,—1) ve
vektorovém prostoru Q* nad télesem Q linedrné zévisla, ¢i nezévisla.

Stejné jako v predchozi tloze se ptame, zda existuje, a v takovém pripadé ptjde
o linearné zavislé vektory, ¢i neexistuje, coz by znamenalo, Ze dané vektory by byli
linedrné nezavislé, netrividlni feseni vektorové rovnice

Zy (1505271) + 2 (27()’151) +x3 - (17071771) = (0,0,0,0)

Ulohu pfevedeme na otazku, zda existuje jednozna¢né (tedy pouze trividln{) feseni
homogenni soustavy rovnic s matici A:

1 2 1 1 2 1 1 21
A= oo oy 0O =3 -1} 012
2 1 1 0 -1 -2 0 0 5
11 -1 0 0 0 0 0 0

7 upravené soustavy dostavame jednoznacné feSeni 1 = o = x3 = 0, tedy
vektory (1,0,2,1), (2,0,1,1), (1,0,1,—1) jsou lineadrné nezdvislé. O

2.6. Najdéte n&jakou bazi podprostoru V vektorového prostoru R* generovaného
vektory (1,1,0,1), (2,1,1,1), (—-1,1,2,0), (0,1, 3,0), (3,1,2,1) a uréete dimenzi V.



Pfipomenme, ze elementarni ipravy provedené na posloupnost vektord nezméni
podprostor jimi generovany. Sepiseme-li si tedy generatory prostoru V do radki
matice a matici budeme obvyklym zptisobem upravovat, budou fadky upravené
matice generovat stejny vektorovy prostor V. Upravime-li fadky matice tak, aby
vysledné nenulové fddky (které miizeme v souladu s pozorovanim o podprostorech
generovanych fadky vypustit) byly zjevné linedrné nezdvislé, budou tyto nenulové
radky tvorit bazi daného prostoru. Tedy upravujme:

1 1 01 11 0 1 11 0 1
2 1 11 0 -1 1 -1 0 -1 1 -1 1 1 0 1
-1 12 0f~|0 2 2 1 ]|~]0 0 4 -1|~(0 -1 1 -1
0 1 3 0 0 1 3 0 0 0 4 -1 0 0 4 -1
3 1 2 1 0 -2 2 -2 0 0 0 O

Vektory (1,1,0,1), (0,—1,1,-1), (0,0,4,—1) jsou linedrné nezavislé, protoze jsou
usporadany do odstupniované matice, a navic generuji cely prostor V', proto je
posloupnost (1,1,0,1), (0,—1,1,—1), (0,0,4, —1) bazi V.

ProtoZe je dimenze definovéana jako pocet prvku (libovolné) baze, mame dim(V') =
3. O

2.7. Vyberte z mnoziny X = {(2,4,0,1,4), (4,3,0,2,3),(1,2,3,4,0),(3,1,1,1,2),
(4,3,4,0,2)} bazi podprostoru U = (X) vektorového prostoru Z2 nad télesem Zs.

Stadi si uvédomit, které vektory z daného seznamu jsou linedrni kombinaci pred-
chozich. Seradime-li si vektory postupné do fadkt matice, kterou upravime po-
sloupnosti elementdrnich dprav na ostupiiovany tvar (napfiklad nejprve pfiteme
vhodné nasobky prvniho fadku k ostatnim a poté prehodime druhy a tfeti ra-
dek, jimz stejnym zplisobem vynulujeme péaty a Sesty radek), staéi zjistit, kterym
fadktim ptivodni matice odpovidaji nenulové fadky odstupiiované matice. Radky
ptvodni matice si ozna¢ime Fimskymi ¢islicemi a budeme zaznamenévat vSechna
prehazovani radku:

2 4 01 4 i 2 4 01 4 i 2 4 01 4 )
4 3 0 2 3 11 00 0 00O 11 0 0 3 1 3| i
1 2 3 4 0 wwi|~|0 0 3 1 3| wi|~]0 0 0 0 O 1
31 11 2 w 001 2 1 w 00 0 0 0 aw
4 3 4 0 2 v 00 4 3 4 v 00 0 00O v

Ukézalo se, ze fadek ii je nasobkem radku i a fadky iv a v jsou linedrni kombinaci
fadku i a iii. Naopak fadek iii neni linearni kombinaci fadku i. Hledanou bézi tvori
napiiklad prvni a t¥eti vektor mnoziny X, tedy mnozina {(2,4,0,1,4), (1,2,3,4,0)}.

a

2.8. Doplitte linedrné nezavislou posloupnost B = ((2,4,0,1,4),(1,2,1,0,3)) na
bazi aritmetického vektorového prostoru ZZ.

Nejprve najdeme bazi podprostoru (B) tak, aby jeji vektory uspofadané do ma-
tice daly Gaussovu (tj. odstupriovanou) matici.

2 4 01 4 2 4 01 4
1 21 0 3 0 01 2 1)°
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Nyni snadno doplnime matici na odstupniovanou ¢tvercovou matici, jejiz vSechny
fadky jsou nenulové, napfiklad vektory kanonické baze (i-ty pfidame, pravé kdyz
i-ty sloupec matice neobsahuje pivot) a pfitom si v§imneme, Ze:

2 401 4 2 401 4 2 401 4
01 0 00 001 21 1 210 3
00121|~]010O0TO0]~|010O0O0=A
00 010 00010 000 10
00 0 01 0 0 0 01 0 0 0 01

Ztejmé ma podprostor generovany radky matice A dimenzi 5, proto je podle Véty 2.22
z prednasky roven ZZ2. Tedy posloupnost ((2,4,0,1,4),(1,2,1,0,3),(0,1,0,0,0),
(0,0,0,1,0),(0,0,0,0,1)) tvoif bazi Z2 rozsifujici posloupnost B.

O

Dalsi dlohy
(1) Spoéitejte v télese Zgs hodnoty 1571 a (371 4+ 6-5371)~L.
(2) Vyieste v télese Zgy rovnici 77! -z = 5171
(3) Dokazte, Ze pro vSechny prvky a, b obecného télesa plati —(a-b) = —a-b =
a-(=b), —(a)t=(-a)"Y (a-b)t=a"t-bta(-a)(-b)=a-b.
(4) Najdéte nad télesy R, Q, C, Z3, Z5 a Z7 vSechna reseni soustavy rovnic:

2c — y 4+ 2z =1
z 4+ y - z =1
(5) Najdéte vSechna komplexni feSeni soustavy rovnic:
i — 2y + z = 1—3
r + 149y — (2+3)z = i
(6) Najdéte nad télesy Zs a Zr aspoii t¥i FeSeni soustavy rovnic:
T + y + z + u = 3
r + 2y + 3z + 4u = 0
r + 4y = 0

(7) Urcete dimenzi vektorového prostoru komplexnich ¢isel C nad télesem R.

(8) Dokazte, ze vektorovy prostoru redlnych ¢éisel R nad télesem racionédlnich
¢isel Q neni konecné dimenze.

(9) Rozhodnéte, zda je posloupnost vektoru (1,3,2,1), (3,0,1,1), (1,4,2,4)
linearné zavisld ve vektorovém prostorech R*, C*, Z2 a Z3.

(10) Najdéte néjakou bézi a uréete dimenzi podprostoru ((1,3,2,1), (3,0,1,1),
(1,4,2,4)) vektorovych prostortt R*, C%, Z2 a Z2.

(11) Najdéte vSechny podmnoziny mnoziny vektora X = {(1,2,1,1,1),(3,1,3,3,3),
(2,4,2,2,2), (1,0,1,3,2)}, které tvoii bézi podprostoru U = (X) vektoro-
vych prostortt Q°, Z3, Z3.

(12) Kolik existuje bazi podprostoru ((1,1,2,0), (4,1,3,1), (1,3,2,1)) vektoro-
vych prostort Z3 a Z3?

(13) Kolika zpiisoby lze linearné nezavislou posloupnost ((1,2,2,1), (2,1,1,0))
doplnit na bézi (chapanou jako posloupnost, tj. zaleZi na potradi prvki)
vektorového prostoru Z3?



