1.10./5.10.

1. EUKLIDUV ALGORITMUS

Necht ag > a; jsou dvé prirozend ¢isla. P¥ipometime Euklidiv algoritmus hledani
nejvétiiho spole¢ného délitele (NSD) ¢&isel ag a ay:

Znéme-li a;_1 a a; spocteme a;+1 = (a;—1)mod a;. Tedy vime, Ze existuje takové
¢ € Naaj11 < ag %€ a;—1 = qia; + a;41. Algoritmus skonéi, kdyz a,+1 = 0, potom
a, = NSD(ag, a1).

1.1. Najdéte pomoci Euklidova algoritmu nejvétsi spolecny délitel cisel 72 a 93.
Najdéte dale takova celd ¢isla = a y, aby NSD(72,93) =« - 72 + y - 93.

Prvni ¢ast tkolu je snadné, sepiSme si i jakym zptisobem jednotlivé zbytky po
celociselném déleni ziskame:

apg = 93,

a; = 72,

as =93 —72 =21,

a3 ="72—-3-21=09,

ag =21—2-9=3=NSD(93,72)

as = 0.

Druhou c¢éast tlohy vyfesime rovnéz pomoci Euklidova algoritmu, staci si uve-
domit, ze kazdé z c¢isel a;11 dostaneme jako celociselnou linedrni kombinaci dvou
predchozich hodnot a;_; a a;. Jednoduchou indukéni tivahou zjistime, ze kazdé ¢islo
a;+1 je celociselnou linedrni kombinaci hodnot ag a a;. Konkrétné:

as =21 =93 72,

a3=9=72-3-21=72-3-(93—-72)=4-72—-3-93,

ay =3 =NSD(93,72) =21-2-9=(93—-72)—2-(4-72—3-93) =7-93—9-72.

Zjistili jsme, ze x = —9ay ="T. (]

1.2. Najdéte cela cisla x a y tak, aby x - 18 +y - 25 = 1.

Protoze NSD(18,25) = 1, zarucuje nam Euklidiv algoritmus existenci pozado-
vanych ¢isel x, y € Z. Pouzijeme ho tedy (podobné jako v pfedchozi tloze) i k jejich
nalezeni:

ag = 25,

a]p = 18,

as =7 =25—18,

a3=4=18-2-7T=18—-2-(25—-18) =3-18 — 225,

a4 =3=7-4=25-18—(3-18—-2-25) =3-25—4-18,

a5 =NSD(25,18) =1=4-3=3-18—2-25—(3-25—4-18) =7-18—-5-25. [

1.3. Najdéte vSechna celociselna feSeni rovnice x - 18 +y - 25 = 1.

V predchozim piikladé jsme nasli jedno FeSeni, ozna¢me ho (xg,yo). Uvazujme
nyni libovolné dalsi feSeni (x,y). Stejnou tvahou jako pfi hledani vSech FeSeni line-
arnich rovnic nad télesem dostaneme

(x —20) - 18+ (y —10) - 25 = 0.

Vsechna raciondlni feSeni této rovnice jsou tvaru (q-25, —q-18), kde ¢ € Q. Protoze
25 a 18 jsou nesoudélnd, tvofi celociselné dvojice feseni dané homogenni rovnice
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pravé dvojice (¢ 25, —c - 18) pro ¢ € Z. Tedy jsme zjistili, Ze plati (x — z¢) = ¢.25
a (y — yo) = —c.18 pro vhodné celé ¢, proto {(7 + ¢-25,—5 — ¢ 18)| ¢ € Z} tvori
mnozinu vSech celociselnych feseni rovnice. O

1.4. Najdéte vSsechna celociselnd feseni rovnice x - 18 + y - 25 = 10.

Vynéasobime-li jiz vyfeSenou rovnici 7-18 —5-25 = 1 desitkou, okamzité vidime,
7e rovnici - 18 +y-25 = 10 fe§i x = 10-7 =70 a y = —5- 10 = —50. Uvaha,
kterou nalezneme vSechna FeSeni bude zcela stejnd jako v predchozim piikladé (a
analogicka hledéni feSeni nehomogenni soustavy rovnic nad télesem). Tedy mnoZina
v8ech celodiselnych feseni rovnice je tvaru {(70 4+ ¢-25,-50 —c¢-18)| c€ Z}. O

1.5. Najdéte vsechna celociselnd feseni rovnice x - 18 + y - 24 = 10.

Protoze NSD(18,24) = 6, musela by pro libovolné celoé¢iselné feSeni rovnice
- 18 + y - 24 = 10 Sestka délit jeji levou a proto i pravou stranu. Ovsem 6 nedéli
10, proto mnozina vSech celoc¢iselnych FeSeni zadané rovnice je prazdna. O

1.6. Najdéte vsechna celociselnd feseni rovnice x - 18 + g - 24 = 12.

Tentokrat vidime, ze NSD(18,24)/12, muZeme tedy celou rovnici vydélit hodno-
tou NSD(18,24) (= 6) a Fesit upravenou rovnici z-3+y-4 = 2. Snadno nahlédneme,
7e (2,—1) je jednim YeSenim rovnice, a protoZe jsou ¢isla 3 a 4 nesoudélnd, je mno-
Zina v8ech celoéiselnych feSeni tvaru {(2+c-4,—-1—c¢-3)| c € Z}. O

1.7. Najdéte vSechna celociselna feSeni rovnice z - 18 —y-24 +6 = 0.

Obvyklym zptsobem zjistime, ze , ze —1-18 + 124 = 6, coz snadno upravime
na tvar 1-18 —1-24+6 = 0. Nasli jsme tedy jedno feSeni (1,1) diofantické rovnice.
Nyni obvyklou linedrné algebraickou tivahou najdeme celoéiselna feseni homogenni
soustavy x - 18 — y - 24 = 0, jiZ jsou pravé celodiselné nasobky vektoru (4, 3), tedy
mnozina vSech celoéiselnych feseni tvaru {(1+c¢-4,1+c-3)| c € Z}. O

Pozorovani 1.8. V pfedchozich tlohach jsme nasli obecné fungujici algoritmus,
pro popis mnoziny vSech celoéiselngch feseni (tzv. linedrni diofantické) rovnice ax +
by = ¢, kde a, b, c € N. Nejprve najdeme Euklidovym algoritmem NSD(a, b). Jestlize
NSD(a,b)/c, najdeme rozsifenym Euklidovym algoritmem jedno feSeni (zo,yo) a
mnozina vSech celoéiselnych FeSeni je tvaru {(zo + ng%&,b)’ Yo — msp(amy)| € € Z}.
Jestlize NSD(a, b) nedéli ¢, je mnozina vSech FeSeni prazdna.

8.10./12.10.
Pripomenme, Ze prvocislem rozumime kazdé prirozené ¢islo p > 1 spliujici pro
vSechna pfirozena a, b podminku p = a.b = p = a nebo p = a.

1.9. Dokazte, ze 1ze kazdé pfirozené ¢islo n > 1 napsat jako soucin prvocisel.
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Dokézeme snadno indukci podle n. Cislo 2 je ziejmé prvocislo. Pokud n neni
prvocislo existuji takova pfirozena ¢isla k, [ < n, ze n = k- 1. Obé jsou samoziejmé
vétsi nez jedna a podle indukéniho predpokladu mame prvociselny rozklad ¢isel k =
P1e...-pral=gqi-...-qs. Tedy ¢islo n je sou¢inem prvocisel p1-...-pr-q1-...-qgs. 0O

1.10. Dokazte, ze ptirozené ¢islo a,, z popisu Euklidova algoritmu je rovno praveé
NSD(CL(), 0,1).

Indukeci podle ¢ dokdzeme rovnost NSD(a;, a;41) = NSD(a;—1,a;). Polozme ¢ =
NSD(ai_l,ai) ad= NSD(ai,aH_l). Protoze d/ai i d/ai+1, d déli i a;—1 = @q; -
a; + aij+1, proto d < c¢. Podobné nahlédneme, Ze c/a; i ¢/ai—1 = q; - a; + aj41
tedy ¢ < d a ¢ = d. ProtoZe a,/a,—1, vidime, %e a, = NSD(a,—1,a,), a tudiz
an = NSD(an,an-1) = NSD(ap—_1,an-2) = --- = NSD(ag, a1). ]

1.11. Definujme posloupnosti x; a y; tak, Ze xo =y1 =1, 1 =yg=0,aproi > 1
poloZme ;41 = ®i—1 — Ti - G & Yiy1 = Yi-1 — Yi - ¢, kde a;—1 = a; - ¢i + aiq1.
Dokazte, ze a; = x; - ag + y; - a1, & proto T, - ag + Y - a1 je NSD(ag, ay).

Ovérime indukci podle i. Zfejmé tvrzeni plati proi =0a i = 1.

Predpokladejme, ze tvrzeni plati pro ¢ a ¢ — 1, tedy a; = x; - ag + v; - a1 a
i1 = Ti_1 a9 + yi_1 - a1, a dokdzeme ho pro 7 + 1. Dosadime za a; a a;_1 do
vztahu

Qiy1 = Ai—1 — @i - i = (Ti—1 - ao +Yi—1 - 1) — (Ti-ao + i - a1) - ¢ =

= (i1 — i - i) - a0 + (Yim1 — Yi - @) - @1 = Tig1 - Qo + Yit1 - O1,

¢imz jsme dokondili dikaz. O

1.12. Ovéfte , ze pfirozené Cislo p je prvocislem pravé tehdy, plati-li pro vSechna
pfirozend a, b implikace p/a - b = p/a nebo p/b.

Nejprve predpokladejme, Ze p je prvocislo a zvolime libovolna ptirozena a, b, pro
néz p/a - b. ProtoZze NSD(p,a) = 1 (p ma pouze délitele 1 a p), existuji diky avaze
Prikladu 1.10 a 1.11 takova celd z a y, 2e 1 = a-x + p - y. Proto b = abx + pby.
Protoze p déli abz i pby, plati, Ze p/b.

Naopak, necht pro pfirozené ¢islo p a vSechna pfirozend a, b plati, ze p/a-b =
p/a nebo p/b, a polozme p = a - b. Potom a/p i b/p, tedy a < p a b < p a navic
p = a-b/a-b. Vyuzijeme-li nas predpoklad, pak bud p/a, proto p < a a nésledné
p = a nebo p/b, a tudiz p = b, éimz jsme dokazali obracenou implikaci dokazované
ekvivalence. O

1.13. Dokazte pro kazdé prvocisl p a pro vSechna pfirozena aq,as,...,a; plati
implikace p/ajas . ..ar = existuje takové i, ze p/a;.

Indukéni rozsireni predchoziho pozorovani. U

1.14. Dokazte, ze je prvociselny rozklad pfirozeného ¢isla uréen jednoznacné az na
poradi prvocisel.



DokéZeme tvrzeni pro piirozené ¢islo n indukei podle n. Je-li n prvocislo (spe-
cidlné n = 2), je prvociselny rozklad zfejmé uréen jednoznacné. Plati-li tvrzeni pro
vSechna k <man=p;-...-pr =q1 ... Pps jsou dva prvociselné rozklady, po-
tom podle tvrzeni 1.13 existuje takové j, Ze pi/q;. Bez ajmy na obecnosti mizeme
predpokladat, ze j = 1. ProtoZe p; i g1 jsou prvocisla, mame p; = ¢;. Nyni staci
pouzit indukéni predpoklad pro ps«...-pr, =¢q2 ... ps < n. |

15.10./19.10.

2. MONOIDY

Pfipomertime, Ze prvek s monoidu (S, -, 1) je (oboustranng) invertibilng, existuje-
li takovy prvek s7! € S, 7e s7!-s = s5-s5"! = 1. Prvek s~! nazveme inverznim
prvkem prvku s.

2.1. Dokazte, ze mnozina vSech invertibilnich prvkt monidu (G, -, 1) tvoii jeho
podmonoid.

Vezmeme-li prvky g1 a g» z G, plati, ze existuji prvky hi,hs € G, pro néz
gzhz = h1g1 = ]., kde 7 = 1,2 Tﬁdy (glgg)(hghl) = gl(gzhg)hl = gllhl = glhl =1
a symetricky (hahi)(g192) = 1. Zfejmé 1-1 = 1, proto G* obsahuje prvek 1. Tedy
G* je podmonoid monidu (G, -, 1). O

2.2. Necht (G,-,1) je monoid a G* podmonoid vSech jeho invertibilnich prvki.
Oznacme -G~ restrikci operace - na mnozinu G* x G* a definujeme unarni operaci
~1 tak, ze a™! je pravé inverzni prvek pro kazdé a € G*. Ovéite, ze (G*, -+, 1, 1)
je grupa.

V tloze 2.1 jsme dokazali, ze G* je podmonoidem monoidu G(-,1). Vezmeme-
li operaci omezenou na tento podmonoid |G+ xG+, je (G*, g+, 1) monoid. Protoze
vime, ze inverzni prvek je diky asociativité operace urcen jednoznacné a mnozina
G* je na operaci inverzniho prvku uzaviena, (G*, g+, 1, 1) splituje vechny axiomy
grupy. (I

2.3. Uvazujme monoid (Z,,-,1) s operaci - definovanou jako nasobeni modulo
n. Ozna¢me Z; mnozinu vSech invertibilnich prvka tohoto momoidu. Dokazte, ze
Z: ={k € Z,| NSD(k,n) = 1}.

Staci si uvédomit, ze k € Z,, je invertibilni pravé tehdy, kdyz existuje m takové,
ze (k- m)mod n = 1. Jestlize NSD(k,n) = 1, umime pomoci Euklidova algoritmu
najit * € Z, a celé y, aby kx + ny = 1, tedy hledané m = (x)mod n. Naopak,
jestlize NSD(k,n) = ¢ > 1, pak pro libovolné m je bud (km)mod n = 0 nebo
¢/(km)mod n. Tim jsme ovéfili, ze Z} = {k < n| NSD(k,n) = 1}. O

2.4. Necht p je prvoc¢islo a k pfirozené cislo. Uréete pocet invertibilnich prvka
monidu (Z,x, -, 1).
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Cislo mensi nez p* je soudélné s p”, pravé kdyz je nasobkem ¢isla p. Nezaporngch

néasobku ¢isla p mensich nez p* je ziejmé pravé p*~!. To znamena, #e naopak &isel
<< ks _ k=1 _ ok _ k=1 _ k—1

nesoudélnych s p® méme |Z;k| =|Zp| —p" T =p" —p" = (p—1)p" . O

Zobrazeni ¢ : N — N dané pfedpisem ¢(n) = |[{k < n| k € N, NSD(k,n) = 1}|
nazveme Fulerovou funkct.

2.5. Oveéite, ze ¢(n) uddvéa pocet invertibilnich prvkd monidu (Z,,-,1).

Tvrzeni plyne okamzité z tlohy 2.3 a definice Eulerovy funkce. (]

Uvazujme monoidy (M;,,1) pro j =1,...,k a definujme na kartézském soucinu
(H?Zl M;, -, (1,...,1)) po slozkich operaci ®, tj.

(M, k) © (na - k) = (-, - ).

2.6. Ovérte, 7ze M = (H?Zl M;, -, (1,...,1)) je opét monoid a ze prvek (myq, ..., my)
monoidu M je invertibilni, pravé kdyz jsou vSechny prvky m;, j = 1,...,k inver-
tibilni.

Vezméme (mq,...,mg), (n1,...,nk), (r1,...,rx) € M. Pak
(my,...,mg)©((n1,...,nE) O (r1,...,76)) = (M1,...,mk) O (N1 -7r1,..., N -T) =
=(my-(ny-r1)y...,mp - (ng 1)) = ((m1-n1)-ry,..o,(mg-ng) 1) =
=(my-ny,...,mg-ng)O(ry,...,re) = ((m1,...,mE) ©(n1,...,nk)) O (r1, ..., 7%)

a
(my,...,mE)©[1,...; 1) =(my,...,mg) =(1,...,1) © (M1, ..., mg),

¢imz jsme ovéfili, Ze je M monoid. Nyni sta¢i uvazit, kdy existuje prvek (ry,...,7%),
pro ktery

(ml,mg,...,mk) @(Tl,TQ,...77"]C) = (m1 “T1,Mo - T, ..., M -’I“k) = (1,1,...,1)
a

(ri,ray...,15) © (Mmy,ma, ... ,myg) = (r1 -my,ro - ma, ..., 1 -myg) = (1,1,...,1).

O

2.7 (Cinské véta o zbytcich). Necht ny,ns,...,n. jsou po dvou nesoudélna kladné
celd ¢isla an = ny-no-----ng, Dokazte, ze zobrazeni f : Z,, — Hle Z,,, dané pred-
pisem f(z) = (x modn;, x modna, ...,z modny) je izomorfismus grup (Z,,+, —,0)

a ([15_y Zn,, +, —,0) a monoidt (Z,,-,1) a ([[*_; Zn,, -, 1).

Ptrimo z definice snadno vidime, Ze je f zobrazeni slucitelné se vSemi operacemi.
Zbyva nahlédnout, Ze jde o bijekci. Protoze jsou Z,, a Hle Z,,, stejné velké konecné
munoziny, sta¢i nahlédnout, ze je f prosté. Necht pro a < b € Z, plati, Ze f(a) =
f(b). Potom f(b—a) =0, tedy n;/b — a pro vSechna i = 1,..., k. ProtoZe jsou n;
po dvou nesoudélnd a 0 <b—a <n—1, mdme i n/b — a, tudiz b = a. O

22.10./26.10.
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2.8. Uvazujme zobrazeni f : Zys — Zs X Zg z 2.7, tj.f(a) = (¢ mod5, a mod9).
Urcete (jednoznacéné uréené) a € Zys, pro které f(a) = (3,2).

Hleddme a € Z45 pro néz existuji takova x € Zg a y € Zs, ze 5z +3 = a
a 9y + 2 = a, tedy musi platit 5z + 3 = 9y + 2. Upravime-li rovnici na tvar
9y — bx = 1, fesime obvyklou tlohu. Snadno zjistime, ze 9 -4 — 5 -7 = 1, tedy
a=5-7T+3=9-443=38. |

2.9. UvaZujme zobrazeni f : Zyog — Zs X Zg X Zyg z 2.7. Najdéte b € Zrqg, pro
které f(b) = (3,2,13).

Definujme zobrazeni g : Zys x Zig — Zs X Zg X Zis predpisem g(u,v) =
(umod5, umod9, v) a zobrazeni h : Z7og — Zys X Zyg z Cinské véty o zbytcich,
tj. h(w) = (w mod45, w mod16). V§imnéme si, Ze f = gh, navic jsou obé zobrazeni
g a h bijekce a f71(3,2,13) = h=1(g71(3,2,13)). ProtoZe je zobrazeni g soucinem
bijekce z 2.7 a identity a vzor dvojice (3,2) uz jsme spocitali v pfedchozi tloze,
vidime, ze g~1(3,2,13) = (38,13). Zbyva nam tedy stejnou tivahou jako v piedcho-
zim piikladu najit vzor h=1(38,13), tj. vytesit rovnice 452 +38 =b a 16y + 13 =b
pomoci diofantické rovnice 16y — 45+ = 25. Obvyklym zptisobem zjistime napii-
klad, ze 5-45 — 14 -16 = 1, proto 25 = 125-45 — 350 - 16 = 10 - 16 — 3 - 45. Tedy
b=45-3+38=16-10+ 13 = 173. O

2.10. Bud p; < p2 < -+ < pg prvoéisla a r1,ry, ..., kladna celé ¢isla. Dokazte,
. k s 2 S k i—1
ze p([Tizipi') = ILizy (0") = TLizi (P — Dpi ™

Polozme pro ptehlednost n; = p;' a n = Hle n;. Protoze Cisla n; a n; jsou
pro vSechna i # j nesoudélnd, mizeme vyuzit tlohu 2.7, podle niz jsou monoidy
(Zy,,1) a (Hf=1 Z,,,(1,...,1) izomorfni, proto maji stejné poéty invertibilnich
= Hf:l |Zrll
Hle o(n;) = Hle o(p;'). Kone¢né posledni rovnost dostavame z tloh 2.4 a 2.5.

O

prvki. Pouzijeme-li déle 2.6 dostavame: o(n) = |(Z%| = | Hle YA

2.11. Uréete pocet invertibilnich prvkia monoidu (Zi3s52, -, 1).

Podle 2.3 potfebujeme ur¢it hodnotu ¢(1352) Eulerovy funkce na prvku 1352.
Prvociselny rozklad ¢isla 1352 je 23132 a z 2.10 dostavame, Ze |Z335,| = ©(1352) =
(13—1)-13'-(2—-1)-22 = 624. O

2.12. Rozhodnéte, zda jsou izomorfni monoidy (Z4,+,0) a (Zg,-,1).

Staéi si rozmyslet, ze pro v8echny prvky a ze Z§ = {1,3,5,7} plati a - a = 1.
V monoidu (Z4,+,0) médme 3 + 3 = 2, coZ je rtizné od neutrdlniho prvku 0, tedy
monoidy nejsou izomorfni. O

2.13. Rozhodnéte, zda jsou izomorfni monoidy (Zs x Zsy, +,0) a (Z§, -, 1).
Sestrojime-li bijekci g : Zo x Zo — Z§ vyétem ¢((0,0)) = 1, g((0,1)) = 3,
9((1,0)) = 5 a g((1,1)) = 7, snadno ovéfime, Ze se jednd o homomorfismus, tedy
dané monoidy jsou izomorfni. ([
2.11./5.11.



3. GRUPY

3.1. Necht p a s jsou permutace z grupy Sy, a necht p(a) = b, kde a,b € {1,...,n}.
Dokazte, ze [sps~!](s(a)) = s(b).

Diikaz tvrzeni je zcela pfimocary. Dilezitym disledkem je ovSem pozorovani, ze
permutace p a sps~ ! maji stejny podet stejngch cyklt, nebot jsme pravé dokazali,
ze

d

3.2. Méjme p = (1346)(27)(589) a ¢ = (16)(29)(345) dvé permutace z grupy So.
Spoéitejte hodnoty pgp~* a gpq~?.

Postupujeme podle predchoziho pozorovani:
[(1346)(27)(589)] o [(16)(29)(345)] o [(1346)(27)(589)] ! = (31)(75)(468)

[(16)(29)(345)] o [(1346)(27)(589)] o [(16)(29)(345)]~* = (6451)(97)(382).
O

3.3. Méjme permutace p; = (126)(37)(458) a p2 = (12)(345)(678) z grupy Ss.
Rozhodnéte, zda jsou permutace p; a ps konjugované, tj. zda existuje permutace
q € Sg s vlastnosti gp1g~! = po a piipadné takovou permutaci ¢ najdéte.

Vyuzijeme opacény postup k postupu v predchozim ptikladu. Obé permutace
jsou stejného typu (coZz je zfejmé nutnd podminka, aby permutace ¢ existovala).
Sefadme stejnymi n-cykly pod sebe, napiiklad:

(126)(37)(458)
(345)(12)(678)

Ztejmé potom permutace q¢ = (13)(24657)(8) splituje podminku gp1g~! =pe. O

3.4. Oveérte, ze alternujici grupa na ¢tyfech prvcich A4 neobsahuje zaddnou pod-
grupu radu 6.

Uvédomme si, ze Ay = {Id, (12)(34), (13)(24), (14)(23), (123), (132), (124), (142),
(134),(143), (234), (243)}. Pfedpolddejme, Ze mame podgrupu H fédu alespoii 6.
To urcité znamena, ze H obsahuje alespoii dva trojcykly, tj. permutace tvaru (abc),
bez jmy na obecnosti muZeme pfedpokladat, ze A4 obsahuje trojcyklus (123).
Podle Lagrangeovy véty je index podgrupy H v grupé Ay nejvyse 2. Vyuzijeme-li
Piikladu 1.37(1) a (2) z pfednésky, vidime, Ze jak podgrupa indexu 1, tak podgrupa
indexu 2 je normalni, proto je H normdalni podgrupa A4. To ovSem znamena, Ze
p(123)p~1 = (p(1)p(2)p(3)) € H pro kazdé p € A4. Nyni snadno spocitame, ze

(214) = (12)(34) o (123) o ((12)(34)) 1,
341) = (13)(24) o (123) o ((13)(24)) 1,
) = (14)(23

(
(432) = (14)(23) o (123) o ((14)(23)) 1.
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Protoze je H normélni podgrupa, lezi (214), (341) i (432) v H, navic v H lezi
i inverzni permutace (124), (143) a (243), tedy H obsahuje vice nez 6 prvki. Z
Lagrangeovy véty uz plyne, ze |H| = 12, proto H = Ay. O

3.5. Ovéite, Ze pro kazdy prvek ¢ koneéné grupy G plati, ze gl¢ = 1.

7 Poznamky 1.32 okamzité plyne, ze ¢/{9| = 1. Nyni st& pouzit Lagrangeovu
Il
vétu a pozorovani, ze (g%)® = g® pro viechna a,b € N. Proto ¢l¢l = (gl{9!) @1 =
L]
1T = 1. U

3.6. [Mald Fermatova véta] Dokazte, Zze pro kazdé a nesoudélné s n plati, ze
(a¥™)modn = 1.

Stadi vzit jako grupu G z pfedchoziho pfikladu grupu invertibillnich prvka mo-
noidu (Zy, -, 1) tj. prvkt nesoudélnych s n. O

Piipometime, Ze (G,-,~%,1) je cyklickd grupa, existuje-li jeji prvek g, pro néjz
(9) = G, tj. jednoprvkovd mnozina {g} generuje celou nosnou mnoZinu grupy.
Vsimnéme si, Ze (g) = {¢"| n € Z}, kde ¢° =1, g" = g-¢g" ' pron >0 a
g" = (¢7H!" pron < 0.

9.11./12.11.

3.7. Spocitejte (53%%)mod120.
Diky Malé Fermatové vété vime, ze (539(120))mod120 = (53%?)mod120 = 1.
Tedy(53%°)mod120 = (((53%2)?)mod120 - 53)mod120 = 1 - 53 = 53. O

3.8. Necht (G,-,~1,1) je grupa, H jeji podgrupa fadu 70 a K jeji podgrupa fadu
16. Urcete pocet prvki G, vite-li, ze |G| < 1000, a rozhodnéte, zda je pranik H N K
nutné komutativni grupa.

Podle Lagrangeovy véty musi fdd podgrup H i K délit |G|, proto 70/|G| a 16/|G]|
a tudiz 560 = nsn(70,16)/|G|. Protoze |G| < 1000, mame |G| = 560.

Zabyvejme se nyni grupou H N K. Opét pouzijeme Lagrangeovu vétu, tentokrat
pro H N K jako podgrupu grupy H i K. Velikost priniku H N K, proto musi délit
fad obou grup H i K, tedy |H N K|/NSD(70,16) = 2. Proto je primnik H N K
jednoprvkova nebo dvouprvkova, tedy v obou pfipadech komutativni grupa. O

3.9. Najdéte néjakou grupu, kterd by meéla 560 prvkia a obsahovala podgrupy fadu
70 a 16.

Staci, abychom vzali grupu (Zseo, +, —,0). Jeji podgrupou fadu 70 je cyklickd
grupa (8) a podgrupou fadu 16 cyklickd grupa (35). O

3.10. Popiste mnozinu generatort cyklické grupy (Z,,+, —,0).
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Uvédomme si, Ze ¢islo k je generdtorem pravé tehdy, kdyz podgrupa (k) obsa-
huje prvek 1 a to nastava pravé tehdy, kdyz je NSD(k,n) = 1. Vidime, Ze mno-
Zinu generatoru cyklické grupy (Z,,, +, —, 0) tvofi pravé invertibilni prvky monoidu
(Zn7 K 1) O

3.11. Urcete pocet generatoru cyklické grupy (Zso, +, —,0).

Podle tivahy z 3.10 a popisu mnoziny invertibilnich prvkd monoidu (Z,,-,1)
tlohy 2.10 potfebujeme urcit hodnotu Eulerovy funkce na prvku 50. Prvociselny
rozklad &sla 50 je 52 - 2, proto ¢(50) = (5 — 1) - 51 - (2 — 1) = 20. O

3.12. Urcete pocet generatort cyklické grupy fadu 81.

Uvézime-li, ze cyklickd grupa fddu 81 je izomorfni grupé (Zs;, +, —,0), postuj-
pujeme stejné jako v predchozim piikladu: prvocielny rozklad &isla 81 je 3%, tedy
pocet generatort cyklické grupy fadu 81 je ¢(81) = (3 — 1) - 33 = 54. O

3.13. Necht G je konecna cyklickd grupa, |G| = n, a necht k déli n. Ukazte, Ze
existuje pravé jedna podgrupa grupy G, kterd ma k prvku.

K dukazu vyuzijeme charakterizace cyklickych grup (Dusledek 1.47 z pfednasky),
diky némuz staci tvrzeni dokdzat pro (izomorfni) grupu (Z,, +, —,0). Jestlize k = 1,
je tvrzeni trividlni, pfedpokladejme tedy, ze k > 1, a polozme a = 7. Potom snadno
nahlédneme, ze (a) = {0,a,2a,...,(k —1)a}, tudiz |(a)| = k. M&me nyni néjakou
podgrupu H fadu k grupy Z,,. Podle Lagrangeovy véty (Véta 1.29 z pfednasky) rad
grupy (h) déli k pro kazdy prvek h € H, proto (k-h)modn = 0. Tudiz k-h = ¢-n pro
vhodné celé ¢islo ¢, tedy h = % = c-a. Tim jsme ovétili, Ze H je ¢asti podgrupy (a).
ProtozZe se ovSem jedné o dvé konecné stejné velké mnoziny dostavame, ze H = {(a),
¢imz jsme ovérili jednoznacnost volby. O

3.14. Kolik podgrup obsahuje cyklicka grupa radu 987

Vyuzijeme tvahu tdlohy 3.13: kazdému déliteli fadu cyklické grupy odpovida
pravé jedna jeji podgrupa. Potfebujeme tedy jen spocitat délitele ¢isla 98, kterych
je 6 (tj. 1,2,7,14,49,98). O

16.11./19.11.

Zvolme pro nasledujici avahy p a ¢ dvé ruzna licha prvocisla a polozme m =
nsn(p — 1, — 1).

3.15. Dokazte, Ze pro kazdé nezéporné celé &islo z plati rovnosti (z™*!)modp =
(r)modp a (z™*1)modq = (z)modg.

Tvrzeni samoziejmé staci dokazat jen pro prvocislo p.
Piedné zvolme = a uvédomme si, ze £ = xg + p - & pro vhodné zy € Z, a o celé
nezdporné, coz znamend, ze o = (x)modp. Proto

(2™ modp = (2" ™ +p- (...))modp = (x5 )modp.

Z 3.6 dostavame, ze (x6”+1)modp = x¢ pro nenulové o a pro x¢p = 0 je tvrzeni

trivialni. Tedy (z™!)modp = ¢ = (z)modp. O



10

3.16. Dokazte, Ze pro kazdé = € Z,, plati rovnosti (z™!)modpg = z.

Tentokrat vyuzijeme 2.7 pro (bijekci) f : Z,, — Z, % Z,. Protoze podle pfedchozi
tlohy mame f(z™*!) = f(z) jsou v monoidu (Z,,, -, 1) hodnoty 2™ a z stejné,
coz je pravé tvrzeni, jez jsme méli dokazat. ([l

3.17 (Rivest, Shamir, Adleman). Zvolme e < m nesoudélné s m a pak (napfiklad
pomoci Euklidova algoritmu) najdeme takové d < m, Zze (ed)modm = 1. Nyni pro
kazdé a € Z,, plati, Ze (a®)? = a®? = a*™*! = a (poéitano v Z,,, tedy modulo pq).

Pomoci vlastnosti ¢isel p, ¢, m, d, e mizeme nyni popsat protokol asymetrického
Sifrovani zndmy pod zkratkou RSA. Polozime-li n = p - ¢, je vefejnym klicem je
dvojice ¢isel (pg,e) a soukromy kli¢ tvoii tajny exponent d. Chceme-li informaci
vyjaddfenou posloupnosti hodnot ai,...,ar € Z,, adresovat majiteli soukromého
klice, staci ji zaSifrovat pomoci mocnéni vefejné zndmou hodnotou e v monoidu
Z,4(-,1), tj. odeslat zpravu (a$)modpyg, ..., (a$)modpg. K jejimu rozlusténi staéi
umocnit v Zp,(-,1) pomoci tajného exponentu, protoze (af)d = afd = a;. Nao-
pak, zvefejnéni-li majitel soukromého klice zasifrovanou zpravu (af)mod pq, ...,
(ad)mod pq, mohou si pifjemci zpravy stejnym zptisobem (tj. umocnénim na ve-
fejné znamy exponent e: ((af)®)mod pq, ..., ((a})®)mod pg = ai,...,ay) ovéfit, ze
odesilatel zpravy opravdu zné tajny exponent.

Poznamenejme, Ze je ze znalosti n a e obtizné najit d (odpovida to nalezeni prvo-
¢iselného rozkladu ¢isla n, coz je tloha, pro niz neni znam algoritmus polynomialni
slozitosti), zatimco mocnéni ¢éisel v Z,, je (i pro velké exponenty a velké pg) velmi
snadné a rychlé.

Dalsi alohy
(1) Najdéte vSechna celociselna Feseni rovnice 324 - x + 88 - y = ¢ postupné pro
c=0,2,88,—4,-88.
(2) Najdéte vSechna celo¢iselnd Feseni rovnice 15 -z — 44 - y = ¢ postupné pro
c=1,2,-2.

(3) Najdéte (vSechna) celo¢iselné feSeni rovnice 15- 2+ 18-y +10- 2z = 1.

(4) Spocitejte v télese Zgz hodnoty 1571 a (371 +6-5371)~L,

(5) Vyteste v télese Zgy rovnici 771 -z = 5171,

(6) Ovéfte, ze algoritmus popsany v Pozorovani 1.8 pracuje spravné.

(7) Dokazte pro v8echna kladné celd ¢&isla a, b plati, ze nsn(a,b) = 1\751%7.?!1717)'

(8) Najdéte a € Zss, 0 kterém vite, Ze (a)modb = 3, (a)mod7 = 4, (a)mod9 =
5.

(9) Najdéte a € Zasag, 0 kterém vite, ze (a)mod8 = 1 (a)modb = 3, (a)mod7 =
4, (a)mod9 = 5.

(10) Najdéte a € Zgsp, 0 kterém vite, ze (a)mod2 =1 (a)mod5 = 3, (a)mod7 =

4, (a)mod9 = 5.

(11) Rozhodnéte, zda existuje a € Zggg splitujici podminku, ze (a)mod9 = 5
(a)mod3 = 2, (a)mod11 = 4.

(12) Rozhodnéte, zda existuje a € Zggg splitujici podminku, Ze (a)mod9 = 5
(a)mod3 = 2, (a)mod37 = 4.
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(13) Popiste obor hodnot zobrazeni 3 : Zzgg — Z2o X Z15 daného predpisem
B(a) = ((a)mod20, (a)mod15).

(14) Rozhodnéte, zda jsou izomorfni grupy (Z4,+,—,0) a (Z2 X Zgo,+,—,0).
(15) Rozhodnéte, zda jsou izomorfni grupy (Ze,+, —,0) a (Zs x Z3,+,—,0).
(16) Rozhodnéte, zda jsou izomorfni grupy (Sz,o,”1,Id) a (Zg x Zg,—l— —,0).
(17) Rozhodnéte, zda je grupa (Zgg x Zsg, +, —,O) cyklicka.

(18) Rozhodnéte, zda je grupa (Za; X Zsi1,+, —,0) cyklicka.

(19) Rozhodnéte, zda jsou permutace p; a pa konjugované v Sy, jestlize

2) p1 = (13)(259) a pa = (247)(58),
b) p1 = (13)(259) a p2 = (13)(259)(48)
(20) Rozhodnéte, zda jsou permutace (13)(259) a (247)(58) konjugované v Ag.
(21) Dokazte, Ze pro kazdé pfirozené n existuje nekoneéné neizomorfnich konec-
nych grup obsahujicich pravé n podgrup.



