I. Opakovani

Priklad 1. (Rovnice s konstantnimi koeficienty) Reste nasledujici rovnice:

(a) 2" — 2" + 42’ — 42 = 0. (d) 2" — 32" 4+ 22 =0, x(¢t) je nenulova na R.
(b) ™ 422" — 22" — 2 = 0. (e) 2’ + ' +x = e’ cost.
(¢) 2" +22' + 22 =0, 2(0) =1, 2/(0) = 1. (f) 2" + 2" =13+ 12,

Priklad 2. (Soustavy s konstantnimi koeficienty) Reste nasledujici soustavy:

' =7Tr — 10y — 4z ' =2x —y+ 2+ cost
(a) v/ =4dox — Ty —4z . (b) v =5z — 4y + 3z +sint
2 =6+ Ty+z 2 =4x — 4y + 32+ 2sint — 2cost

Priklad 3. (Separace proménnych) Reste nasledujici rovnice:
(a) 2’ = 3 . (¢) 2’ = e *cost.
b) ' =1 — 2. d) tz' +x = 22
(
Piiklad 4. (Integraéni faktor) Reste nasledujici rovnice:
a) ' +x =e lsint. c) t3z' —tx = 1.
(a)
(b) tz’ — 3z =t (d) tz’ +z = 2%logt, z(1) = 1.

Piiklad 5. (Aplikace)

(a) V Case t = 0 odstavime z plotny hrnec vaiici vody. Po péti minutéch je jeji teplota jiz 80 °C. Je-li

teplota v mistnosti 20 °C, urcete kdy bude mit voda v hrnci teplotu 60 °C.

Pouzijte, ze dle Newtonova ochlazovaciho zdkona plati, Ze zména teploty T' daného objektu je primo

imérna rozdilu T' a teploty okolntho prostiedi.

(b) NA&drz o objemu 1500 1 na za¢atku obsahuje 600 1 vody a v ni 5 kg rozpusténé soli. Do nddrze vtéka
voda rychlosti 9 1/h s rozpusteSou soli o zndmé koncentraci pu(t) kg/l. Jestlize solny roztok vytéka
z néarze rychlosti 6 1/h, kolik soli bude v nddrzi ve chvili jejtho naplnéni? Sestavte rovnici jejimz

feSenim byste se dobrali odpovédi. Explicitné ji resit nemusite.

(¢) Uvazujme populaci zajicti (koFisti) z(t) a lisek (predétoii) y(t). Uvazujme &sla o a v > 0. Cislo o
vyjadfuje miru s jakou by prosperovali zajici, kdyby nebyly zadné lisky. Podobné ¢islo v vyjadiuje
miru s jakou by vymiraly lisky, kdyby nemély zadné zajice k jidlu. Uvazujme dalsi parametry 5 a
0 > 0. Parametr § vyjadfuje miru uspésnosti odlovu zajicu liSkami. Nakonec § vyjadiuje pomér
s jakym prosperuji lisky diky pritomnosti dostatku zajicti. Sestavte systém rovnic popisuji prave

popsanou dynamiku, tzv. Lotka—Volterriv model dravec-korist.

(d) Z klidu pusténd kulicka hmotnosti m padd vzduchem doli pusobenim gravitace s konstantnim

v

zrychlenim g. Uréete jeji rychlost v(t), je-li odpor vzduchu (i) kv(t) & (ii) kv?(t), kde k je jista

kladna konstanta.
Pozn.: (i) je rozumnd v situaci, kdy je rychlost mald a (ii) pro p¥ipad velkych rychlosti.



Vysledky - 1. Opakovani

Piiklad 1. (Rovnice s konstantnimi koeficienty) A, B, C, D € R.
z(t) = Ae' + Beos2t + Csin2t, t € R.

x(t) = Ae! + Be™t + Cte™ ! + Dt?e !, t € R.

(c) z(t) = e (2sint + cost), t € R.

(a
(b
(d

)
)
)
) Obecné feseni je x(t) = Aet + Be?, t € R. Aby bylo nenulové, tak musi byt bud AB =0 (tj. A=0
a B # 0 ¢i naopak), nebo AB > 0.

(e) xp(t) = Ae~ 2 sin @ + Be™ 7 cos @ a p(t) = f5e'(3sint + 2cost), t € R.

(f) an(t) = A+ Bt+Ce P azy(t) = (g5t° — g2 + 5t —2)12, t € R.

Piiklad 2. (Soustavy s konstantnimi koeficienty) A, B, C' € R.
(a

) Upravami dospéjeme k rovnici #” —z" —52' —3x = 0, tedy z(t) = Ae3+Be t+Cte*. Zbylé hledané
funkce dostaneme pfimo z rovnic ziskanych béhem vypoctu, ziskdme y(t) = 2 Ae3* + Be~' 4 Cte™!
az(t)=—24e% — 1(2B+ C +2Ct)e ", t € R.

(b) Upravami dospéjeme k rovnici 2/ — 22/ + # = —2cost, tedy z(t) = Ae! + Bte! + sint. Funkci y
spocteme jako TeSenf rovnice y' +y = sint —3cost —x + 3z’ , tedy y(t) = Ce ' + (2A + B + 2Bt)e!
Posledni funkci ziskdme dosazenim do zbylé rovnice, dostaneme z(t) = Ce™" + (A + 2B + Bt)e! —
2sint, t € R.

Priklad 3. (Separace proménnych)

0 —
t) = ’ , kde ¢ € R*.
(a) x() {:l: (t—l—C)3 , t>—c ec

t —c
(b) ReSenim jsou funkce z = —1, z =1 a z(t) = { sin(t +¢) , ¢t -Z—-c¢3—c),ceR
t —

-1

(¢) ReSenim je funkce z(t) = log(sint + ¢), ¢ > —1. M4 smysl pro t € R je-li ¢ > 1 a pro t €
(— arcsin ¢ + 2kw, — arcsinc + (2k + 1) ), keZ,jeli -1 <c<1.

(d) ReSenim jsou z =0, z =1 (na R) a z(t) = ¢ # 0, kterdA ma smyslnat < —= at> —
Priklad 4. (Integracni faktor)

(a) z(t) = e (c—cost) prot € R, c € R.

1
1+ct7

3(t , <0
(b) z(t) = {tBEt I cl; £>0 kde ¢;1 a ¢g jsou libovolné redlné konstanty.
c2), t=

(c) #(t) = ce7 +1 — 1 pro z < 0a x> 0s néjakou redlnou konstantou ¢, V pocatku neni mozné
feSeni napojit, protoie jednostranné limity jsou nekonecné.

(d) 2(t) = 7 +log - pro t > 1. Spadé mezi tzv Bernoulliho rovnice; zde se hodi vyndsobit danou rovnici
—m%, spoocitat ODR pro funkci y = 5 a dosadit zpét.

Priklad 5. (Aplikace)
(a) V caset = %log %, kde k = 300 log 3 5 je koeficient pfenosu tepla (tj. ona pifma timéra v zadani).

(b) Oznaéime-li m(t) mnozstvi soli v nddrzi v ¢ase t (v hodinéch), tak mé rovnice tvar

(1) = 9u(t) — gL
m(0) = 5.
Rovnice se d& vytesit pomoci integra¢niho faktoru. Zajima nas hodnota m(300).
(c) Hledany systém mé tvar
' = ax — By,

Y = —yy+oxy.

(d) ReSenim v &sti (i) je funkce v(t) = (1 —e mt) a v Esti (i) mame v(t) = /72 tanh t\/%.



