IV. Primitivni funkce

Shrnuti teorie. Z prednasky vime, ze ke spojité funkci f, definované na neprazdném otevieném intervalu
I, existuje tzv. primitivni funkce F', tj. funkce spliujici F'(x) = f(x) na celém I. Déle vime, Ze je-li F
primitivni funkce k f, tak potom i F'+ ¢ je primitivni funkce pro kazdé ¢ € R. Mnozinu vSech primitivnich
funkei k f znacime symbolem [ f(z)dx = F(z).

Operace integrovdni, tj. hledani primitivni funkce, je linedrni vici s¢itani funkci a nasobeni ¢islem, tj.
pro f, g spojité na tomto intervalu a a,b € R plati

/(af(x) +bg(z)) dz = a/f(:z:) da + b/g(x) dz, z € 1.

Tvrzeni. (Integrace per partes) Bud F, G primitivni funkce ke spojitym funkcim f, g na neprazdném
otevieném intervalu I. Potom plati

/F(x)g(x) dz = /f z)dx na I.

Tvrzeni. (1. véta o substituci) Bud F primitivni funkce k funkci f na intervalu (a,b) a at je ¢ diferen-
covatelna funkce na (a, 3). Je-li H, C (a,b), tak plati

/ (B¢ (t) dt £ F(p(t)) pro t € (a, B).

Tvrzeni. (2. véta o substituci) Bud' ¢ ryze monoténni funkce zobrazujici (o, 3) na (a,b) a ¢’ je spojitd
na (a, 3). Bud dale f definovand na (a, b) splitujici pro ¢ € («, 8) vztah

/ F(®)e! (1) dt £ G(1).
/ f(z)dz £ Gp~ (x)).

Pozndmka. (Rozklad na parcidlni zlomky) Je-li f raciondlni funkce (tj. podil polynomai), tak ji dove-
deme rozloZit na konecny soucet jednodussich raciondlnich funkci. Tyto jednotlivé zlomky dovedeme vzZdy
integrovat a dohromady ziskat primitivnd funkci k f.

Potom pro = € (a,b) plati, Ze

Poznamka. (Kucharkové substituce) Bud R(u,v) raciondini funkce proménngch u,v. Cheeme [ f(x) da.
(i) Je-li f(x) = R(1,e*") pro a # 0, pak lze pouZit substitucit = e
(ii) Je-li f(x) = LR(1,logx), pak lze pouZit substituci t = logx.

(iii) Je-li f(z) = R(z, {/ %) pro ad # be, n > 1, pak lze pouZit substituci ve tvaru t = {/ %,

(iv) Je-li f(x) = R(x,Vaz?+bx+c), a# 0 a D diskiminant ax?® + bx + ¢, tak mdme podpripady:
1. Je-li D <0 a a <0, tak to neddvd smysl.
2. Je-li D <0 aa>0, tak lze uZit Vaz? + bx + ¢ = \Jax +t. (Také Vaz? + bx + ¢ = —/ax+t.)

3. Je-li D >0 a a >0, tak mdme moznosti:

— Lze opét uZit Vax? + bx + ¢ = \/ax + t.

— Napisme az® + bz + ¢ = a(z — z1)(z — x2), pak funguje \/a(x — x1)(x — x2) = t(x — x1).

r—Tq
r—xo*

4. Je-li D >0 aa<0, tak prevedeme na (iii) pomoci \/a(z — z1)(z — x2) = (x — z2)4/a

(v) Je-li f(x) = R(sinx,cosx), pak lze vidy pouZit t = tan § (a také t = cot 3 ).
Zde se muzou vyskytnout jesté specidlni podpripady:
1. Je-li R(u, —v) = —R(u,v), pak lze uzit t = sinx.
2. Je-li R(—u,v) = —R(u,v), pak lze uzit t = cosx.
3. Je-li R(—u,—v) = R(u,v), pak lze uZit t = tanz (a také t = cotx).
)

Tvrzeni. (O uréitém integralu) Necht je funkce f spojitd na intervalu [a,b]. Bud F primitivni funkce k
f na (a,b), pak plati

b
/f(m) dz = [F(x)]l; = lim F(x)— lim F(z).
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Priklad 1. (Kouknu a vidim) Spoctéte nasledujici integraly.

b) [ 527+ 5. (8 [2-2)" - .
J i+ e, () [ iz,
0 J 72

e) [a5 - 3. 0) [ 155

Priklad 2. (Integrace per partes) Spoctéte nasledujici integrély.

Priklad 3. (Substituce) Spoctéte ndsledujici integraly.

a) [(3z—2)S. ®) [ w=toe-

b) [sin(2z +1). (&) /-

(a)
() W
)
)

(c) [Vir—1. (h) [3ze "
(d

2T (i) [costz -sinw.
(©) [ s ) [ 55

Piiklad 4. (MiSmas) Spoctéte nasledujici integraly.

) | 5% (i) VI 422
(b) J msin 2. () J s
) f:z:3 log 2z. (k) fa:3 COS T
d) [(1- %) Vaya. 0 [ 55
[aPe". (m) [z?arccosz.
143
® | wrve- m) | g
) [sin®z - cos® . (0) f\/ﬁ
0 fone) o) . () [

Piiklad 5. (Parcidlni zlomky) Spoctéte nasledujici integrély.

4

a) [ (¢+?§C(J§;+3 (e) fm
(b) fz(iiﬁ)?» () f (m2—4m+4)1(r2—4m+5)'
) [ =R (g) Im-
(d) [ s (0) [ -

i T 7
(a) [sin®z + cos®z. ) [(x+1)*+cosE+ L.
(

3

k) [

(1) fcosZ(;z—H)'

(m) [sin?z.

(n) [tanbz.

(©) [ ==

i) [xe”cos.

(k) [z%sin?z.

(i)
0) | o
(k)
)

(1) [sin(log2x).

(k) sinx

2+cosx”
log?
) 2

1
Hl) f (14x2) arctan3 x *

(n) [ cos®.

o) | wm

) Jlog(z + V1 +a?).
I yieerrd

(s) [arcsin®z.

(t) [log®x + logx?.
(
(

v) [cot’x

)
)
u) [e**arctane”.
)
)

(w) J

() [ s
f m +2z 2
(2z+1)(z2+x+1)2 "

f x +1
(T +z241)2



Priklad 6. (Kuchaikové substituce - trigonometrické) Spoctéte nasledujici integraly.

(a) f sirlla: :

1+tan?
(b) | T

3

(C) 2Cf:inzx :

(d) f 27010391 na (—7T,7T).

1
(f) f sin4 x+cos? x na (%’7 .

( ) sin® x
g 1+4cos? x+3sin?z*

() [ na (0,7).

: 3sin® z4cos’ z _x
(1) sin? z+3 cos? x na 27

).
).

NIE

: 1 3
(J) f 3 cos? x+sin 2z+1 ha (771’7

)

(k) [ zema—coszys na (m,3m).

(1) f cos z-lsin3 x°

(m) 111351"30 na (—m, ).

() [ e na (- 3,7).

(0) 5;22; na (—m,m).

) [ e

Ptiklad 7. (Kuchaikové substituce - ostatni) Spoctéte nasledujici integraly.

(a) [ =55
(b) [ s
(o) [ w5
(@) [ 27

O == =3

1
8) | Torrtoston -

ONFENES

3% oy q 1 1—vz+1
e ) J s ®) [ =g

@ | 7

N RVE==2
(m) [1Va? -2z
I+va— Yz

1
ot Va5 W) | v

Vifl—z—1 4z 2
VA i ok S VA et (O) feesj_el .

1
Vatitva—1" (t) f TV —atl

Priklad 8. (Urcité integraly) Spoctéte nasledujici urcité integraly.

(a) [T 2% — 22+ 1.
(b) Jo = al.

(c) [ 2sin .

(d) Ji[log].

(e) [y x*cos®a.

(f) fo\/g x arctan z.

(g) IOS e’ sinz. (m) foa 2sin? 3:—&1-3 cos? "

log4 —x 2m
(h) nge'. (n)om-

. 10 27
(1) 0 " Y\ 1 — cos2zx. (O) 0 m
() fy a1+ 3a5.

4w sin x
(p) —47 sin? x+cos? x*

1
0 J v

1
®) | eovere

x) [*, —— U sinZy
=2 1++/z+2° (Q) ff%ﬂ 2+sin2z "
e log2 1 4z+4 3z _ 2z g
O fi Fogrrne- ) [ i aerse -

Priklad 9. (Zkouskové) Spoctéte nasledujici integraly.

1 z 3z
(a) 0%'

(b) [aarctan £

(C) f% 14sin x-cos x+cos2 x .

0 1+3sin2

1 Vo242
(@ Jo Vze

(e) [(z+2)log(z* —1).

(f) [ =S8partiasan

(4w—171)2

1 T
(g) f cos? z(cos? z+sin 2z+1) ha <_ 20 E)'

2sinz—cosx T T
<h) f cos3 z+sin z—sin x-cos? = na (_ 4 Z)'

. 2
O | et

() 4m474z3+212+2
J z(2z2+z+1)

) [ 5=

4 1
(1) 0 24sinz’



Vysledky - IV. Primitivni funkce

Neni-li fec¢eno jinak, tak jsou vysledky uvedeny az na konstantu.
Priklad 1. (Kouknu a vidim)
(a) z, x € R.
(b) 2
) %\/E—i— %e%, x> 0.

(d) —2cos3z —e "+ 4z, z € R.

xS—f z < 0 nebo x > 0.

—
o

z8 + L, 2 € (—00,0), (0, +00).

(x41)% +2sin £ + 7log |z, z € (—00,0), (0, +00).

(S VT Lo [V

/\

+ arccotanz, x € R.

&
ol

-2)°
+ 2t par >0

~I=

(i) 1arcsin2z, z € (— o2 %)
(j) 2arctan 3z, z € R.
(k) log(l+a*),z€R.

) ftan(2z + 1)+ ¢, x € -3 -1+k3, T -1+k5), ke
2 2774
(m) jz— §sin2z, z €R.

(n) —ilog|cosbz| + ek, x € (—75 + k%, &5 + k), k € Z.
(0) 3

Priklad 2. (Integrace per partes)

% , T E (700, 71)7 (715 1)7 (L +OO)

—2(x+1e ", xR

sinx —xcosz, x € R.

8

logx —z, x > 0.

(sinx + cosx)e”, x € R.

32?2 — 2z + 3) €3, e R
z3logx — %x3, x> 0.

rarcsinz + 1 — 22, z € (—1,1).

823 loga + 822, z > 0.

3
T2

log? z —

OJ\I\D

1

e*(sinx 4 cosx) — 5 sinz, v € R.

Ll SIS

ztandz + {5 log|cosdx| + e, x € (5 + k5, 2T + k%), k € Z.

3 121

sin 2z, x € R.

8

— Zx cos2x +

zsin(log 2z) — 3 cos(log 2z), = > 0.

= O

()
Ptiklad 3. (Substituce)
7Bz —2)% z eR.

1
Az —1)3, x> L.

log|2z + 1|,z € (—oo, —%) , (%, +oo).



(e) arctan(x + 1), z € R.

V3 2 2
arcsin 25T 72\/; <z < 2\/;

o)
@;
%\H

log(3 + €%), z € R.

1

3 log3 xz, x> 0.

L x € (—00,0), (0, +00).

2 arctan? z’

)
)
)
(k) —log(2+cosx), z € R.
)
)
)

smm—%smg’x z € R.

(o) 2\1/5 arctan £ f’ z R
Piiklad 4. (MiSmas)
(a) —2log|l — 22|, z € (—oo, —1),(~1,1), (1, +00).

(b) % cos .

(c) tz*log2z — Lat.
( %x - —1)
2 arctan /.

7

—éCOSgl'—F%COS .%'—50085.1' r € R.

cos(e®) — 2 cos®(e”), z € R.
(i) 1v1—422 + Larcsin2z, 2 € (— 1 %)
(j) —3log(2 —cosz) —2cosz — & cos?z, z € R.

(k) x3sinz — 322 cosz — 6z sinx + 6 cos .
() \/%*0 arctan \/%x

(m) —arccosx—i— Wi-22-3i(1-= 2)3,
() VIHeR 5 log iy

arcsin \/g x.

(p) 1arcsin®x.

—~
<
S

(q) zlog(z + V1 +22) — 1+ 2.
(r) 2(1+1logz)? — 21+ loga.
xarcsin? x 4+ 2v/1 — 22 arcsin z — 2z.

zlog?z, x> 0.

log(sinz) + =~ — 7==1=. , v € (km, 7+ k7), k € Z.

sin? x 4sint x

)
)
) 621;1 arctane” — e”, x € R.
)
)

wvar TER



(x) 2y/xsin/x + 2cos/z, > 0.
Priklad 5. (Parcidlni zlomky)

(a)

4 1
— = 2log |2 —1 1}.
[ o~ 5y = 2loglzo+ 3]~ logla + 1]
(b)
/ 1+ 1 n 1 n 2 1 z+1 1 1
—= =1lo — - .
z z+1 (z+1)2 (xz+1)3 - x+1 (x+1)2

14 14

2 k 1 k+1
— =21 -1 T
[+ Yot =g I+

k=0

/1+1 1 16 1 Jrl " 8 tan =
-t ——— — — . ——— =7+ —arctanz — - arctan — .
3 22+1 3 a?+44 3 3 2
(e) p
11 o1 9 1 1 |z—1] 3V3 .
Ity R e =+l — — = arctan —.
/+8 r—1 8 z+1 4 2243 x+803 x—i—l‘ 1 arcan\/g

/ 1 1 1 tan( 2)
- =— — arctan(z — 2).
(r—2)2 a2—4x+5 x—2

/ 1 2z +2 tan(z + 1) +
- = arctan(z
224+2x+2 (224 2x+2)?

1/ r+1 1
3) 22—x+1 z+1

2 3 2 2

1 r+1 r—1 1 224z +1 1 2¢+1
3 — log + arctan

224+z+1 a2—z+1 4 Ca2—z+1 243

V3

/ 44 1 11 2z +1 1 Tx+5

—_— _1_7. — .

9 22+1 9 22+4+z+1 3 (22+zx+1)2

1 T —3

1

1 1 3 2
= —glog |z + 1| + 5 log(z? —z + 1) + % arctan

22+2x+2°

1
—— arctan

VT

r—1

VT

20— 1

+ arctan

23

arctan

22 11
= _310g|2x+1|+§log(a:2+a:+1)+f

1/ r+1 —x+1 z+1 —r+1
4) 224+2x+1 22—z+1 (22+2+1)2 (22 —2+1)2
1, 22+z+1 1 22241
= —log - = +
8 CaZ—z+1 6 zt+a22+1 123

( 2¢ + 1
arctan

V3

Priklad 6. (Kuchaikové substituce - trigonometrické)

(a) log|tan 5|, x € (kn, (k+ 1)),k € Z.

(b) log|1 +tanz|, z € (—g+kﬁ,—§+kﬁ)7 (—%—i—lm,g—i—lm),kEZ..

3 2ra+1 9

-+ arctan

&)

2¢ + 1

V3

2;10\/—31) .



(c) 3sin’z+ 2sinz + 3log(2 —sinz), z € R.

(d) 7 arctan(v3tan2), z € (-, ).
(e) % arctan(y/2tanz), z € <— % g)

(f) 2v/2(arctan(v/2tanx — 1) — arctan(y/2tanz + 1)), x € (g, 37”)
(g) cosz — 2arctan(s cosz), z € R.

(h) x — % arctan(v/2tanz), x € (0, %) Funguje ptimo i na (— ey g)

(i) %arctan(% tanz) —z, x € <_ z %)
1
V3

1 tanxz+1 3m 5w
arctan 73 ,x€(2,2).

(k) % arctan (%(3 tan § + 1)), x € (m,3m).

(1) log|tanx| — x € (k%,(k+1)%),k € Z. Substituce nadvakrat.

_ 1
2sin? z’

(m) =+ ﬁ, x € (—m, 7). Substituce nadvakrat.

(n) 3log|tanz —1|— tlog(tan®z +1) + 3z, € (— % g) Kdyby na (— % %), tak nutno nadvakrét.

(0) log(3 + tan® £) —log(1 + tan® Z) + % arctan(% tan §), x € (-7, 7).

(p) ¢log|sin?—sinz+1|— %log(l—l—sinx)—&—%arctan (%(QSinx— 1)), x € (— 5+ 2k, 3{—&-2]@%),
ke Z.

Priklad 7. (Kuchafkové substituce - ostatni)
(a) —logx —log|logx — 1].
(b) —3x + Llogle” — 1| + & log(e® + 2).
) Tz +2)/(Bz+1)2
) 2/ —4Yz + 4log(1 + Yx).
() —z —4v2x +3 —9log|v/2x + 3 — 3| + log(v/2z + 3 + 1).
) 2e* —e® + 1z —log(e” +1).
) log|log(log z)|.
(h) =3/ (1£)", @ € (~00,~1), (0, +0).

(i) 2¢/x — 6z + 129z — 6log(l + /z), z > 0.
2 1 41| 1 _ z4+1|
() log(1+\/ ) log‘l \/ e 1' 1+F 1+\/ﬁ)2

(k) ilog|logz — 1| — 10g|10g z+logx + 1] — 5 arctan (7(10gx—|— ))

(1) — 10g(1+,/m+2) 3log’1—,/m+2‘+, 1171 R 1E
42
2 _ 1| = _2 _ 1 1
(m) log%/l = 1’ log<1/1 m+1) " %1—§+1— —

x

. S/7—
(n) 6log ¢/ — $log(¥/z + 1) — $log(2¢/z — ¥/ +1) — ;% arctan (11).
(0) €” + Zlogle” — 1| — %log(e% +e* +1).

p) SY(e+1)+8/ (@ +1P -2/ (x+ 1) +2¢/ (2 +1)3 -3/ (z + 1)24+6Vz + 1—6log(Vz + 1+1).

w




(q) %\/x2+2m+4—%+10g|\/x2+2m+4—m—1|+%-7m,x€R.
(v) —2arctan,/i_ﬁ—%log‘%/i_ﬁﬁ-?ﬁ-\/g‘—%log‘—Q %—34-\/5
(s) —%10g|\/x2+x—|—1—x+1+\/§|+%log|—\/x2+x+1—$—1—|—\/§\pr0x<1neb0:r>1.

(t) 2log|\/:z:2—z+1+1:|—%log|2\/x2—x+1+2x—1|—%-m, z €R.
Priklad 8. (Urcité integraly)
(

,x € (—1,2).

a) 550.

b) 3.

(c) 27

(d) 2 2.

(e) f5(3+27?)
(f) 2r — L2,
(8) &+ 3es.
(h) §— "5

1+v2
30 -

)

)

)
(i) 20v/2.

)

) 4 —log9.

) log2 — 2.

) 505

(n) 5(4v3—3V2).

(0) 2v/27.

(p) 0.

(q) 6m —6my/ 2.

(r) 2+ 3log(2+e) — 2 log(1+ 2e).
Piiklad 9. (Zkouskové)

(a) 3— 14 l8d=m _ Liog(1 + e?) + arctan 1.
(b) %a?arctan f—j_; — arctan(2z + 3) — £ + 2log(2z% 4 62 + 5) pro # < —2 nebo x > —2.
(c) Larctan2+ J5log? — 5.
V3-1
(d) 2v/3 — 22+ 2log =

(e) 3(z+2)%log(z? — 1) —2? — 8z — Llog|z + 1| — Jlog |z — 1| — 2 log(2? + 1) + 4arctanz pro z < 1
nebo z > 1.

272 16(2%—10
(f) —101g62 log ‘22+2| + (430(74)10;2 pro x < 1 nebo x > 1.

1 _r T
(g) f cos? z(cos? z+sin 2z+1) na ( 272 ) :
2sin z—cos x ™
(h) f cos3 x+sin x—sin z-cos? x ha ( 4> ) .

(i) 3log izi; — arctan z + /2 arctan %, v ER.

INEY

(j) 2% — 3z +2log |z| — $log(22* + = + 1) + %ﬁ arctan 4%1 pro < 0 nebo = > 0.

(k) —2z + 2(x 4+ 10)vz + 1 — 12log(vz + 1+ 2) pro x > —1.

W) .




