II. Extrémy funkce vice proménnych

Shrnuti teorie.
Tvrzeni. (Kompakty, spojitost, extrémy) Bud M CR"a f: M — R.

(a) Je-li f spojitd na uzaviené mnoziné F C R™ vzhledem k F' a ¢ € R, potom jsou mnoziny
{x € F; f(x) <c},{x e F;f(x) >c},{x e F; f(x) = c} uzaviené.

(b) MnozZina M je uzaviend a omezend pravé tehdy, kdyz je kompaktni.
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Je-li ) # M kompaktni a f je zde spojitd, pak uz f na M nabyvé svého maxima i minima.

(d) Piedpoklddejme, ze M je oteviend a v bodé xy € M ma f lokalni extrém. Potom pro kazdé
ke {l,...,n} derivace (%{;(mo) bud neexistuje, nebo je rovna nule.

(e) Je-li f spojitd, potom je sup,, f = supy; f a infys f = infg; f.
Poznamka. Bodim z oteviené mnoziny ve kterych je Vf =0 se rikd staciondrni ¢i kritické body f.

Tvrzeni. (Lagrangeova véta o multiplikdtoru) Bud G C R" oteviend mnozina a f, ¢ € C'(G). Oznaéme
M = {x € G;p(x) = 0} a predpoklddejme, ze xg € M je bodem lokdlniho extrému funkce f vzhledem k
mnoziné M. Potom je splnéna alespon jedna z podminek:

(1) Ve(zo) = 0.
(2) Existuje redlné ¢islo a (multiplikdtor) spliiujici

V(o) +aVe(zo) = 0.

Poznamka. Funkce f, ¢ zndme, jejich gradienty snadno spocteme. Neni-li ¢ komplikované, tak z
podminky (a) rychle vytanou prund podezrelé body. Podminka (b) je tézsi, nebot jde o nelinedrni soustavu.

Tvrzeni. (Lagrangeova véta o dvou multiplikdtorech) Bud G C R™ n > 2, oteviend mnozina a f,p, ¥ €
CH(G). Oznaéme M = {x € G;p(x) = ¥(x) = 0} a predpoklddejme, Ze ¢y € M je bodem lokdlniho
extrému funkce f vzhledem k mnoziné M. Potom je splnéna alespon jedna z podminek:

(1) Jeden z vektora V(xg), Vio(xo) je ndsobkem druhého.
(2) Existujf redlna &isla a, b (multiplikdtory) splitujici

Vf(zo) +aVp(zo) + bV (x0) = 0.

Poznadmka (Kuchaika - omezend mnozina M).
(Uvod)
e Postreh - monotonie f(1j), redukce vazeb(2n), uréeni souradnice(2j,2n), vidime minimum(1f,1g).
o UkdzZeme omezenost M - casto trividlni(2k), snadné(3d), nebo s ipravou(2c).

o Je-li M uzavrend, tak to vysvétlime (tdroviiové mnoZiny/obrdzek), pokud neni(1g), vezmeme M.

JelikoZ je tedy M (& M) kompaktni a f je zde spojitd, tak zde nabjvd extrémii.
(Podezrelé body)
e Podivame se na vnitiek M a najdeme body, kde je gradient f nulovy (nebo neexistuje).
e Podivdme se na jednotlivé ¢dsti hranice M. Vidy mdme dveé moznosti:

— Parametrizujeme ji a zkoumdme zde dlohu s o jedna nizsi dimenzi (nezapomenout krajni body).

— Pouzijeme Lagrangeovy multiplikdtory (dvé vazby se nékdy daji zredukovat).
(Zdver
e Porovndme funkcni hodnoty vsech podezrelijch bodi a vybereme z nich minima a mazxima.

o Kdyz M neni uzaviend - diky tvrzeni vyse, ¢dst (e), zndme infimum i supremum f na M. Pokud
nektery z bodu ve kterijch je extrém lezi v M, tak je to extrém ¢ vici M, jinak se ho nenabyjvd.



Priklad 1. (Elementédrni - bez multiplikdtori) Vysetiete globalni extrémy funkce f na mnoziné M.

(xvy) :Sinw'sinyaM:{[x,y] €R2,$+y: %}
(xay) :$2+y2 aM:{[x,y] €R25x2+4y2 _ 1}
(ﬂf,y,Z) = ($+y)2+(x*y)2+zaM: [7171}3.

)
)
)
)
)
) * f(@,y,2) =a® + 9>+ 22 + 2 4+ 4y — 6z a M = R®.
g) * fz,y) = (x+y)e > a M = {[z,y] € R* x>0,y > 0}.

)

)

)

)

)

(z,y) = (22 + by2)e~B2*+v) o M = R2.

(c) * f(z,y) = 2% —y? a M = {[z,y] € R} 2* — 222 + ¢% < 0}.
flx,y)=x+yaM={[z,y] € R} 23 +y3 — 22y =0,2 > 0,y > 0}
fl@y) =ya M= {z,y] € R* (a® +y°)* = 2(2* —¢*)}.

flx,y) =4z +3y—4aM={z,y] cR%(z—1)2+(y—2)%>=1}.
) *f(x’?/):;JFgaM:ﬂx,y]GW;%Jr%:l}.
h) * f(z,y) =2z + 4y a M = {[z,y] € R%; ¥z + /7 <
(i) flz,y) =22 —y?+ 22 a M = {[z,y] € R%; 2% + 4

O

,y >0},

0}

* fl@y,2) = @ +ay+y?)e ™ a M ={[z,y,2] € Ra? +y? = 1,|2[ < 1}.
flr,y,2) ==Yz +y+zaM={[z,y,2] e R%a%+ (y—1)2 +222 <1}
*fzyy,2) = ay?2d a M = {[z,y,2] e R¥% 2+ 2y +32=12,2 > 0,y > 0,z > 0}.

| /\

*

(m) f(z,y) = arctanx + arctany a M = {[z,y] € R*; 2% +y?> < 1,2 > 0,y > 0}.

(p) flo,y,2) =10z+x—yaM={[z,y,z] e R 2>+ +22 < Lz +y >0}

Piiklad 3. (Dva multiplikdtory) VySetfete globdlni extrémy funkce f na mnoziné M.
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Priklad 4. (Zkouskové) Vysetiete globdlni extrémy funkce f na mnoziné M.
Rok 16/17.
a) flr,y,2) =22 —yza M= {[z,y,2] e R} 22 +y?> + 22 < 1,2 —y = 0}.
) flr,y) =% —2x +4y+6zy+y?a M ={[r,y] eR%Ly> -1l o+y<l,x0—y> -1}
¢) f(z,y,2) =sin(zy) +sinz a M = {[z,y,2] e R®% 22 +y> + 22 = 1,22 + y* — 2 = 0}.
) flr,y,2) =2 +3y+22za M= {[z,y,2] e Ry +2=222+y%+ 22 < 4}.
) flzy) =2 —y*a M ={[z,y) e R%:2? +y* =1L,y >z — i}
) flr,y,2) =22 —y—za M ={[z,y,2] e R% 2% +y>+ 22 =1,y < 0}.
Rok 18/19.
v,y,z) =22 —y+zaM={[z,y,2] eER}a? +y? +22< 1,22+ (y+1)2 +22 < 1}.
x,y) = (222 + ?)342)6_3902_?/2 aM={[r,y €eR%z>0,y>0}.
r,y,2)=220+y+3zaM={r,y,2] ER%2?2+¢y?+22<4x+y+2z>0}

x,y) =222 —day+5r —3y+y*aM={r,y eER%z—y>0,r+y <2y >0}

~—~ o~ o~ ~

v,y,2)=y*+aza M= {[z,y,2] ER} 2?2 +y?> +22 < 1,2+ 2 >0}
Rok 19/20.
(1

z,y,2) =x—y*a M = {[z,y,2] € R%2? +y* <5, (v + 2)* + 2> = 2}.

(m 2y, 2) =22 +522+ 2y a M ={[z,y,2] ER3;(x —2)?> +y? =40 — Ty —2+2>0}.

) fz,y,2)
) fz,y,2)
) f(z,y,2) =x—y>—2za M = {[z,y,2] € R%2? + 2y < 2,(z — 22)> + y* = 5}.
) fz,y,2)
) f(z,y,2) =

(o 2,y,2) =322 + > +222a M = {[z,y, 2 ]6R3;9x+8y2+9229,x+y+z§g}.
(p T,Y, 2 (xfz)yQaM:{[x,y,z]€R3;2x2+y2+222:1,x+z2%}.

Rok 21/22.
(@) flx,y)=2%ya M ={[z,y) e R%y—22<1,22+y <4,z +2y > 2}.

r,y,2) =22 —yaM=/{[x,y,z2] € R*22%+ 22 =122 + ¢y + 22 < 4}.
x,y,2) =W a M= {[r,y, 2] e R 22 + 92+ 22 =1, 2 —y+2>0}.
v,y,2)=x+za M={[z,y,2] € R 2%+ 2y% = 1,y% + 222 < 4}.
Rok 22/23.
() f(z,y,2) = 1+(x+y)2 aM={[z,y,z] eR%z>a?+y* x+y—22=-3}
(V) fl@,y,2) =2 +yaM={[z,y,2] e R% 22 +2y> < 2,0 +2y = z}.
(w) flx,y,2) =22 +yza M = {[z,y,2] € R% 2% +¢y* + 222 = 12,2 < x}.
(x) flx,y,2) =z +yza M ={[z,y,2] € R® 2% +y? <522 + 22 =5}.



Vysledky - II. Extrémy funkce vice proménnych

Priklad 1. (Elementdrni - bez multiplikdtori)

(a) Supremum 1, maxima se nenabyvé (bylo by v bodé [1,0]) a minimum hodnoty 0 v bodech [0, y],y €
[0,1).

Maximum % v bodech [% + k7, F — kr], k € Z a minimum —3 v bodech [3F + kr, —% — kn], k € Z.
Maximum 1 v bodech [+1,0] a minimum 1 v bodech [0, £1].

Maximum 5 v bodech [1,1,1],[1,-1,1],[-1,1,1],[-1,—1,1] a minimum —1 v bodé [0, 0, —1].

Maximum —1 v bodé [0, 0] a minimum —19 v bodé [0, 3].

Maximum —e v bodé [ , ], infimum 0 a minima se nenabyvé (bylo by v bodé [0, 0]).

)
)
)
)
(f) Supremum neexistuje a minimum —14 v bodé [—1, -2, 3].
)
) Maximum 2 v bodech [0,41] a minimum 0 v bodg [0, 0].
)

Maximum 46 v bodé [5,16] a minimum I v bodé [§, %]

[=2)

(j) Maximum arctan 63 v bodech [1, £v/63] a minimum arctan ( 172\/611) v bodech [ \Eﬁ, j:2‘%]

(k) Maximum 1 v [Z,0], infimum je —1 a minima se nenabyva (bylo by v bodé [r, —1]).
(I) Maximum 6 v bodech [+v/2,0,1] a minimum —% v bodech [+1, :I:§7 1].
Piiklad 2. (Jeden multiplikator)

, % %] a minimum v [—é%—%].

=

(a) Maximum je v |

1

(b) Maximum je v [—= iT 7] [,%,1%7 :F%] a minimum v [%,:F%, j:%], [f%, :t%,:l:%].

&

(c) Maximum je v [£+/2,0] a minimum v [:I:i —3], [:ﬁ:i —ﬁ}.

(d) Maximum v [:I:@ 1] a minimum v [£¥%2, —1].

(e) Maximum v [1,1] a minimum v [0, 0].

(f) Maximum je v [2, 23] a minimum v [£, Z].

(g) Maximum je v [?,2\/5] a minimum v [—@, —2+/5].
(h) Maximum v [0, 1] a minimum v [0, 0].

1. 0] a minimum v [-2,0].

Maximum v [—3,

(j) Maximum v [:I:\lf :I:\lf,O] a minimum v [%, %,:I:l], [—%, %,:I:l]
(k) Maximum v [—3&, &, — 5] a minimum v [, 12, 15].
(1) Maximum v [2,2,2] a minima se nenabyva.
m) Maximum v [-=, 2=] a minimum v [0, 0].
V27 V2
(n) Maximum v [+1, +1 %] a minimum v [:I:%,:F%,—%].
(o) Maximum v [‘/52_1,0, \/52_1] a minimum v [‘/52_1,0, - \/52_1].

. : 1 1 10 . 1 1 10
(p) Maximum je v [\/102’ V102’ \/102] a minimum v [— V102’ V1027 \/102}'

Priklad 3. (Dva multiplikatory)

(a) Maximum je v [\/%, \/%7 \/%] a minimum v [——=
2

(b) Maximum je v |
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(¢) Maximum v [2, -1, 2] a minimum v [1i4\/57 1 1Eys 4\/5]'

(d) Maximum 3 + \/7 [1/ ,0 :I:\[} a minimum —v/6 v [v6 +1,5,0], —v3 <y < V3.
(e) Maximum 7 [j:\lf,:lz +3 } a minimum —% v [:F%,j:%,:t% .

(f) Maximum je v [-=, 2=, 2] a minimum v [—7

1 1 1 1
V3 V3 V3 T] [%aiﬁv:‘:ﬁ]'

S\

(g) Supremum je 4, maxima se nenabyva (bylo by v [0, £+/2,2]), infimum je 0 a minima se nenabyva
(bylo by v [0, 0,0]).

Priklad 4. (Zkouskové)

(a) Supremum funkce f na M je 1, maxima se nenabyvé, infimum je —3 a minima se téZ nenabyv4.

(b) Funkce f nabyva na M maxima 17 v bodé [—2, —1] a minima —15 v bod¢ [2, —1].

(¢) Funkce f nabyvd na M maxima sin f L 4 sin ‘[ L v bodech {j: Y , £ 5_1 V5 1} a minima
n —1_4‘/5 + sin —*/52_1 v bodech [j: v \/2571,:!: v ‘/2“?’71, \/52_1}

(d) Funkce f nabyva na M maxima 5 + v/3 v bodé [l, 1+ 21— %} a minima 5 — /3 v bodé
2 1 1
~&1-FHrt )
(e) Funkce f nabyvd na M maxima 1 v bodé [—1,0] a minima —1 v bodé [0, 1].

(f) Funkce f nabyvé na M maxima % v bodech [i%, —%, —%} a minima —1 v bodé [0,0,1].

(g) Funkce f nabyva na M maxima 1+‘/ﬁ v bodé {\/g f% \/—] a minima 1= f v bodé [ \/;, —5:—1/35 ]

(h) Funkce f nabyva na M maxima 2 v bodé [0, 1] a minima 0 v bodé [0,0].

(i) Funkce f nabyvé na M maxima 2v/14 v bodé \/g [2,1,3] a minima —2v/2 v bodé v/2[0, 1, —1].
(j) Funkce f nabyva na M maxima 18 v bodé [2,0] a minima 0 v bodé [0, 0].

(k) Funkce f nenabyva maxima ani minima na mnoziné M. Supremum funkce f na M je 1 a infimum

: 1
Je bR

(1) Funkce f nabyvé na M maxima v/5 v bodech [v/5,0,£v/2 — v/5] a minima —3 v bodech [—2, +1, 2].

(m) Jelikoz napiiklad f(n +2,0,n) norgee +00, tak f neni na M shora omezend a tudiZ neexistuje jeji
supremum ani maximum. Minima na M 1—30 nabyva v bodech [:I:%, 0, :F%]

(n) Funkce f nabyvé na M maxima /5 v bodech [ac 0, &= ‘f} pro viechna x € [—v/2,1/2], a minima
—3 v bodech [0, £1,1].

(o) Jelikoz napiiklad f(1 — 7y ,y,0) v 400, tak f neni na M shora omezend a tudiz neexistuje
jeji supremum ani maximum. Minima na M % nabyva v bodech [16 , :tg\lﬁﬁ, 392}
(p) Funkce f nabyvéd na M maxima i v bodech [%,:I:%,O} a minima —3 v bodech { 7 %}

(q) Funkce f nabyvd na M maxima g—z v bodé 3[1,1] a minima 0 v bodé [0, 1].
(r) Funkce f nenabyvé maxima ani minima na mnoziné M. Supremum funkce f na M je /2 + \/g a
infimum je —v/2 — \/g

(s) Funkce f nabyvéd na M maxima ¢33 v bodech fl 1,1] \/>[ 1,—1,1],\/§[1,—1,—1} a minima
¢35 v bodd \/;[1,—171].



Funkce f nenabyvi maxima ani minima na mnoziné M. Supremum funkce f na M je v2+ 1 a
infimum je —/2-1.

Funkce f nabyva maxima 1 v bodech [x, —x, %], —§ <z< i v bodé

1+v13 1+v13 1+\/13+§
4 4 4 2|

Funkce f nabyva maxima % [vbode [[,2@ 2ﬂ amlmmafffvbode[ \/;77\/;, 2ﬂ.

Funkce f nabyvéa maxima 12 v bodé [v/12,0,0] a minima —3v/2 v bodé [0, /6, —v/3].

e 1
minima +————=5—
a 3 (14+v13)241

Funkce f nabyva maxima 2! v bodech B,:I:@, :I:‘/QTQ} a minima —2 v bodech [ 5 L @}



