I. Vrstevnice funkci a vlastnosti mnozZin

Shrnuti teorie.
Definice. Vrstevnice funkce f : R™ — R ve vySce ¢ € R je mnozina {x € R™; f(x) = c}.

Definice. Bud M c R”". f{ekneme7 ze x € R™ je vnitrnim bodem mnoziny M, jestlize existuje r > 0
takové, ze B(x,r) C M. Mnozina M se nazve oteviend (v R™), jestlize je kazdy jeji bod zdroven vnitinim
bodem. Vnitrkem mnoziny M rozumime mnozinu vsech vnitinich bodd mnoziny M, znacime jej Int M
(interior). Mnozina M je uzaviend (v R™), jestlize je doplitkem oteviené mnozZiny.

f{ekneme, ze x € R™ je hranic¢nim bodem mnoziny M, jestlize pro kazdé r > 0 plati

B(x,r)NM #0 a B(x,r)N(R"\ M) # 0.

(Body, které jsou uvnitf mnoziny M spliiuji prvni podminku automaticky a druhou podminku ihned
spliiuji body mimo mnozinu M.) Hranic{ mnoziny M rozumime mnozinu jejich hraniénich bodu, znacime
ji H(M). Uzdvérem mnoziny M rozumime mnozinu M U H (M), znaéime ji M.

Mnozina M je omezend (v R™), jestlize M C B(0,r), pro néjaké r > 0.

Tvrzeni (Vlastnosti otevienych a uzavienych mnozin).
(a) 0 a R™ jsou jediné mnoziny v R™, které jsou oteviené a uzaviené zarover.
(b) Libovolné sjednoceni/prunik otevienych/uzavienych mnozin je oteviend/uzaviend mnozina.
(c¢) Konecné sjednoceni/prunik uzavienych/otevienych mnozin je uzaviend/oteviend mnozina.
(d) Mnozina M je uzaviena. < Pokud posloupnost {z,}, C M konverguje k x, pak x € M.
Tvrzeni (Trividlni a snadnd pozorovani). Bud M c N C R". Potom plati:
(a) Mnozina Int M je oteviend, Int M C M a Int M C Int V.
(b) Mnozina M je uzaviend, M C M a M C N.
(¢c) HM)=H(R"\ M).
(d) HM)NInt M = 0.
(e) R" =Int M UH(M) UInt (R"\ M).
(f
(g) Mnozina M je uzaviend & M =M < H(M) C M.

Mnozina M je oteviend < M = Int M.

Tvrzeni ([’Jrovﬁové mnoziny). Bud f spojita funkce na R™ a ¢ € R. Potom plati:
(a) Mnoziny {z € R"™; f(z) < ¢} a {x € R"; f(x) > ¢} jsou oteviené.
(b) Mnoziny {z € R™; f(z) < ¢} a {z € R"; f(z) > ¢} jsou uzaviené.
(¢) Mnozina {x € R™; f(x) = ¢} je uzaviena.
Poznamka (Kuchafka na urceni hranice iroviiovych mnozin). UvaZujme spojitou f : R™ - R a
R'={f<1}u{f=1}u{f>1}="AUBUC.
éeknéme, ze chceme urcit hranici mnoziny A. Potrebujeme si uvédomit, Ze

HM)NIntM =0 o H(M) = HR"\ M), M C R".

Predpoklddejme, Ze B C H(A)‘ Diky spojitosti [ je mnozina A otevrrend a rovnd se svému vnitrku, tj.
H(A)NA=0| Jelikoz vidy plati HBUC)NInt(BUC)=0 a B C HA)=HR"\ A) = HBUC),
tak nutné BN Int(BUC) = 0. Tedy Int(BUC) C C, a jelikoZ je C oteviend, ze stejného divodu jako
A, tak Int(BUC) = C. Pak ovsem ) = HBUC)NInt(BUC) = |H(A)NC =(| Dohromady je
HA)YN(AuC) =10, a proto , Spolu s B C H(A) konecné ziskdvame H(A) = B.

Staci tedy manudlné ukdzat, Ze B C H(A); opacnd inkluze je pak jiZ automatickd.




Piiklad 1. (Funkce) Uréete a nakreslete definiéni obor a vrstevnice zadanych funkei.

(a) flz,y) =22 +1—y. (e) flz,y) = 22% +y. (i) flz.y) = 2o

(b) fla,y) == (f) f(z,y) = arcsin(y — 2z). G) f(z,y,2) = Va2 + 2+ 22 — 4.
(c) f(z,y) =logzy. (8) f(z,y) =log(z —y°). (k) f(z,y,2) =22 +y% -2

(d) flz,y) =2®+ 4y (h) f(z,y) = arccos(y—3sinz). (1) f(x,y,2) =log(z —y+ 2).

Priklad 2. (Elementdrni mnoziny) Rozhodnéte zda jsou zadané mnoziny oteviené ¢i uzaviené. Najdéte
jejich vnittek, uzavér a hranici.

(a) M ={a}, kde a € R". (e) M =10,1) CR. (i) M

(b) @ # M C R™ kone¢nA. (f) M = (0,+00) CR. () M ={27"™"n e Np}.
(c) M =(0,1) CR. (g) M =[0,+0c0) C R. (k) M = {l n € N} U {0}.
(d) M=1[0,1] CR. (h) M = (—o0,400) CR. ) M

Ptiklad 3. (Uroviiové mnoziny) Nakreslete (klidné s pomoci softwaru) nasledujici mnoziny a rozhodnéte
o0 jejich otevienosti a uzavienosti. Déle najdéte jejich vnitfek, uzdvér a hranici.

(a) M = {[z,y] € R}z >0,y < 0}. (k) M ={[z,y] e R%jx <y <ax+3}.

(b) M = jednotkova kruznice v R2. (1) M = {[z,y] € R¥;2? <y <a®+1}.

(¢) M = jednotkové kruznice v IR? bezbodu [1,0].  (m) M = {[z,y] € R?; |z| + |y| < 1}.

(d) M ={[z,y] € R; & + £ <1}, (n) M = {[z,y] € R*2y* —2® <1}

(e) M = {[z,y] € R%; 2% +y? > 9}. (o) M ={[t,t,—t] € R3;t € R}.

(f) M = {[z,y] € R% 2% + y? + 22y = 5}. (p) M ={[z,y,2] € R3%z+2z—y > 2}

(g) M ={[x,y] eR%|z—y|=2—y}. (@) M ={[z,y,2] e R} 2% +y? =1,2% +22 = 1}.
(h) M = {[z,y] e R% |z +y| >z +y}. (r) M ={[z,y,2] € R%a? +y* = 2}.

(i) M ={[z,y] e R}y >0,z +y =2} (s) M ={[z,y,2] e R} 2% +y*> + 22 <4,y > 0}.
() M = {[z,y] e R%1 < 2% +y% < 4}. (t) M ={[z,y,2] e R% 22 +y* < 1,22+ 2% < 1}.

Priklad 4. (Na zamysleni)
(a
(b
(c
(d
(e

(f

(g

(

Najdéte A, B C R, aby Int (AU B) # Int AU Int B.

Najdéte A, B C R, aby H(AU B) # H(A) U H(B).

Najdéte A, B C R, aby ANB # ANB.

Bud A4, B C R". Ukazte, 7¢e AUB = AU B.

Bud A4, B C R". Ukaite, ze ANB C ANB.

Bud A ¢ R". Ukaite, ze R" \ Int (R" \ A) = 4 (a tedy také R” \ A = Int (R™\ A)).
Bud 4, B ¢ R". Ukaite, 7e Int (AN B) = Int AN Int B.

h) Bud A, B ¢ R™. Ukaite, 7e Int (AU B) D Int AU Int B.

(i
(j

Najdéte funkci f, aby pro néjaké ¢ € R byla mnozina {x € R; f(x) = ¢} otevfenA.

_ Z L O Z L O oS O

Najdéte spojitou funkci f a ¢ € R tak, aby byla {z € R; f(z) > ¢} prazdnd a {z € R; f(z) = ¢}
neprazdnd. K urceni hrani¢nich bodu tedy obecné nestaci vzit rovnost misto nerovnosti.



Vysledky - I. Vrstevnice funkci a vlastnosti mnozZin

Priklad 1. (Funkce)
(a) Dy = R?. Vrstevnice jsou vertikdlné posunuté paraboly tvaruy =22% +1 —¢, c € R.
(b) Dy = {[z,y] € R*;z > 0}. Vrstevnice jsou &¢im dél strméjs{ vétve odmocniny tvaru y = ¢\/z, ¢ € R.

(c) Dy = {[z,y] € R*%zy > 0} = {[z,y] € R*%z,y > 0} U{[z,y] € R*z,y < 0}. Vrstevnice jsou

(exponencidlné) strméjsi vétve hyperboly tvaru y = <, c € R.

(d) Dy = R2. Pro ¢ > 0 jsou vrstevnice zvétsujici se kruznice tvaru a2 + 4y% = ¢, pro ¢ = 0 jde o bod
[0,0] a pro ¢ < 0 jde o prdzdnou mnozinu.

(e) Dy ={[z,y] € R%y > —222}. Pro ¢ > 0 jsou vrstevnice vertikalné (kvadraticky) posunuté paraboly
tvaru y = ¢ — 222 a pro ¢ < 0 jde o prézdnou mnozinu.

() Dy ={[z,y] e R% —1+22 <y < 1+2z}. Pro -5 < ¢ < % jsou vrstevnice vertikdlné posunuté
primky tvaru y = 2x + sin ¢, pro ostatni hodnoty c¢ jde o prazdnou mnozinu.

(g) Dy = {[z,y] € R?; ¢z > y}. Vrstevnice jsou horizontdlné (exponencialné) posunuté vétve odmoc-
niny tvaru y = </x — e¢, ¢ € R.

(h) Dy = {[z,y] € R*; —1+3sinz <y < 1+3sinz}. Pro0 < ¢ < 7 jsou vrstevnice vertikdlné posunuté
sinusoidy tvaru y = 3sin z 4 cos ¢, pro ostatni hodnoty ¢ jde o prazdnou mnozinu.

(i) Dy = {[z,y] € R% 2% # 9y*}. Pro ¢ # 0 jsou vrstevnice hyperboly tvaru = — 9y* = 1 tj. pro
¢ > 0 jsou posunuté horizontalné a oteviené do stran, pro ¢ < 0 jsou posunuté vertikalné a oteviené
nahoru a dold. Pro ¢ =0 jde o prazdnou mnozinu.

() Dy ={[z,y,2] € R®% 2% +y> + 2% > 4}. Pro ¢ > 0 jsou vrstevnice (kvadraticky) zvétsujici se koule
tvaru 2 + y2 + 22 = 2 + 4, pro ¢ < 0 jde o prézdnou mnozinu.

(k) Dy = R3. Vrstevnice jsou vertikdlné (ve sméru osy z) posunuté paraboloidy tvaru z = 22 + 4% + c,
ceR.

(1) Dy ={[z,y, 2] € R®z+2 > y}. Vrstevnice jsou (exponencidln¢) posunuté roviny tvaru z —y+ 2z =
e, ceR.

Priklad 2. (Elementdrni mnoziny)
(a) M je uzaviend a nenf oteviend. Vnitiek je prazdny a H(M) = M.
(b) M je uzaviend a neni oteviend. Vnittek je prazdny a H(M) = M.
(c) M je oteviend a nenf uzaviend. Hranice je {0,1}, M = [0, 1].
(d) M je uzaviend a neni oteviend. Hranice je {0,1}, Int M = (0, 1).
(e) M neni ani oteviend, ani uzavienad. A M = [0,1],Int M = (0, 1).
(f) M je oteviend a neni uzaviena, M = [0, +00).

(g) M je uzaviend a neni oteviend, Int M = (0,+o0), H(M) = {0}.

(h) M je oteviend i uzaviend, hranice je prazdn.

(i) M je uzaviend a neni oteviend, H(M) = M, Int M = 0.

(j) M neni ani uzaviena, ani oteviend, H(M) = M U{0} = M a Int M = ().

(k) M je uzaviena a neni oteviend. Vnitiek je prazdny a H(M) = M.

(1) M neni ani uzaviend, ani oteviend. Vnitfek je prazdny a uzivér je cely prostor.

P¥iklad 3. (Uroviiové mnoziny)



(a) Neni ani oteviend, ani uzaviend, Int M = {z > 0,y < 0}, H(M) = {x = 0 nebo y = 0}.

(b) M je uzaviend a neni oteviend, Int M =0, H(M) = M.

(¢) M neni uzaviend ani oteviend, Int M = 0, H(M) = M U{[1,0]}.

(d) M je oteviend, Int M = M,H(M) = {%2 + %2 =1}

(e) M je uzaviend, Int M = {z? +y? > 9}, H(M) = {z? + y* = 9}.

(f) M je uzaviend, Int M =0, H(M) = M.

(g) M je uzaviend, Int M = {z >y}, H(M) = {z = y}.

(h) M je oteviena, Int M ={zx+y <0}, H(M) = {z +y = 0}.

(i) M neni uzaviend ani oteviend, Int M =0, H(M) = {y >0,y =2 — z}.

(j) M je oteviend, H(M) = {z? + y?> = 4} U {2 + y? = 1}. Jedn4 se o mezikruii.

(k) M je oteviend, H(M) ={x —y =0} U{—z +y = 3}. Jednd se o prostor mezi dvéma pFimkami.
)

(1) M je uzaviend, H(M) = {y =22} U{y =2? + 1},Int M = {2? < y < 2% + 1}. Jedn4 se o prostor
mezi dvéma parabolami.

(m) M je oteviena, H(M) = {[x,y] € R?;|z| + |y| = 1}. Jedna se o étverec jehoz thlopticky jsou ¢éasti
osTay.

(n) M je oteviend, H(M) = {[x,y] € R?;2y? — 22 = 1}. Jedn4 se o oblast mezi dvéma hyperbolami.

(0) M je uzavtend, H(M) = M,Int M = (. Jedn4 se o pfimku.

(p) M je oteviend, H(M) = {[x,y,2] € R* x + 22z —y = 2}. Jedn4 se o poloprostor.

(q) M je uzaviend, H(M) = M,Int M = (. Jedna se o prinik dvou vélcovych ploch.

r) M je uzaviend, H(M) = M,Int M = (). Jedna se o pldst rotaéniho paraboloidu.
)

(
(s) M neni uzaviend ani oteviend, H(M) = {2? + 4> + 22 = 4,y < 0} U {2? + 9% + 2% < 4,y = 0},
Int M = {22 +y?+2%2 <4,y > 0}. Jedna se o kus koule (odfiznuté rovinou z koule o poloméru 2).

(t) M jeuzaviend, H(M) = {2?+y* = 1,22+ 22 < 1}U{z? +y? < L, 2% +2%2 = 1}, Int M = {a?+y* <
1,22 4+ 22 < 1}. Jedna se o priinik dvou (nekoneénych) valct.

Priklad 4. (Na zamysleni)
(a
(b
(c
(d
(e

(f

Kreslete.

Kreslete.

Kreslete.

Uzavér zachovava usporadani mnozin a uzavér uzaviené mnoziny je mnozina.
Uzavér zachovava usporadani mnozin.

)
)
)
)
)
)

Doplnék otevrené je uzaviena a naopak. Interior zachovava usporadani mnozina a interior oteviené
mnoziny je mnozina.

(g) Pouzijte vhodné (f), De Morganovy vzorce a (d).

(h) Interior zachovavé usporddéni mnozin. Interior mnoZiny je nejvétsi oteviend mnozina obsazend v
dané mnoziné.

(i) Typickd nespojité funkce.

(j) Hodnota maxima.



