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Uspésnost

Zimni semestr

1 2 3 4 5 celkem pocet

A 68% 70% 73% 54% 45% 59% 23
B 73% 51% 49% 57% 50% 55% 28
(o 33% 55% 48% 43% 31% 40% 32
D

E 17% 39% 29% 30% 46% 35% 14
F 51% 45% 29% 35% 57% 46% 26
G 45% 49% 52% 45% 55% 50% 41

H

| 21% 54% 41% 25% 32% 34% 18

J 28% 38% 48% 34% 28% 34% 20

Letni semestr
1 2 3 4 5 celkem pocet

A 72% 54% 88% 65% 51% 65% 5

B 99% 70% 93% 79% 69% 80% 7

C 95% 73% 83% 62% 31% 62% 11
D 90% 53% 73% 66% 59% 67% 43
E 96% 58% 64% 59% 61% 66% 5

F 75% 55% 89% 43% 72% 72% 15
G 63% 46% 51% 39% 58% 51% 8







Pisemna zkouska z matematiky pro FSV (A)

ZS 1997-98

Priklad 1 : Spoctéte limitu

Ind3+n—Vnd3+1

lim . 10 bodu
n—oo \/n3 + 2n — V/nd3 +n ( )
Priklad 2 : Vysetfete konvergenci fady
400 n!
> —=. (10 bod)
2’/1
n=1
Priklad 3 : Spoctéte limitu
log(1 + si
og(1 +sinx) (10 bodii)

im .
e—=0 2z +1 -z +1

Priklad 4 : Spoctéte derivaci funkce (resp. jednostranné derivace)
f(@) = (& —1)*a* — 1]
ve vSech bodech, kde existuje. (10 bodt)

Piiklad 5 : VySetfete pribéh funkce (bez konvexity)

cos T
= . 2 1
f(z) P (20 bodi)

Reseni pisemky z matematiky pro FSV (A)

ZS 1997-98

Priklad A1 : Nejprve upravime vyraz, jehoz limitu mame spocitat.

Vn3+n—v/n3+1
n34+2n—n3+n

_ @) — (P4 15 (P 4n)i 4+ (P n)i(nP 4+ 1)5 + (P4 1)3
S 2t — ()b (nd+n)d + m3+m%m3+n%+<3+1ﬁ'
(n® 4 2n)5 + (n®+2n)3 (n® +n)3 + (3 +1)8
T3+ 2n)F + (034 20)5 (3 £ n)E + (n3+1)3
3

3
—
W

n—1 (n®+2n)% + (n®+2n)5(n® +n)s + (n®+
no @t ) DY (41
n—1 (1+2)5+(1+ %)
no ()T )

W

who| Wy ~—



3/ 3 _ 3/n3 1
Odtud jiz vyplyva, ze lim o\/n tn \Zn t 1.
n—o0 /n3 + 2n — v/nd +n

Priklad A2 : VsSechny cleny uvazované fady jsou kladné, mizeme proto zkusit pouzit
podilové kritérium:

n! a e n+1
_n . ntl _ g 20ntDT
tn = on?’ nk{l{loo ap, ngr—Boo 2"—'2 nll}l%l—loo 22n+1 0<1
Rada tedy konverguje podle podilového kritéria.
Priklad A3 : Plati
log(1 + sin )
im
e—=0 20 + 1 —x + 1
. log(1+sinz) . 1 V2&0+1+ Ve +1
= lim —— -sinx - :
z—0 sinx V2e+1—vVae+1 V2rx+1+Vax+1

log(1+sinz) sinx

= lim -
r—0 Sin x

(V2r+1+ Vo +1).

log(1+
0 g(y y) _ 1,

)
(i) limg_,o 2% =1,
(iii) limg_sinz = 0,
(iv) sin je prosty na (—m/2,7/2),
V) \/ 1€ spojitd ve svém defini¢nim oboru.
N ey (s y o . log(1 + sinx)
Z (i), (iii), (iv) a véty o limité sloZené funkce plyne lim ———— =
z—0 Sinx
Posledni rovnost, spolu s (ii), (v) a vétou o limité sou¢inu dava

lim log(1 +sinz) sinz

z—0 sin x

(V2r+1+vVo+1)=1-1-2=2.

Priklad A4 : Plati
(.CE o 1)2('%'2 o 1)7 pro r € (_007 _1) J (17 OO),
flz)=2< 0, pro x = +1,
(x —1)2(1 —2?), proze (-1,1).

Z ptedchoziho plyne
o) { 20 — 1) (22 - 1)+ (x —1)%- 22, =z € (—o0,—1)U (1,00),
T) =
20 — 1)(1 —2?) — (x — 1)%- 2z, ze(-1,1).
Pro jednostranné derivace ve vyse uvedenych bodech plati f(x) = fi (z) = fL(x). Zkou-
mejme derivaci f v bodé 1. Funkce f je v tomto bodé spojita a plati

. / . . / _



Coz znamena, ze f'(1) = fL (1) = fL(1) = 0. Obdobnym zptisobem zkoumejme derivaci v
bodé —1. Funkce f je opét v —1 spojita a plati

lim f'(z) =8 a lim f'(z)=-8.

r——14 z——1—
Odtud plyne, ze f} (—1) =8, fL(—1) = —8 a derivace v —1 neexistuje.
Priklad A5 : Definicnim oborem funkce f je mnozina R\ {§ + kn/2; k € Z}; f je

suda a 2m-periodickd. Zkoumejme tedy f pouze na intervalech (—n/4,7/4), (7/4,37/4),
(3w/4,5m/4) a (5w /4, 7w /4). Spoctéme limity v ,krajnich bodech*:

lim f(z) =400, lim f(z)=+4o00, lim f(z)=—o0, lim f(x)= o0,

x——m /44 x—w/4— x—mw /44 x—37/4—
li = — li = — li = li = —00.
roiay T = 700, Y0, fl@)= oo, M, JW@) = oo, Jim, @)= e
Dale plati:
, —sinwcos2x + 2coszsin2r  sinz(l + 2cos? x)
= = €D .
f(@) cos? 2z cos? 2z ’ “ (/)

Pro znaménko derivace dostaneme

fl(x) >0 xe(0,r/4) U (r/4,3n/4) U (3n/4, ),
flx) <0z e (—n/4,0)U (m, br/4) U (5r/4,Tr/4),
fl(x) =04z e{0,n}.

Na celém defini¢nim oboru pro funkci f plati: f je rostouci na intervalech (0, 7/4) 4 2k,
(w/4,3m/4)+2kn, (3w /4, m)+2kn, k € Z; f je klesajicina (—7/4,0)+2km, (7,57 /4)+2kn a
(6m/4,7Tm/4)+2km, k € Z. V bodech 2k, k € Z, nabyva funkce f svého lokalniho minima
a v bodech (2k+1)7, k € Z, nabyva funkce f svého lokdlniho maxima. Globalniho minima
a globalniho maxima funkce f nenabyva. Funkce f nemd asymptotu v +o00 ani v —oc.







Pisemna zkouska z matematiky pro FSV (B)

ZS 1997-98

Priklad 1 : Spoctéte limitu
lim (n? +sin(n + D)Vt +2—vnt+1). (10 bodd)
n—00

Priklad 2 : VysSetiete konvergenci fady

+o0

S (=D)™(V/3-1). (10 bodii)

n=1
Priklad 3 : Spoctéte limitu
esin 2r earcsinm

lim . (10 bodi)
z—0 tg T

Priklad 4 : Spoctéte derivaci (resp. jednostranné derivace) funkce

s

5 proxr =3 +kr, ke

ve vSech bodech, kde existuje. (10 bodt)

Piiklad 5 : VySetfete pribéh funkce (bez konvexity)

arctg(tg?z) prox # Z +kr, keZ
)= :

f(z) = (cosz)es ™% (20 bodd)

Reseni pisemky z matematiky pro FSV (B)

ZS 1997-98

Priklad B1 : Plati

lim (n? + sin(n + 1)) \/n4—|—2—\/n4
n—r 00

VvVt +2+vnt+1
lim (n?+sin(n+1))-(Vnt+2—+vVnt+1)-
i (024 sinfu-+ 1) - (Va2 - V) YRV
n? + sin(n + 1) . 1+%+1)

nrtoo T £ 2+ /i1 oo \/1 4+\/1
n n

4
Vime, Ze plati:

(1) Vn e N: |sin(n+1)| <1,

(2) limy—yoo 77 =0,

(3) Vv je spojita ve svém definiénim oboru.



Z (1) a (2) plyne lim,, % = 0. Odtud, z (3) a z véty o aritmetice limit plyne

lim (n? +sin(n+ 1)) - (Vn*+2— Vnt+1) = %

n—00

Priklad B2 : Pouzijeme Lebnizova kritéria. Ovéfme jeho pfedpoklady:
(1) fada ma pozadovany tvar,
(2) lim, 00 (¥/3 —1) =0,
(3) Vn € N: /312> ""/3 —1 (Ize snadno odvodit ze ziejmé nerovnosti 37+1 >
3", n €N).

Rada tedy konverguje.

Priklad B3 : Pisme

) esin 2z earesin ) esin 2z edresin T ) esin 2z edresine ) T
lim = lim . = lim - lim .
z—0 tgx z—0 x tgx z—0 T z—=0 tgx

Vime, ze lim,_,¢ tgiw = 1. Zabyvejme se ted prvni limitou ve vyS$e uvedeném soucinu limit.

) esm 2 ea.rcsma: ) esm 2 1 sin 2 earcsmw -1 arcsinx
lim = lim - . — - . =2—-1=1.
z—0 T z—0 SIin 2z T arcsinx x

Pouzili jsme

(1) lim,_,o 2resine — 7,
2
3

)
)
4) sin je prosta funkce na jistém okoli 0,
5) arcsin je prosta funkce,
)
)
)

sinx __

& _17

eVY—1 __
= 17

limm—)o

x +— 2x je prosta funkce,
vétu o limité slozené funkce ve verzi s podminkou (P1),
vétu o aritmetice limit.

6
7
8

Dohromady tedy mame

sin 2x arcsin x
(S — €

1im =1.
z—0 tga}

Priklad B4 : Funkce arctg i tg maji derivace vSude ve svém defini¢nim oboru. Mame
tedy

f'(z) r#7m/2+km, k € Z;

- 2tgr
1+ tgta 8 costa

po upravé dostaneme

2sinx cosx
fl(x):cos4:c—|—sin4x; r#w/2+kn, k€.




Plati také limg,_, /o4 f(x) = 7/2, k € Z, a f je tedy spojitd v kazdém bodé tvaru
w/2+ kn, k € Z. Spoctéme
, 2sinxcosw

lim f'(z)= lim —— = 0.
z—7/2+kw z—m/2+kr costx + sin” x

Véta o vypoctu derivace pomoci limity derivace tedy dava (predpoklady jsou splnény!)
(/2 +kn)=0, k € Z.

Pfiklad B5 : Snadno je vidét, ze D(f) = R a f je 2m periodicka a spojita na R. Spoctéme
12

2 Ging, 2 :
f'(z) :eSSmm(g cos? r — sin ), reR
Prozkouméame-li znaménko f’ obdrzime:

f'(z) >0s 2 e (57/6,137/6) + 2km, k € Z,
f(z) <0<z e (n/6,6m/6)+ 2knm, k € Z,
f(x)=0&z€{n/6,6m/6} + 2km, k € Z.

Funkee f je tedy rostouci na intervalech tvaru (57/6, 137 /6)+2kn, k € Z. Na intervalech
tvaru (w/6,57/6) + 2k, k € Z, je f klesajici. Funkce f ma v bodech 7/6 + 2kn, k € Z,
globalni maxima a v bodech 57 /6 + 2k7w, k € Z, globélni minima - toto vyplyva z vyse
uvedeného; H(f) = (f(5n/6), f(7/6)). Funkce nemé zadné asymptoty.

—
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Pisemna zkouska z matematiky pro FSV (C)

ZS 1997-98

Priklad 1 : Spoctéte limitu

1 n
lim (14 10 bodt
"—m( \/n4+2n3—\/n4+1) ( )

Priklad 2 : Vysetfete konvergenci fady

+oo 3
1 .
E o om (10 bodiu)

n=3

Priklad 3 : Spoctéte limitu

e’ —2sin(% + «
lim (6 )

z—0 tg:c

(10 bodi)

Priklad 4 : Spoctéte derivaci (resp. jednostranné derivace) funkce

f(z) = max{min{cos z, (1/2)},(—1/2)}

ve vSech bodech, kde existuje. (10 bodt)
Piiklad 5 : VySetfete pribéh funkce (bez konvexity)
cos T
= . 2 1
f(z) Py (20 bodi)

Reseni pisemky z matematiky pro FSV (C)

ZS 1997-98

Priklad C1 : Pokusme se nejprve spocitat limitu funkce

1 x
lim {1+ > .
m—>+00( Vat + 213 — Vot + 1

Upravme nejprve vyraz jehoz limitu pocitame:

1 v 1 v
1+ =e lo 1+
( \/:174+2m3—\/1‘4+1> Xp( g(( \/m4+2m3—\/1‘4+1> ))
1
=exp |zlog |1+
p( g( \/x4+2x3—\/x4+1>>

1
log <1 + \/m4—|—2m3—\/w4+1) oy 1

= exp :
\/m4+2m31—\/m4+1 Vat + 223 — Vat + 1

1
lOg (1 + \/m4—|—2m3—\/m4+1> \/-1'4 + 213 + \/.CE4 +1
= eXp T
L 223 — 1

V4223 —/zi+1
1 2 1
IOg (1 + \/a:4—|—2w3—\/a:4~|—1> \/ L+ T + \/ 1+ e
1 : 9 : (*)

_ 1
Vzi4+223 —/zi4+1 z3

= exp




Dale plati:

(1) limz_>0 w — 17
(2) 1lma;_>—|—oo \/a:4—|—2w31—\/w4+1

2 1
_ Va2 /3T _ | R R B
= Mgz 40 2031 = MMy 400 2:10—% —|—oo — Y

1

funkce z — N je na jistém okoli 400 riznd od nuly,

(3) 3—\/(E4+1
(4) exp je spojita na R.

Z (1)—(3) a z véty o limité slozené funkce

log (1 + L )
lim VIRV )y (k)
zteo Vat42x3 —/xi4+1

Vit 2+ 1+
lim =1

T—+00 — =

Dale mame

Z (%), (%%), (xx %) a (4) plyne

. 1
mgr—i{loo (1 * \/124 + 223 —

X
o1
\/a:4+1> B

a tedy podle Heineho véty

. 1
mgl—il—loo (1 * \/77,4 +2n3 —

= €.
\/n4+1>

Priklad C2 : Prokazdé n € N, n > 3 plati 2" > 2n a proto jsou vSechny c¢leny uvazované
rady jsou kladné. Mizeme proto zkusit pouzit podilové kritérium:

3
3 . Qg1 T & s o R e |
p = o——, lim —* = lim %: lim 721:— <1
2n — 2n n—+4o00 @y n——+00 T n—+oo Q — an—tl 2

Rada tedy konverguje podle podilového kritéria.

Priklad C3 : Upravme nejprve vyraz jehoz limitu pocitame

? —2sin(n/6+x) w (em -1 N 1—23in(7r/6—|—a:)>
T

tgx tga:

1 —CcosT \/gsinm
tga:

T xT

1 —cosr 14 cosz \/gsina:
T 1+cosm T

(
sma: . 1 V3sinx
tg:c '

-1+COSZL'_ T

(%)



Vime, ze

(1
(
(
(

) limg,_,o B2 =1,
2) limg o
)
)

smm — 1

3) lim,_,g —_1 =1,
4) lim,_,o COS z=1.
Z (%), (1)=(4) a z véty o aritmetice limit vyplyva

fm e? — 2sin(m/6 + x)
z—0 tgx

=1-+3.

Priklad C4 : Pro funkci f plati
—1/2, z € (2n/3,4n/3) + 2km, k € Z,
flz)= ¢ cosz, z€((n/3,2n/3)U (4n/3,57/3)) + 2kn, k € Z,
1/2, aze{(—n/3,7/3)+2kn,k € L.
Z ptredchoziho vyjadieni vyplyva, ze
f,($):{0, ze(—n/3,n/3)+km k €Z,
—sinz, z€ (r/3,2n/3)+km, k €Z.

Funkce f je spojitd na R a proto mtizeme podle z predchoziho vyjadreni vypocitat jedno-
stranné derivace jako pfislusné limity derivaci:

fL(5m/3 + 2kn
fr(5m/3 + 2kw) = — sm(57r/3 + 2km) =V3/2, k €Z.

fL(m/3+4 2km) = m—>7r/1§r£2k7r+ —sinx = —sin(n/3 + 2kw) = —V/3/2,
fL(m/3 + 2knm) = o }érfzkw_ 0=0,
fi(2m )3+ 2kn) =
f2n/3+ 2km) = — Sm(27T/3 + 2km) = —V/3/2,
fi(4m /3 + 2km) = — sm(47r/3 + 2km) = V/3/2,
fl(4m/3 + 2km) =
( ) =
( )




Priklad C5 : Plati D(f) =R\ {z € Rjcos3x =0} =R\ {n/6+ kn/3;k € Z}. Funkce
f je ve svém defini¢nim oboru spojitéa; f je suda. Dale mame

cos(z + ) —cos —cos COS &

fle+m) = = = = = f(x).

cos(3(x +m)) cos(3x+m) —cos3x  cos3w

Funkce f je tedy m-periodicka. Staci tedy, kdyz jeji prubéh vySetiime na mnoziné
(m/6,7/2) U (w/2,57/6) U (b7 /6,77 /6). Spoctéme limity v ,krajnich bodech:

COS T

lim = —o00,
z—7/6+ COS 3T
cosx —sinx
lim = lim ————— = —1/3, (zde jsme k vypoctu uzili

z—7/2 COS3T  w—n/2 —3sin3x
I"'Hospitalova pravidla, jehoZ pfedpoklady jsou splnény)
coS T

lim = +o0,
z—57 /64 COS 3T
) cos x

lim = —o00,
z—57/6— COS 3T
) cosx

lim = 400

x—7m/6— COS 3T
V kazdém bodé x z defini¢niho oboru f plati

3 cosxsin 3x — sin x cos 3z

f'(@) =

cos? 3x

Pro znaménko f’ plati

f(z)>0e e ((n/6,7/2)U (7, T7/6)) + kr, k € Z,
() <0z e ((n/2,5m/6)U (5 /6,7)) + km, k € Z,
fx)=0&z=Fkr, k €Z.
Funkce f je tedy rostouci na intervalech tvaru (7/6,7/2) + km, (w,77/6) + kn, k € Z;
klesajici na intervalech tvaru (7 /2, 57/6)+kn, (57/6,7)+kn, k € Z.V bodech kr, k € Z,

mé f lokalni minimum. Globalnich extrému f nenabyva, nebot je zdola i shora neomezena;
H(f) = (—o0,—1/3) U(1,00). Funkce f nemd zadné asymptoty.

-8



Pisemna zkouska z matematiky pro FSV (D)

ZS 1997-98

Priklad 1 : Spoctéte limitu

lim n(¥/2—-1). (10 bodi)

n—00

Priklad 2 : VysSetiete konvergenci fady

3 % (10 bodi)

n=1

Priklad 3 : Spoctéte limitu

i —EOSIVE g
z—0+ log(1 + /x)

Priklad 4 : Spoctéte derivaci (resp. jednostranné derivace) funkce
flz) =V1—-e=*

ve vSech bodech, kde existuje. (10 bodt)
Priklad 5 : VysSetiete pribéh funkce

f(z) = (log|z|)® — 3log|z|. (20 bodti)

Reseni pisemky z matematiky pro FSV (D)

ZS 1997-98

Piiklad D1 : Misto limity posloupnosti {n(3/2 — 1)}, poéitejme limitu funkce f(z) =
(25 — 1) v 400. Pokud totiz ukdzeme, e lim,_, o f(z) = A, pak podle Heineho véty
také lim,,_, 4o f(n) = A. Plati

1 log 2
@

. 1 . 2% — . e z —
Jm oZr =1 = lm =1 = lim T log2 = log2.
X

Uzili jsme
: eY—1 __
(1) lim, o =1

2 log2 _ ),

(2) limg— 100
(3) 1282 £ 0 pro kazdé = > 0,
(4) vétu o limité sloZené funkce ve verzi s podminkou (P1).



Priklad D2 : Pro kazdé n € N plati n < 2" < 3" a proto ma uvazovana rada pouze
kladné cleny. Zkusme pouzit podilové kritérium:

2n+1+(_1)n+1 (TL+1)

g = E DT G ST DT (0D
" 3"+ (—1)"’]17 n—o00 Ay, n—+oo 2+ (=1)"n
3 (—1)"n
g+t [ 14(—1)" Tt 2L 14(—1)"tt atd
R G o L2 L (=prir L 2 2
= lim = lim —- lim - =—-1=-.
n——400 2n 14+(—1)" 5% 2n n—+o00 3 n—+oo 1+(-D" 5% 3 3
3n \1+(-D" g% I+(-1)" 3w
Uzili jsme nasledujicich fakti:
(1) limy oo % =0, kde a > 1, k € N;
osloupnost 1(— € omezena.
(2) posloupnost {(—1)"} ] g
Z (1) a (2) vyplyva:
lim (—1)"—— =0, lim (—1)"—— =0,
n——+00 AL n—+00 3n
i _ "+1n_+1 - ; _ n~|-1n__|_1 —
ngr—i{loo( 1) on+l 0, nll)r—lr—loo( 1) 3n+l =0

Zbytek vyplyva z véty o aritmetice limit. NaSe rfada tedy konverguje podle podilového
kritéria.
Priklad D3 : Uvédomme si, ze plati:

(1) limy_o arcsiny _ 4

(2) lim,_, log(1+y) =1,
(3) llmw_>0+ \/E =0,
(4) ,/ Je prostd na svém defini¢nim oboru.

Miuzeme psat

lim _aresin/z 5 arcsin \/x N
im : :
z—0+ log(1 + \/_) z—0+  \/x log(1 + /)

Z véty o limité slozené funkce, (1), (3) a (4) plyne

arcsin \/x
lim 7\/_

z—04+ \/E

Z véty o limité slozené funkce, (2), (3) a (4) plyne

lim log(1 + /)
z—04 \/E

=1.

=1.

Véta o aritmetice limit pak dava

lim arcsin \/z N

=1.
z—=0+  \/x log(1 + /)




Piiklad D4 : Ziejmé D(f) = R. Plati (v/z)' = 3= pro & > 0. Vzhledem k tomu, Ze
1— e =0z =0, tak pro kazdé z € R\ {0} mame

2
Fla) = gy e
2{1—e=

V bodé 0 pocitejme derivaci funkce f podle definice:

pof@) = fO) L VI—e

z—0 x—0 z—0 T

Vypocet posledni limity provedeme nejprve zprava a pak zleva.

Uvédomme si, ze
(1) limy o4
(2) limg_yo —22 = 0,
(3) —z2 =02 =0,
(4) ,/ Je spojité na svém definiénim oboru.

y_
eylzl7

_ 22

Z véty o limité slozené funkee, (1), (2) a (3) plyne lim, o4 S—* = 1. Odtud, z (4) a
véty o limité sloZzené funkce obdrzime

. e~ — 1
ST T
Obdobné dostaneme
1—e=* e~ — 1
/ I — 1 _ —
f_ (0) o m1—1>r(r)l— T m1—1>r(r)l— — 2 L

Derivace funkce f v bodé 0 tedy neexistuje. Plati totiz f/ (0) =1, f.(0) = —1.

Priklad D5 : Snadno zjistime, Ze D(f) = R\ {0}. Funkce f je suda. Zkoumejme tedy
funkci f zatim pouze na intervalu (0, +00). Pak mame f(z) = (logz)3 — 3log .
Spoc¢téme limity v ,krajnich bodech*.

lim f(z) = lim logz((logz)* —3) = (—o0) - (+00) = —o0,

z—04 z—04
. T 2 _ . _
i f(e) = lim loga((logz)? = 3) = (+00) - (+30) = +oc,

Pro kazdé x > 0 plati

)= 2(osa)? =1) & ['(@)= p(~(loga)” +2loga + 1)



Zkoumejme znaménko prvni derivace:

Fl(z) >0 3 (0, é) U (e, +00)

Fla) < 0o e (%,e)

1
flley=0eze{- e}
e
Pii zkoumén{ znaménka f” sta¢i zkoumat znaménko vyrazu —(logz)? + 2logz + 1.

ffz) >0 1€ (61_\/5, eH"/E)
F'(z) <0 e (0,e V) U (e"V? +00)
f”(l’) — 0 € {el—\/ﬁ7el+\/§}_

Uvazujme nyni cely defini¢ni obor funkce f. Z predchoziho plyne:
e Funkce f je rostouci na intervalech (0,1), (e,+00), (—e, —21) a klesajici na intervalech
(=00, =€), (=1,0), (%,e). Funkce f mé lokdlni maxima v bodech 1 a lokdlni minima v
bodech +e. Globalniho maxima a globalniho minima nenabyva.
e Funkce f je konvexni na intervalech (—e“’ﬂ, —el_ﬁ), (el_ﬂ,eHﬁ) a konk4vni na
intervalech (—oo, —eXtV2), (—e1=V2,0), (0,e!7V2), (e!TV2, +00). Body +eltV2, Lel=V2
jsou inflexnimi body f.

Vzhledem k tomu, Ze limg,_, 1 oo fgcw) =0 a lim;_, 1o f(x) = +o00 f nemd asymptotu v
+o00. Ze sudosti f vyplyva, ze f nemd asymptotu ani v —oo.

Takto vypadd graf funkce f:




Graf f v trochu jiném pohledu:
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Pisemna zkouska z matematiky pro FSV (E)

ZS 1997-98

Priklad 1 : Spoctéte limitu

I log(1 +2™)
n—l>I~II—IOO \3/'”3 _I_ nz )

Priklad 2 : Vysetfete konvergenci fady

(10 bod#)

400

ST(Vrd+1-vn3—1) (10 bodi)

n=1

Priklad 3 : Spoctéte limitu

1

oz T\ %
lim< +8) . (10 bodd)

r—0 2

Piiklad 4 : Spoctéte derivaci (resp. jednostranné derivace) funkce

1
+ z2

f(x) = arccos .

ve vSech bodech, kde existuje. (10 bodt)
Priklad 5 : VysSetfete pribéh funkce

f(z) = arctg(sinz). (20 bodu)

Reseni pisemky z matematiky pro FSV (E)

ZS 1997-98

Priklad E1 : Pocitejme:

i log(1+2") i log(2"(1+ 5+)) i nlog?2+ log(1l+ )
n_l)I_’I_loo n3 + n?2 o n—l)I—ll—loo /n3 + n? o n—1>1—}—100 /n3 + n?
nlog 2 P log(1 + 57)
nrboo /B L2 | nokeo nd 1 n2
log 2 o log(l+ 57

n—+oo 3 1+ 1 n—+oo +/n3 _|_n2
n

P1i vypoctu jsme, mimo jiné, pouzili vétu o aritmetice limit a spojitost logaritmu.



Pi#iklad E2 : Oznaéme a,, = vVn3 + 1 — v/n3 — 1. Plati:

2 2
an > 0 pro kazdé n € N a a,, = < n € N.

V314 VP =1 03/

Rada
rada.

n= 1

Priklad E3 : Pisme

9z 4 8o\ ¥ o (Lo (S
= X — .
2 PA\z %\

Spocitejme nejprve limitu

_log(Z45) log(24%) 27 4+8° -2
il—% T _1 —0 290"'836—1 - 2x
log(££8%) 27487 9
ey Mg, et

P1i vypoctu prvni limity jsme vyuzili

(1) limy 1 5 =1,

(2) vyraz ££5° je na jistém okoli 0 rizny od 1,

(3) vétu o limité slozené funkce.

Rovnost 2% Lg% _9
lim —— =log4
x—0 2,’L’

je mozno odvodit pomoci I’Hospitalova pravidla nebo také takto:

. 224 8% -2 1 22 -1 1 8% —1
lim — = lim — - + lim — -
z—0 2x z—0 2 €T z—0 2 €T
) 1 €w10g2_1 1 ewlogS_l
T rlog2 082 TIMS T logs 188
1
= 5(10g2 + log 8) = log 4.
Zde jsme uzili vétu o limité slozené funkce, znamou limitu hmy_m y = 1, prostotu

zobrazeni x — xlog2, x — xlog8 (viz podminka (P1) ve vété o limité sloZené funkce) a
vétu o aritmetice limit.
Predchozi vypocty spolu se spojitosti exponencidly davaji

2T x %
lim ( +38 > =4,
2

r—0

Priklad E4 : Zkoumand funkce je definovana na celém R a je na R spojita. Je-li x # 0,
mizeme f'(z) vypocitat pomoci véty o derivaci slozené funkce:

-1 —2x 2sgnx
() = =

L (P ()T




V 0 vypoéitame jednostranné derivace pomoci limity derivace (pfedpoklady p¥islusné véty
jsou splnény):

) 2sgnwx 1
' (0) = lim = —,
f~|—() a:—>0—|—(1—|—$2) 22+ 2 \/§
2 1
F0) = 1 sgn x

im = ——.
2=0— (14 22)\/22 + 2 V2
V 0 tedy derivace neexistuje.

Priklad E5 : Plati: D(f) =R, f je spojitd na R, 27-periodicka a lichd. Spoc¢téme derivace
a zkoumejme jejich znaménka:

COS T
f’(:c):m, r €R,

1 +sin®x + 2cos?
(1 + sin? z)2
f'(x)>0& z e (—n/2,7/2)+ 2km, k € Z,
fl(z) <0z e (n/2,3n/2) + 2kn, k € Z,

fllx)=0c=n/24+knr, ke€Z,
f(z) >0& x e (m2n)+ 2km, k€L,
f(z)<0& ze(0,m)+ 2k, k € Z,
ffz)y=0z=Fkn, keZ.

f'(z) = —sinz - , z €R;

/

8

Z vySe uvedeného vyplyva, ze f je rostouci na intervalech tvaru (—x/2,7/2) + kn, k € Z,
klesajici na intervalech tvaru (w/2,37/2) + kn, k € Z; v bodech n/2 + kr, k € Z, ma
f globalni maxima a v bodech 37/2 + kn, k € Z, ma f globdlni minima. Funkce f je
na intervalech (0,7) + kn, k € Z, konkavni a na intervalech tvaru (rw,27) + km, k € Z,
konvexni, v bodech k7w, k € Z, ma f inflexni body; H(f) = (—n/4,7/4); f neméa zadné
asymptoty.

Takto vypadd graf funkce f:







Pisemnda zkouska z matematiky pro FSV (F)

ZS 1997-98
Priklad 1 : Spoctéte limitu
lim ( 1)”7”3 vn (10 bodi)
im (— . odi
1— 00 n3 + 2{‘/ﬁ

Priklad 2 : Vysetfete konvergenci fady

R arctgn
> . (10 bodu)

n

n=1

Priklad 3 : Naleznéte a, b € R takova, ze

lim /23 + 2 —ar—b=0. (10 bodu)

Tr—r0o0

Piiklad 4 : Spoctéte derivaci (resp. jednostranné derivace) funkce

f(m):{acz (sin%—l—cos%) pro x # 0,

0 pro x = 0,

ve vSech bodech, kde existuje. (10 bodu)
Priklad 5 : Vysetfete pribéh funkce

f(z) = (% + 2z + 1)e”. (20 bodi)

Reseni pisemky z matematiky pro FSV (F)

ZS 1997-98

Priklad F1 : Spocitejme nejprve tuto limitu
35
lim M
n—oo N3 4 2{’/7;
Plati

Zde jsme vyuzili vétu o aritmetice limit a lim,, ,o, /n = 1. Z vySe uvedeného a véty o
limité vybrané posloupnosti vyplyva, ze
i (2n)3 */2n . i (2n +1)32""/2n +1 .
im ————— = a im — =—1.
n—oo (2n)3 + X/2n n—oo  (2n+41)3 4 *"R/2n+1




L n33/n
To znameni, ze lim ————
n—oo 3 + X/n

neexistuje.
Priklad F2 : Funkce arctg je ve svém definié¢nim oboru rostouci a proto

Vn e N: 0 <arctgl < arctgn

a také

tgl t
arctgl _ arctgn

(%) VneN: 0<
n

Rada Y72 | L diverguje a proto diverguje i fada y .-, %—1 Odtud, z (x) a ze srovnava-

e LR 7 7 4 v o0 . .
ctho kritéria dostavdme, Ze fada Y .. | #4E% diverguje.

Piiklad F3 : Zde nejde o nic jiného, neZ o urdeni asymptoty k funkci x — Va3 +x v
+o00. Pocitejme:

Va3 3 1
lim VI AT _ lim {/1+-—5=1 (=a);
T —+00 €T T —+00 €T

3 2 3 1 2

lim Y3 +z—z= lim (3/7x3+m_$)'($ —l-ﬂf)z—l-(x ~|—:c)?:c+a:

z—400 z—400 (.CE?’—{—.’L')g + (.’L’3+ZL’)§ZE—|—.’L'2

. T
= lim 5 .
T—~+00 ($3+$)5+(l‘3+$)§$+1}2
1 1

= lim =0 (=0b).

T—~+00 (x% —|—g;_%)§ + (373 —|—q;)% +x - 400
Regenim tlohy jsou &islaa =1ab=0.
Priklad F4 : Pro = # 0 plati

1 1 1 1 1 1
/ . 2 .
z) = 2zx(sin — +cos —) + x°(—— cos — + — sin —).
() = 2u(sin ~ + cos =) + 23 (~ =5 cos — + — sin )
Tento vztah vyplyva z véty o aritmetice derivaci a véty o derivaci slozené funkce. V bodé
0 pocitejme derivaci z definice, tj. poc¢itejme limitu

— 1 1
lim ) = J(0) = lim z(sin — 4+ cos —) = 0,
z—0 x—0 z—0 T €T

nebot lim, oz = 0 a funkce z — (sin % + cos 1) je omezend na jistém prstencovém okoli

bodu 0. Plati tedy f(0) = 0. ’

Priklad F5 : Snadno zjistime D(f) = R a f je na R spojitd; f(z) = 0 & z = —1;
limg s 400 f(x) = 400 a limgy—, oo f(z) = 0. Funkce f neni licha, neni sudd a neni perio-
dicka. Pro f’ plati

f'(z) = (2% + 42 + 3)e”, z € R



Pro znaménko f’ mame

f(z) >0& x € (—o0,—3)U(—1,00),
flxz)<0&xe (=3,-1),
fz)=0& e {-3, -1}

Zabyvejme se jesté druhou derivaci f a jejim znaménkem:

f"(x) = (2% + 62 + 7)e?, reR;
f"(x) >0 ez e (—o00,—3 —V2)U (=3 +v2,00),
f'z) <0eze(=3-v2,-3+2),
fl(z)=0ezec{-3-v2 -3+2}.

Z vyse uvedeného vyplyva, ze funkce f je rostouci na intervalech (—oo, —3) a (—1, +00);
f je klesajici na intervalu (=3, —1); v bodé —3 ma lokdlni maximum a v bodé —1 globalni
minimum; globélniho maxima se nenabyva; H(f) = (0,400). Funkce f je na intervalech
(=00, =3 — v/2), (=3 + /2, +00) konvexni a na intervalu (—3 — /2, =3 + v/2) je konkavni.
Body —3 —v/2, —3+4 /2 jsou inflexnimi body f. Funkce f ma v —oo za asymptotu funkci
z+— 0av +oo f asymptotu nema.

Toto je graf funkce f:







Pisemna zkouska z matematiky pro FSV (G)

ZS 1997-98

Priklad 1 : Spoctéte limitu

(n+4)1%° — (n4 3)1%

nli}rgo (n -+ 2)100 — 100 (10 bodt)
Priklad 2 : VysSetiete konvergenci fady
Wn+7
Z cos(nr) vin + (10 bodit)
n=1 \/ﬁ n+1
Priklad 3 : Spoctéte limitu
SIMVEFLZ V) 4 hodi)

im :
g—+oo \/x +2 —x +1
Priklad 4 : Spoctéte derivaci funkce
fla) =2

pro kazdé x > 0. (10 bodt)
Priklad 5 : Vysetfete pribéh funkce

f(z) = arctgx — x. (20 bodi)

Reseni pisemky z matematiky pro FSV (G)

ZS 1997-98
Priklad G1 : Plati:
100 100
100 . 100 .
(4 4)100 _ (4 3)100 — Z ( ) >n100—g4g B Z ( ) >n100—j33
=0 v 7 j=0 N/
100

100 j
— Z( > 100-3 (47 — 37) = 100n° + Py(n);
(n +2)19% — n1%0 = 2000 4 Py(n),
kde P, P, jsou polynomy stupné ostie mensiho nez 99. Pro tyto polynomy tedy plati

P
lim M =0, lim M

n— 00 7’7,99 n—00 7’7,99

= 0.



Dostavame tak:

y (n+4)100 . (n—|—3)100 o 100 + P:ngg) 1
T 2 o~k g Begg —
(n+2) n 200 +

Priklad G2 : Pouzijeme Leibnizova kritéria:

e fada ma pozadovany tvar, nebot cos(nm) = (—=1)", n€ Na

NS
vt

7
N Vit w

e lim lim ——— = 0 (pouzili jsme vétu o aritmetice limit a také
n—00 \/ﬁ‘ /n+1 n—00 n-+1 (p J

spojitost odmocniny);
e nerovnost ¢, > cpy1, N € N, je ekvivalentni s nerovnosti (n + 7)(n +2) > (n +
8)n, n € N; posledni nerovnost plati, jak se lze snadno presvédéit po roznasobeni.

Cp = > 0;

Nase rada tedy konverguje podle Leibnizova kritéria.

Priklad G3 : Upravme nejprve vyraz jehoz limitu mame spocitat, pritom budeme pied-
pokladat, ze z > 0.

sin(ve 1 - V&) _sin(ye F1-va)  Vadl- Ve
Vr+2—+yr+1 Ve+l—-vz Vr+2-Vr+1
sin(Ve+1—vr)  Vetl-Ve Vetl+yz Vet2+ o+l
Vitl-yi Vi+t2-va+l Vatl+yz Vot2+vVr+l
sin(ve +1— Vo) Ve+2+Vo+1
Verl—i  Vatlt oz

:Sin(\/aT—\/E),\/”%*\/Hl
ve+l-ve 1+21+1

Vyraz /& + 1 — y/x je pro z > 0 rizny od 0 a

hm (VCE"I' _\/_) wg—FOO\/JT—I—\/_

... . . ... siny
Pouzijeme-li zndmou limitu lim

1 = 1 a vétu o limité slozené funkce ve verzi s pod-
Yy— Yy

minkou (P1), dostaneme

lim sin(voz + 1 —+/x)
Tr—+00 \/QT—\/E

Véta o aritmetice limit potom dava:

i SVt - Ve VL+ V! T 1.1 =1

voteo Vo+l—\/r 1+ 241
x

=1.




Priklad G4 : Spoctéme nejprve

1
(2%)" = (108 %) = grloB® (1 logx + - ;) = 2"(logx + 1), z > 0.

Pak dostavame

) I G Tl (S ey
xr

=3 (z°(logz + 1) logw + 2°71) x> 0.

P1i vypoctech jsme vyuzili vétu o derivaci slozené funkce, vétu o derivaci soucinu a faktu,
ze derivované funkce maji ve svych defini¢nich oborech vlastni derivace.

Priklad G5 : Plati: D(f) = R; f je spojitd na R; f je licha a

lim f(z)= -0, lim f(z)=4oc0.

r—+00 T——00

Spocitejme prvni a druhou derivaci f a zkoumejme jejich znaménko:

1 —2x
() = —— — 1 R; "z) = —— R;
fi(z) .2 , xeR; f(x) (15222 reR

Z vySe uvedeného vyplyva, ze funkce f je klesajici na R a nemd zadné extrémy; f je

konvexni na intervalu (—oo,0), konkavni na (0,400) a 0 je inflexnim bodem; H(f) = R.
Spocitejme jesté asymptoty f:

lim L) _ ml(wmx—gz—h

Tr——+00 T T —+00 €T

li = i tgx = m/2;
i (f(z) +0) = lim_arctga = /2

T—rT00
lim M = lim (w — 1> = —1,

r——00 I T——00 €T
a:BIEloo(f(x) +x) = wEIElOO arctgr = —m /2.

Funkce f ma v +00 asymptotu y = —z + 7/2 a v —00 mé asymptotu y = —x — 7 /2.



Toto je graf funkce f:




Pisemna zkouska z matematiky pro FSV (H)

ZS 1997-98

Priklad 1 : Spoctéte limitu

lim Y/n2+4n3+nt+2"+37+47. (10 bodd)

n—00

Priklad 2 : Vysetfete konvergenci fady

0 5
3 g—n (10 bodiy)

n=1
Priklad 3 : Spoctéte limitu

sin(tg )

. 10 bods
z—0 arctg(arcsin x)) (10 bodd)

Priklad 4 : Naleznéte A, B, C' € R, aby

2 arct CoST +110 2+sinz\’ Acosz+ Bsinz
I‘ [— — p—
V3 8 V3 1°°%2 sinz C + cos2x

pro vSechna z € R.
Priklad 5 : VysSetiete pribéh funkce

f(z) = arcsin (sin (3”7‘”» (20 body)

42 + 2

Reseni pisemky z matematiky pro FSV (H)

ZS 1997-98

n

2
Priklad H1 : Vime, Ze pro k € N plati lim —- = +o00. Odtud plyne, Ze existuje ng € N

n—oo N
takové, ze

VneNn>ng: n2<n®<nt<2m<3"<4am

Plati tedy

VneNn>ng: 4< Yn2+n3+nt+27 437 + 47 < 43/6.

Vime, ze plati lim V6=1a proto podle véty o dvou policajtech dostavame

n— 00

lim  Y/n2+n3+nt 427 430 4 4n = 4,

n—4+oo



Priklad H2 : Vsechny c¢leny uvazované fady jsou kladné, muZzeme proto zkusit pouzit
podilové kritérium:

5
n® . Gyt = 1 (n +1 > o
m = m =

=—-<1.
o n 5

Rada tedy konverguje podle podilového kritéria.

Priklad H3 : Vime

. sing __
(1) limg_o 2% =1,
arcsinx __ 1
= =

3) limg_,o ¥BL =1,
4) lim,_o B2 =1,
lim, g tgx =0,
lim,_,g arcsinx = 0,

w T

)
)
73 tg je prosty na (=%, %),

Y

272
arcsin je prosty na (—1,1).

sin(tg ) . sin(tgz) tgx arcsin x .
= 111m =
z—0 arctg(arcsinxz) «—0 tgxr  z arcsinz arctg(arcsinx)

Y

nebot plati (2), (4), limg_ % = 1 (podle véty o limité slozené funkce, (1), (5) a (7))

415 arcsin
a také limg o arctg(arcsin z)

funkci, (3), (6) a (8)).

= 1 (podle véty o limité slozené funkce, vété o limité podilu

Priklad H4 : Spoctéme nejprve derivaci na levé strané rovnosti. Po tpravé dostaneme,
ze pro kazdé x € R plati

2 ; CoS T +11 24+ sinx " 9cosx — 4sinx
— arc -1lo = .
V3 & V3 4 g2—sina: 7+ cos 2z

P¥i tpravach je tieba uzit vzorecku cos? z = (1 + cos2z). Stalf tedy volit A =2, B =
4, C=T.

3
Priklad H5 : Polozme g(x) = % VysSetfeme nejprve pribéh funkce g. Plati:
T

D(g) =R; limz— 400 g(x) = 0; limy—, _ oo g(z) = 0. Funkce g je lichd a spojitd na R.
Pro kazdé x € R plati

1— 222 z(22% — 3)
/ -6 " _ )
1 1
") >0 r€ (——, —),
g'(a) 7575
1



Funkce ¢ je na intervalech (—oo, —%), (%,—1—00) klesajici Na intervalu (—%, %) ros-

touci. V bodé % je globalni maximum funkce g, v bodé —7 je globalni minimum funkce

g. Plati také H(g) = (g(~ %), 9()) = (~ 2%, Bo).

g"(x) >0 2 e (- \/go)u(\/zﬂtoo)
g"(r) <0& z € (—o0, \/7 \/7
()—0<:>m—0\/> \/7

Funkce g je konvexni na intervalech (—\/g ,0), (y/2, +00). Funkce g je konkdvni na inter-

valech (—oo0, —\/g), (0, \/g) Body 0, \/g, —\/g jsou inflexnimi body funkce g.

Graf funkce g vypada takto:

Vratme se nyni k funkci f. VSimnéme si, ze H(g) C (—m, 7) a
11
g(ﬂ?) S <_7T/277T/2> < T (—OO, _1> U <_§7 5) U <17 OO)

Plati proto:
—m—g(x), =€ (-1,—3)
flx) =4 g(2), w € (=00, ~1) U (=3, 3) U(l,0)
T—yg(x), z€(3,1).

Nyni je snadné zjistit, Ze funkce f je rostouci na intervalech (—1, —%), (—-1,3), (\}5, 1);

[ je klesajici na intervalech (—oo, —1), (—%,—%), (%, %), (1, +00); v bodech 5, 1 ma

f globalni maximum; v bodech —%, —1 méa f globalni minimum; v bodé ﬁ ma f lokalni



minimum a v bodé —% lokalni maximum; f je konvexni na intervalech (—
(\/g, 00), (—\/g, —1); f je konkévni na intervalech (—oo, —\/g), (-1,

body 0, \/g, —\/g jsou inflexnimi body funkce f.
Toto je graf funkce f:

—_

)7
);

%70)7 (%7
1 1
2

_5)7 (07 )7 (17

W




Pisemna zkouska z matematiky pro FSV (I)

ZS 1997-98

Priklad 1 : Spoctéte limitu

log(n? +n + 1) — log(n? + n)

lim 10 bodt
n—00 Vnt+2—-vnt+1 ( )
Priklad 2 : VysSetiete konvergenci fady
+o0
. 10 bodi
nz::l Ty (10bodd)
Priklad 3 : Spoctéte limitu
lim S0 O E (10 bodd)

z—0 e’ —1
Priklad 4 : Spoctéte derivaci funkce (resp. jednostranné derivace)
f(z) = max{z + 4 arctg(sinz), =}

ve vSech bodech, kde existuje. (10 bodiu)
Priklad 5 : VysSetiete pribéh funkce

f(z) = (z — 1) exp (1%) . (20 bodi)

Reseni pisemky z matematiky pro FSV (I)

ZS 1997-98

Priklad I1 : Vyraz jehoz limitu mame spocitat nejprve upravime:

log(n® +n+1) —log(n*+n) _log(l+ ) o

(Wit + 2+ Vnt 1)

Vvt +2—vnt 41 T 1
log(1+nz+n) Vit +24+Vnt+1
nzi—n n? +n
log1+ 2+n \/1 n4+\/1 + 25

144

Vzhledem k tomu, ze plati

(1) Timy, o 80 — 1,
(2) limp 400 py = 0,

(3) n21+n # 0 pro kazdé n € N,




miizeme podle véty o limité slozené funkce a Heineho véty psat

log(l + ﬁ)

n24n

= 1.

im
n—o0

Z véty o aritmetice limit a spojitosti odmocniny plyne

JitZ+1+&
2.

lim i =
n—+oo 1+ -

Dohromady pak mame

2 _ 2
fm log(n® 4+ n+ 1) — log(n® +n)

= 2.
n—00 Vnt+2-—vnt+1

Priklad I2 : Cleny uvazované fady jsou kladné a pouZzijeme-li podilové kritérium, dosta-
neme:

1. 3n+1 _|_4n—|—1 4n + 5n
n_l)I_}_loo 4n+1 + 5n—|—1 3n + 4n
A

= lim - i =-<1.
n—>+oo4gj1+5 sS+1 05

Zkoumand rada tedy konverguje podle podilového kritéria.

Priklad I3 : Limita citatele a jmenovatele je rovna 0 a funkce ve jmenovateli i ¢itateli
maji v kazdém bodé vlastni derivaci. Pokusme se tedy pouzit 1’Hospitalovo pravidlo:

. sinz —xcosx 2 .. COST —COST +xsing . sin x 1
lim 3 = lim 3 = lim — = _.
z—0 er” — 1 z—0 er® . 32 z—0 e%” . 31 3

Vzhledem k tomu, zZe limita podilu derivaci existuje, tak je i prvni rovnost v predchozim
vypoctu v pofadku a vysledek je roven 1/3.

Priklad 14 : Pro hodnoty funkce f plati

x + darctg(sinz), € (2km, (2k+ 1)), k € Z,

flz) = { . z e ((2k+ )m, 2k +2)7), k € Z.

Odtud jiz mizeme vypocitat hodnotu derivace vSude mimo body ve tvaru kn, k € Z:

14sin? z?

() { 1+ 42252 x € (2km,(2k+ 1)7), k€ Z,
) =
1, x € ((2k+ V)m, (2k + 2)7), k € Z.



Funkce f je na R spojita a jednostranné derivace v bodech kw, k € 7Z, lze tedy pocitat

pomoci limit derivaci:

P Okn) = i / — i 1 4& =95,
f—|—( 7T) w_>12r]£lﬂ-_|_ f (,Z') m—>12r1£l7r~|— ( + 1+ SiIl2 T
/ o . / o . _
fOkm = A S = g 1=t
ks i — & 1+4ﬂ>:
- ) £ 2kt 1) f@) oms (2 1) ( L +sinz
f+(( + )ﬂ-) w_>(2]1<;1:r|_11)7r_|_f (-T) a:—)(211421~1|-11)71'+

-3,

Z vyse uvedeného vyplyva, ze funkce f v bodech tvaru km, k € Z, neméa derivaci.

121

107

‘ ‘
10 12

Priklad I5 : Plati D(f) =R\ {—1}; limz— 400 f(x) = +o00, limy,_o f(z) =

hmm—)—l— f(-T)
ani lichd, ani periodické. Spoc¢téme f’ a f” a prozkoumejme jejich znaménko:

oy 2B+ ) :
f'@) = G gz o/ 4 ), we D)
/ bz +3 )
f'@)= gy gy o/ (1), w e D)
f(z) >0& x € (—o0,—3)U(0,+00),
f(x)<0&ze(=3,-1)U(-1,0),
fx)=0&xe{-3, -1}
f(z) >0& x e (=3/500),
f'(z) <0z e (—oc0,—1)U(—1,-3/5),
f'(x) =0< x e {-3/5}.

—0Q,

—00, limg—,_14 f(z) = 0. Funkce f je spojita na D(f), ale neni suda,



Funkce f je tedy rostouci na intervalech (—oo,—3) a (0,+00); klesajici na intervalech
(—=3,—1) a (—1,0). V bodé —3 mé f lokalni maximum a v bodé 0 ma lokalni minimum.
Globélnich extrému funkce f nenabyva. Funkce f je konkavni na intervalech (—oo,—1) a
(—1,—3/5); na intervalu (—3/5, 400) je konvexni; bod —3/5 je inflexnim bodem. Pro obor
hodnot plati: H(f) = (—oo, —4exp(3/2)) U (—1, +00). Urfeme jesté asymptoty:

I x—1 €T
im ex =e
T——00 I P 1+x ’

) T
xgr_noo {(a: —1)exp (1—|——$> - em}

I ! 1 a

= lim Sex|exp| — — —ex

T——00 P 1+« P 1+«

1
, —ex XP <_ 1~|—a:) -1 T
= lim . — exp = —2e

z——oco | 1+x _H—Lw 1+=z

Funkce y = ex — 2¢ je tedy asymptotou funkce f v +o00 i —o0. Zde je graf funkce f:

20T

10T

—20+

—304



Pisemna zkouska z matematiky pro FSV (J)

ZS 1997-98

Priklad 1 : Spoctéte limitu

lim (n* + (—1)"n?) sin (" i 1) . (10 bodd)

n—00 7’7,5

Priklad 2 : VysSetiete konvergenci fady

400

S (-1 S;n\(r) (10 bodi)

n=1

Priklad 3 : Spoctéte limitu

smw
lim 710g ( ) .
z—0 ,CL'Z

(10 bodt)
Priklad 4 : Spoctéte derivaci funkce (resp. jednostranné derivace)
f(z) = max{z® — 1,2° 4+ z}

ve vSech bodech, kde existuje. (10 bodi)
Priklad 5 : VysSetfete pribéh funkce

f(z) = arctg (;?) + |z|. (20 bodi)

Reseni pisemky z matematiky pro FSV (J)

ZS 1997-98

Priklad J1 : Vyraz jehoz limitu mame spocitat nejprve upravime:

. _I_l
(n* + (—=1)"n*)sin (n + 1> n* + (=1)mn® nt sin (%K

5 4 ’ 5 ' +1
n n anH "nS
1 1 sin (2EL
N (1 * (_1)n_2) S TS+T1L5 )
n n e

Vzhledem k tomu, ze plati

(1) lim,_, siny

(2) limy,— 100 ;;1 =0,

(3) kL =£ 0 pro kazdé n € N,




miizeme podle véty o limité slozené funkce a Heineho véty psat

. n+1l
poosin ()
"
n—+oo n;;

Posloupnost {(—1)"} je omezend a lim,,—, oo -7 = 0, proto lim,—, 4o (—1)" -5 = 0. Dohro-
mady pak mame

Ca ey (LY e L) ntl sin(5F)
Jim (7 + (—1) n)Slﬂ( oy )—nlggo(lﬂ 1) n2> - nfl
=1-1-1=1
Priklad J2 : Plati nasledujici odhad:
sin(n) 1
VneN: [(-1)" < .

Zkoumanad tfada je absolutné konvergentni a tedy konvergentni — toto plyne ze srovnavaciho

] v v “+o0 1 . .
kritéria a faktu, Ze fada »_ wm e konvergentni.

Priklad J3 : Limita citatele a jmenovatele je rovna 0 a funkce ve jmenovateli i ¢itateli
maji v jistém prstencovém okoli nuly vlastni derivaci. Pokusme se tedy pouzit I’'Hospitalovo
pravidlo:
- IOg su;m : sirfm . cosm-gz—smm .
z—0 12 z—0 2x z—0 sin 223

T L COST —SInT

Limitu druhého ¢initele zkusme spocitat opét podle "'Hospitalova pravidla (predpoklady
jsou splnény!):
rcosx —sinx - COST — xsinT — cosx —sinz

lim ——— = lim = lim
z—0 2x3 z—0 612 z—0 T

Vzhledem k tomu, ze limita podilu derivaci existuje, tak je i prvni rovnost v predchozim
vypoctu v poradku. Totéz lze Tici o prvnim pouziti 'Hospitalova pravidla a dostavame

log SRz
lim —2 & — 1/,

r—0 .172

Priklad J4 : Pro hodnoty funkce f plati

B -1, z € (—o0,—1),
flw) = { > +x, x€(—1,+00).

Odtud jiz mizeme vypocitat hodnotu derivace vsude kromé bodu —1:

f(a) = { 322, z € (—o0, —1),
322 +1, € (—1,+00).



Funkce f je na R spojitd a jednostranné derivace v bodé —1 lze tedy pocitat pomoci limit
derivaci:

fl(=1)= lim f'(z)= w_131_111+(3a:2 +1) =4,

T——1+
I (1) — : / _ : 2 _
Ji=1) = lim f(z)= lim 3> =3.

7 vyse uvedeného vyplyva, ze funkce f v bodé —1 nema derivaci.

Priklad J5 : Plati D(f) = R\ {3}; limyoy 4o f(z) = +00, limyy_oo f(z) = +00,
lim, 3 f(x) = —7w/2 4+ 3, limz— 34 f(x) = 7/2 4+ 3. Funkce f je spojitd na D(f), ale
neni suda, ani licha, ani periodicka.

Spoc¢téme f’ viude, kde existuje:

M, z e (0,3)U(3,+00);
f’(a:) — { r?—6x+10 ( ) ( )

w2—6w+11
~a?—6a+10° L€ (—00,0).

Funkce f je v bodé 0 spojitd a proto tam miizeme pocitat derivaci pomoci limity derivace:

2_6x+9 9
'(0) = lim = T2 _ 2
S0 = i et 10~ 10
7(0) = lim 2 —6rx+11 11

20— 22— 6z +10 10

V bodé 0 tedy f nema derivaci. Pro znaménko derivace plati:

() >0z e (0,3)U(3,+00),
() <0<z e (—o0,0).
Funkce f je tedy na intervalu (—oo, 0) klesajici a na mnoziné (0, 3) U (3, 0o) je rostouci (viz
vypocet limit v bodé 3!). V bodé 0 ma f globalni minimum. Globalniho maxima nenabyva.
Spoc¢téme f':
2¢ — 6
(22 — 6z + 10)2

f(x) = x € (—00,0) U (0,3) U (3,00).

Pro znaménko f” plati

() >0& x e (3,+00),
() <0& x e (—o0,0)U(0,3).

Funkce f je konkavni na intervalech (—oo,0) a (0, 3); na intervalu (3, +00) je konvexni.
Pro obor hodnot plati: H(f) =) arctg(—1/3), +00). Urfeme jesté asymptoty:

lim f(z)/z=1, lim (f(z)—2)=0

r—400 T—400
im  f(z)/r=-1,  lim (f(z)-=z)=0.

Funkce y = x je tedy asymptotou funkce f v +o00 a funkce y = —x je asymptotou v —oo.



Zde je graf funkce f:




Pisemna zkouska z matematiky pro FSV (A)

LS 1997-98

Priklad 1 : Najdéte TeSeni soustavy rovnic a spoctéte determinant soustavy.

r+2y+32+4t=1
20 —2y+ 32 —3t= -5
T+ y+ z+ t=5
4o 43y —52+2t=3

(10 bodi)

Priklad 2 : Urcete defini¢ni obor funkce f, spoctéte jeji parcialni derivace vsude, kde
existuji a napiSte rovnici te¢né roviny v bodé [0, 1];

f(z,y) =+/y+sinz. (10 bodt)

Priklad 3 : Ukazte, Ze rovnice
sin(zy) + cos(zy) =1

urcuje v jistém okoli bodu [, 0] implicitné zadanou funkci (proménné x). Spoctéte prvni
a druhou derivaci této funkce v bodé . (10 bodu)

Priklad 4 : Naleznéte maximum a minimum funkce f (pokud existuji) na mnoziné M.
fla,y) =2ty  M={[z,y] € R* 2* +y* <16,2 > 1}
(15 bodi)

Priklad 5 : Naleznéte primitivni funkci

% 15 bodd)

x2\/x2 +1

Reseni pisemky z matematiky pro FSV (A)

LS 1997-98
Priklad A1l : Gaussovou eliminaci obdrzime feSeni z = -3, y =13, z = 2, t = —T.
Spoc¢téme determinant
1 2 3 4 1 1 1 1 1 1 1 1
2 -2 3 =3 |1 2 3 41 (0 1 2 3
11 1 1] |2 -2 3 =3/ |0 -4 1 -5
4 3 -5 2 4 3 =5 2 0o -1 -9 =2
11 1 1
01 2 3
|00 9 7 = 58.
0 0 -7 1




Priklad A2 : Funkce f je definovina na mnoziné M = {[z,y] € R?; sinx +y > 0}. V
bodech, kde y + sinz > 0, mtzeme pocitat derivaci ,podle vzoreckt*:

0
O (9 = 3y +sina)

of . Lo
5y ) = 5y +sine) 73,

_1
2 . COoS,

-

V bodech kde y+sin x = 0 nemtize parcialni derivace f podle y existovat. Parcidlni derivace
podle z muZe existovat jen v bodech tvaru [37/2 4 2kn, 1],k € Z. Zkusme pocitat podle
definice

of

o (3m/2+ 2w, 1) = limy f(3m/2 + 2km +¢,1) — f(3m/2+ 2k, 1)

t
i V1 +sin(37/2 + 2km + t)
t—0 t
. V1 —cost
= lim ———.
t—0 t

Posledn{ limita neexistuje protoze limita zleva (—1/4/2) se nerovna limité zprava (1/v/2).
Parcialni derivace funkce f existuji pouze na vnitiku mnoziny M a jsou tam spojité. Proto
v bodg [0, 1] existuje totalni diferencial, a tedy tecna rovina, kterd ma tvar

|41l (y—1)
z= —x+=-(y—1).
2 9\

Priklad A3 : Polozme
F(x,y) = sin(zy) + cos(zy) — 1.

Funkce F' je definovana na R? a pro jeji parcidlni derivace plati:

or :
5o (@23) = cos(ay) -y — sin(ay) -y,

F
%—y(a:, y) = cos(zy) - © — sin(zy) -

Obé parcidlni derivace jsou na R? spojité, stejné jako jejich parcialni derivace, tj. F' €
C%(R?). Déle plati F'(r,0) =0 a %(7‘(, 0) = m # 0. Tim jsme ovéfili, Ze nase rovnice uréuje
v jistém okoli bodu [, 0] implicitng zadanou funkci proménné z, kterd sama je tiidy C2.
Funkci oznac¢me ¢ a jeji derivace vypocitejme postupnym derivovanim vztahu

sin(ze(z)) + COS(w(fv)) 1,
cos(zp(z)) - (p(x) + ¢’ (2)) — sin(ze(z)) - (w($)+w'($))=0,
—sin(zp(2)) - (¢(2) + 2¢' (z))* +COS( p(x)) - (20

— cos(zp(2)) - (¢(2) + 29’ ())* — sin(wp(w)) - (2s0’(fv)+w”($

/



Dosadime-li = 7 a pouZijeme-li ¢(7) = 0, dostaneme ¢'(7) =0 a ¢’ (7) = 0.

Priklad A4 : Mnozina M je omezend a uzaviend, a proto je kompaktni. Funkce f je
spojita na M, takZze na M nabyva svého maxima i minima. Spoc¢téme parcidlni derivace
funkce f a zkoumejme, zda uvniti mnozin M existuje bod, kde jsou obé parcidlni derivace
funkce f nulové.

of

5 Y) = 423y,

of _ 4 )
ay(ﬂ?,y)—w, [z,y] € R,

Obé parcidlni derivace jsou nulové pro [0,y]; y € (—2,2). Hranici mnoZiny M si rozdélme
na dveé c¢asti:

Hy = {[z,y] e R% zt +y* = 16,2 > 1},  Hy={[-1,9] € R*; y € (—V15,V15)}.
Pro nalezeni podezielych bod na mnoziné H; pouzijeme metodu Lagrangeovych multipli-

katorti. Vazebna podminka je uréena funkci g(x,y) = z* +y* — 16, ktera je (stejné jako f)
t¥idy C1(R?). Pro parcidlni derivace funkce g plati

dg 3 9y 3 2
g By =4 S my) =4 ey
Pro kazdé [z, y] € Hy plati (%(x, ), g—z(:c, y)) # (0,0). Re$me nasledujici soustavu
(1) zt +y* = 16,
(2) 43y = M3,
(3) ot = My,

Z (2) vyplyvé, ze = 0 nebo y = A. V prvnim piipadé dostaneme z (1), ze y = £2. V
druhém piipadé dostaneme z (3), 7e x = V2y nebo = —/2y. Dosazenim do (1) obdrzime
body

[W§ i] [zﬂ i] [ 2v2 i] [ 22 i]
\475 ? \Ayg ? 6/5 ? \4/5 ? 6/5 ? \4/5 ? \4/5 ? \475 ?
Posledni dva body ovSem nesplnuji podminku x > —1.

Zkoumejme chovani na mnoziné Hs. Funkce f ma na Hy tvar:

f-Ly)=y,  ye(—V15,V15).
Dalsimi podezielymi body tedy jsou
[_17 Y 15]7 [_17 —V 15]

Porovnanim funk¢énich hodnot v podezielych bodech zjistime, Ze f nabyvd maxima na

mnoziné M v bodé [2\4/‘/55, %] a minima v bodé [2&/\/; —%}




Priklad A5 : Funkce, kterou mame integrovat, je definovana na R\ {0}. PouZijeme
Eulerovu substituci v22? + 1 = = + ¢. Pak dostaneme

1—¢2 —2 — 22
= dr = ——— dt.
T Ty v 412

Je tfeba nalézt primitivni funkci

/ 1 222 / 4
(1—t2)2(1—t2 1) 4¢2 (1 —-1)2(1+1)2

2t 2t

Integrand rozlozime na parcialni zlomky a dostaneme

—4t —1 1
/<1—t>2<1+t>2‘“:/<1—t>2d”/<1+t>2dt

o1 12
1—t 1+t t2-1°

Podle véty o substituci dostavame

1 c 2

dr = ,
z2vx? +1 (V2 +1—1z)2 -1

x € (—00,0) nebo z € (0,400).



Pisemna zkouska z matematiky pro FSV (B)

LS 1997-98

Priklad 1 : Urcete hodnost matice A a rozhodnéte, zda plati det A = 0;

1 -1 0 4 5
2 2 2 0 1

A=|3 -2 1 1 1 (10 bodi)
-1 0 3 -2 -2

0 —-10 -2 7 6
Priklad 2 : Urcete definiéni obor funkce f, spoctéte jeji parcialni derivace vSude, kde
existuji a napiSte rovnici te¢né roviny v bodé [1, 2];

flz,y) =]a® —y?. (10 bodd)

Priklad 3 : Ukazte, ze rovnice
2$4y—|—m3+y3—|—$y: 1

urcuje v jistém okoli bodu [1,0] implicitné zadanou funkci (proménné x). Spoctéte prvni
a druhou derivaci této funkce v bodé 1. (10 bodi)

Priklad 4 : Naleznéte maximum a minimum funkce f (pokud existuji) na mnoziné M.
fla,y)=20+4y  M={lz,y] eR* Vo +Yy<1lx>0, y>0}
(15 bodi)

Priklad 5 : Naleznéte primitivni funkci

22 + 3z + 2
/( TEOEE  gr (15 bodd)

z+1)(22+z+1)

Reseni pisemky z matematiky pro FSV (B)

LS 1997-98

Priklad B1 : Prevedme matici A pomoci elementarnich fadkovych uprav na schodovitou
matici:



1 -1 0 4 5 1 -1 0 4 5
2 2 2 0 1 0 4 2 -8 -9

3 -2 1 1 1|, ]0 1 1 -11 -14],
-1 0 3 -2 =2 o -1 3 2 3

0 —-10 -2 7 6 0 -10 =2 7 6

1 -1 0 4 5 1 -1 0 4 5

0o 1 1 -11 -14 0o 1 1 -11 -14

0o 0 4 -9 -—11|,fo o -2 36 47 |,
0 0 -2 36 47 0 0 0 63 83

0 0 8 —103 —134 0 0 0 41 54,

1 -1 0 4 5

0o 1 1 -11 -14

0 0 -2 36 47

00 0 63 83

00 0 0 -4

Matice A ma hodnost 5, a je tedy regularni. Proto plati det A # 0.

Piiklad B2 : Funkce f je definovdna na R?. V bodech, kde y? # 22, mtiZeme pocitat
derivaci ,podle vzorecki“:

0
o (o) = sen(e? —y?) - 22,

of

-5§(w,y)==-—sgn($2

—y%) - 2y.

V bodech, kde y? = 2, zkusme poéitat parcidlni derivaci % podle definice

of o Jlt+ty) = fry)
%(l‘,y)—tl_{% n
2,2
B ) it
t—0 t
. |22t + 12
= lim
t—0 t
t
:hmu\Zx—l—t\
t t

Posledni limita existuje, jen kdyz x = 0, a je rovna nule. Vzhledem k symetrii funkce f
™ , o
(f(z,y) = f(y,x)) totéZ plati pro FI.
Parcialni derivace funkce f jsou v bodé [1, 2] spojité. Proto v bodé [1, 2] existuje totalni
diferencial, a tedy i tecna rovina, kterd ma tvar

z=3-2-(x—1)+4-(y—2).

Priklad B3 : Polozme

F(x,y) = 2z% + 23 +9° + 2y — 1.



Funkce F' je definovana na R? a pro jeji parcidlni derivace plati:

oF
— (z, y)—8:c y+ 322 + v,

oz
oF
oy —(z,y) = 22* + 3y* + 2.

Obé parcidlni derivace jsou na R? spojité, stejné jako jejich parcialni derivace, tj. F' €
C?(R?). Déle plati F(1,0) =0 a %—5(1, 0) = 3 # 0. Tim jsme ovéFili, Ze naSe rovnice urcuje
v jistém okoli bodu [1,0] implicitné zadanou funkci proménné x, kterd sama je ti{dy C2.
Funkci oznac¢me ¢ a jeji derivace vypocitejme postupnym derivovanim vztahu

2zt p(z) + 2° + p(2)® + zp(z) — 1 =0,
82 () + 22%¢ (2) + 32% + 3p(2) ¢’ (x) + p(x) + z¢' () = 0,
24x%p(x) + 82°¢ () + 82 ¢! (x) + 229" (x) + 62 + 60(x) (¢’ (x))? + 3p(x)*¢" (z)
+¢'(z) + ' (z) + 29" () = 0.

Dosadime-li = 1 a pouZzijeme-li ¢(1) = 0, dostaneme ¢'(1) = —1 a ¢" (1) = 4.

Priklad B4 : Mnozina M je omezend a uzaviend, a proto je kompaktni. Funkce f je
spojitd na M, takZze na M nabyvé svého maxima i minima. Spoc¢téme parcidlni derivace
funkce f a zkoumejme, zda uvniti mnoziny M existuje bod, kde jsou obé parcialni derivace
funkce f nulové.

of of

5 @Y =2, 3—y( ) =4,  [r,y R

Obé parcialni derivace jsou vzdy nenulové a proto f nabyva extrémi na hranici M. Hranici
mnoziny M si rozdélme na tii ¢asti:

Hy = {[z,y] e R*; Vo + ¢y=1,2>0, y >0},
Hy = {[0,y] e R*; y € (0, 1)},
Hs = {[r,0] € R*; 2 €(0,1)}.

Pro nalezeni podezielych bod na mnoziné H; pouzijeme metodu Lagrangeovych multipli-
katort. Vazebna podminka je uréena funkei g(z,y) = /= + /y — 1, kterd je (stejné jako
f) tiidy C! na prvnim otevieném kvadrantu. Pro parcialni derivace funkce g plati
0 1 0 1
g — Zp3/4 g ( —3/4

99 _ 99 _ - 0 0.
am(m,y) 1 , aya?,y) VAN x>0, y>

Pro kazdé [x,y] € Hy plati ( I (, y), 2 5y 2(z, 1)) # (0,0). Resme nasledujici soustavu

(1) Ve+ 3y =1,

1
(2) 2 = AZ:{:—?’/‘*,

1
(3) 4 = )\Zy_3/4.



7 (2) a (3) vyplyva, 7e x = 2+/2y. Dosazenim do (1) obdrZime podeziely bod

24/3 1
(21/3 + 1)4’ (21/3+ 1)4 )

Zkoumejme chovani na mnoziné Hs. Funkce f ma na Hy tvar:

f0,y) =4y,  ye(0,1).

Dalsimi podezfelymi body tedy jsou [0,0], [0, 1].
Podobné zkoumejme chovani na mnoziné Hs. Funkce f ma na Hjs tvar:

f(z,0) = 2z, xz € (0,1).

Podezielymi body tedy jsou [0,0], [1,0].
Porovnanim funk¢énich hodnot v podeztelych bodech zjistime, Ze f nabyva maxima na
mnoziné M v bodé [0, 1] a minima v bodé [0, 0].

Priklad B5 : Funkce, kterou mame integrovat, je definovana na R\ {—1}. RozloZzme nasi
funkci na parcialni zlomky:

222 + 3x + 2 1 xr+1

(x+1D)(z2+ 2+ 1) _m+1+m2+m—|—1'

Nyni integrujme jednotlivé parcidlni zlomky:

1 c
/ dx =log|z + 1],

x+1
z+1 1 20+ 1 1 dx
AL S P (. A N R
2+ x+1 2] z24+z+1 2 ) z24+2+1
1 1 dx
= — log(«? 1)+ =
y logle” +a+ )+2/(x+1/2)2+3/4

1 2 1.4 v
= glogla” +x+ 1)+ 3/((2x+1)/\/§)2+1

2:8\/%1)'

= —log{x” +x + 4+ — arc

Dohromady tedy mame

/ 222 + 3z + 2
(

1 1 20 +1
dx =1 1|+ = log(z? 1) + —= arct
P LT PR b z = log |z + |—|—2 og(z”+x+1)+ arcg( )

V3 V3

na intervalech (—oo, —1) a (-1, +00).



Pisemna zkouska z matematiky pro FSV (C)

LS 1997-98

Priklad 1 : Spoctéte determinant matice A.
-5
(10 bodt)

S =
Hl
—_

N DD W

0
1
1

Priklad 2 : Urcete definiéni obor funkce f, spoctéte jeji parcialni derivace vSude, kde
existuji a napiSte rovnici te¢né roviny v bodé [1, 2];

f(z,y) = {log (g) (10 bodi)

Priklad 3 : Ukazte, ze rovnice
log(a® +y” + cos(zy)) +y =0

urcuje v jistém okoli bodu [0, 0] implicitné zadanou funkci (proménné x). Spoctéte prvni
a druhou derivaci této funkce v bodé 0. (10 bodu)

Priklad 4 : Naleznéte maximum a minimum funkce f (pokud existuji) na mnoziné M.
fg2) = e (@® +ay+97) M= {5y, € R 2” +9” =1,[2| <1}
(15 bod)

Priklad 5 : Naleznéte primitivni funkci

/2:c3 + 422 — 192 + 16

d 15 bods
@22 rota) @ (15 Dbodd)

Reseni pisemky z matematiky pro FSV (C)

LS 1997-98
Piiklad C1 : Plati
1 2 3 =5 |1 2 3 =5
1—120_0—3—15_:‘;’:1229
1 1 2 1| |0 -1 -1 6 1 9 1|
0 -1 2 1 0 -1 2 1



Priklad C2 : Funkce f je definovana na mnozing {[z,y] € R?; z >0, y > 0} U{[z,y] €
R?; 2 < 0, y < 0}. V bodech [z,y] € D(f), kde = # y, miiZzeme pocitat derivaci ,podle

vzorecki*:

of 1 —23
%(%Z/) =3 (108; ;) gt
of 1 2\ "%
=5 (e5)

of flo+ta)— floe) . los ()
_(:L.’:L.) - 1 = llm
Ox t—0 t t—0 t
—nmswi_{ﬂw pro z > 0,
t—0 t 13 oo proz <0
2110 (L)
P (R Rl (R B el Vi
(y7 y) = lim — lim
dy t—0 t t—0 t

. 310g<1+§> é {—oo pro y > 0,
:]_lm— 7-—3:
400 proy < 0.

Parcialni derivace funkce f jsou v bodé [1, 2] spojité. Proto v bodé [1, 2] existuje totalni
diferencial, a tedy i te¢nd rovina, kterd ma tvar

5 1
z=—+/log2+ - - (z
& 3 (log2)#

Priklad C3 : PoloZzme
F(z,y) = log(z® + y° + cos(zy)) + v.

Funkce F je definovédna na jisté oteviené mnozing G (lze ukazat, ze dokonce G = R?)
obsahujici bod [0, 0] a pro jeji parcialni derivace plati:

oF 1 .

o ('T? y) — 72 + y2 + COS(.Ty) ) (2'17 - Sln(ﬂ?y) ’ y)7

oF 1 .

2, @Y= 5 2+ cos(zy) (2y —sin(zy) - z) + 1.

Obé parcidlni derivace jsou na G spojité, stejné jako jejich parcidlni derivace, tj. F' €
C%(@). Dale plati F(0,0) =0 a %(0, 0) =1 # 0. Tim jsme ovéfili, Ze naSe rovnice urcuje



v jistém okoli bodu [0, 0] implicitné zadanou funkci proménné z, kterd sama je ti{dy C2.
Funkci oznac¢me ¢ a jeji derivace vypocitejme postupnym derivovanim vztahu

log(a” + ¢ (2)? + cos(zp(x))) + p(x) =0,

1 / . p , B

22 + ()2 + cos(zp(x)) (22 + 2¢(x)¢' () — sin(ze(z))(p(z) + 2¢'(2))) + ¢ (x) = 0,
~1

(22 + p(x)? + cos(zp(z

NER (22 + 2p(2)¢' (x) — sin(zp(z)) (p(2) + 29’ (2)))*

1 !/ 2 I
+:c2 ¥ o(2)2 + cos(zp()) (24 2(¢' ()" + 20(2)p" ()

— cos(wp(@))(p(2) + 2¢(2))* = sin(zp(2)) (2¢' (2) + 2¢” (2))) + ¢ (2) = 0.

Dosadime-li z = 0 a pouZzijeme-li ¢(0) = 0, dostaneme ¢'(0) =0 a ¢"(0) = —2.

Priklad C4 : Mnozina M je omezend a uzaviena, a proto je kompaktni (jedna se o plast
valce bez podstav). Funkee f je spojita na M, takze na M nabyva svého maxima i minima.
Vnitfek mnoziny M je prazdny. Z tvaru funkce f vyplyva, ze

Fla,y, 1) = flo,y, 1) < f(z,y,2) < f(,9,0),  [w,y,2] €R®, z € (-1,1)\ {0}.

Maxima se musi tedy nabyvat na mnoziné M N {[z,y,2] € R*; z = 0} a minima na
mnoziné M N {[z,y,2] € R*>; z = —1 nebo z = 1}. Polozme g(z,y) = 22 + zy + y* a
vySetiujme extrémy g na mnozing H = {[z,y] € R?; 2+ y? = 1} metodou Lagrangeovych
multiplikdtor. Vazebna podminka je urcena funkci h(z,y) = x? + 32 — 1. Plati g, h €
C(R?). Pro parcidlni derivace funkce h plati

oh oh
—_ = 2 —_— - 2 .
B (& Y) = 2, 9y (z,y) =2y
Pro kazdé [x,y] € H mame (%(x, ), g—Z(:c, y)) # (0,0). ReSme nasledujici soustavu
(1) w2 +y? =1,
(2) 2¢ + y = A2z,
(3) x+ 2y = \2y.

Sectenim (2) a (3) dostaneme
(3—=2X)(z+y)=0.

To znamend, Zze bud © = —y nebo A = 3/2. V prvnim piipadé dostaneme z (1) po-
dezielé body [1/v2,—-1/v/2], [~1/v/2,1/v/2]. Ve druhém pifpadé s pomoci (2) odvo-
dime = = y a (1) dava podezielé body [1/v/2,1/v/2], [-1/v/2,—1/v/2]. Funkce g na-
byv4 minima na mnozing H v bodech [1/v/2, —1/v/2], [-1/v/2,1//2] a maxima v bodech
[1/v2,1/v2], [-1/v2,-1/V2].

7 vyse uvedeného vypoctu vyplyva, ze funkce f nabyvd minima v bodech

[—1/v2,1/v2,-1], [1/V2,-1/v2,-1], [-1/v2,1/v2,1], [1/V2,-1/V2,1]



a maxima v bodech

[1/\/57 1/\/57 0]7 [_1/\/57 _1/\/57 0]
Priklad C5 : Funkce, kterou mame integrovat, je definovana na R\ {2}. RozloZme nasi

funkci na parcialni zlomky:

20 + 42 — 19z +16 A n B n Czx+D
(x—2)2(22+2+4) (—-2)2 (—-2) 22+zx+4

VyfteSenim odpovidajici soustavy linearnich rovnic dostaneme rozklad

20 + 427 —192+16 1
(x—2)2(z2+z+4) (z-2)

+8 1 +1 2z + 31
25 (r—2) 5 z2+z+4

Integrace prvnich dvou parcialnich zlomki je snadné. Integrujme

/ 2z + 31 d / 20+ 1 J —I—SO/ 1 d
——dr = [ -——dx T
?+ar+4 ?+z+4 (x+1/2)2+15/4
1
:10g(x2+:c+4)—|—8/ 5 dx
((2z+1)/V15)" +1

c 2 1
< log(x® + x + 4) + 4V15 arctg ( v >

V15

Dohromady mame

/2m3—|—4m2—19$—|—16d c 1 +81 | 2|
r=———+ —log|z —
(x —2)2(x2 + 2z +4) z—2 5 °°

1 4y/15 2r + 1
+ Zlog(z? +x +4) + arct
: g( ) g(\/ﬁ>

pro x € (—00,2) nebo = € (2,400).



Pisemna zkouska z matematiky pro FSV (D)

LS 1997-98

Priklad 1 : Spoctéte determinant matice A.

-1 2 -2 4

1 -1 -2 1 o
A= 0o 1 2 0 (10 bodi)

1 1 -2 -1

Priklad 2 : Urcete definiéni obor funkce f, spoctéte jeji parcialni derivace vSude, kde
existuji, a napiSte rovnici teéné roviny v bodé [1, 2];

Fl,y)=e" Y +Ty+|zyl. (10 bodd)

Priklad 3 : Ukazte, Ze rovnice
log(x 4+ arctgy + 1) + 2y =0

urcuje v jistém okoli bodu [0, 0] implicitné zadanou funkci (proménné x). Spoctéte prvni
a druhou derivaci této funkce v bodé 0. (10 bodu)

Priklad 4 : Naleznéte maximum a minimum funkce f (pokud existuji) na mnoziné M.
Nakreslete mnozinu M.

4
flay) = —y* +a’ + 327 M={lr,y] e R% 2 +y* <4,0 <0}

(15 bod)

Priklad 5 : Spoctéte

dx (15 bodi)

Reseni pisemky z matematiky pro FSV (D)

LS 1997-98
Priklad D1 : Plati
-1 2 -2 4 -1 2 -2 4
1—1—21_01—45__1_243_32
0 1 2 0 [0 1 2 0 o 0 o
11 -2 -1 0 3 —4 3



Priklad D2 : Funkce f je definovana na R?. V bodech [z, y], kde zy # 0, miiZeme pocitat
derivaci ,podle vzorecki“:

9 2
a_i(% y) =e” Y- 2z +sgn(zy) -y,

g_g(% y) = —e” TV +7+sgn(zy) - o

Zbyva vysetrit parcidlni derivace v bodech, kde xy = 0. Z véty o aritmetice limit plyne,
ze funkce f ma parcidlni derivaci podle z (resp. podle y) v bodé [x,y]| pravé tehdy, kdyz
ji tam ma funkce g : [z,y] — |zy| (je totiz f — g € C1(R?)). Pocitejme derivace funkce g v
bodech [z,0], z € R, a [0,y], y € R, podle definice:

or "’ t—0 t—>0 t ’

0 t) — 0

—g(x, 0) = lim g(x,t) = 9(x,0) _ | f = lim |z|sgnt.
3y t—0 t t—>0 t—0

Posledni limita existuje, pravé kdyz x = 0, a v tomto pripadé je nulova.

9(0,y+1) —g(0,y) 0

5y (00 = Jim 2 ! =i =0
dg ogty)—g0,y) Lty
oz Oy = i : = = = lim ly[sent.

Posledni limita existuje, pravé kdyz y = 0, a v tomto ptipadé je nulova.
7 vyse uvedeného vyplyva, ze

D(gf) R\ {[0.y]; y € R, y £ 0},

D(Zi) R\ {[z,0]; = € R, z # 0}.

Parcialni derivace funkce f jsou v bodé [1, 2] spojité. Proto v bodé [1, 2] existuje totalni
diferencial, a tedy i te¢nd rovina, kterd ma tvar

z=1/e+16+ (2/e+2) - (z—1)+(8—1/e) - (y —2).

Priklad D3 : Polozme
F(z,y) = log(xz + arctgy + 1) + zy.

Funkce F' je definovdna na jisté oteviené mnoziné G obsahujici bod [0, 0] a pro jeji parcidlni
derivace plati:

oF 1

8—$($’y) T T tarctgy + 1 T

oF 1 1
8—y($’y) - T+ arctgy +1 1+ y2 .



Obé parcialni derivace jsou na G spojité, stejné jako jejich parcidlni derivace, tj. F' €
C%(@). Déle plati F(0,0) =0 a %(0, 0) =1 # 0. Tim jsme ovéfili, Ze naSe rovnice urcuje
v jistém okoli bodu [0, 0] implicitné zadanou funkci proménné x, kterd sama je ti{dy C2.
Funkci oznac¢me ¢ a jeji derivace vypocitejme postupnym derivovanim vztahu

log(z + arctg p(z) + 1) + zp(z) =0,
1 NGO ) + 20 () —
z + arctg p(z) + 1 (1 1—|—90(ac)2>+80( ) +ag(@) =0,
—1 . o' (z)
T (U 07
N 1 (@)1 + p(@)?) — 2¢'(2)¢ () p()
x + arctg o(x) + 1 (14 ¢(x)?)?
+o'(@) + ¢'(x) + 29" (2) = 0,

Dosadime-li = 0 a pouzijeme-li ¢(0) = 0, dostaneme ¢’(0) = —1 a ¢''(0) = 2.

Priklad D4 : Mnozina M je omezena a uzaviend (jednad se o prinik uzavieného kruhu
s uzavienou polorovinou), a proto je kompaktni. Funkce f je spojita na M, takze na M
nabyva svého maxima i minima. Hledejme podezielé body nejprve uvnitt mnoziny M.
Spocteme parcialni derivace f:

%(x,y) = 2z + 427,

— 9.
9 (z,y) y

of
dy
Obé parcialni derivace jsou nulové v bodech [—1/2,0], [0,0]. Pouze prvni bod vSak patii
do vnittku mnoziny M.

Hranici mnoziny M si rozdélime na dvé ¢asti:

Hy ={[z,y] e R*; z =0, y € [-2,2]},
Hy = {[z,y] € R?; 2 +y* =4, © <0}

Na mnoZiné H; mé funkce f podezelé body: [0,2], [0,—2], [0,0], protoze f(0,y) = —y>.
Podezielé body na Hs budeme hledat metodou Lagrangeovych multiplikdtori. Vazebnd
podminka je urcena funkci g(z,y) = 22 + y* — 4. Funkce f i g jsou tiidy C!(R?). Na

mnoziné Hy je vzdy (g—g, g—i) # (0,0). Resme nésledujici soustavu

(1) o +y? =4,

(2) 21 + 4x* = A2,

(3) —2y = A\2y.

Z (3) dostaneme, ze A = —1 nebo y = 0. Prvni moznost spolu s (2) dava, ze = 0 nebo
x = —1. Pomoci (1) dopo¢teme pro tato = p¥islusna y a dostaneme body

[0,2], [0,—2], [-1,V3], [-1,—V3].



Prvni dva ovSem nelezi v Hy. Pokud y = 0, pak z (1) dostavame bod [—2,0] a bod [2, 0],
ktery ovSem nelezi v Hs.

Porovnanim funkénich hodnot v podezielych bodech zjistime, ze f nabyva maxima v
bodé [—1/2,0] a minima v bodé [—2,0].

Priklad D5 : Funkce, kterou mame integrovat, je definovina na (1,+00). PouZijeme
substituci /o — 1 = t. Dostaneme z = t2 + 1 a dz = 2t dt. Nyn{ je tieba integrovat:

22 2
/t2t3dt:/(2—t263>dt:/2dt—/72dt

V3

c t
=2t — 2\/§arctg —.
V3

Podle véty o substituci mame:

v —1 vr—1
/;:_2 dr = 2Vx — 1 — 2V/3 arctg :f/g , z € (1, +00).

Urcity integral spo¢teme pomoci pravé vypoctené primitivni funkce a dostaneme

4\/m—1

1 T+2

dz = 2V/3(1 — 7/4).




Pisemna zkouska z matematiky pro FSV (E)

LS 1997-98

Priklad 1 : Spoctéte determinant matice A.

0 1 -2 0

1 1 2 1 o
5 1 2 -3 (10 bodt)
-1 2 -2 1

Priklad 2 : Urcete defini¢ni obor funkce f, spoctéte jeji parcidlni derivace vsude, kde
existuji, a napiSte rovnici teéné roviny v bodé [1, 2];

flz,y) = min{2® +y>,2 — 2> —y?}. (10 bodi)

Priklad 3 : Ukazte, Ze rovnice
¥/ +yt =2y

urcuje v jistém okoli bodu [1, 1] implicitné zadanou funkci (proménné x). Spoctéte prvni
a druhou derivaci této funkce v bodé 1. (10 bodu)

Priklad 4 : Naleznéte maximum a minimum funkce f (pokud existuji) na mnoziné M.
flay,2) =ay+yz M={lz,y,2] eR 2? +y? + 22 =1, s +y+2=1}
(15 bodi)

Priklad 5 : Spoctéte

/3 .
/ — 2% __ge (15 bodd)
0 COST + COs® T

Reseni pisemky z matematiky pro FSV (E)

LS 1997-98
Priklad E1 : Plati:
0 1 -2 0 1 1 2 1 11 2 1
4|1 1 2 1|_|5 1 2 -3/ _|0 -4 -8 -8
5 1 2 -3 0 1 -2 0 0 1 -2 0
-1 2 -2 1 -1 2 -2 1 0 3 0 2
11 2 1 11 2 1
_ 01 =2 0|_ |01 =2 0]_ ‘—16 —8‘__16
0 -4 -8 -8 00 —16 -8 6 2 '
0 3 0 2 00 6 2




Piiklad E2 : Funkce f je definovdna na R2. Pro funkci f plati:
22 +y? pro 22 + % < 1;
2 -2 —y? proaz?+y?> 1.

f(ﬂJ,y)Z{

V bodech [z,y], kde 22 + y? # 1, mliZeme pocitat derivaci ,podle vzoreckt*:
6f( ) {2:10 pro 22 + 4% < 1;
A, :L-, —
ox Y —2x  pro x? +y? > 1;
of 2y pro z2 + y? < 1;
—(z,y) = ) ) .
—2y proxz® +y° > 1;

Zbyva vysetiit parcialni derivace v bodech, kde 22+ y? = 1. UvaZujme bod [zg, yo] takovy,
7e z2 + y2 = 1. Po&itejme

of . J(xo+t,y0) — f(zo,y0)
%(56073/0) = th_%
— lim min{(xo + t)z + y(%? 2 - ('TO + t)2 - y(%} -1
o t—0 t
. min{l + 2zt + t2,1 — 2zt — 3} — 1
= lim
t—0 t
— lim min{2zot + t2, —2xot — %}
t—0 t

0 ro xg =0
zlim—\2x0t+t2\/t:{ oo, b
t—0 neexistuje  pro xy # 0.
Vzhledem k symetrii funkce f lze parcidlni derivaci podle y pocitat analogicky.
Z vyse uvedeného vyplyva, ze

D(%) SR\ {[a,g) 2?4yt = 1, @ £ 0},

of
D(X) =\ (sl #2447 =1y £ 01
Parcialni derivace funkce f jsou v bodé [1, 2] spojité. Proto v bodé [1, 2] existuje totalni
diferencial, a tedy i te¢nd rovina, kterd ma tvar

z=-3-2-(x—1)—4-(y—2).

Priklad E3 : Polozme
F(z,y) =a¥ +y* - 2y.

Funkce F je definovana na oteviené mnoziné G = (0, +00) x (0, +00), kterd obsahuje bod
[1,1]. Pro parcialni derivace F' plati:

OF L
oz @) =y L+ y”logy,

or

3—y($, y) = a¥logw + xy” ! — 2.



Obé parcialni derivace jsou na G spojité, stejné jako jejich parcidlni derivace, tj. F' €
C%(G). Déle plati F(1,1) =0 a %(1, 1) = —1 # 0. Tim jsme ovéfili, Ze naSe rovnice urcuje
v jistém okoli bodu [1,1] implicitné zadanou funkci proménné x, kterd sama je ti{dy C2.
Funkci oznac¢me ¢ a jeji derivace vypocitejme postupnym derivovanim vztahu

2 + p(x)* — 20(x) = 0.
Tento vztah si prepiSme na tvar
eP(@)logz | jwlogo(z) _ 2p(z) = 0.

Nyni postupné obdrzime

!/
o#(@) logw | (go'(a:) log 2 + @) + e logp(z) | (10g<,0(a?) 4 T (17)) —2¢'(z) =0,

v (@)
_I_em lOg ‘P(m) . <log (p(aj) _l_ >
¥

e los () | (90’(96) L W)+ 5690”(96))90(51;) - w’(@w’(@) 9" (x) = 0.
() ¢(z)
Dosadime-li = 1 a pouzijeme-li ¢(1) = 1, dostaneme ¢'(1) =1 a ¢''(1) = 4.

Priklad E4 : MnozZina M je omezend a uzaviend (jednd se o prunik sféry a roviny),
a proto je kompaktni. Funkce f je spojitd na M, takZze na M nabyva svého maxima i
minima. Hledejme podezielé body metodou Lagrangeovych multiplikatort. Mnozina M je
urc¢ena pomoci vazebnych funkci

g1(z,y,2) =2 +y*+ 22— 1,  galw,y,2)=x+y+2z—1.

Obé& funkce g1, g2 jsou t¥idy C'(R?) stejné jako funkce f. Pro parcidlni derivace téchto
funkei plati

of _ dg1 - 992 -
8_1‘(.1:73/7 Z) =Y, (‘)a: (m,y,z) - 21‘17 (‘)a: (m,y,z) - 17
of _ 991 _ 992 B
8y($7yvz)_$+zv 3y (m,y,z)—Zy, 8y (I‘,y,Z)—]_,
of B dg1 - 992 _
8Z(x7yvz)_y7 Gz ('T?y7z)_2z7 Gz ('T?yaz)_l'

Vektory (2x,2y,2z2), (1,1,1) jsou linedrné zavislé, pravé kdyz r = y = 2. Zadny takovy
bod ovSem nelezi v mnoziné M. Nyni budeme Tesit nasledujici soustavu

(1) Yy = A2z + Ag,
(2) T+ 2z = A2y + A,
(3) y = A2z + As,
(4) 4yt + 2 =1,
(5) r+y+z=1



Z (1) a (3) vyplyvad Az = A1z. To znamend, Ze mame dvé moznosti: bud A\; = 0 nebo
T =z

V prvnim piipadé dostaneme nejprve z (1) y = Ag. Odtud a z (2) obdrzime = + z = y.
Tento vztah spolu s (4) a (5) dava podezielé body

(1= VB)/4,1/2,(1+VB)/],  [(1+V5)/4,1/2,(1- V5)/4].

Ve druhém piipadé dostaneme pomoci vztaht (4) a (5) podezielé body

[07170]7 [2/37_1/372/3]

Porovnanim funkénich hodnot v podezielych bodech zjistime, ze funkce f nabyva na
mnoziné M minima v bod€ [2/3, —1/3,2/3] a maxima nabyva v prvnich dvou podezfelych
bodech.

Piiklad E5 : Funkce, kterou mame integrovat, je definovdna na R\ {n/2+kn; k € Z}. My

budeme hledat primitivni funkei na intervalu (—n/2, 7/2). PouZzijeme substituci cosz = ¢.
Dostaneme —sinz dx = dt. Nyni je tfeba spocitat:

-1
dt.
[

Provedeme rozklad na parciadlni zlomky, které pak zintegrujeme

~1 ¢ 1 1 2t 1
dt = — ) dt== | —=—dt— | Zdt
/t—l—t3 /<1+t2 t> 2/1+t2 /t

e 1
=3 log(1 + %) — log ||, t € (—00,0) nebo t € (0, +00).

Podle véty o substituci mame:

I 1
/Cosmsz_%dxé510g(1+cos2a:)—10g|cosm|, x € (—m/2,7/2).

Urcity integral spocteme pomoci pravé vypoctené primitivni funkce a dostaneme

/”/3 sing 1,5
———dz = - log —.
o cosz +cosdx 29879



Pisemnda zkouska z matematiky pro FSV (F)

LS 1997-98

Priklad 1 : Urcete hodnost matice A v zavislosti na parametru:

r 0
A=11 2 1 . (10 bodi)
1 2

Priklad 2 : Urcete definiéni obor funkce f, spoctéte jeji parcialni derivace vSude, kde
existuji, a napiSte rovnici tené roviny v bodé [1, 2];

flx,y)=2¥). (10 bodi)

Priklad 3 : Ukazte, ze rovnice
y3r? + y2a? +siny =0

urcuje v jistém okoli bodu [0, 0] implicitné zadanou funkci (proménné x). Spoctéte prvni
a druhou derivaci této funkce v bodé 0. (10 bodu)

Priklad 4 : Naleznéte maximum a minimum funkce f (pokud existuji) na mnoziné M.
flw,y) = (@ +Ty?)e” P M = {[z,y] € R o? + 4 < 1}
(15 bodi)

Priklad 5 : Spoctéte

/4 .
/ — 2% ge. (15 bodd)
0 COS T + Ccos“ x

Reseni pisemky z matematiky pro FSV (F)

LS 1997-98

Priklad F1 : Upravime matici A pomoci fadkovych elementarnich aprav, které neméni
hodnost matice:

r 0 2 1 2 -3
h(Ay=h|1 2 1 =h| 0 0 4
1 2 -3 z 0 2
1 2 -3 1 2 -3
=h| O 0 4 =h| 0 -2z 243z
0 —2x 2+ 3z 0 0 4



Pokud = # 0, je hodnost matice rovna 3. V ptipadé, ze x = 0, je hodnost matice A rovna
2.

Priklad F2 : Funkce f je definovana na (0, 400) x (0, +00). Pro funkei f plati:

f(z,y) = exp(y” log ).
V bodech [z, y] € D(f) mtizeme pocitat derivaci ,podle vzorecki“:

1
%(fﬂ,y) = exp(y”“logx) - (yw -logy -logx +y* - ;) ,

0 _
3—5(% y) = exp(y” logx) - (xy” " -logx) .

Parcialni derivace funkce f jsou v bodé [1, 2] spojité. Proto v bodé [1, 2] existuje totalni
diferencial, a tedy i tecna rovina, kterda ma tvar

z=142-(x—1)4+0-(y —2).

Priklad F3 : Polozme
F(z,y) = y*2® + y*2® + siny.

Funkce F' je definovana na R2. Pro parciilni derivace F' plati:

oF

a5 &Y = 2y°z + 2y,

oF

a—(a:, y) = 3y*x? + 2ya® + cosy.
Y

Obé parcidlni derivace jsou na R? spojité, stejné jako jejich parcialni derivace, tj. F' €

C?(R?). Déle plati F(0,0) =0 a %(O, 0) =1 # 0. Tim jsme ovéFili, Ze naSe rovnice urcuje

v jistém okoli bodu [0, 0] implicitné zadanou funkci proménné z, kterd sama je ti{dy C2.
Funkci ozna¢me ¢ a jeji derivace vypocitejme postupnym derivovanim vztahu

o(z)?z? + p(x)?2? + sinp(x) = 0.

Postupné obdrzime

3p(x)?¢ ()2 + 20(x)°x + 20(2) @' (2)2” + 20(z)x + cos p(x) - ¢ (x) = 0,
6p(2)¢' (2)¢ (x)2? + 3p(x)@" (x)a® + 6p(x) ¢’ (x)x + 6p(x)*¢ (z)x
+20(x)® + 2¢' (2) @' (x)a” + 20(x) " (x)2® + 4p(z)¢' (z)x

+dp(x)¢ (z)x + 20(2)* — sinp(z) - ¢’ (2)¢' (x) + cos p(x) - " (x) = 0.

Dosadime-li z = 0 a pouZzijeme-li ¢(0) = 0, dostaneme ¢’(0) = 0 a ¢''(0) = 0.



Priklad F4 : Mnozina M je omezena a uzaviena (jedna se o elipsu), a proto je kompaktni.
Funkce f je spojitd na M, takze na M nabyva svého maxima i minima. Hledejme nejprve
podezielé body uvniti mnoziny M. Pro parcidlni derivace funkce f plati:

g(l’, y) =2z - e—(2m2+y2) + (-TZ + 7y2)e—(2m2+y2) ) (—41'),

xXr

%(ﬂa y) = Ly - e 4 (22 4 7y2)e= (007 oy,
y

Uvnitf mnoziny M hledame ty body, kde jsou obé parcidlni derivace nulové. To jsou praveé
ty body z M, které splnuji

22(1 — 2(x? + 7y?)) = 0,
2y(7 — (2% + Ty?)) = 0.

Regenim této soustavy jsou body [0,0], [1/v/2,0], [-1/v/2,0], [0,1], [0, —1], pouze prvni
t1i vSak lezi uvnitt mnoziny M.

Podezielé body na hranici M hledejme metodou Lagrangeovych multiplikatord. Mno-
zina H(M) je urCena pomoci vazebné funkce

g(z,y) = 2% +4y* — 1.
Funkce f i g jsou tiidy C!(R?). Pro parcialni derivace g plati

dg _ dg _
%(l‘,y)—ZJZ, 8y($7y)_8y

Vektor (2, 8y) je nulovy, pravé kdyz [z,y] = [0,0]. Tento bod ovSem nelezi na hranici
mnoziny M. Nyni budeme feSit nasledujici soustavu

(1) 2 - e~ (2077 4 (z* + 7y2)e_(2”2+y2) (—4x) = 2z,
(2) 1y - e~ @20 4 (22 4 7y?)e= 20 L (o) = 8)y,
(3) v? 4 4y® = 1.

Z (1) vyplyvé, Ze & = 0 nebo e~ = ¥ (1 — 2(2% + 7y2)) = X a z (2) vyplyva, ze y = 0
nebo e~ (=" +¥) (7 — (22 4 Ty?)) = 4A. Pokud & = 0, pak podle (3) je y = +1/2. Pokud
y = 0, pak podle (3) je x = £1. V pfipadé, ze x # 0 a y # 0, musi byt

4e= 7+ (1 — 2(22 4+ Ty?)) = e~ @7 ) (7 — (22 + Ty?)).

Odtud plyne 7(z? + 7y?) = —3, coZ je spor.
Nalezli jsme tyto podezielé body

[070]7 [1/\/570]7 [_1/\/570]7 [071/2]7 [07_1/2]7 [170]7 [_170]'

Funkce f nabyva maxima v bodech [0,1/2], [0,—1/2] a minima v bodg [0, 0].



Pi#iklad F5 : Funkce, kterou mdme integrovat, je definoviana na R\ ({n/2 + km; k €
ZYyU{(2k + 1)m; k € Z}). My budeme hledat primitivni funkei na intervalu (—m/2,7/2).
Pouzijeme substituci cosz = t. Dostaneme —sinxz dx = dt. Nyni je tfeba spocitat:

—1
dt.
/t+t2

Provedeme rozklad na parcidlni zlomky, které pak zintegrujeme

/_—1dt:/ BE dt:/idt—/ldt
t + 12 1+t ¢ 1+t t

< log |1 +t| — log ||, t € (—oo,—1) nebo t € (—1,0) nebo t € (0,400).

Podle véty o substituci mame:

/cos:z;sir%dxébg‘“fcowl—loglcosx!, v € (—1/2,7/2).

Urcity integral spo¢teme pomoci pravé vypoctené primitivni funkce a dostaneme

dr =1 ;
cosx + cos? x v=108 2

/”/4 sin z 142
0



Pisemna zkouska z matematiky pro FSV (G)

LS 1997-98

Priklad 1 : Naleznéte matici inverzni k matici

1 2 1 3
-1 0 0 -1 o
A= T 1 1 -1 (10 bodi)

1 -3 -2 0
Priklad 2 : Urcete definiéni obor funkce f, spoctéte jeji parcialni derivace vSude, kde

existuji, a napiSte rovnici te¢né roviny v bodé [1, 2];

fz,y) = (arctg(yv/22 + y2))™. (10 bodt)

Priklad 3 : Ukazte, ze rovnice
6sinw2 + esinwy _ 2y +92

urcuje v jistém okoli bodu [0, 0] implicitné zadanou funkci (proménné x). Spoctéte prvni
a druhou derivaci této funkce v bodé 0. (10 bodu)

Priklad 4 : Naleznéte maximum a minimum funkce f (pokud existuji) na mnoziné M.
fl@y,z)=z+eY M={lz,y,2] eR > +y°+2> =1, s> +y* = 2"}
(15 bodil)

Priklad 5 : Naleznéte primitivni funkci

22
/( AT g (15 bodd)

z+1)(2?2 + 2z + 4)

Reseni pisemky z matematiky pro FSV (G)

LS 1997-98

Priklad G1 : Standardnim postupem obdrzime

1 2 1 3 1 0 0 0 1 2 1 3 1 0 0 O
-1 0 0 -1 01 0 O 0 2 1 2 1 1 0 0
1 1 1 -1 0 0 1 0}’ 0o -1 0 -4 -1 0 1 0]’
1 -3 -2 0 0 0 0 1 o -5 -3 -3 -1 0 0 1



1 2 1 3 1 0 0 0 1 2 1 3 1 0 0 0

0 1 0 4 1 0 -1 0 0 1 0 4 1 0 -1 0

0 2 1 2 1 1 0 0}’ 0o 0 1 -6 -1 1 2 0]’
0 -5 -3 -3 -1 0 0 1 0o 0 -3 17 4 0 -5 1

1 2 1 3 1 0 0 O 1 2 1 3 1 0 0 0
0 1 0 4 1 0 -1 0 0 1 0 4 1 0 -1 0
001 -6 -1 1 2 0}’ 0 01 -6 -1 1 2 0 |’
000 -1 1 3 1 1 o o0 1 -1 -3 -1 -1
1 2 1 0 4 9 3 3 1 2 0 0 11 26 7T 9
01 0 0 5 12 3 4 01 0 0 5 12 3 4

0 01 0 —7 —-17 -4 -6’ 0 01 0 -7 —-17 —4 -6’
o001 -1 -3 -1 -1 o o001 -1 -3 -1 -1
1 0 0 0 1 2 1 1

01 0 0 5 12 3 4

0 01 0 -7 —-17 —4 -6

o o001 -1 -3 -1 -1

Plati tedy

1 2 1 1
5 12 3 4
-7 =17 -4 -6
-1 -3 -1 -1

AT =

Priklad G2 : Funkce f je definovana na R%. V bodech [z,y] # [0,0] mlZeme pocitat
derivaci ,podle vzorecka*:

of o v L

=L -4 2 2))3. .

O (ZE', y) (a’rCtg( e+ ) )) 1 + .,1;.2 + y2 /.’13'2 + y2
8f _ /2 2\))3 Yy 1
83/(%3/) = Alarctg(Vie® +17%) 14+ 22 + 92 \/m2+3/2.

V bodé [0, 0] spocitdme parcidlni derivace z definice:

8—f(O,O) = lim f(t,0) = /(0,0) = lim M = lim (

oz t—0 t t—0 t t—0 t

4
arctg(|t]) . ﬁ .
£] '

Vzhledem k symetrii funkce f plati také %(0, 0) = 0.
Parcialni derivace funkce f jsou v bodé [1, 2] spojité. Proto v bodé [1, 2] existuje totalni
diferencial, a tedy i tecna rovina, ktera ma tvar

z = (arctg V5)* + g(arctg V5)3- L1 (x—1)+ g(arctg V52— (y - 2).

V5

S

Priklad G3 : Polozme

F(az,y) _ esinwz + 6sina:y . 2y —9.



Funkce F' je definovana na R2. Pro parcialni derivace F' plati:
oF

8—(1’, y) = S0 cogp? . 2p 4+ €SN L cog xy -y,
x
oF :
3_(37731) = e . cosay - x — 2,
Yy

Obé parcialni derivace jsou na R? spojité, stejné jako jejich parcialni derivace, tj. ' €
C%(R?). Déle plati F(0,0) = 0 a %—5(0,0) = —2 # (. Tim jsme ovéFili, Ze naSe rovnice
urcuje v jistém okoli bodu [0, 0] implicitné zadanou funkci proménné z, ktera sama je tfidy

C2. Funkci oznacme ¢ a jeji derivace vypodéitejme postupnym derivovanim vztahu
esine’ | psinwe(z) _ 20(z) —2=0.
Postupné obdrzime
e L cos 2 - 22 + e 7P cos po(z) - (p(z) + 29 (7)) — 2¢' (z) = 0,
esine’ (cosz? - 22)2 — i ¥ sing? - 4a?
+esine L cosz? - 2+ 079 (cos mo(z) - (o(z) + 2 (2)))?
—e ) sinp(a) - (p(n) + 29 () + ) cos () - (26 () + 20" ()
—2¢"(z) = 0.

Dosadime-li z = 0 a pouzijeme-li ¢(0) = 0, dostaneme ¢’(0) =0 a ¢''(0) = 1.
Priklad G4 : Mnozina M je omezend a uzaviend, a proto je kompaktni. Funkce f
je spojita na M, takze na M nabyva svého maxima i minima. Mnozina M mé prazdny
vnitiek.

Podezielé body hledejme metodou Lagrangeovych multiplikdtori. Mnozina M je urcena
pomoci vazebnych funkci

gy, 2) =2+ 92+ 22— 1, ga(w,y,2) =22 +y* - 27

Funkce f, g1 i g2 jsou t¥idy C1(R?). Pro parcialni derivace téchto funkci plati

of y 991 992

a.’L' (x7 y7 Z) e y7 a.’L' (x7 y7 Z) x7 8x ("L.7 y7 z) ',L.7
0 0 0

a—i(x,y, 2) = e, Dy B2 =20, D 8,7 =2y,
0 0 0

a—‘ﬁ(a:,y, z) =1, %(m,y, z) = 2z, %(m,y,z) = —2z.

Vektory (2z,2y, 22), (2z,2y, —2z) jsou linedrné zavislé, pravé kdyz z = 0 nebo z =y =
0. Zadny takovy bod nelezi v mnoziné M. Nyni budeme feSit nasledujici soustavu
(1
(2
(3
(
(

ey = A2z + A2z,

e = A2y + A2y,

1= X2z — A2z,
w2 4yt 22 =1,
z? + y2 —22=0.

4
)

e’ N N N N



7 (4) a (5) vyplyva, ze z = +1/v/2. Odecteme-li (1) od (2) dostaneme
e (x —y) = —2(A + A2)(z — y).

Z posledni rovnice plyne, 7Ze bud z = y nebo e*¥ = —2(A; + A2). V prvnim piipadé
dopocitame ze (4) tyto podezielé body

[1/2,1/2,1/v2], [1/2,1/2,-1/V2], [-1/2,-1/2,1/V2], [-1/2,-1/2,-1/V2].
Ve druhém piipadé dosadime za e*¥ do (1) a dostaneme
—Zy(/\l —+ /\2) = 21‘()\1 —+ )\2)

Nyni mame opét dvé moznosti: bud £ = —y nebo A; + A2 = 0. Prvni mozZnost dava
podezielé body

[1/2,-1/2,1/V2], [1/2,-1/2,-1/V2], [-1/2,1/2,1/V2], [-1/2,1/2,-1/V2].
Druhd moznost spolu s (1) a (2) dava © = y = 0. Toto v8ak nemutize nastat vzhledem ke

(4) a (5).

Funkce f nabyva maxima v bodech
[1/2,1/2,1/V2],  [-1/2,-1/2,1/V?2]

a minima

[—1/2,1/2,-1/32],  [1/2,-1/2,—1/V2].

Priklad G5 : Funkce, kterou mame integrovat, je definoviana na R\ {—1}. Provedeme
rozklad integrandu na parcidlni zlomky, které pak zintegrujeme

222 + 5z + 5 1 2 4o + 7
de = | - + dz
(x + 1) (2?2 + 2z + 4) 3 \z+1 a22+2x+4
2 1 2 20+ 2 1 3
-z de+2 [ 2272 g4 2 g4
S/x—i—l $+3/x2—|—2x—|—4 m+3/x2+2x—|—4 !
2 1 2 2 2 1 1
:_/ clac—l——/i2 v dx—i——/ dx
3) z+1 3) a2 +2x+4 3J (x+1)/V3)2+1

c 2 2 1 r+1
= Zlog |z + 1| + = log(z? + 22 + 4) + — arct (—),
5 log | |+ 3 log( ) 75 rete |~

x € (—oo,—1) nebo z € (-1, +00).



Pisemna zkouska z matematiky pro FSV (H)

LS 1997-98

Priklad 1 : Urcete hodnost matice A v zavislosti na parametru:
1
1

—2

A= (10 bod#)

— N8
B~ =8

Priklad 2 : Urcete defini¢ni obor funkce f, urcete kde existuji vlastni parcidlni derivace
a spoltéte je; napiste rovnici teéné roviny v bodé [1, 2];

sin(z cos y) x>0

, . (10 bod)
cos(zsiny)+2 x <0

f(ﬂJ,y)Z{

Priklad 3 : Ukazte, Zze rovnice
7/2 + arcsin(z + y?) = arccos(y + ?)

urcuje v jistém okoli bodu [0, 0] implicitné zadanou funkci (proménné x). Spoctéte prvni
a druhou derivaci této funkce v bodé 0. (10 bodi)

Priklad 4 : Naleznéte maximum a minimum funkce f (pokud existuji) na mnoziné M.
flz,y,2) =22+ 2x2+ 9y + 2
M= {lz,y,2] € R’; 2® +y° +2° =1, v = y* + 2%}
(15 bodi)

Priklad 5 : Naleznéte primitivni funkci

r+1

Reseni pisemky z matematiky pro FSV (H)

LS 1997-98

Priklad H1 : Pomoci fadkovych elementarnich uprav, které neméni hodnost matice,
dostaneme:

1 z =z 1 2 1 1 2 1
1 2 1], -2 1 4], 0 5 6
-2 1 4 1 = =x 0 -2 x-1



Pokud x = 2, pak h(A) = 3. V pfipadé, ze x # 2, pak lze Cislem z — 2 délit.

1 2 1 1 2 1
6 6
0 1 51 , 0 1 13 .
Xr— Xr—
0 1 r—2 0 0 z—2 B
Posledni fadek je nulovy, pravé kdyz % — g =0, tj. pravé kdyz z = 7.

Zavér: h(A) =2prox =7, h(A) =3 prox #7.

Piiklad H2 : Okamité vidime, %e D(f) = R?. Pokud = # 0 lze v bodé [z, y] pocitat
parcialni derivace ,,podle vzorecki®.

of cos(xcosy)-cosy  prox >0,
%(% - { —sin(zsiny) -siny  pro z < 0.
of cos(zcosy) - (—xsiny) proxz >0,
3_y(x’ - { —sin(zsiny) - (rcosy) pro x < 0.

V bodech tvaru [0, y] budeme pocitat parcidlni derivace ,z definice*:

— lim f(t7y) —f(t,O) — lim f(tvy)
oxr t—0 t—0 t—0 t

Tato limita ovSem neexistuje, protoze limita zleva (—oo) se nerovné limité zprava (cosy).

oy t—=y t—y toyt—y

V bodé [1,2] jsou obé parcidlni derivace spojité, a proto v tomto bodé existuje totalni
diferencial, a tedy i te¢nd rovina. Jeji rovnice vypada takto:

z = cos(cos2)-cos2- (x—1)—cos(cos2)-sin2- (y — 2) + sin(cos 2).

Priklad H3 : Polozme
F(z,y) = /2 + arcsin(x + y*) — arccos(y + z?).

Bod [0,0] je ve vnitfku definicniho oboru funkce F' - muzeme tedy spocitat parcidlni
derivace funkce F' na jistém okoli G bodu [0, 0]:

8—F(m )= 1 n 2z
N e RV PR
a—F(w y) = =] + -
Oy =770 I=(e+y?)?  V1-(y+a?)?

Obé parcialni derivace jsou na jistém okoli bodu [0, 0] spojité a navic tam jsou jejich
parcidlni derivace spojité, tj. f € C2(G). Dale plati F(0,0) = 0 a %—5(0,0) =1+#0. Tim
jsme ovéfili, Ze nase rovnice urcuje v jistém okoli bodu [0, 0] implicitné zadanou funkci



proménné z, kterd je t¥idy C?. Funkci oznacme ¢ a jeji derivace vypoditejme postupnym
derivovanim vztahu

%) 4+ /2 — arccos(p(z) + x?) = 0,
) . d@w+a
VI @+ (@@))2 /1 (o(@) + 12)2
)72 (=2(z + (p(2))?) - (1 + 20(2)¢' (2))?
5 (2(¢'(2))% + 20(2)¢" (2))
—%(1—(90($)+1’2)2)_%-(—2(90(1’) %)) - (¢' () + 22)?

+(1 = (p(z) + 23?77 - (¢ (2) +2) = 0.

Y

Dosadime-li = 0 a vyuZzijeme-li ¢(0) = 0, dostaneme ¢'(0) = —1 a ¢”(0) = —4.

Priklad H4 : PoloZzme

g(z,y,2) =2 +y*+22 -1, galw,y,2) =2 —y* - 27

Obé funkce jsou spojité a proto je mnozina M uzaviena. Mnozina M je obsazena v jednot-
kové kouli o stfedu v pocatku - je tedy omezend. Z charakterizace kompaktnich podmnozin
R" vyplyva, ze M je kompaktni. Funkce f je spojita a proto nabyva na M svého maxima
i minima. Hledejme podezielé body pomoci Lagrangeovych multiplikdtort. Vidime, ze
[ 91, g2 € CH(R?).

of B 091 o 092 o

of dg1 dg2

) =2 Sl =2 292 =2
Jy (z,y) =2y Dy (z,y) =2y Dy (z,y) y
of dg1 _ 992 L
E(ac y)=2z+1 E(aj,y) 2z 5, (x,y) = —22

Zkoumejme pro kterd [z, y, z] € M jsou vektory (2z, 2y, 2z), (1, —2y, —2z) linearné zavislé.
Jde tedy o to zjistit, kdy je hodnost néasledujici matice mensi nez 2.

1 -2y -2z
2 2y 2z
Treti fadkovou elementarni tpravou dostaneme
1 —2y -2z
2c+1 0 0 '

Hodnost této matice je mensi nez 2, pravé kdyz x = —% nebo y = z = 0. Neni obtizné
dosazenim zjistit, ze body spliujici nékterou z téchto podminek nemohou lezet v M.



Nyni feSme soustavu:

m2—|—y2+z2:1

N N N /N /N
[SVN \V)
— N ' e

€r = y2 + 22
20 + 22 = 212 + Ao
2y =2 1y — 2y
20+ 1= 2)\12 — 2)\22’
Z (1) a (2) vyplyva 22 +z — 1 = 0, tj. z = 3(—1 £ /5). Vzhledem k (2) musi byt =
nezaporné a proto nas zajima pouze kladny kofen kvadratické rovnice, tj.
(6) z=(vV5—-1)/2.
Z (4) vyplyva, ze bud y = 0 nebo A\; — Ay = 1. V prvnim piipadé vypocteme z (2) a (6),
7e z = +4/ (V5 — 1)/2. Odtud dostdvidme podezielé body

{(\/5 —1)/2,0,4/ (V5 - 1)/2} : {(\/5 —1)/2,0,—/ (V5 — 1)/2} .

Ve druhém piipadé plyne z (5) z + 3 = z. TakZe z = V/5/2. Z (2) plyne y* = 2 — 2% Po
dosazeni mame y? = (2¢/5 — 7)/4 < 0 — coZ nen{ mozné.

Dosazenim zjistime, Ze funkce f nabyva na M svého maxima v prvnim podezielém bodé
a minima ve druhém.

Priklad H5 : Funkce, kterou mame integrovat, je definovana na R a je na R spojita.
Pouzijeme Eulerovu substituci V12 + 1+ 1=z + t. Pak dostaneme

1—t2 —2¢% + 2t — 2
T2 1 T T et
Je treba nalézt primitivni funkci

2
/%H —2t2 4+ 2t — 2 _/—2(2t—t2)dt

1—_¢2 ) —1)\2 —1\2
L+t (2t — 1) (2t — 1)

dt.

T

Plati
-2(2t—¢t*) 1 1 4t+1

26 —1)2 2 2(2t—1)2

Rozlozime-li druhy vyraz na parcialni zlomky dostaneme

—2(2t — 12) 1 1 3 1 2
/ (2t — 1)2 dt_/idt_if(2t—1)2dt_§/2t—1dt

e 1 3 1
= - — ——log|2t —1 —00,1/2 1/2 .
2t+8t—4 2 ogl|2t — 1|, te€ (—o00,1/2) nebot € (1/2,400)

Podle véty o substituci dostavame

z+1 1
Ve reri Ve el

3 1
+ ——log2vVa?2 +xz+1—2x—1]|, z e R
8(Val+z+1—z)—4 2 d |




Pisemna zkouska z matematiky pro FSV (I)

LS 1997-98

Piiklad 1 : Reste soustavu Az = b, kde

1 -2 1 1 2
-1 1 0 -1 2 :

A=|17, o 1 11 =1y (10 bod)
2 -3 -1 0 4

Priklad 2 : Urcete definiéni obor funkce f, spoc¢téte jeji parcidlni derivace vSude kde
existuji a napiSte rovnici te¢né roviny v bodé [1, 2];

f(z,y) = Vet Tyt (10 bodii)

r+y—1°

Priklad 3 : Ukazte, ze rovnice
arctg(y® + zy) = ¥ —cosx +y

urcuje v jistém okoli bodu [0, 0] implicitné zadanou funkci (proménné x). Spoctéte prvni
a druhou derivaci této funkce v bodé 0. (10 bodi)

Priklad 4 : Naleznéte maximum a minimum funkce f (pokud existuji) na mnoziné M.
f(z,y) = arctgw +arctgy M = {[z,y] €R* 2® +y* <1, >0,y > 0}
(15 bodi)

Priklad 5 : Naleznéte primitivni funkci

/ﬁdx (15 bodi)
VI xXr

Reseni pisemky z matematiky pro FSV (I)

LS 1997-98

Priklad I1 : NapiSme si rozsifenou matici (A|b) a provedme Gaussovu eliminaci:

1 -2 1 1 2 1 -2 1 1 2
-1 1 0 -1 2 0 -1 1 0 4
-1 0 1 1 0]’ 0 -2 2 2 2
2 -3 -1 0 4 0 1 -3 -2 0



1 -2 1 1 2 1 -2 1 1 2
0 -1 1 0 4 0 -1 1 0 4
0 0 0 2 -6’ 0o 0 -2 -2 4
o 0 -2 -2 4 0 O 0 2 -6
Odtud jiz snadno spocteme: x1 = —2, ©9 = -3, x3 =1, x4 = —3.

Priklad I2 : Pro defini¢ni obor plati: D(f) = R?\ {[z,y] € R*; +y = 1}. Pro parcidlni
derivace plati

%x = vy —r =y x ;
e = i el € DU\ 000
af xy — w2 —y

5y = e Il €PN (001,

V bodé [0, 0] pocitejme parcidlni derivace z definice:

af _f(50) = F0,0) ¥y . sgnt
——(0,0) = lim = lim — = lim =1 .
ox t—0 t—20 t—0 t t—0 (t — 1)t t—0t—1

Posledni limita neexistuje, protoze limita zleva je rovna 1 a zprava je rovna —1. To zna-
mena, ze parcialni derivace % (0, 0) neexistuje. Naprosto stejnym postupem lze ukazat, ze
ani g—g(O, 0) neexistuje.

V bodé [1, 2] jsou obé parcidlni derivace spojité a proto v tomto bodé existuje totalni
diferencial a tedy i te¢na rovina. Jeji rovnice vypada takto:

“|%

(z—=1) = (y—2)+

-3 1
z = ——": _
45 45

Priklad 13 : Polozme
F(z,y) = arctg(y® + zy) — €™ + cosz — y.

Funkce F' je definovana na R? a pro jeji parcidlni derivace plati:

oF Y

o Y =1 (y% + 2y)?
oF 2y + o
oy YT T

— ey —sinw,

— ey —1.

Obé& parcialni derivace jsou na R? spojité, stejné jako jejich parcidlni derivace, tj. f €

C?(R?). Dale plati F(0,0) = 0 a %—5(0,0) = —1 # 0. Tim jsme ovéfili, Ze naSe rovnice

urcuje v jistém okoli bodu [0, 0] implicitné zadanou funkci proménné x, kterd sama je t¥idy



C2. Funkci oznacme ¢ a jeji derivace vypod&itejme postupnym derivovanim vztahu

arctg((p(z))? + zo(x)) — @ + cosz — o(x) = 0.
20(2)¢'(z) + ¢(z) + x¢'(z)
1+ ((p(x)) + ~”L‘<P2(ﬂ7))2
T o a7 G 10) () 4 0
L 2¢(2))° + 20()¢" (2) + ¢/ () + ¢'(2) + 29" (@)

L+ ((p(2))? + wp(x))?
—(¢' (@) + ¢ (2) + 29" (2)) ™D — (p(x) + 2/ (x)) ™)
—cosz — " (x) = 0.

— (p(2) + ¢ (2))e™* @ —sinw — ¢'(z) = 0,

Dosadime-li z = 0 a pouZzijeme-li ¢(0) = 0, dostaneme ¢'(0) = 0 a ¢"”(0) = —1.

Priklad I4 : Mnozina M je uzaviena a omezena (jednd se o prinik uzavieného kruhu a
uzavieného prvniho kvadrantu) — je tedy kompaktni. Funkce f je spojitd na celém R? a
proto musi nabyvat maxima i minima na mnoziné M. Zkoumejme chovéni funkce f nejprve
na vnittku mnoziny M.

M SEN) (R B
1+ 22’ oy’ 1+y2

Uvnitf mnoziny M jsou obé parcidlni derivace funkce f nenulové, proto uvniti M neni
zadny podeziely bod. Hranici mnoziny M rozdélme na tii ¢asti:

Hy = {[z,0]; z € (0,1)},
Hy = {[0,y]; y €(0,1)},
Hs = {[z,y]; © >0, y >0, 2> +y*=1}.

Je-li [z,y] € Hy, plati f(z,y) = arctg . Funkce arctg je rostouci a proto podezielymi body
jsou [0,0] a [1,0]. Podobné je tomu na mnoziné Hy. Tam dostavame podezielé body [0, 0] a
[0,1]. Na H3 pouZijeme metodu Lagrangeovych multiplikitort. Necht g(z,y) = 22 +y? —1.
Vidime, e f, g € C1(R?). Pro parcialni derivace g plati:

dyg dg

Vektor (2z,2y) je nulovy, pravé kdyz [z, y] = [0, 0] — tento bod ovSem nelezi v Hz. Nyni je
tfeba vyTesit nasledujici soustavu

(1) 2?4yt =1
1

2 = A2
1

(3) = A2y



Z (2) a (3) vyplyva

(4) A2z (1 + 2?%) = A2y(1 + y?).

Z (2) vyplyva, ze A # 0. Proto mizeme (4) upravit na tvar
r—y=—(r—y)(a® +zy+y?).

Plati tedy bud = y nebo —1 = 22 4+ zy + y2. Druh4a mo#nost vSak nastat nemiZe, nebot
prvky z Hs maji obé soutadnice kladné. Prvni moZnost spolu s (1) dava dalsi podeziely
bod [1/v/2,1/V/2].

Nalezli jsme tyto podezielé body:
0,0, [01], [0,  [1/v21/V2].

Porovnanim funkénich hodnot funkce f v uvedenych bodech (provedte podrobné) zjistime,
7e f nabyva svého minima v bodé [0,0] a maxima v bodé [1/v/2,1/v/2].

Priklad I5 : Funkce, kterou méme integrovat, je definovidna na R a je na R spojita.
PouZijeme Eulerovu substituci v 2 + 2x + 4 = x + t. Pak dostaneme

2 — 4 —t24+2t—4
dr =

2(1 —t)’ o 2(1—1)? dt.

Je tfeba nalézt primitivni funkci

2_
/ DT —t2+2t—4dt_/ -4
;(2‘1_—_§+t 2(1 —t)2 ) 224t +2

Plati
t2—4 1 2t —5

2 _4ttr2 2 22 _4ri2

Rozlozime-li posledni vyraz na parcialni zlomky dostaneme

t2 — 4 1 1 3
T gty [ ——at— [ 2 at
/2t2—4t+2 /2 Tl /2(15-1)2

e 1 3
=—t+loglt—-1

t € (—oo,1) nebo t € (1, +00).

Podle véty o substituci dostavame
/ i do = (VP + 20+ 4—a)
———dr = - (V2 x -

Va2 +2x+4 2

3
+log|Va?+2c+4—x— 1|+ ) zeR
2(Va?2 4+ 2z +4—x—1)




