
XII. Primitivńı funkce

Shrnut́ı teorie.
Z přednášky v́ıme, že ke spojité funkci f , definované na neprázdném otevřeném intervalu I,

existuje tzv. primitivńı funkce F , tj. funkce splňuj́ıćı F ′(x) = f(x) na celém I (F je ”antideri-
vace” k f). Dále v́ıme, že je-li F primitivńı funkce k f , tak potom i F + c je primitivńı funkce
pro každé c ∈ R. Množinu všech primitivńıch funkćı k f znač́ıme symbolem

∫
f(x) dx

c= F (x).
Operace integrováńı, tj. hledáńı primitivńı funkce, je lineárńı v̊uči sč́ıtáńı funkćı a násobeńı

č́ıslem, tj. pro f, g spojité na tomto intervalu a a, b ∈ R plat́ı∫
(af(x) + bg(x)) dx = a

∫
f(x) dx + b

∫
g(x) dx, x ∈ I.

Tvrzeńı. (Integrace per partes) Bud’ F, G primitivńı funkce ke spojitým funkćım f, g na
neprázdném otevřeném intervalu I. Potom plat́ı∫

F (x)g(x) dx = F (x)G(x) −
∫

f(x)G(x) dx na I.

Tvrzeńı. (1. věta o substituci) Bud’ F primitivńı funkce k funkci f na intervalu (a, b) a at’ je
ϕ diferencovatelná funkce na (α, β). Je-li Hϕ ⊂ (a, b), tak plat́ı∫

f(ϕ(t))ϕ′(t) dt
c= F (ϕ(t)) pro t ∈ (α, β).

Tvrzeńı. (2. věta o substituci) Bud’ ϕ ryze monotónńı funkce zobrazuj́ıćı (α, β) na (a, b) a ϕ′

je spojitá na (α, β). Bud’ dále f definovaná na (a, b) splňuj́ıćı pro t ∈ (α, β) vztah∫
f(ϕ(t))ϕ′(t) dt

c= G(t).

Potom pro x ∈ (a, b) plat́ı, že ∫
f(x) dx

c= G(ϕ−1(x)).

Pozn. (O racionálńıch funkćıch) Je-li f racionálńı funkce (tj. pod́ıl polynom̊u), tak ji dovedeme
rozložit na konečný součet jednodušš́ıch racionálńıch funkćı (tzv. rozklad na parciálńı zlomky).
Tyto jednotlivé zlomky dovedeme vždy integrovat a dohromady źıskat primitivńı funkci k f .

Pozn. (Kuchařkové substituce) Bud’ R(u, v) racionálńı funkce v proměnných u, v.

(i) Je-li f(x) = R(x, n

√
ax+b
cx+d ) pro ad ̸= bc, n > 1 přirozené, pak lze v

∫
f(x) dx použ́ıt

substituci ve tvaru t = n

√
ax+b
cx+d . Dostaneme x = tnd−b

a−ctn =: ϕ(t).

(ii) Je-li f(x) = R(eαx) pro α ̸= 0, pak lze v
∫

f(x) dx použ́ıt substituci t = eαx.

(iii) Je-li f(x) = 1
x R(log x), pak lze v

∫
f(x) dx použ́ıt substituci t = log x.

(iv) Je-li f(x) = R(sin x, cos x), pak lze v
∫

f(x) dx použ́ıt substituci ve tvaru t = tan x
2 .

Zde se m̊užou vyskytnout ještě speciálńı podpř́ıpady:

• Je-li R(u, −v) = −R(u, v), pak lze už́ıt t = sin x.
• Je-li R(−u, v) = −R(u, v), pak lze už́ıt t = cos x.
• Je-li R(−u, −v) = R(u, v), pak lze už́ıt t = tan x.

Tvrzeńı. (O existenci primitivńı funkce) Je-li f spojitá na neprázdném intervalu (a, b), pak
má primitivńı funkci na celém (a, b).

Tvrzeńı. (O určitém integrálu) Necht’ je funkce f spojitá na intervalu ⟨a, b⟩. Bud’ F primitivńı
funkce k f na (a, b), pak plat́ı

b∫
a

f(x) dx = [F (x)]ba := lim
x→b−

F (x) − lim
x→a+

F (x).
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Př́ıklad 1. [Elementárńı] Spočtěte následuj́ıćı integrály a určete maximálńı množinu existence.

(a)
∫

sin2 x + cos2 x.
(b)

∫
5x7 + 9

x2 .
(c)

∫ √
x + e2x.

(d)
∫

2 sin 3x + e−x + 4.

(e)
∫

x
1
5 − 2

x3 .

(f)
∫

(x + 1)2 + cos x
2 + 7

x .
(g)

∫
(2 − x)4 − 1

1+x2 .

(h)
∫

x3+4x+1
2

√
x

.

(i)
∫ 1√

1−x2 .

(j)
∫ 1

1−x2 .

(k)
∫

x
1−x2 .

(l)
∫

sin2 x.

(m)
∫ 4x3

x4+1 .

(n)
∫

sin 2x · cos 3x.
(o)

∫
tan 5x.

Př́ıklad 2. [Integrace per partes] Spočtěte následuj́ıćı integrály a určete maximálńı množinu existence.

(a)
∫

2xe−x.

(b)
∫

x sin x.

(c)
∫

(3x3 + x2 + 1)e3x.

(d)
∫

ex cos x.

(e)
∫

x arctan x.

(f)
∫

x2 log x.

(g)
∫ √

x log2 x.

(h)
∫

log2 x + log x2.

(i)
∫

sin(log 2x).
(j)

∫
x

cos2 4x .
(k)

∫
x2 sin2 x.

(l)
∫ (

cos x
log x − sin x

x log2 x

)
.

Př́ıklad 3. [Substituce] Spočtěte následuj́ıćı integrály a určete maximálńı množinu existence.

(a)
∫

(3x − 2)6.
(b)

∫
sin(2x + 1).

(c)
∫ √

4x − 1.
(d)

∫ 1
2x+1 .

(e)
∫ 1√

1−7x
.

(f)
∫ 1

(x+1)2+1 .

(g)
∫

x
(x2+1)2 .

(h)
∫

− 1√
8−3x2 .

(i)
∫

3xe−x2 .

(j)
∫ cos x

sin x .

(k)
∫

cos4 x · sin x.

(l)
∫

ex

3+ex .

(m)
∫ 1

(1+x2) arctan3 x .

(n)
∫ sin x

2+cos x .

(o)
∫ 1

1+
√

x−1 .

(p)
∫

cos5 x.

(q)
∫

x
2+x4 .

(r)
∫

e2x arctan ex.

(s)
∫

sin5 x · cos4 x.

(t)
∫ sin3 x

2−cos x .

(u)
∫

tan5 x.
(v)

∫ √
1 − 2x2.

(w)
∫ 1

x
√

1+x2 .

(x)
∫ 1√

1+x2 .

(y)
∫ 1

x2

√
1+x

x .

(z)
∫ 1

x
√

x+x
5√

x2 .

(ž)
∫

x−1
2 3√x+1 .

Př́ıklad 4. [Mǐsmaš] Spočtěte následuj́ıćı integrály.

(a)
∫ 1

x6 sin 1
x5 .

(b)
∫

x3 log 2x.

(c)
∫ (

1 − 1
x2

) √
x

√
x.

(d)
∫

x5e−x2 .

(e)
∫ 1

(1+x)
√

x
.

(f)
∫

e3x−ex+1
ex+1 .

(g)
∫

arcsin x.

(h)
∫

tan2 x.

(i)
∫ cos3 x

sin x .

(j)
∫

x3 cos x.

(k)
∫ 1

5+2x2 .

(l)
∫ cos x√

sin3 x
.

(m)
∫

x2 arccos x.

(n)
∫ 1+e2x

√
1+e2x

.

(o)
∫

5
√

1 − 2x.

(p)
∫ 1√

2−3x2 .

(q)
∫ arcsin3 x√

1−x2 .

(r)
∫

log(x +
√

1 + x2).

(s)
∫ log x

x
√

1+log x
.

(t)
∫ 6x

2+ 3√x2−3 .

(u)
∫

arcsin2 x.
(v)

∫
x+1

3√3x+1 .

(w)
∫ 1

x

√
1+x
x−1 .

(x)
∫ 1+

√
x− 3√x

x+ 6√
x5 .

(y)
∫ cos x

1+sin x .

(z)
∫

x9
5√5x5+5 .

(ž)
∫

x log 1+x
1−x .

Př́ıklad 5. [Parciálńı zlomky] Spočtěte následuj́ıćı integrály.

(a)
∫ 2x+1

(x+1)(2x+3) .
(b)

∫
x−1

x(x+1)3 .

(c)
∫

x15−3
x−1 .

(d)
∫

x4

x4+5x2+4 .

(e)
∫

x4

x4+2x2−3 .
(f)

∫ 1
(x2−4x+4)(x2−4x+5) .

(g)
∫

x2

(x2+2x+2)2 .
(h)

∫
x

x3+1 .

(i)
∫

x4

x2−x+2 .
(j)

∫ 1
x4+x2+1 .

(k)
∫

x2+2x−2
(2x+1)(x2+x+1)2 .

(l)
∫

x2+1
(x4+x2+1)2 .
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Př́ıklad 6. [Kuchařkové substituce - trigonometrické] Spočtěte následuj́ıćı integrály.

(a)
∫ 1

sin x .
(b)

∫ 1
sin4 x+cos4 x .

(c)
∫ cos3 x

2−sin x .

(d)
∫ 1

2−cos x .

(e)
∫ 1

1+sin2 x .

(f)
∫ 1

cos x·sin3 x .
(g)

∫ sin x
1+sin x .

(h)
∫ 2−sin x

2+cos x .

(i)
∫ sin3 x

1+4 cos2 x+3 sin2 x .

(j)
∫ 3 sin2 x+cos2 x

sin2 x+3 cos2 x .

(k)
∫ sin x

sin x−cos x .

(l)
∫ sin x·cos x

1+sin3 x .

(m)
∫ sin2 x

1+sin2 x .

(n)
∫ 1

2 sin x−cos x+5 .

(o)
∫ 1+tan2 x

2+tan x .

Př́ıklad 7. [Kuchařkové substituce - ostatńı] Spočtěte následuj́ıćı integrály.

(a)
∫ log x

x−x log x .

(b)
∫ 1

e2x+ex−2 .

(c)
∫ 4√x

4√x+
√

x
.

(d)
∫ √

2x+3+x√
2x+3−x

.

(e)
∫

e4x+e2x

e3x−1 .
(f)

∫ 1
x log x·log(log x) .

(g)
∫ 1

x

√
x+2
x−3 .

(h)
∫ 1−

√
x+1

1− 3√x+1 .

(i)
∫ 1

x(log3 x−1) .

(j)
∫ √

x−1
x+2 .

(k)
∫ 1

x

√
x2 − 2x.

(l)
∫ 1

x(1+2
√

x+ 3√x) .

Př́ıklad 8. [Lepeńı] Určete primitivńı funkci na všech intervalech, kde existuje.

(a)
∫

|x|.

(b)
∫

|1 − x| + |1 + x|.

(c)
∫

max{1, x2}.

(d)
∫

e−|x|.

(e)
∫

| sin x|.

(f)
∫ 1

1+sin2 x .

(g)
∫ 1

sin x+cos x+2 .

(h)
∫ 1

3 cos2 x+sin 2x+1 .

(i)
∫ 1

6 cos2 x+4 sin x cos x+sin2 x .

Př́ıklad 9. [Určité integrály] Spočtěte následuj́ıćı určité integrály.

(a)
∫ 7

−3 x3 − 2x + 1.

(b)
∫ 3

0 |1 − x|.

(c)
∫ 2π

0 2 sin2 x.

(d)
∫ e

1
e

| log x|.

(e)
∫ π

0 x2 cos2 x.

(f)
∫ √

3
0 x arctan x.

(g)
∫ π

2
0 ex sin x.

(h)
∫ log 4

0 xe−x.

(i)
∫ 10π

0
√

1 − cos 2x.

(j)
∫ 1

0 x15√
1 + 3x8.

(k)
∫ π

2
0

1
2 sin2 x+3 cos2 x .

(l)
∫ 2π

0
1

(2+cos x)(3+cos x) .

(m)
∫ 2π

0
1

sin4 x+cos4 x .

(n)
∫ 4π

−4π
sin x

sin4 x+cos2 x .

(o)
∫ 1

−1
e4x+4e3x−e2x−2ex

(e2x+1)(2e2x+3ex+1) .

Př́ıklad 10. [Zkouškové] Spočtěte zadané integrály, neńı-li řečeno jinak, tak na maximálńım intervalu.

(a)
∫ tan x

6+11 cos x+6 cos2 x+cos3 x .

(b)
∫ 1

2+sin x .

(c)
∫ 1

x

√
x+1
x+4 .

(d)
∫

e3x cos2 x.

(e)
∫ sin x−cos x

sin x+2 cos x+5 na (−π, π).

(f)
∫

x+log x
x2 log x.

(g)
∫ 1+tan2 x

(1+sin 2x)2 .

(h)
∫ 1

(16−x2)
√

x
.

(i)
∫ log3 x+2 log x

x log3 x−x
.

(j)
∫ 2e4x−5e3x+8e2x−ex

(e2x−2ex−3)(e2x−ex+2) .

(k)
∫

x
1
2 +1

(x−x
3
4 )(x

1
2 +x

1
4 +4)

.

(l)
∫ 1

(2+cos x)(3+cos x) .

(m)
e∫

2

1
x · 1

log3 x+2 log x
.

(n)
4π∫
0

1
(2+sin x)(3+cos x) .

(o)
1∫
0

√
x+2 4√x

(
√

x+1)( 4√x+1) .

(p)
2π∫
0

cos2 x
1+sin2 x−2 sin4 x .
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Výsledky - XII. Primitivńı funkce

Neńı-li řečeno jinak, tak jsou výsledky uvedeny ”až na konstantu”.

Př́ıklad 1. [Elementárńı]

(a) x, x ∈ R.
(b) 5

7 x8 + 3x3, x ∈ R.

(c) 3
2

√
x3 + 1

2 e2x, x > 0.
(d) − 2

3 cos 3x − e−x + 4x x ∈ R.

(e) 6
5 x

6
5 + 1

x2 , x ∈ (−∞, 0), (0, +∞).
(f) 1

3 x3 + x2 + x + 2 sin x
2 − 7

2x2 , x ∈ (−∞, 0), (0, +∞).
(g) 1

5 x5 − 2x4 + 8x3 − 16x2 + 16x − 32
5 + arccotan x, x ∈ R.

(h) 1
7 x

7
2 + 4

3 x
3
2 + x

1
2 , x > 0.

(i) arcsin x, x ∈ (−1, 1).

(j) 1
2 log

⏐⏐⏐ 1+x
1−x

⏐⏐⏐ , x ∈ (−∞, −1), (−1, 1), (1, +∞).

(k) − 1
2 log |1 − x2|, x ∈ (−∞, −1), (−1, 1), (1, +∞).

(l) 1
2 x − 1

4 sin 2x, x ∈ R.
(m) log(1 + x4), x ∈ R.
(n) 1

2 cos x − 1
10 cos 5x, x ∈ R.

(o) − 1
5 log | cos 5x|, x ∈

(
− π

10 + k π
5 , π

10 + k π
5

)
, k ∈ Z.

Př́ıklad 2. [Integrace per partes]

(a) −2(x + 1)e−x, x ∈ R.
(b) sin x − x cos x, x ∈ R.
(c)

(
x3 − 2

3 x2 + 4
9 x + 5

27
)

e3x, x ∈ R.
(d) 1

2 (sin x + cos x)ex, x ∈ R.
(e) 1

2 (1 + x2) arctan x − 1
2 x, x ∈ R.

(f) 1
3 x3 log x − 1

9 x3, x > 0.

(g) 2
3 x

3
2 log2 x − 8

9 x
3
2 log x + 16

27 x
3
2 , x > 0.

(h) x log2 x, x > 0.
(i) 1

2 x sin(log 2x) − 1
2 x cos(log 2x), x > 0.

(j) 1
4 x tan 4x + 1

16 log | cos 4x|, x ∈
(

π
8 + k π

4 , 3π
8 + k π

4
)

, k ∈ Z.

(k) 1
6 x3 − 1

4 x cos 2x + 1−2x2

8 sin 2x, x ∈ R.
(l) sin x

log x , x ∈ (0, 1), (1, +∞).

Př́ıklad 3. [Substituce]

(a) 1
21 (3x − 2)6, x ∈ R.

(b) − 1
2 cos(2x + 1), x ∈ R.

(c) 1
6
√

(4x − 1)3, x > 1
4 .

(d) 1
2 log |2x + 1|, x ∈

(
−∞, − 1

2
)

,
( 1

2 , +∞
)
.

(e) − 2
7
√

1 − 7x, x < 1
7 .

(f) arctan(x + 1), x ∈ R.
(g) − 1

2(x2+1) , x ∈ R.

(h) − 1√
3 arcsin

√
3

2
√

2 x, −2
√

2
3 < x < 2

√
2
3 .

(i) − 3
2 e−x2

, x ∈ R.
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(j) log | sin x|, x ∈ (kπ, π + kπ) , k ∈ Z.
(k) − 1

5 cos5 x, x ∈ R.
(l) log(3 + ex), x ∈ R.

(m) − 1
2 arctan2 x , x ∈ (−∞, 0), (0, +∞).

(n) − log(2 + cos x), x ∈ R.
(o) 2

√
x − 1 − 2 log(

√
x − 1 − 1), x > 1.

(p) 5
8 sin x + 5

48 sin 3x + 1
80 sin 5x, x ∈ R.

(q) 1
2

√
2 arctan x2

√
2 , x ∈ R.

(r) e2x+1
2 arctan ex − 1

2 ex, x ∈ R.
(s) − 1

9 cos9 x + 2
7 cos7 x − 1

5 cos5 x, x ∈ R.
(t) −3 log(2 − cos x) − 2 cos x − 1

2 cos2 x, x ∈ R.
(u) 1

4 cos4 x − 1
cos2 x − log | cos x|, x ∈

(
− π

2 + kπ, π
2 + kπ

)
, k ∈ Z.

(v) 1
2 x

√
1 − 4x2 + 1

2 arcsin(2x), x ∈
(
− 1

2 , 1
2
)
.

(w) − 1
2 log

√
1+x2+1√
1+x2−1 , x < 0, x > 0.

(x) log(x +
√

1 + x2), x ∈ R.

(y) − 2
3

√( 1+x
x

)3
, x ∈ (−∞, −1), (0, +∞).

(z) log x
(1+ 10√x)10 + 10

10√x
− 5

5√x
+ 10

3 10√
x3 − 5

2 5√
x2 , x > 0.

(ž) 3
10 (x − 4)(x + 1) 2

3 , x ∈ (−∞, −1), (−1, +∞).

Př́ıklad 4. [Mǐsmaš]

(a) 1
5 cos 1

x5 .
(b) 1

4 x4 log 2x − 1
16 x4.

(c) 4
7 x

7
4 + 4x− 1

4 .

(d)
(
− 1

2 x4 − x2 − 1
)

e−x2 .
(e) 2 arctan

√
x.

(f) 1
2 e2x − ex + x − log(ex + 1).

(g) x arcsin x +
√

1 − x2.
(h) −x + tan x.
(i) log | sin x| − 1

2 sin2 x.
(j) x3 sin x − 3x2 cos x − 6x sin x + 6 cos x.

(k) 1√
10 arctan

√
2
5 x

(l) 2
√

sin x.

(m) x3

3 arccos x + 1
3
√

1 − x2 − 1
9 (1 − x2) 3

2 .

(n)
√

1 + e2x + 1
2 log

√
1+e2x−1√
1+e2x+1 .

(o) − 5
12 (1 − 2x) 6

5 .

(p) 1√
3 arcsin

√
3
2 x.

(q) 1
4 arcsin4 x.

(r) x log(x +
√

1 + x2) −
√

1 + x2.
(s) 2

3 (1 + log x) 3
2 − 2

√
1 + log x.

(t) 9
2 (x2 − 3) 2

3 − 18 3
√

x2 − 3 + 36 log( 3
√

x2 − 3 + 2).

(u) x arcsin2 x + 2
√

1 − x2 arcsin x − 2x.
(v) 1

5 (x + 2) 3
√

(3x + 1)2.
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(w) 2 log(
√

x + 1 −
√

x − 1) − 2 arctan
√

x+1
x−1 .

(x) 2
√

x − 6 3
√

x + 12 6
√

x − 6 log(1 + 6
√

x).
(y) log(1 + sin x).
(z) 1

36 5√5 (x5 + 1) 4
5 (4x5 − 5).

(ž) 1
2 x2 log 1+x

1−x + x − 1
2 log 1+x

1−x .

Př́ıklad 5. [Parciálńı zlomky]

(a) ∫ 4
2x + 3 − 1

x + 1 = 2 log |2x + 3| − log |x + 1| .

(b) ∫
− 1

x
+ 1

x + 1 + 1
(x + 1)2 + 2

(x + 1)3 = log
⏐⏐⏐⏐x + 1

x

⏐⏐⏐⏐ − 1
x + 1 − 1

(x + 1)2 .

(c) ∫
− 2

x − 1 +
14∑

k=0
xk = −2 log |x − 1| +

14∑
k=0

1
k + 1xk+1 .

(d) ∫
1 + 1

3 · 1
x2 + 1 − 16

3 · 1
x2 + 4 = x + 1

3 arctan x − 8
3 arctan x

2 .

(e) ∫
1 + 1

8 · 1
x − 1 − 1

8 · 1
x + 1 − 9

4 · 1
x2 + 3 = x + 1

8 log
⏐⏐⏐⏐x − 1
x + 1

⏐⏐⏐⏐ − 3
√

3
4 arctan x√

3
.

(f) ∫ 1
(x − 2)2 − 1

x2 − 4x + 5 = − 1
x − 2 − arctan(x − 2) .

(g) ∫ 1
x2 + 2x + 2 − 2x + 2

(x2 + 2x + 2)2 = arctan(x + 1) + 1
x2 + 2x + 2 .

(h)

1
3

∫
x + 1

x2 − x + 1 − 1
x + 1 = −1

3 log |x + 1| + 1
6 log(x2 − x + 1) +

√
3

3 arctan 2x − 1√
3

.

(i) ∫
x2 + x − 1 + 2 − 3x

x2 − x + 2 = 1
3x3 + 1

2x2 − x − 3
2 log(x2 − x + 2) + 1√

7
arctan 2x − 1√

7
.

(j)

1
2

∫
x + 1

x2 + x + 1− x − 1
x2 − x + 1 = 1

4 log x2 + x + 1
x2 − x + 1+ 1

2
√

3

(
arctan 2x + 1√

3
+ arctan 2x − 1√

3

)
.

(k) ∫
−44

9 · 1
2x + 1 + 11

9 · 2x + 1
x2 + x + 1 + 1

3 · 7x + 5
(x2 + x + 1)2

= −22
9 log |2x + 1| + 11

9 log(x2 + x + 1) + 1
3 · x − 3

x2 + x + 1 + 2
√

3
9 arctan 2x + 1√

3
.

(l)

1
4

∫
x + 1

x2 + x + 1 + −x + 1
x2 − x + 1 + x + 1

(x2 + x + 1)2 + −x + 1
(x2 − x + 1)2

= 1
8 log x2 + x + 1

x2 − x + 1 − 1
6 · 2x2 + 1

x4 + x2 + 1 + 5
12

√
3

(
arctan 2x + 1√

3
+ arctan 2x − 1√

3

)
.
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Př́ıklad 6. [Kuchařkové substituce - trigonometrické]

(a) log | tan x
2 | pro x ∈ (kπ, (k + 1)π), k ∈ Z.

(b) 2
√

2(arctan(
√

2 tan x − 1) − arctan(
√

2 tan x + 1)).
(c) 1

2 sin2 x + 2 sin x + 3 log(2 − sin x).
(d) 2√

3 arctan(
√

3 tan x
2 ).

(e) 1√
2 arctan(

√
2 tan x).

(f) log | tan x| − 1
2 sin2 x pro x ∈ (k π

2 , (k + 1) π
2 ), k ∈ Z.

(g) x + 2
1+tan x

2
pro x ∈ (− π

2 , π
2 ).

(h) log(3 + tan2 x
2 ) − log(1 + tan2 x

2 ) + 4√
3 arctan( 1√

3 tan x
2 ).

(i) cos x − 5
2 arctan( 1

2 cos x).
(j) 4√

3 arctan( 1√
3 tan x) − x pro x ∈ (− π

2 , π
2 ).

(k) 1
2 log | tan x − 1| − 1

4 log(tan2 x + 1) + 1
2 x.

(l) 1
6 log | sin2 − sin x + 1| − 1

3 log(1 + sin x) + 1√
3 arctan

(
1√
3 (2 sin x − 1)

)
.

(m) x − 1√
2 arctan(

√
2 tan x).

(n) 1√
5 arctan

(
1√
5 (3 tan x

2 + 1)
)

.

(o) log |2 + tan x|.

Př́ıklad 7. [Kuchařkové substituce - ostatńı]

(a) − log x − log | log x − 1|.
(b) − 1

2 x + 1
3 log |ex − 1| + 1

6 log(ex + 2).
(c) 2

√
x − 4 4

√
x + 4 log(1 + 4

√
x).

(d) ex + 2
3 log |ex − 1| − 1

3 log(e2x + ex + 1).
(e) −x − 4

√
2x + 3 − 9 log |

√
2x + 3 − 3| + log(

√
2x + 3 + 1).

(f) log | log(log x)|.

(g) log
(

1 +
√

x+2
x−3

)
− log

⏐⏐⏐√ x+2
x−3 − 1

⏐⏐⏐ − 2
√

2
3 arctan

(√
3
2

√
x+2
x−3

)
.

(h) 6
7

6
√

(x + 1)7 + 6
5

6
√

(x + 1)5 − 3
2

6
√

(x + 1)4 + 2 6
√

(x + 1)3 − 3 6
√

(x + 1)2 + 6 6
√

x + 1 −
6 log( 6

√
x + 1 + 1).

(i) 1
3 log | log x − 1| − 1

6 log | log2 x + log x + 1| − 1√
3 arctan

(
2√
3 (log x + 1

2 )
)

.

(j) − 3
2 log

(
1 +

√
x−1
x+2

)
+ 3

2 log
⏐⏐⏐1 −

√
x−1
x+2

⏐⏐⏐ + 3
2 · 1

1−
√

x−1
x+2

− 3
2 · 1

1+
√

x−1
x+2

.

(k) log
⏐⏐⏐√1 − 2

x − 1
⏐⏐⏐ − log

(√
1 − 2

x + 1
)

− 1
1+

√
1− 2

x

+ 1
1−

√
1− 2

x

.

(l) 6 log 6
√

x − 3
2 log( 6

√
x + 1) − 9

4 log(2 6
√

x − 6
√

x + 1) − 3
2

√
7 arctan

(
4 6√x−1√

7

)
.

Př́ıklad 8. [Lepeńı] Zde pro přehlednost uvád́ıme i konstanty c.

(a)

F (x) =

⎧⎪⎨⎪⎩
− 1

2 x2 + c, x < 0
c, x = 0
1
2 x2 + c, x > 0.

(b)

F (x) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

−x2 + c, x < −1
−1 + c, x = −1
2x + 1 + c, −1 < x < 1
3 + c, x = 1
x2 + 2 + c, x > 1.
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(c)

F (x) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1
3 x3 − 2

3 + c, x < −1
−1 + c, x = −1
x + c, −1 < x < 1
1 + c, x = 1
1
3 x3 + 2

3 + c, x > 1.

(d)

F (x) =

⎧⎪⎨⎪⎩
ex + c, x < 0
1 + c, x = 0
−e−x + 2 + c, x > 0.

(e)

F (x) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
1 + c, x = 2kπ

− cos x + 2 + c, x ∈ (2kπ, π + 2kπ)
3 + c, x = π + 2kπ

cos x + 4 + c, x ∈ (π + 2kπ, 2π + 2kπ).

(f)

F (x) =
{

1√
2 arctan(

√
2 tan x) + c + k π√

2 , x ∈
(
− π

2 + kπ, π
2 + kπ

)
c + (1 + 2k) π

2
√

2 , x = π
2 + kπ.

(g)

F (x) =
{√

2 arctan tan x
2 +1√
2 + c + kπ

√
2, x ∈ (−π + 2kπ, π + 2kπ)

c + kπ
√

2 + π
2

√
2, x = π + 2kπ.

(h)

F (x) =
{

1√
3 arctan tan x+1√

3 + c + k π√
3 , x ∈

(
− π

2 + kπ, π
2 + kπ

)
π

2
√

3 + c + k π√
3 , x = π

2 + kπ.

(i)

F (x) =
{

1√
2 arctan tan x+2√

2 + c + k π√
2 , x ∈

(
− π

2 + kπ, π
2 + kπ

)
π

2
√

2 + c + k π√
2 , x = π

2 + kπ.

Př́ıklad 9. [Určité integrály]

(a) 550.
(b) 5

2 .
(c) 2π.
(d) 2 − 2

e .
(e) π

12 (3 + 2π2).

(f) 2
3 π −

√
3

2 .
(g) 1

2 + 1
2 e

π
2 .

(h) 3
4 − log 2

2 .

(i) 20
√

2.

(j) 1+
√

2
30 .

(k) π
2

√
6 .

8



(l) π
6 (4

√
3 − 3

√
2).

(m) 2
√

2π.
(n) 0.
(o) 1

2 + 1
2 log(2 + e) − 1

2 log(1 + 2e).

Př́ıklad 10. [Zkouškové]

(a) − 1
6 log | cos x|+ 1

2 log(cos x+1)− 1
2 log(cos x+2)+ 1

6 log(cos x+3) pro
(
− π

2 + 2kπ, π
2 + 2kπ

)
,(

π
2 + 2kπ, π + 2kπ

)
a

(
π + 2kπ, 3π

2 + 2kπ
)
, k ∈ Z.

(b) F (x) = 2√
3 arctan

(
1√
3 (2 tan x

2 + 1)
)

+ 2kπ√
3 , x ∈ ((2k − 1)π, (2k + 1)π), k ∈ Z a

F ((2k + 1)π) = π√
3 + 2kπ√

3 .

(c) 1
2 log

⏐⏐⏐2√
x+1
x+4 − 1

⏐⏐⏐− 1
2 log

(
2
√

x+1
x+4 + 1

)
+log

(√
x+1
x+4 + 1

)
−log

⏐⏐⏐√ x+1
x+4 − 1

⏐⏐⏐ na (−∞, −4), (−1, 0)
a (0, +∞).

(d) 1
6 e3x + 1

26 (2 sin 2x + 3 cos 2x) e3x pro x ∈ R.

(e) 3
5 log tan2 x

2 +1
3 tan2 x

2 +2 tan x
2 +7 − x

5 + 1√
5 arctan

(
1

2
√

5 (3 tan x
2 + 1)

)
na (−π, π). Dı́ky zadáńı

netřeba lepit.
(f) 1

2 log2 x − 1
x log2 x − 2

x log x − 2
x pro x > 0.

(g) tan x − 4 log |1 + tan x| − 8
1+tan x + 4

(1+tan x)2 − 4
3(1+tan x)3 na (− π

4 + kπ, π
2 + kπ) a

(− π
2 + kπ, − π

4 + kπ), k ∈ Z.

(h) − 1
16 log |

√
x − 2| + 1

16 log(
√

x + 2) + 1
8 arctan

√
x

2 na (0, 4) a (4, +∞).

(i) log x+log | log x−1|− 1
2 log | log2 x+log x+1|+ 1√

3 arctan
(

2√
3 (log x + 1

2 )
)

pro x > 0.

(j) log(ex + 1) + log |ex − 3| − 2√
7 arctan 2ex−1√

7 na (−∞, log 3) a (log 3, +∞).

(k) 4
9 log | 4

√
x−1|+ 2

9 log(
√

x+ 4
√

x+1)+ 14
9 log(

√
x+ 4

√
x+4)+ 4

3
√

3 arctan
(

2√
3 ( 4

√
x + 1

2 )
)

−
4

√
15

9 arctan
(

2√
15 ( 4

√
x + 1

2 )
)

pro x > 0.

(l) F (x) = 1√
2 arctan tan x

2√
2 − 1√

3 arctan tan x
2√

3 +πk
(

1√
2 − 1√

3

)
, x ∈ ((2k−1)π, (2k+1)π),

k ∈ Z a F ((2k + 1)π) = πk
(

1√
2 − 1√

3

)
+ π

2

(
1√
2 − 1√

3

)
.

(m) 1
4 log

(
1
3 + 2

3 log2 2

)
.

(n) π
3

(
1√
2 + 2√

3

)
.

(o) − 14
3 + 3

2 π + log 2.
(p) 2π√

3 .

9


