X. Funkce vice proménnych - Implicitni funkce

Shrnuti teorie.
Tvrzeni. (O implicitni funkci) Méjme otevienou mnozinu G C R™*1 a bod [xo,30] € G.
Uvazujme funkci F' : G — R splnujici:
(a) F e CYq) (& C*(@),k € NU {+0oc}),
(b) F(xo,y0) =0a

(C) %75($07y0) 7é 0.
Potom existuje U okoli bodu &y (v R™) a okoli V' bodu gy (v R) takovd, Ze pro kazdé x € U
existuje jediné y € V spliiujici F(x,y) = 0. Muzeme tedy reprezentovat y = ¢(x) pro n&jakou
funkci ¢ : U — V. Navic plati, ze ¢ € C1(U) (¢i dokonce C*(U)) a pro i € {1,...,n} méme z
prednésky i vzorec pro parcialni derivaci podle i-té proménné v bodé x € U.
Pozn. MnoZina korent rovnice je tedy lokdlné reprezentovdna grafem jisté funkce.
P¥iklad. (KruZnice) Uvazujme (implicitni) vztah 2% 4+ y? = 1. Chtéli bychom néjak vyjadfit
y v zavislosti na proménné . Zavedme si proto funkci F(z,y) = 22 4+ y?> — 1. Ta je zjevné
spojitd na celém R? =: G. Podminka (a) je tedy zadarmo, co podminka (b)? Pro ni nés zajima
v jakych bodech [zg,y0] € G nastavad F(zg,yo) = 0. To jsou pravé ty body, které lez{ na
jednotkové kruznici. Co posledni podminka? Mame %—5(96, y) =2y =0 < y=0. M4 smysl
tedy uvazovat body [z, yo], které lezi na jednotkové kruznici, ale ne na ose x (to vyfazuje
pravé dva body [1,0] a [—1,0]). Pro ostatni body dostdvdme existenci okoli U,V a funkci
o(x) =y : U = V, kterd je t¥idy C*(U) (dokonce C*). Vezmeme-li napf. [xo,yo] = [0, 1], pak
1 = ¢(0) a na okoli U plati
2+ (o) = 1.
Jelikoz je vse diferencovatelné, tak mtzeme derivovat (podle jediné proménné, kterd zistala, tj.
x). Ziskdme tak vztah (pro vhodné okoli U dava déleni smysl)
x
22+ 2p(z) - ¢ () =0 = ¢'(z) = ———proz € U.
o(x)
Priklad. (Protoceni proménnych) Méjme zaddnu rovnici
2?4 y+sinz =1,

ukdZeme, Ze tento vztah urcéuje na okoli [1, 7, 0] implicitné zadanou funkci ¢ proménnych (y, 2).
Aby to pasovalo na znéni véty, tak vezmeme
F(y,z,2) :=2® +y +sinz — 1.
Je zjevné, ze (a), (b) plati trividlné. Ohledneé (c) spocteme, ze Fy(y, 2z, ) = 2z, a tedy Fy(m,0,1) =
2 # 0. Dle nasi véty tedy existuje U okoli bodu [, 0] a V okoli 1 takové, ze pro kazdé [y, z] € U
existuje jediné x € V' spliiujici F(y, z, o(y, z)) = 0 a ¢ je diferencovatelnd na U. Mdme tedy
©*(y,2) +y+sinz =1 pro [y, z] € U.

Tuto rovnost miizeme derivovat podle y i dle z, ziskdme ¢, (7,0) = —3, ¢.(7,0) = —3. Jelikoz
je ¢ dokonce C?(U), tak mitzeme spoéitat ¢, (m,0) = —1. Diky zdménnosti parcidlnich derivaci
vyjde stejné i @, (m,0).

Tvrzeni. (O dvou implicitnich funkcich) Méjme otevienou mnoZinu G C R"*2 a bod [zg, yo] €
G. Uvazujme dvé funkce Fy, Fy : G — R spliiujici pro néjaké k € NU {+o0}:

(a) F1, Fy € CF(Q),
(b) Fi(xo,y0) =0, Fo(xo,yo) =0 a

or, oI
9 2] 9 2]
(c) % % (@0, y0) = 552 (wo, yo) - 22 (0, o) — SE- (20, y0) - 52 (w0, o) # 0.
1 2

Potom existuje U okoli bodu zy (v R™) a okoli V bodu yo (v R?) takova, Ze pro kazdé = € U
existuje jediné y € V spliiujici Fi(x,y) = 0 = Fy(x,y). Muzeme tedy reprezentovat [y;,ys] =
[o(x), ¥ (x)] pro néjaké funkce ¢,vp € CF(U). Opét je mozné najit i obecny vzorec pro jejich
parcialni derivace vyhodnocené v bodé « € U.




Priklad 1.

Priklad 2.

Priklad 3.

Priklad 4.

V nésledujicich tdlohéch ukazte, ze uvedena rovnice urcuje v jistém okoli predepsaného
bodu [z, yo] implicitné zadanou funkci proménné x. Déle spoctéte jeji prvni i druhou
derivaci v bodé zy. Nakonec napiste rovnici tecné primky ke grafu této funkce v bodé zy.

(a
(b
(c
(d) sin(zy) + cos(zy) = 1, [0, y0] = [, 0].

(e) log(z? +y* + cos(zy)) +y = 0, [z0, yo] = [0,0].

) 22ty + 2% + 4 + ay = 1, [wo, yo] = [1,0].
)
)
)
)
(f) log(x 4 arctany + 1) + 2y = 0, [zo, yo] = [0, 0].
)
)
i)
j)
) 5

2? +2zy? +y* —y° =0, [xo, 5] = [0,1].
e +siny +y? = 1, [z, yo] = [2,0].

(g) «?y® +a?y? +siny = 0, [zo, yo] = [0,0].
(h

1

jus

arctan(y — x) + arctan y; =71, [wo,yo] = [1,1].

_

¥ + y = 2y7 [x()a yO] []‘ 1]
esina® | esinten) — 3y 42, [z, o] = [0,0)
+ arcsin(x + y?) = arccos(x? + y), [z0, o] = [0,0].

o

J
(k

V nasledujicich tlohach ukazte, ze uvedena rovnice urcuje v jistém okoli predepsaného
bodu [zg, Yo, z0] implicitné zadanou funkci proménnych x a y. Naleznéte rovnici teéné
roviny ke grafu této funkce v bodé [xg, yo].

) 2%+ 2y% + 322 + zy — 2 = 9, [0, Yo, 20) = [1, =2, 1].
) 2%+ y? + 22 — 3xyz = 0, [20, Y0, 20] = [1,1,1].
) sin(yz) = Z, [0, %0, 20] = [1, 5, 1].
) —e™V 4 e¥% 4 7% = €Y% [x9, Yo, 20] = [0, 2, 0].
(e) £ =1logZ, [z, ¥0,20] =[0,1,1].
) sin(z — y) + 2%y2? = 1, [10, %0, 20] = [1,1,1].
) cos(ay + = +yz — 3) = ayz, w0, o, 20] = [1,1, 1]
) sin(zyz) + 1 = 2%z, [0, Yo, 20] = [1,0,1].
Ukazte, Ze uvedend soustava rovnic urcuje v jistém okoli bodu [zg, Yo, ug, vg] implicitné

zadané funkce u, v v proménnych x a y. Potom spoctéte parcidlni derivace obou funkci v
bodé [xo, yo].

(a) x=wcos, y=wusinZ, [xo,Y0,uo,vo] = [1,0,1,0].

(b) ze"t +2uv =1, ye* ¥ — T = 27, [%0, Yo, uo, vo] = [1,2,0,0].

(c) x =e" +usinv, y=e"—ucosv, [ro,Yo,u0,v0]=[l+e,e1,F].
)

(d) 5zu + 3yv = 42%yv + 4uv, dayu® + 2v? = Syuv, |20, Yo, uo,vo] = [1,1,1,1].

V nésledujicich tlohach ukazte, Ze uvedena rovnice urcuje v jistém okoli predepsaného
bodu [zg,yo] implicitné zadanou funkci proménné x. Déle spoctéte jeji prvni i druhou
derivaci v xg a napiste rovnici tetné primky ke grafu této funkce v bodé xzg.

w+y

(a) arccos(logx + logy) = 3arcsin s [®o, yo] = [1,1].

(b) sin(arctan z 4 arctan(2y)) + cos(arctanw +arctan(2y)) = 1, [zo, o] = [—1, 3].
)

(

(c

arctan(z + siny) + arctan(z + cosy) = 7, [zo, yo] = [1,7].

tan z42 tan 1 2tana:+tany _ _
d 3 y+log _Oa [x07y0]_ [ga%}

)
(e) sin(e® —e¥) + 3sin £H¥ + cos(x —y) =1, [z0,%0] = [, 7.
(f) IOg(ZIJ + y3) + 6m+2y = 1) [I07y0] = [27 _1]
(g) e T2 4 ev" =% = 2,[x0, 0] = [1, 1].

log



Priklad 1.

Priklad 2.

Priklad 3.

Priklad 4.

Vysledky - X. Funkce vice proménnych - Implicitni funkce

(1) =-1,¢"(1) =4 atetna jey =1—z.

©'(0) = 2,¢"(0) = —14 a tecna je y = 1 + 2z.
©'(2) =0,¢"(2) =0 a tetna je y =0
P(r)=0,¢"(m)=0atetnajey=m

©'(0) =0,¢"(0) = —2 a tetna jey =0

¢’ (0) = —1,¢"(0) = 2 a tetna je y = —.

©'(0) =0,¢"(0) =0 a tefna je y = 0.
¢'(1)=2,¢"(1) = 3; a tetna je y = 1 + 3(z — 1).
P(1)=1,¢"(1) =4 atetnajey=1+4(z—1).
©'(0) =0,¢"(0) =1 a tefna je y = 0.

¢'(0) =—1,¢"(0) =4 a tetna je y = —zx.

Tetna rovina ma tvar T'(z,y) = 1+ L(y + 2).
Tecnd rovina mé tvar T(z,y) =1— (z —1) — (y — 1).
Tecné rovina mé tvar T(z,y) = 1+ (z — 1).
Tecnd rovina mé tvar T(x,y) = .

Tecnd rovina ma tvar T(z,y) =1+ z+ (y — 1)
Tecéné rovina mé tvar T(x,y) = 1 — %(m —-1)
Tecnd rovina mé tvar T'(z,y) =3 —z — y.

Tecnd rovina ma tvar T(x,y) =3 -2z +y

S2(1,0) = 1,52(1,0) = 0, 32(1,0) = 0, 54(1,0) = 1

(1,2 =050.2) = —5 519 = -1 512 = 5.
2(1+ee) = xll,g—ﬁ(l+e,e =0,%%(1+ee) = —ej_l,a—w(1+e e) = 1.
92(1,1) = —é,%’(l,l) = 55, 52(1,1) = =55, 52(1,1) = — 3.

©'(1) = () 2+fatecnajey—2—x

<p’(—1)_ ¢"(=1) =0 atetna je y = — 5.

<p’(1):3,go (1)—14atecnajey—7r+3(x 1).

o) =-1¢"(])=—% atetnajey =5 —x.

o (m) = 32,,;_3, o'(m) = 24W a tefna je y = w + 26’*+§ (x —m).
©'(2) = —,,gp "(2) = 12245 a tetna je y = —1 — Z(z — 2).

©'(1) = ¢"(1)=—-2 atefnajey=1—(z—1).



