
IX. Množiny

Shrnut́ı teorie.
Definice. (Základńı pojmy) Bud’ M ⊂ Rn. Řekneme, že x ∈ Rn je vnitřńım bodem množiny
M , jestliže existuje r > 0 takové, že B(x, r) ⊂ M . Množina M se nazve otevřená (v Rn),
jestliže je každý jej́ı bod zároveň vnitřńım bodem. Vnitřkem množiny M rozumı́me množinu
všech vnitřńıch bod̊u množiny M , znač́ıme ji Int M (interior).

Řekneme, že x ∈ Rn je hraničńım bodem množiny M , jestliže pro každé r > 0 plat́ı

B(x, r) ∩ M ̸= ∅ a B(x, r) ∩ (Rn \ M) ̸= ∅.

(Body, které jsou uvnitř množiny M splňuj́ı prvńı podmı́nku automaticky a druhou podmı́nku
ihned splňuj́ı body mimo množinu M .) Hranićı množiny M rozumı́me množinu jejich hraničńıch
bod̊u, znač́ıme ji H(M). Uzávěrem množiny M rozumı́me množinu M ∪ H(M), znač́ıme ji M .
Nakonec ř́ıkáme, že množina M je uzavřená (v Rn), jestliže H(M) ⊂ M .

Prototypy v R1: Množina [0, 1] je uzavřená, (0, 1) je otevřená a [0, 1) neńı ani jedno.
Tvrzeńı. (Charakterizace uzavřených množin) Bud’ M ⊂ Rn. Pak je ekvivalentńı:

(a) Množina M je uzavřená.

(b) Množina Rn \ M je otevřená.

(c) Pokud posloupnost {xn}n ⊂ M konverguje k x, pak x ∈ M .
Tvrzeńı. (Vlastnosti otevřených a uzavřených množin)

(a) Prázdná množina a Rn jsou jediné množiny v Rn, které jsou otevřené a uzavřené zároveň.

(b) Libovolné sjednoceńı/pr̊unik otevřených/uzavřených množin je otevřená/uzavřená množina.

(c) Konečné sjednoceńı/pr̊unik uzavřených/otevřených množin je uzavřená/otevřená množina.
Tvrzeńı. (Triviálńı a snadná pozorováńı) Bud’ M ⊂ N ⊂ Rn. Potom plat́ı:

(a) Množina Int M je otevřená, Int M ⊂ M a Int M ⊂ Int N .

(b) Množina M je uzavřená, M ⊂ M a M ⊂ N .

(c) H(M) = H(Rn \ M).

(d) H(M) ∩ Int M = ∅.

(e) Rn = Int M ∪ H(M) ∪ Int (Rn \ M).

(f) Množina M je otevřená právě tehdy, když M = Int M .

(g) Množina M je uzavřená právě tehdy, když M = M .
Prakticky budeme často pracovat s tzv. úrovňovými množinami.

Tvrzeńı. (Úrovňové množiny) Bud’ f spojitá funkce na Rn a c ∈ R. Potom plat́ı:
(a) Množiny {x ∈ Rn; f(x) < c} a {x ∈ Rn; f(x) > c} jsou otevřené.

(b) Množiny {x ∈ Rn; f(x) ≤ c} a {x ∈ Rn; f(x) ≥ c} jsou uzavřené.

(c) Množina {x ∈ Rn; f(x) = c} je uzavřená.
Pozn (Kuchařka na určeńı hranice úrovňových množin). Uvažujme spojitou f : Rn → R a

Rn = {f < 1} ∪ {f = 1} ∪ {f > 1} =: A ∪ B ∪ C.

Řekněme, že chceme určit vnitřek, uzávěr a hranici množiny A. Potřebujeme vědět, že

H(M) ∩ Int M = ∅ a H(M) = H(Rn \ M), M ⊂ Rn.

Předpokládejme, že B ⊂ H(A). Plat́ı H(A) = H(Rn \ A) = H(B ∪ C). Dı́ky spojitosti f je
množina A otevřená a rovná se svému vnitřku, tj. A ∩ H(A) = ∅.

Jelikož C je tedy také otevřená a B ⊂ H(B ∪ C), tak nutně B ∩ Int (B ∪ C) = ∅, a tedy
Int (B ∪ C) = C. Tedy ∅ = Int (B ∪ C) ∩ H(B ∪ C) = C ∩ H(A). To ř́ıká, že žádný bod z A, C
nelež́ı v hranici. Celkem tedy źıskáváme, že B = H(A) = H(B ∪ C) = H(C) a A = A ∪ B.
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Př́ıklad 1. [Elementárńı] Rozhodněte zda jsou zadané množiny otevřené či uzavřené. Najděte jejich
vnitřek, uzávěr a hranici.

(a) M = {x}, kde x ∈ Rn je daný.
(b) M ⊂ Rn neprázdná a konečná.
(c) M = (0, 1) ⊂ R.
(d) M = [0, 1] ⊂ R.
(e) M = [0, 1) ⊂ R.
(f) M = (0, +∞) ⊂ R.
(g) M = [0, +∞) ⊂ R.

(h) M = (−∞, +∞) ⊂ R.
(i) M = N.
(j) M = Q.
(k) M = R \ Q.
(l) M = { 1

n ; n ∈ N}.
(m) M = {[ 1

n , 0]; n ∈ N}.
(n) M = {[ 1

n , 0]; n ∈ N} ∪ {[0, 0]}.

Př́ıklad 2. [Úrovňové množiny] Rozhodněte zda jsou zadané množiny otevřené či uzavřené. Najděte
jejich vnitřek, uzávěr a hranici.

(a) M = {[x, y] ∈ R2; x > 0, y ≤ 0}.
(b) M = jednotková kružnice v R2.
(c) M = jednotková kružnice v R2 bez bodu [1, 0].
(d) M = {[x, y] ∈ R2; x2

4 + y2

9 < 1}.
(e) M = {[x, y] ∈ R2; x2 + y2 ≥ 9}.
(f) M = {[x, y] ∈ R2; x2 + ey > 17}.
(g) M = {[x, y] ∈ R2; x2 + y2 + 2xy = 5}.
(h) M = {[x, y] ∈ R2; |x − y| = x − y}.
(i) M = {[x, y] ∈ R2; |x + y| > x + y}.
(j) M = {[x, y, y] ∈ R3; x ≥ 0, y > 0, x + y = 2, z ≤ 0}.

Př́ıklad 3. Rozhodněte zda jsou zadané množiny otevřené či uzavřené. Najděte jejich vnitřek, hranici
a uzávěr. Množiny načrtněte.

(a) M = {[x, y] ∈ R2; 1 < x2 + y2 < 4}.
(b) M = {[x, y] ∈ R2; x < y < x + 3}.
(c) M = {[x, y] ∈ R2; x2 ≤ y ≤ x2 + 1}.
(d) M = {[x, y] ∈ R2; |x| > 1}.
(e) M = {[x, y, z] ∈ R3; x2 + y2 = 1, x2 + z2 = 1}.
(f) M = {[x, y, z] ∈ R3; x2 + y2 ≤ 1, x2 + z2 ≤ 1}.
(g) M = {[x, y, z] ∈ R3; x2 + y2 = z}.
(h) M = {[t, t, −t] ∈ R3; t ∈ R}.

Př́ıklad 4. (a) Najděte A, B ⊂ R, aby Int (A ∪ B) ̸= Int A ∪ Int B.
(b) Najděte A, B ⊂ R, aby H(A ∪ B) ̸= H(A) ∪ H(B).
(c) Najděte A, B ⊂ R, aby A ∩ B ̸= A ∩ B.
(d) Bud’ A, B ⊂ Rn. Ukažte, že A ∪ B = A ∪ B.
(e) Bud’ A, B ⊂ Rn. Ukažte, že A ∩ B ⊂ A ∩ B.
(f) Bud’ A ⊂ Rn. Ukažte, že Rn \ Int (Rn \ A) = A (a tedy také Rn \ A = Int (Rn \ A)).
(g) Bud’ A, B ⊂ Rn. Ukažte, že Int (A ∩ B) = Int A ∩ Int B.
(h) Bud’ A, B ⊂ Rn. Ukažte, že Int (A ∪ B) ⊃ Int A ∪ Int B.
(i) Najděte funkci f , aby pro nějaké c ∈ R byla množina {x ∈ R; f(x) = c} otevřená.
(j) Najděte spojitou funkci f , aby pro nějaké c ∈ R byla množina {x ∈ R; f(x) > c}

prázdná a zároveň {x ∈ R; f(x) = c} neprázdná. K určeńı hraničńıch bod̊u tedy
nepostačuje pouze zkoumat rovnost namı́sto nerovnosti.

(k) Najděte spojitou funkci f na [1, +∞), aby byla množina {f(x); x ≥ 1} jednobodová.
Spojitý obraz neomezené množiny tedy může být omezená (a uzavřená) množina.
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Výsledky - VIII. Uzavřené a otevřené množiny

Př́ıklad 1. [Elementárńı]

(a) M je uzavřená a neńı otevřená. Vnitřek je prázdný a H(M) = M .
(b) M je uzavřená a neńı otevřená. Vnitřek je prázdný a H(M) = M .
(c) M je otevřená a neńı uzavřená. Hranice je {0, 1}, M = [0, 1].
(d) M je uzavřená a neńı otevřená. Hranice je {0, 1}, Int M = (0, 1).
(e) M neńı ani otevřená, ani uzavřená. A M = [0, 1], Int M = (0, 1).
(f) M je otevřená a neńı uzavřená, M = [0, +∞).
(g) M je uzavřená a neńı otevřená, Int M = (0, +∞), H(M) = {0}.
(h) M je otevřená, i uzavřená, hranice je prázdná.
(i) M je uzavřená a neńı otevřená, H(M) = M , Int M = ∅.
(j) M neńı ani uzavřená, ani otevřená. Vnitřek je prázdný a uzávěr je celý prostor.
(k) M neńı ani uzavřená, ani otevřená. Vnitřek je prázdný a uzávěr je celý prostor.
(l) M neńı ani uzavřená, ani otevřená, H(M) = M ∪ {0} = M a Int M = ∅.

(m) M neńı ani uzavřená, ani otevřená, H(M) = M ∪ {[0, 0]} = M a Int M = ∅.
(n) M je uzavřená a neńı otevřená, H(M) = M = M a Int M = ∅.

Př́ıklad 2. [Úrovňové množiny]

(a) Neńı ani otevřená, Int M = {x > 0, y < 0}, H(M) = {x = 0 nebo y = 0}.
(b) M je uzavřená a neńı otevřená, Int M = ∅, H(M) = M .
(c) M neńı uzavřená ani otevřená, Int M = ∅, H(M) = M ∪ {[1, 0]}.

(d) M je otevřená, Int M = M, H(M) = { x2

4 + y2

9 = 1}.
(e) M je uzavřená, Int M = {x2 + y2 > 9}, H(M) = {x2 + y2 = 9}.
(f) M je otevřená, Int M = M, H(M) = {x2 + ey = 17}.
(g) M je uzavřená, Int M = ∅, H(M) = M .
(h) M je uzavřená, Int M = {x > y}, H(M) = {x = y}.
(i) M je otevřená, Int M = {x + y < 0}, H(M) = {x + y = 0}.
(j) M neńı uzavřená ani otevřená, Int M = ∅, H(M) = {x ≥ 0, y ≥ 0, z ≤ 0, y = 2 − x}.

Př́ıklad 3. (a) M je otevřená, H(M) = {x2 + y2 = 4} ∪ {x2 + y2 = 1}. Jedná se o mezikruž́ı.
(b) M je otevřená, H(M) = {x − y = 0} ∪ {−x + y = 3}. Jedná se o prostor mezi dvěma

př́ımkami.
(c) M je uzavřená, H(M) = {y = x2}∪{y = x2 +1}, Int M = {x2 < y < x2 +1}. Jedná

se o prostor mezi dvěma parabolami.
(d) M je otevřená, H(M) = {|x| = 1}. Jedná se o dvě oddělené poloroviny.
(e) M je uzavřená, H(M) = M, Int M = ∅. Jedná se o pr̊unik dvou válcových ploch.
(f) M je uzavřená, H(M) = {x2 + y2 = 1 nebo x2 + z2 = 1}, Int M = {x2 + y2 <

1, x2 + z2 < 1}. Jedná se o pr̊unik dvou (nekonečných) válc̊u.
(g) M je uzavřená, H(M) = M, Int M = ∅. Jedná se o plášt’ rotačńıho paraboloidu.
(h) M je uzavřená, H(M) = M, Int M = ∅. Jedná se o př́ımku.

Př́ıklad 4. (a) Kreslete.
(b) Kreslete.
(c) Kreslete.
(d) Uzávěr zachovává uspořádáńı množin a uzávěr uzavřené množiny je množina.
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(e) Uzávěr zachovává uspořádáńı množin.
(f) Doplněk otevřené je uzavřená a naopak. Interior zachovává uspořádańı množina a

interior otevřené množiny je množina.
(g) Použijte vhodně (f), De Morganovy vzorce a (d).
(h) Interior zachovává uspořádáńı množin. Interior množiny je největš́ı otevřená množina

obsažená v dané množině.
(i) Typická nespojitá funkce.
(j) Hodnota maxima.
(k) x

|x| .
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