Priklady na 1. bonusové cviceni
Priklad. (Derivace - jednodussi) Urcete a nacrtnéte definiéni obor funkce
f(wy) =sin|2? +y* —1].

Spocitejte jeji parcidlni derivace podle z i y vSude, kde existuji. Nakonec najdéte rovnici tecné
roviny v bodé a = [r, 1].

Reseni.
Defini¢nim oborem je celd rovina. Standardné obdrzime (s vyuZzitim symetrie)
of : 2, .2 2., .2 2 2
3 (x,y) =2z -sign (z° +y° — 1) cos |a” + y* — 1| ,2° + y* # 1,
x
of

ay(a;,y):2y-sign(x2+y2—1)cos|x2—|—y2—1|,x2+y27é1.

Bud nynf [x,y] € R? splitujici 22 + y? = 1, chceme spoéitat f,(z,y).

Pomoci spojitosti. Jelikoz je f spojitd dokonce na celém defini¢nim oboru, a derivaci
mimo vynechanou kruznici méame spoctenou, tak pouzijeme vétu o vypoctu derivace pomoci
limity derivaci. Pocitejme tedy

. Of o - 2, .2 2, 2
l%%(ert,y)7}1_21(1)2(x+t)~51gn(:£+t) +y°—1)cos|(x+1t)°+y° —1]
:tlin(1)2(x+t)~sign(a:2+2xt+t2+y2—1)cos\x2+2xt+t2+y2—1\
e
= }irr(l) 2(x +t) - sign (2xt + t?) cos |22t + 3|
e
AL 9 lim (z +t) - sign (22t + £2).
t—0
Je-liz =0 (ay==1), tak

. of . N )

}1_1)% %(aﬂrt,y) = Q%Er(l)tomgnt = Z%K%t =0.
Jelikoz limity zprava i zleva existuji a rovnaji se, tak ndm véta rikd, ze f,(0,£1) = 0. Diky
symetrii funkce f vime, ze f,(+1,0) = 0.

Je-li x # 0, tak se da jesté jednou pouzit aritmetika limit, tj.

. Of AL o ..

%51(1) %(x +t,y) = 2 %g% sign (¢(2x + t)).
Uvédomme si, Ze nés zajimaji pouze malé (v absolutni hodnoté) hodnoty ¢, a jelikoz = # 0, tak
je znaménko x + t uré¢eno znaménkem c¢isla x, tj.

of
lim = t,y) = 2x lim sign (2tx).
tim (2 41, = 22 im sign (212)
Nyni tedy vidime, ze limita zprava i zleva existuje, ale nerovnd se. Véta ndm v tomto piipadé
iiké, Ze derivace fy(z,y) neexistuje. Ze symetrie funkce f neexistuje ani derivace fy(x,y) (az
na piipad, ktery jsme vyse spocetli).

Pomoci definice. Mtizeme primocare pouzit definici, tj.

fw(-r7y) = %ILI%) f(ﬂ? + h’y}z — f(x’y)

. 2, 2
—}111_>1110Esm|(a:+h) +y -1
1 1
= lim — sin |2 + 2zh + h* + y* — 1| = lim — sin |2xh + h?|
h—0 h h—0 h

1 sin|2zh + 2| o1 AL .. |h| |2z + h|
el ek O )Y AL 4y ML 1E T Y
A Toen gy PEh NS lim

pouzili jsme zndmou limitu pro funkci sin z. Nyni rozlisime dvé situace. Je-li x = 0, tak mame

2
f2(0,£1) = lim I _ lim h = 0.

h—0 h h—0



Ze symetrie ziskdme, ze opét je fp(+1,0) = 0. Je-li  # 0, tak miZzeme pouzit aritmetiku
limit a ziskat

I

AL .

Tato limita ale neexistuje, protoze limity zprava a zleva existuji, ale nerovnaji se. Ze symetrie
ziskavame opét analogicky zavér pro derivaci podle y.

Alesponi na néjakém okoli bodu [, 1] jsou parcidlni derivace spojité, pro tetnou rovinu
dostaneme T'(x,y) = sin7? + 27(x — 7) cos 2 + 2(y — 1) cos 2.

A
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Priklad. (Derivace - slozitéjsi) Urcete a nacrtnéte definiéni obor funkce
1— ¥z
lyl + vz

Spocitejte jeji parcidlni derivace podle z i y vSude, kde existuji. Nakonec najdéte rovnici tecné
roviny v bodé a = [-1, 3].

f(z,y) = log

Reseni.

Zlomek v logaritmu musi byt kladny, z toho vyplynou dva podpripady. Jeden z nich ne-
nastava nikdy a z druhého vyplyne, ze defini¢ni obor je mnozina mezi nalevo od svislé prfimky
x =1 a napravo od y = + ¥x, presnéji

Dy ={[z,y] e R%z € (0,1) V(0> 2 Ay € (~00, Vo) U (~/x,+00))}.

Pro derivace snadno ziskame

of —lyl -1

= (Ty) = — [z,yl € Dy, x #0,

O 3Va2 (1= ¥/a)(yl + V)’ !

of —sign y

7(1'7 ):7,[x,y]€D,y7éO.

dy lyl + Vo !
Derivace ve vynechanych bodech spo¢teme pomoci véty o vypoctu derivace pomoci limity de-
rivaci (vidime, Ze je f dokonce spojitd na celém definiénim oboru). Bud tedy y # 0, chtéli
bychom ur¢it f,(0,y). Pocitejme

—lyl -1
lim
H°3\F( V(lyl + V)
aL—lyl -1, 1
Byl 50 Vg2 ’

dosadili jsme, potom jsme pouzili spojitost odmocnin a provedli jsme limitni pfechod v nékolika
vyrazech (diky tomu, Ze y # 0). Jelikoz ndm vysla limita zleva i zprava stejnd, ale nevlastni,
tak podle zminéné véty f.(0,y), pro y # 0, neexistuje. Nyni si zafixujeme bod [z,0] pro = €
(0,1) a chceme urcit f,(z,0). Tentokrat pocitdme snazsi limitu (tentokrat v limitnim pfechodu
pouzijeme, Ze z # 0)

hm g—f(o +t,y) =

af —sign t AL
lim ——(z,0+¢ lim
t—0 6 ( ) ) 0 |t| + \/* f
a tedy limita zprava i zleva existuje, ale nerovnaji se. Véta o vypoctu derivace pomoci limity
ndm davi, ze f,(z,0) také neexistuji.
Alesponi na néjakém okoli bodu [—1,3] jsou parcidlni derivace spojité, pro tecnou rovinu
7 1 1

dostaneme T'(z,y) = § — 57 — 5¥.

hm sign t,

A

Priklad. (Implicitni funkce - rovnice) Ukazte, Ze rovnice

=0

tanx + 2tany +log 2tanzx + tany

1
8 3 3

T

4014

druhou derivaci v bodé T a napiste rovnici te¢né primky v [T, %
4

urcuje na jistém okoli bodu [ ] implicitné zadanou funkci proménné x. Spoctéte jeji prvni i

471]'



Reseni.
Oznacme
tanx + 2tany 2tanx + tany

3 3 ’

vidime, Ze tato funkce je dobfe definovana na néjakém okoli [%, ﬂ , plyne to z toho, ze tan § =1
a tan je spojitd funkce (staci vzit napt. B( [%, %] , 1))- Jelikoz dava rovnice smysl, tak ji mizeme
zjednodusit, F'(x,y) = 0 je totiz ekvivalentni rovnostem

F(z,y) = log

tanx 4+ 2tany 2tanx 4 tany

log . =0
3 3

tanz + 2tany 2tanz +tany

3 3 B

(tanx + 2tany)(2tanz + tany) = 9

2tan’z + Htanx - tany + 2tan®y = 9.

1

Budu tedy pracovat s funkci
G(z,y) = 2tan® & + Stanx - tany + 2 tan® y — 9,

ta je tedy t¥idy C! napt. na B([Z,Z],Z) a evidentné méme G(Z,T) = 0. Ted si spocteme
J y y p 40 4]0 4 407 p

v8echny druhé (ze zaddni vidime, Ze budou potfeba) derivace funkce G:

Gy =4tanz - ——— 5— tany,
cos?x  cos?x
5
Gy=4tanym m“ﬁanx,
4 —2) - (—sinzx
Goe = — (=2) (3 )(4tanx+5tany),
cos*x cos® x
4 (<2)-(=siny)
Gyy = cosTy o5ty (4tany + 5tanx),
5
Gay = = Gys-

cos2x - cos?y

Vyuzili jsme faktu, ze G je diferencovatelnd, ma proto zdménné smisené parcidlni derivace
druhého fadu. Poznamenejme, Ze vypocet se zrychli, kdyz si uvédomime, Ze G je symetricka ve
svych proménnych. Jesté se podivame na hodnoty v nasem bodé:

4 5
Go(57) = =gz +—g =8 +10=18,
4’4 cos? §  cos?
T 4 5
G (7,7):7 — 2 _g8410=18,
Y\4' 4 cos? % cos? % +
T 4 2sin 7
Gaca:(*;*)zi (4+5):16+4~9:52,
4’4 cost 0s3
G (” ”)— A By 16449 =52
YW\4 4 _cos4% cos® T B oY
T T 5 T T
G (T = —w—g, (T,
Y\4' 4 cos2 T .cos2 T Y*\4’ 4

4

4

Jelikoz Gy (%, %) # 0, tak (spolu s uz ovéfenymi piedpoklady) lze pouzit vétu o implicitni
funkci. Zarucuje ndm existenci U okoli 7 a V' okoli 7 takovych, ze pro kazdé x € U existuje
jediné y € V splijici G(z,y) =0 ay = ¢(z) proz € U. Navic ¢ (§) = T a ¢ je na U dvakrat
diferencovatelné (jelikoz i G je, jak vidime nahote). Pomoci Fetizkového pravidla muzeme na U

derivovat:



Dosadime nas bod:
18 + 18y (x) =
52 + 209" (z) 4 20¢' (x) + 52(¢ (x))* + 18¢" (x) =

)

0
0

s

Z prvni rovnice ihned mame, ze ¢’ () = —1 a dosazenim do druhé je 12+ 52 + 184" (§) =0,

a tedy ¢" (I) = —32. Nakonec, protoZe je ¢ diferencovatelnd na n&jakém okoli 7, tak umime

spocitat rovnici teéné piimky v tomto bodé jakoy =2 — (z — ) = 5 — x.
A

Priklad. (Implicitni funkce - soustava) Ukazte, Ze systém
6zyu — 3v = dzu’v — yu
8x%yv — 6yu’ = 2xyuv

urc¢uje na okoli bodu bodu [1, 1,1, 1] jednoznaéné uréené implicitni funkce proménnych y a w.
Najdéte te¢nou rovinu k funkei v(y,u) v bodé [1,1,1].

Reseni.
Oznacme
F = 6zyu — 3v — dzu’v + yu a G := 8z%yv — 6yu? — 2xyuv,
ihned vidime, ze F(1,1,1,1) =0 = G(1,1,1,1) a F,G € C*°(R*). Ted si spoé¢teme derivace

F, = 6yu — 4u’v = F,(1,1,1,1) = 2,
F,=6ru+u = F,(1,1,1,1) =1,

F, = 6zy — 8zuv +y = F,(1,1,1,1) = —1,
F, = -3 —4au® = F,(1,1,1,1) = -7,

G, = 16zyv — 2yuv = G,(1,1,1,1) = 14,

G, = 82%v — 6u® — 2zuv = G,(1,1,1,1) =0,
Gy = —12yu — 2zyv = G,(1,1,1,1) = —14,

Q

v = 822y — 2zyu = G,(1,1,1,1) = 6.

V bodé [1,1,1,1] tedy je
F! F>?-F!' F?=2.6—(-7)-14 =110 #0,
a proto existuje U okoli [1,1] a V okoli [1,1] takové, ze pro kazdé [y,u] € U existuje jediné
[, v] € V splitujici rovnosti F(x,y,u,v) = 0 = G(x, y, u,v) a navic jsou p(y,u) = x, Y(y,u) =v
diferencovatelné na U. Specidlné mame, ze p(1,1) =1 a ¢(1,1) = 1. Zde plati
Fle(y,u), y,u,(y, u)) =0,
G(e(y,uw), y,u, ¥ (y,u)) = 0.

Oba vztahy zderivujeme podle y a i dle w:

Fx@y+Fy+Fv¢y =0,
Gpoy + Gy + Gyipy =0,
Grpu + Gy + Gy, = 0.
Dosadime spoé¢tené hodnoty v bodé [1,1,1, 1]:
20y +7—Tp, =0,
14, + 6, =0,
20y — 1 —"T1p, =0,
14, — 14 + 6%, = 0.



To je vlastné jeden par soustav o dvou rovnicich, v obou pripadech vezmeme —7 nasobek
prvniho rfadku a pricteme k druhému, tj.

—49 4499, (1,1) + 61, (1,1)

7 — 14+ 49, (1,1) + 6¢,(1,1)

b

0
0.

7 toho okamzité ziskavame

¢y(1’ 1) = 9 a wu(Ll) = l

55 55
Nakonec, diky diferencovatelnosti ¢ na okoli bodu [1,1] miizeme rovnou zapsat rovnici teéné
roviny jako T'(y,u) =14 22(y — 1) + += (u — 1).
A
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