XI. Funkce vice proménnych - Extrémy

Shrnuti teorie.
Tvrzeni. (Kompakty, spojitost, extrémy) Bud M C R" a f: M — R.

(a) Je-li f spojitd na celém R™ a ¢ € R, pak jsou mnoziny {x € R"; f(x) < ¢}, {x €
R™; f(x) > ¢}, {x € R™; f(x) = ¢} uzaviené.

(b) MnoZina M je uzaviend a omezend pravé tehdy, kdyz je kompaktni.
(¢) Je-li ) # M kompaktni a f je zde spojitd, pak uz f na M nabyva svého maxima i minima.

(d) Predpoklddejme, ze M je oteviend a v bodé xg € M ma f lokdlni extrém. Potom pro

kazdé k € {1,...,n} derivace (?Tfk(:co) bud’ neexistuje, nebo je rovna nule.

(e) Je-li f spojitd, potom je sup,, f = supy; f a infy; f = infy7 f.

Pozn. Meéli bychom zndt pojmy omezené a uzaviené mnoZiny, (ostrych) lokdlnich mazim a
manim, ddle spojitost, parcidlni derivace a gradient. Bodum z oteviené mnoziny G ve kterijch je
gradient dané funkce f roven nule se Tikd staciondrni ¢i kritické body f.

Tvrzeni. (Lagrangeova véta o multiplikdtoru) Bud G C R™ oteviend mnozina a f, g € C1(G).
Oznatme M = {€ G;g(x) = 0} a predpokladejme, Ze o € M je bodem lokdlniho extrému
funkce f vzhledem k mnoziné M. Potom je splnéna alespon jedna z podminek:

(a) Vg(zo) = 0.
(b) Existuje redlné ¢islo A (multiplikdtor) spliujici

Vf(xo) + AVg(xo) = 0.

Pozn. Funkce f a g zndme, jejich gradienty je tedy snadné nalézt. Z podminky (a) obuykle

snadno vyjde pdr bodi ve ktergch muZe dand rovnost nastat. Podminka (b) je téZ5¢ a obuykle z
ni vytanou dalsi potencidlné extremdlni body.

Tvrzeni. (Lagrangeova véta o dvou multiplikdtorech) Bud G' C R™,n > 2, oteviend mnozina
a f,91,92 € CH(G). Oznatme M = {x € G;g1(x) = go(x) = 0} a piedpoklddejme, Ze o € M
je bodem lokalniho extrému funkce f vzhledem k mnoziné M. Potom je splnéna alespon jedna
z podminek:

(a) Jeden z vektora Vgi(xo), Vga(xo) je ndsobkem druhého.
(b) Existuji redlnd ¢éisla A1, Ao (multiplikdtory) spliujici

Vf(.’llo) + >\1Vgl (.’130) + )\2vg2(.’130) =0.

Pozn (Kuchaika - kompaktni mnozina M).
o Ukdzeme, Ze je M omezend a uzaviend, a tedy kompaktni.
o Je-li f na M spojitd, tak vime, Ze mazimum ¢ minimum existuje. Hleddme podezrelé body.
o Mame-li uZitecny postreh, pouzijeme ho.
e Podivime se na vnitrek M a najdeme body, kde je gradient f nulovy, nebo neexistuje.
e Podivime se na hranict M. Mdme dvé moznosti.

— Parametrizujeme hranici a zkoumdme tdlohu s o jedna nizZsi dimenzi.

— Pouzijeme Lagrangeovy multiplikdtory (typicky pracné).
e Mezi podezrelé body zahrneme krajni body hranice.

e Porovndme funkcni hodnoty vsech podezrelyjch bodi.




Priklad 1. [Reéitelné bez multiplikdtort] Naleznéte supremum a infimum funkce f na mnoziné M a
urcete, zda a pripadné kde se jich nabyva.

(a) f(z,y) =e" a M = {[z,y] € R*a®+2y> < 1}.

(b) f(z,y) =2z a M ={[z,y] € R% 2z € (0,2),y € (0,1),2x +y < 2}.

(¢) f(z,y) =sinz-siny a M = {][z, y]ERQ'x—l—y:g}

(d) flz,y) =2%+y* a M = {[z,y] € R%2” +4y*> = 1}.

(€ fl@y2)=(@+y)?’+(@-y?+zaM=(-11)°

(f) flz,y) =22 -2y +4day—6x—1a M= {[z,y] e R% 2 >0,y >0,y <3 —x}.
(g) flo,y,2) =a? +y? + 22+ 20 +4y —62a M =R>.

(h) flz.y) =2 +yaM={[z,y] € R%2?+y> <1},

(i) f(z,y) = 2+12xy+2y a M= {[z,y] € R%;42% +y? = 1}.

(i) fla,y) = @ +y2)e” @D a M =R2,

(k) f(z,y) = (fv+y) "2 a M = {[z,y] €R* 2 >0,y = 0}

W) flzy) = (@+y)e ™ a M = {[z,y] € R*;x >0,y > 0}.

(m) fla,y) = (a? + 5y?)e (w40 a M = R2.

(n) f(x,y)—xy aM={[r,y] € R%25+1¢° <64,2 <1}

(o) flz,y)=2+%aM={[z,y,2] € R%2? +y*> <1},0 < a,b.

(p) f(x,y,z)*x +y?+22a M= {[z,vy, ]€R3,a2+ 2+ = §1}O<c<b<a

Priklad 2. [Na procvi¢eni multiplikdtori] Naleznéte supremum a infimum funkce f na mnoziné M a
urcete, zda a pripadné kde se jich nabyva.

(a) flx,y,2) =2 —2y+2za M= {[z,y,2] € R®% 2% +y>+ 22 =1}.

(b) f(z,y,2)=x—2y+22a M= {[z,y,2] e R} 22+ 4>+ 22 =1L,z +y+2=0}.
(©) f(z,9,2) = oz a M = {[t,, ] € R%27 + 4% 4 22 = 1},

(d) f(z,y,2) =ayza M = {[z,y,2] e R} 2% +y* + 22 < L,z +y+ 2z > 0}.

(e) f(z,y,2) =ayza M = {[z,y,2] ER} 2?2 + 92 + 22 =1, 2 +y+ 2 =0}

) fz,y,2 )—sina:-siny-sinzaM:{[x,y,z]6R3;a:+y+z=%,x>0,y>0,z>0}.
(g) flo,y,2) =ay?23 a M = {[z,y,2] E R} 2+ 2y + 32 =a,z >0,y > 0},a > 0.
(h) f(z,y)=xz+yaM={[z,y] € R% 2% +y> - 22y =0,2 >0,y > 0}.

() flz.y) =ya M ={[z,y] € R% (2 +y°)* = 2(2* — y*)}.

(3) fl@.y) =y aM={[z,y] € R* (2® +y*)* = azy},a > 0.

(k) flz,y) =22 +ya M= {[z,y] € R%;4y3 —dy + 22 =0,y > 0}.

() flx,y,2) =10z +z—ya M = {[z,y,2] e R% 2% +y> + 22 < 1,2 +y > 0}.
(m) f(z,y) =4ov+3y—4aM={[z,y) e R%(x—1)2+ (y—2)? =1}.

() floy)=3+yaM={lzy eR* 5+ =1}

(0) f(z,y) =z'ya M = {[z,y] € R*2* +y* <16,z > —1}.

(p) flz.y) =22 +4ya M = {[z,y] € R* Yo + ¥y < 1,2 > 0,y > 0}.

(@ flzy.2)=ay+yzaM={lz,y] eR*a? +y* + 22 =L o +y+2=1}

(1) flz,y) =" —y* + 52° a M = {[z,y] € R%2® +y* < 4,2 <0}

(8) fl2,y,2) = (2 + oy +y?)e™™ a M = {[v,y,2] € R%2? +y* = 1,[2| < 1},

(t) flz,y) = (@ + Ty2e” =) a M = {[z,y] € R% 22 +4y* <1}

() f(z,y,2) =2+e® aM={[z,y,2] € R} 2% +¢y*> + 22 = 1,22 + ¢* = 22}.

v) flz,y,2) =2 +2xz+y* +za M= {[z,y,2] e R® 2% +y? + 22 = 1,y? + 2% = z}.
(w) f(x, y)—arctanx+arctanyaM {[r,y] e R%;22 + 4% < 1,2 >0,y > 0}.



Priklad 3. [’Aplikace”]

(a) Najdéte nejkratsi vzdalenost bodu [1,1, 1] od roviny 3z +y + z = 2.

(b) Dfevénd bedna tvaru kvédru bez vika mé objem V > 0. Jaké maji byt jeji rozméry,
chceme-li minimalizovat mnozstvi dfeva pouzitého na jeji vyrobu?

(¢) Urcete rozméry kvadru tak, aby soudet délek jeho hran byl 96 cm a jeho objem byl
€O mozna nejvetsi.

(d) Rozlozte kladné ¢islo na ¢étyfi kladné s¢itance tak, aby jejich sou¢in byl maximéalni.

(e) Farmar a farmdika majf 100 m pletiva a radi by oplotili pozemek pro ovce. Trvaji

na tom, ze pozemek bude mit tvar obdélniku. Protoze se nachézi u reky, staci jej
oplotit ze ti{ stran. Jaké bude zadani tilohy pomoci Lagrangeovych multiplikdtora?

Piiklad 4. [Zkouskové] Naleznéte supremum a infimum funkce f na mnoziné M a urete, zda a
pripadné kde se jich nabyva.

(a) flx,y,2) =20—y+zaM={[z,y,2] e R} 2% +9?+22 < 1,22+ (y+1)2+22 < 1}.
(b) f(x,y,2) = (222 + 3y?)e 3" v a M = {[z,y] € R% 2 > 0,y > 0}.

(¢) f(z,y,2) =2x+y+3zaM={[r,y,2] eR% a2+ 9>+ 22 <4 x+y+2z>0}

(d 2,y,2) =y> +aza M= {[z,y,2z] e R} 22 +y?> + 22 < 1,2+ 2 >0}

=22+522+2y%> a M = {[z,y,2] € R3; (x—2)?+9?> =4, 2—Ty—2+2 > 0}.

=z—y?>—2za M= {[z,y,2] € R} 2% + 2y < 2,(x — 22)? + y* = 5}.

=322+ y*+22a M ={[z,y,2] € R} 92+ 8y + 92z =9, v+ y+ 2 < 2}.
(x —2)y? a M = {[x,y,2 ]€R3;2z2+y2+2z2:1,x+22%}.

(2,9, 2)

(2,9, 2) =

(2,9,2)

(2,9, 2)

(r,y,2) =0 —y?> a M = {[z,y,2] € R} 22 + ¢y <5, (z+2)% +2y? =2}
(2,9, 2)

(2,9, 2)

(2,9, 2)

(2,9, 2) =

( 2)=xz(y+2)aM={[z,y,2] e R} 2% +y?+22 =122 +2y> < 1}.
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Vysledky - XI. Funkce vice proménnych - Extrémy

Priklad 1. (a) Maximum hodnoty 1 v bodech [+1,0] a minimum hodnoty 2 v bodé [—1,0].
(b) Maximum hodnoty 1 v bodé [1,0] a minimum hodnoty 0 v bodech [0, y],y € (0, 1).

—
o
~

Maximum hodnoty i v bodech [T + km, T — kr],k € Z a minimum hodnoty —3 v
bodech [3% + kr, T — kxl, k € Z.

(d) Maximum hodnoty 1 v bodech [£1,0] a minimum hodnoty § v bodech [0, +1].

(e) Maximum hodnoty 5 v bodech [1,1,1],[1,-1,1],[-1,1,1],[-1,—1,1] a minimum
hodnoty —1 v bodé [0, 0, —1].

(f) Maximum hodnoty —1 v bodé [0,0] a minimum hodnoty —19 v bodé [0, 3].

(g) Supremum neexistuje a minimum hodnoty —14 v bodé [—1, —2, 3].

(h) Maximum hodnoty v/2 v bodé {7 f} a minimum hodnoty —v/2 v bodé [ 7 —%}
(i) Maximum hodnoty 7 v bodech [, 2], [~ 25, —%] a minimum hodnoty —2 v bodech

2 3 2 3
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(j) Maximum hodnoty 2 v bodech splitujicich 22 +y? = 1 a minimum hodnoty 0 v bodé
[0,0].

Maximum hodnoty = 2— v bodé [ ,O} a minimum hodnoty 0 v bodé [0, 0].
Supremum hodnoty 5c @ infimum hodnoty 0. Maxima ani minima se nenabyva.
Maximum hodnoty 2 v bodech [0, +1] a minimum hodnoty 0 v bodé [0, 0].
Maximum hodnoty 63 v bodech [1,++/63] a minimum hodnoty —1%% v bodech
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(0) Maximum hodnoty ¥ +b v bodé [

!

v bods [*ﬁ*ﬁ}
(p) Maximum hodnoty a? v bodech [£a,0,0] a minimum hodnoty 0 v bodé [0, 0, 0].
Priklad 2. (a) Maximum je v [}, -2, 2] a minimum v [-3, 2, —2].
(b) Maximum je v [%, —%, %] a minimum v [—% \/%, —\/%].
(c) 1\/I:;Lx11num‘]ev[i3 :i:%;l:%]{ f,j:\lf, T]amunmumv[\[,:Ff, \}],[—%,:ﬁ:%,i%
(d) Maximum je v [%, %, %] a minimum v [—% et %] [%,:I:%, ﬁ]
(e) Maximum je v [%, f%, f%}, [— \lf f’ f%], [f%, 7%, %] a minimum v

% % 7bm % wblnm &
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(f) Maximum v [, §, 5] @ minima se nenabyva

(g) Maximum v [§, &, §] @ minima se nenabyva

(h) Maximum v [1,1] a minimum v [0, 0]

(i) Maximum v [:I:g, 1] a minimum v [:I:@, —-11.

(j) Maximum je v [+v/av/15, 11/aV/153] a minimum v [—1./av/15, —1/aVv/153].

(k) Maximum je v [+4/% 1—52, \/ 3] a minimum v [0, 0].
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Maximum v [0, 1] a minimum v [0, 0].



Priklad 3.
1.

oro W

Priklad 4.

(q) Maximum v [1i4‘f,% %‘/5] a minimum v [% —%, %]

(r) Maximum v [—3,0] a minimum v [—2,0].

(s) Maximum v [i% i% 0] a minimum v [%, %, +1], [—
(t) Maximum v [0, £3] a minimum v [0, 0].

(1) Maximum v [+1, 41, \%] a minimum v [+£3, F3, \%]
(v) Maximum v [\/52_1,0, */52_1} a minimum v [‘[ ,0,—
(w) Maximum v [%, %] a minimum v [0, 0].
Vzdélenost je 3r a nejblizsi bod je [% 81, 1%]

Podstava mé hrany stejné délky a to v/2V, vyska je 7\/2V
Podstava ma hrany stejné délky a to 8, vyska je také 8.

Cislo je tieba rozlozit na ctyfi stejné scitance.

Maximalizujte funkci f(x,y) = 2y vzhledem k mnoziné M = {[x,y] € R?;2z +y = 100}.

Vazebni funkce z nasi véty tedy bude g(z,y) = 2z + y — 100.

(a)

Funkce f nabyva na M maxima hodnoty Lg/ﬁ v bodé {\/g , f%, \/2?—0] a minima

hodnoty 1775/5 v bodé [—\/g, -3 —\/%.

Funkce f nabjva na M maxima hodnoty 2 v bodé [0, 1] a minima hodnoty 0 v bodé
[0,0].

Funkce f nabyva na M maxima hodnoty 2v/14 v bodé \/g [2,1, 3] a minima hodnoty
—2v/2 v bodé 210, 1, —1].

Funkce f nenabyvad maxima ani minima na mnoziné M. Supremum funkce f na M

je 1 a infimum je —%.

Funkce f nabyva na M maxima hodnoty /5 v bodech [\/57 0, +v2 — \/5] a minima
hodnoty —3 v bodech [-2, £1, 2].

Jelikoz napiiklad f(n +2,0,n) nee +00, tak f neni na M shora omezena a tudiz
neex1stuje jeji supremum ani maximum. Minima na M hodnoty nabyva v bodech

[(£3,0, %3]
Funkce f nabyva na M maxima hodnoty v/5 v bodech [ 0, &= ‘[} pro vsechna
€ (=v/2,1/2), a minima hodnoty —3 v bodech [0, +1, 1].

Jelikoz napiiklad f(1 — fy ,y,0) e +00, tak f neni na M shora omezend a
tudiz neexistuje jeji supremum ani maximum. Minima na M hodnoty 24% nabyva v
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bodech [16, 15 ,32}.

Funkce f nabyva na M maxima hodnoty i v bodech [%, + \}57 O} a minima hodnoty

—i v bodech [0, i%, %]

Funkce f nabyva na M maxima hodnoty % v bodech [:ﬁ:%,if j:l} a minima

hodnoty —% v bodech {:Ff,:t :I:l}



