X. Funkce vice proménnych - Implicitni funkce

Shrnuti teorie.
Tvrzeni. (O implicitni funkci) Mé&me otevienou mnozinu G C R"*! a bod [zg,y] € G.
Uvazujme funkci F' : G — R splnujici:
(a) FeCYq),
(b) F(xo,y0) =0a

(C) %((Ilo,yo) 7’5 0.

Potom existuje U okoli bodu @y (v R™) a okoli V' bodu yo (v R) takovd, Ze pro kazdé ¢ € U
existuje jediné y € V spliujici F(x,y) = 0. MuZeme tedy reprezentovat y = ¢(x) pro néjako
funkci ¢ : U — V.

Navic plati, ze ¢ € C1(U) a pro i € {1,...,n} mame vzorec
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Pozn. MnoZina koreniu rovnice je tedy lokdlné reprezentovdna grafem jisté funkce.

Pifklad (Kruznice): Uvazujme (implicitni) vztah 22 4 3? = 1. Chtéli bychom néjak vyjadfit
y v zévislosti na proménné z. Zavedme si proto funkci F(z,y) = 2% + y?> — 1. Ta je zjevné
spojité na celém R? =: G. Podminka (a) je tedy zadarmo, co podminka (b)? Pro ni nés zajima
v jakych bodech [zg,y0] € G nastavd F(zg,yo) = 0. To jsou préavé ty body, které lezi na
jednotkové kruznici. Co posledni podminka? Mame %—Z(a:, y) =2y =0 < y =0. M4 smysl
tedy uvazovat body [zo,yo], které lezi na jednotkové kruznici, ale ne na ose x (to vyfazuje
pravé dva body [1,0] a [—1,0]). Pro ostatni body dostdvdme existenci okoli U,V a funkci
o(z) =y : U — V, kterd je t¥idy C*(U) (dokonce C*°). Vezmeme-li napi. [xg,yo] = [0, 1], pak
1=¢(0) a

%(0) _ ~ 52(0,9(0)) _ _5(0,1) _ Zalon 0
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Ale dovedeme to i v obecném bodé x € U:
0y a0 0) | e | @
O G (@ e@)  Weee) ¢
Alternativné muzeme vzit (na okoli U platny) vztah
2? + (p(2))* =1
a derivovat dle proménné x:
, , x
2z 4+ 2¢(x) - () =0 = gp(w):—m .

Tvrzeni. (O dvou implicitnich funkcich) M&jme otevienou mnozinu G C R™*2 a bod [z, yo] €
G. Uvazujme dvé funkee Fy, F» : G — R spliiujici pro né&jaké k € NU {oo}:

(a) Fy, Fy € C*(Q),
(b) F1(11307y0) = 07 FQ(wanO) =0a

ok 9F
(c) 52% %7%% (@0, Y0) = G- (20, Y0) - Fo2 (0, Yo) — Gk (20, Y0) - G2 (20, Yo) # 0.
1 Y2

Potom existuje U okolf bodu xg (v R™) a okoli V bodu yq (v R?) takovd, Ze pro kazdé x € U
existuje jediné y € V spliiujici Fi(x,y) = 0 = Fa(x,y). Muzeme tedy reprezentovat [y1,ya] =
[o(x),v(x)] pro néjaké funkce o, 1) : U — V. Navic plati, ze ¢, € C¥(U) apro k € {1,...,n}
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Priklad 1. V nasledujicich tlohach ukazte, ze uvedend rovnice urcuje v jistém okoli predepsaného
bodu [z, yo] implicitné zadanou funkci proménné x. Déle spoctéte jeji prvni i druhou
derivaci v bodé zy. Nakonec napiste rovnici tecné primky ke grafu této funkce v bodé xy.

(a) 22ty + 23 + 3 + 2y = 1, [0, y0] = [1,0].
(b) 22+ 2zy* + y* — y® = 0, [z0, yo] = [0, 1].
(c) €™ +siny +y? = 1, [zo,yo] = [2,0].

(d) sin(zy) + cos(xy) = 1, [zo, yo] = [, 0].
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log(2? +y? + cos(xy)) +y = 0, [z0,y0] = [0,0].

log(z + arctany + 1) + zy = 0, [zg, yo] = [0, 0].

z?y® + 2%y® +siny = 0, [z0, yo] = [0,0].

arctan(y — x) + arctan yw—z =71, [wo,yo] = [1,1].

¥ +y* =2y, [xo,yo] = [1,1].

esine® 4 esin(ey) — 9y 1 9 [0, yo] = [0,0].

7 + arcsin(z + y?) = arccos(z? + ), [zo, yo] = [0,0].

Priklad 2. V néasledujicich tlohdch ukazte, Ze uvedend rovnice urcuje v jistém okoli predepsaného

bodu [zg, Yo, z0] implicitné zadanou funkci proménnych x a y. Naleznéte rovnici teéné
roviny ke grafu této funkce v bodé [z, yo.

) 2%+ 2y% + 322 + 2y — 2 = 9, [0, Yo, 20] = [1, =2, 1].
) 2?2 + 9% + 22 — 3zyz = 0, [0, Yo, 20] = [1,1,1].
c) sin(yz) = %, [z, y0, 20] = [1, 5, 1].
) —e®Y 4 €Y% + e** = e™V* [x0, Yo, 20] = [0, 2,0].
) £ =1log 2, [20,y0, 20] = [0,1,1].
) sin(z — y) + 2%y2? = 1, [70,v0, 20] = [1,1,1].
Priklad 3. Ukazte, ze uvedend soustava rovnic ur¢uje v jistém okoli bodu [z, yo, ug, vo] implicitné

zadané funkce u, v v proménnych x a y. Potom spoctéte parcidlni derivace obou funkci v
bodé [zg, yo].

(a)

I:UCOSE7 y:USiHE, [x()’y()vu()vvo] :[1507170]
u u
(v )
ze' T L 2uv =1, ye' U — 5= 2z, [zo, Yo, uo0,v0] = [1,2,0,0].
© )
x=e€"4usinv, y=-e"—ucosv, [rg,Yo,uo,v0]=][1+ee 1, =]

2
(d)
Sxu 4 3yv = 4x’yv + duPv,  dxyu® + 20? = Syuv, |20, Yo, uo, vo] = [1,1,1,1].
Priklad 4. [Zkouskové] V nésledujicich tlohéch ukazte, Ze uvedend rovnice urCuje v jistém okoli

predepsaného bodu [z, yo] implicitné zadanou funkei proménné x. Déle spoctéte jeji prvni
i druhou derivaci v xg a napiste rovnici tecné primky ke grafu této funkce v bodé xy.

(a) arccos(logz + logy) = 3arcsin 2, [z, yo] = [1,1].

(b) sin(arctan z + arctan(2y)) + cos(arctan x + arctan(2y)) = 1, [zo, yo] = [-1, 3].
(c) arctan(z + siny) + arctan(z + cosy) = 7§, [0, yo] = [1,7].

(d) log tanzt2tany | o 2tanzitany _ o [y ] = [Z Z],

(e) sin(e® —e¥) + 3sin ZE¥ + cos(z — y) = 1, [zo, yo] = [m, 7].

(f) log(z +y°) + €™ =1, [x0,50] = [2,—1].

(8) €™+ 4 ev" =% = 2, [wo, yo] = [1,1].



Vysledky - X. Funkce vice proménnych - Implicitni funkce

Priklad 1. (a) ¢'(1)=—-1,¢"(1) =4 atetnajey=1—x.
(b) ¢'(0) =2,¢"(0) = —14 a tefna je y = 1 + 2.
(c) ¢'(2) =0,¢"(2) =0 a tecna je y = 0.
(d) ¢'(m) =0,¢"(7) =0 a tetna je y = .
(e) ¢'(0) =0,¢"(0) = —2 a tetna je y = 0.
(1) ¢'(0)=—-1,¢"(0) =2 a tetna jey = —x
(g) ¢ (0) =0,¢"(0) =0 a tetna je y = 0.
(h) ¢'(1) = %,gp”(l) = 3% a teéna jey =1+ %(x —1).
(i) () =1,¢"(1) =4 atetnajey=1+4(z —1).
(G) #'(0) =0,¢"(0) =1 a tetna je y = 0.
(k) ¢'(0) = —1,¢"(0) = 4 a tetna je y = —x.
Priklad 2. (a) Tetnd rovina ma tvar T'(z,y) = 1+ Z(y + 2).
(b) Tetn& rovina mé tvar T'(z,y) =1—(x — 1) — (y — 1).
(¢) Tecnd rovina mé tvar T(x,y) =1+ (z — 1).
(d) Te¢nd rovina ma tvar T'(x,y) = x.
(e) Tecnd rovina mé tvar T'(z,y) =1+ z + (y — 1).
(f) Tecné rovina ma tvar T'(z,y) =1— 3(z — 1).
Piiklad 3. (a) $2(1,0) = 1,52(1,0) = 0, 52(1,0) = 0, 5%(1,0) = 1.
(b) 52(1,2) =0,%2(1,2) = —3,52(1,2) = -1, 52(1,2) = §.
(c) g—f(l—i—e,e) = %7%(14-6,6) zo,g—w(l—i—e,e) = —%,%’(l—i—e,e) =1
2l [é) 12} lé)
(d) 7:(171):7%7375(1,1)7%a%(lal)zﬁv%(lal)i 2%
Priklad 4. (a) ¢'(1) =—-1,¢"(1) = ﬁ a tetna je y =2 — x.
(b) ¢'(-1) = —%790”(—1) =0atecna jey = —3.
(¢) ¢'(1)=3,¢"(1) =14 a tetna je y = w + 3(z — 1).
(d) ¢'(§)=-1,¢"(%) = —% a tecna jey = § — .
(e) ¢'(m) = 32:;5,90”@) = —24&%;’)3 a tetna je y = w + 32:;@ (x — ).
) ¢'(2) = f%,go”@) = % atefnajey=—1— %(x —2).
(8) ¥'(1) = —35,¢"(1) = —F atetnajey =1—g(x —1).



