9. PRUBEH FUNKCE

Vysetfete pribéh nésledujicich funkci.

1. (2% 42z + 1)e” 2. arctgr — o
3. (log|z|)® — 3log|z| 4. (r—1er=
5. arcsinsin( 4§§_f2)

VYSLEDKY A NAVODY

1. Snadno zjistime D(f) = R a f je na R spojitd; f(z) =0 < x = —1; lim, 1o f(z) =0 a
lim, , o f(x) = 0. Funkce f nenf lichd, neni sudd a nenf periodickd. Pro f’ plati

f/(z) = (2* + 42 + 3)e”, z € R.
Pro znaménko [’ mame

f(x)>0& 2z € (—00,—3)U(—1,00),
fl(z)<0&s e (=3,-1),
fl(x)=0& 2z € {-3,-1}.

Zabyvejme se jesté druhou derivaci f a jejim znaménkem:

f(x) = (2% + 62 + 7)e”, zr € R;
f(x)>0e 2 € (—00,—3 —V2)U (=3 +V2,00),
f'(z) <0z e (=3-v2,-3+2),
f'(z)=0exe{-3-v2 -3+2}.
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Z vyse uvedeného vyplyvd, Ze funkce f je rostouci na intervalech (—oo, —3) a (—1,00); f je
klesajici na intervalu (—3, —1); v bodé —3 md lokdlni maximum a v bodé —1 globdlni minimum;
globalniho maxima se nenabyva; H(f) = (0, c0). Funkce f je na intervalech (—oo, —3 — v/2),
(—3+ V2, +00) konvexni a na intervalu (—3 — V2, -3+ \/5) je konkdvni. Body —3 —+/2, —3+
/2 jsou inflexnimi body f. Funkce f ma v —oo za asymptotu funkci 2 — 0 a v oo f asymptotu
nema4.

Toto je graf funkce f:



2. Plati: D(f) = R, f je spojita na R; f je lichd a
A S =, I fla) = oo
Spocitejme prvni a druhou derivaci f a zkoumejme jejich znaménko:

1 —2x
f’(w):m—l, z € R; (@) = —5 r € R;

(1+ 22)?’
f'(z) <0<z e R\ {0},
f(x)=0&2=0;
f'(x) <0z e (0,+00),
f"(x) >0& z € (—00,0),
f"(z) =02 =0.
f

2z vz

Z vySe uvedeného vyplyva, Ze funkce f je klesajici na R a nemd Zadné extrémy; [ je konvexni
na intervalu (—oo, 0), konkdvni na (0, +o00) a 0 je inflexnim bodem; H(f) = R. Spocitejme
jesté asymptoty f:

T——+00 €T xr——+00 T

TR GO (amtgx _ 1) — 1,

lim (f(z) + )= lim arctgz = m/2;
r——+00 T—+00

TR CO N (w_l):_l’

r——00 I T——00 x

mll)l}loo(f(l’) +z) = xEIPoo arctgr = —m /2.

Funkce f md v +o0o asymptotu y = —z + 7/2 a v —oo md asymptotu y = —x — /2.



Toto je graf funkce f:

3. Snadno zjistime, ze D(f) = R\ {0}. Funkce f je sudd. Zkoumejme tedy funkci f zatim
pouze na intervalu (0, o). Pak mdme f(z) = (logz)® — 3log x.
Spoctéme limity v ,.krajnich bodech*.

. T 2
lim f(x)= mlg& log z((log x)* — 3)
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z—0+
. T 2 _ . _
wgriloof(x) = mllf& log z((log z)* — 3) = (400) - (+00) = +00.

Pro kazdé x > 0 plati

f'(x)

Zkoumejme znaménko prvni derivace:

5 ((log z)* — 1) a f(x) = %(—(logm)2 +2logx + 1).

T X

Fla)> 0oz e (0 é) U (e, +00)

fllx)<0s e (é,e)

f(x)=0&2z¢€ {%,e}.
Pii zkouman{ znaménka f” stal{ zkoumat znaménko vyrazu —(log x)? + 2log z + 1.
F'(x) >0 &z e (e V2 V)
() <0z e (0,eV2) U (e"V2 +00)
(@) =0s e {2 etV

Uvazujme nyni cely defini¢ni obor funkce f. Z predchoziho plyne:
e Funkce f je rostouci na intervalech (0,1), (e,400), (—e,—1) a klesajici na intervalech

(—o0,—€), (—1,0), (,e). Funkce f ma lokdlni maxima v bodech +1 a lokdlni minima v
bodech +e. Globalniho maxima a globalniho minima nenabyv4.
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e Funkce f je konvexni na intervalech (—e!tV2 —el=V2)  (e!1=V2 ¢1+V2) 3 konkdvni na in-
tervalech (—oo, —e!tV2), (—el=V2 (), (0,e!7V2), (e'*V2 +00). Body e TV2, +el~V2 jsou
inflexnimi body f.

Vzhledem k tomu, Ze lim, ., @ =0alim, ,, f(z) = 400 f nemd asymptotu v +oc.
Ze sudosti f vyplyvd, Ze f nemd asymptotu ani v —oo.

Takto vypada graf funkce f:

N
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Graf f v trochu jiném pohledu:

40+

_a0t

4.Plati D(f) = R\ {—1}; lim, . f(x) = 400, lim,, o f(x) = —o0,
lim,, ;- f(z) = —oo, lim,, 14 f(z) = 0. Funkce f je spojitd na D(f), ale neni sudd, ani
lichd, ani periodickd. Spoctéme f" a f” a prozkoumejme jejich znaménko:
3
f'(z) = g(ci_i_—j;g)?exp(x/(l + 1)), x € D(f);
or + 3

(1+ ) exp(z/(1+x)),  x€D(f);

f(@) =



f'(r) >0& 2z € (—o00,—3)U (0, +00),
f(z) <0&e 2z e (-3,-1)U(-1,0),

P(e) =0z e {-3,-1}

f"(z) >0z € (—-3/5,00),

f"(z) <0z € (—o0,—1)U(—1,-3/5),
f"(z) =0< z € {-3/5}.

"(x
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Funkce f je tedy rostouci na intervalech (—oo, —3) a (0, +-00); klesajici na intervalech (—3, —1)
a (—1,0). V bodé —3 ma f lokdlni maximum a v bodé 0 ma lokdlni minimum. Globdlnich
extrému funkce f nenabyva. Funkce f je konkdvni na intervalech (—oo,—1) a (—1,—-3/5);
na intervalu (—3/5,+00) je konvexni; bod —3/5 je inflexnim bodem. Pro obor hodnot plati:
H(f) = (—o00,—4exp(3/2)) U (—1,+00). UrCeme jesté asymptoty:

ooox—1 ( x )
lim exp =e,
T—400 T 1+
lim 3 (« 1) -
im — —
Jim 3 (2 exp | 7 e ex
I ! 1 -
= lim <ex|exp|— — —ex
z—+00 P 14+=x P 1+
— ex 1y _ 1
= lim { cr P ( 11”"’) — exp < ’ ) = —2e,
=400 | 1+ — 1+2x
oo —1 ( x )
lim exp =e,
T——00 I 1+zx
lim 9 (2 — 1) =
im o (@ exp | 7 T ex
_ 1 1 T
= lim qex{exp T exp | 7 n

_ —13y_1
= lim { e _exp( 1“*’) —exp( a

z——o0 | 14+ _H—La: 14+

N—— 8

Funkce y = ex — 2e je tedy asymptotou funkce f v +00 i —oo. Zde je graf funkce f:
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3
5.Polozme g(x) = ki

0; lim,, _~ g(x) = 0. Funkce ¢ je lichd a spojitd na R..
Pro kazdé x € R plati

b 1 — 222 v x(22? = 3)
g(fﬂ)—Gﬂm, g'(z) = Wm-
Jdx)>0sxe (- \/_\}_)
/(@) <0 1 € (=00, ——2) U (. +00),

1
Jr)=0sr=+—

7
Funkce g je na intervalech (—oo, —\%) (\} +00) klesajl’ci. Na intervalu (— \/Li

bodé —= Je globdlni maximum funkce g, v bodé —
Hg) = (o~ L), g( L)) = (= 3z

J'(2)>0& € (- \/§O)U(\/§+Oo)
g"(x) <0z € (—oo, \/> [
g'(x) =0z =0, \/; _\/;'

>) rostouct. V
e g. Plati také

%|~

f je globdlni minimum funk

(@]

PR Vysetieme nejprve prubéh funkce g. Plati: D(g) = R; lim, o g(x) =
x
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Funkce g je konvexni na intervalech (— \/g ,0), (\/g , +00). Funkce ¢ je konkdvni na intervalech

(—00,—\/3). (0,/9). Body 0, /4, — /4 jsou inflexnimi body funkee g.
Graf funkce g vypada takto:

Vrat'me se nyni k funkci f. VSimnéme si, ze H(g) C (—m, ) a
11
g(x) € (—m/2,7/2) & x € (—o0,—1) U (—5, 5) U (1, 00).

Plati proto:

f(.%'): g(x), T e (_OO’_1>U<_%7%>U<17OO)
T—g(z), xe(i1).

Nyni je snadné zjistit, ze funkce f je rostouci na intervalech (—1, —\/%), (-3, 3), (\/%, 1); fje

klesajici na intervalech ( 00, —1), (— \}5, —3), (3, %), (1,+00); v bodech 5, 1 ma f globdlni

maximum; v bodech —1, —1 ma f globalni minimum; v bodé - 7 ma f lokalm minimum a v bodé

_7 lokdlni maximum; fJe konvexni na intervalech (—3,0), (3, 1), (\/g, 00), (— \/7 —1); f

je konkdvni na intervalech (—oo,—\/;), (—1,-1), (0,3), (1, \/> ); body 0, \/; \/7_15011

inflexnimi body funkce f.
Toto je graf funkce f:



x o



