V1. Derivace funkci

Shrnuti teorie.

Definice. (Derivace funkce) Bud f redlnd funkce a a € R. Jestlize existuje

h) —
i S0+ 1) = f(@)
h—0 h
pak tuto limitu nazyvédme derivaci funkce f v bodé a a znacime ji f'(a). Pomoci pfislusné

jednostranné limity zavidime jednostranné derivace v bodé a a znacime je f) (a) resp. f’ (a).

Piiklad: Vezméme f(x) = x, pak médme, v libovolném a € R,

) — 1 T =@

a+h—a
h—0 h

h
= 1li = lim - =1.
ey h 50 h
Tvrzeni. (Aritmetika derivaci) Necht redlné funkce f a g maji vlastni derivaci v bodé a € R.
Potom plati

(a) (f+9)'(a) = f'(a) + ¢'(a).
(b) (f-9)'(a) = f'(a) -g(a) + f(a) - ¢'(a).

! "(a)-g(a)—f(a)-g'(a
(c) (5> (a) = L@@ —f(a)g ()

9°(a)

, jestlize g(a) # 0.

Tvrzeni. (Derivace slozené funkce) Necht realné funkce f, resp. g maji vlastn{ derivaci v bodé
Yo € R, resp. zg € R a yg = g(xp). Potom plati

(fog)(zo) = f'(yo) - g'(w0).

Pitklad: Vezméme f(x) = sinz a g(x) = 2% + €37, tyto funkce maji vlastni derivaci na celém

svém defini¢nim oboru, jimz je celd redlna osa. Bud tedy x € R libovolny a y := 22 4 €3*. Dle
tvrzeni plati vztah

(sin(a® +€*))" = (f(g(

)" =f(wo) - g'(w0) = (2x+3e™)cos(a? + ™).
2x+-3e3
—=cos vy =2x e T

Tvrzeni. (Derivace inverzni funkce) Necht redlné funkce f je na intervalu (a,b) spojitd a ryze

monoténni. Pfedpoklddejme, Ze v bodé zy € (a,b) existuje jeji vlastni a nenulovd derivace.
Potom m4 funkce f~! derivaci v bodé yo = f(x¢) a plati

Y (o) = - :

(o))
Priklad: Uvazujme funkci f(x) = sin z na intervalu (-7, 5 ), zde je tedy f spojita a rostouci.
Bud z € (=%, %) libovolny, pak f’(x) = cosz # 0. Ozna¢me y := sinz, dle tvrzeni dostdvime
. _ 1 1
(arcsiny)’ = (f71)'(yo) =

1 1
f(xo)

cosz  cos(arcsiny)

f'(wo)

== = -
Tvrzeni. (Vypocet jednostranné derivace) Nechtf redlnd funkce f je spojitd zprava v bodé
a € R a existuje lim,_,,, f'(x). Potom existuje f/ (a) a plati rovnost

! = i "(x).
fi(a) = lim f'(x)
Levostranna varianta je analogickd.

Priklad: Vezméme funkei f(x)

= /z, jeji defini¢ni obor je (0, +00), je spojitd na (0,00) a
spojitd zprava v 0. Na (otevieném) intervalu (0, 00) je jeji derivace ddna vztahem f’(z) = 2\1/5.
Dle tvrzeni miZeme spocitat, ze f} (0) = lim,_,o, ﬁ = +00.




Piiklad 1. [Pochopeni pojmu] Z definice uréete derivace zadané funkce f, urcete defini¢ni obory f, f':

(a) fz)=8. (e) flz) =

(b) f(x)=a?. (f) f(z) =

(c) f(x) =a2"neN (8) fz) = vdz 8.
(d) f(z) = sinz. (h) f(z) = |«l.

Piiklad 2. [Elementarn{ piiklady] Najdéte derivaci funkce f, uréete definiéni obory f, f':

(a) f(z)=32z° —172% + /32 — 8. z, x € (—00,0)

(b) f(x) = (2? — 2z + 3)e®. (&) f(x) = {1og(1 +z), € (0,00)

(©) flz) =2 +2yF+ Y7

(d) f(x):x%—%. 1—=z x € (—o00,1)
(e) f(z) =zlogz + xlogg x. (h) f(z) = {(1 —z)(2—2), ze€(1,2) .
() flx)=(3)". —(2-a), € (2,00)

Piiklad 3. [Slozené funkce] Najdéte derivaci funkce f, uréete definiéni obory f, f':

(a) f(x) = (2% + 51z + 119)%". (o) f(z) = (sinz)cos”®

(b) f(z) =2%(x +2)%(x - 7). (p) f(z) = arcsin(cosz).

(c) f(z) =log(z* +z +2). (q) f(z) =log(arccosx).

(d) f(z) = cos(a® —z +2)°. (r) f(z) =log(arctan x)

(e) f(x) = =z[z[+1. ) £(0) = Larcoot 22

(1) f(2) =2log 7. Gl

(g) f(x) = sin®z — sin(2?). (t) f(z) = zarcsin /Ty + arctan /.
(h) f(z) = log(log*(log’ x)). o

(i) f(z) = sin(sin(sinz)) () f(z)=e" " ~log e+l

(G) flx)= \/967. (v) f(z) = arctanvaz? — 1 — \/1;%%1.
(k) fla) =420 (w) f(z) = (arctanz)¥resine,

1) f(z)=e =" (x) f(z) = z(arcsin(z?))?.
(m) f(x) =z". (y) f(;z;) = elogl\w\

(m) fz)=(3)" (z) f(x) = |log x|l

Priklad 4. [Zkouskové pifklady] VySetiete spojitost (i jednostrannou) a spoctéte derivaci zadané
funkce v kazdém bodé, v némz existuje (i pouze jednostranna):

(a

= cos(max{x,z?}).

8

(b) f(x) =sign (2* — 4x) - sin(a® — 222).
(c) f(x) = V/3l="~11 — 3.

8

cosx)mm{Q’T ot 2042} (cosz)9(®).

(d
(e
(

—

2. L; arctan xJ

max{a:, 1—2? (z — 1)2}.

8
&2

—

8

= arctan(x — 1) -

oo

16'

=

(
(

= (2® — 227 + z) - |2 arctan z|.

8
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arccot T — Z) sin? (%) - %

5

—~

8

—
(N

= arccos(min{2z?, z + 1}).
1— (22 -1~

R e T e Y
inqin Qs i o s i i i g
\_/\_/\_/\_/\_/E/\_/\_/\_/\_/v

—
=
8



Vysledky - VI. Derivace funkci

Priklad 1. [Pochopeni pojmul]

(a) f'(z)=0,z€eR
(b) f'(z) =2z,z€R
(¢) f'(z) =nz"tneNzeR
(d) f'(z) =cosz,z eR
(e) f'(z) =¢€%z€R.
(f) f'(x) =2"1og2,2 € R
8
(@f@—{yzeiﬁ@.

(0) fr(z) = 4 T — o 2 € RAO)
Neexistuje, x =0
Priklad 2. [Elementarni piiklady]
(a) f'(x) = 152* — 5122 + /3,2 € R.
(b) f'(z) = (2?4 1)e”,z € R.

1 1
@ﬂm=$+ﬁ+wﬁ

+00 r=0,

x>0

(d) f/(x)sz \/—,w>0

() f'(z) =1 +logz)(1+ m),x > 0.

’ 1, z<0
(g)f(x)_{ﬁzv oo
-1, r<l1
(h) f'(z) =22 -3, z€(L,2).
1a T > 2

Priklad 3. [Slozené funkce]

= 87(2x + 51) (2% + 51z + 119)%6 x € R.
= (2222 — 492 — 42)2% (2 + 2)"(z — 7)10, 2z € R.

(1 —322)(23 — 2 +2)8sin(2® — 2+ 2)%, 2 € R.

B 2 € (—o00,—1)U(1,+c0)

(f) fl(z)={ —00, z=-1_
+OO, Tr = 1+

(g) f'(x) = 2sinzcosx — 2z cos(x?),x € R.

(h) f/(JU) W x € (176) U (6, +OO)
(i) f'(x) = cos[sm(sm x)] - cos(sinz) - cosz, xz € R.
() f'(z) = g€ (—3,3).
<ym>:*%mgﬁgmﬂﬁxeRugu



(1) f'(x) = Ze 7,z e R\ {0}.

(m) f'(x)=(1+logz)x®x > 0.

() f(@) =—L(1+logl) (L)%, > 0.

(o) f'(z) = (—sinz - log(sinx) + %)(sin 2)%% x € Jpey (2km, (2k + 1)T).
—sgn (sinz), x € R\ {km keZ}

(p) f'(z)=4{ -1, x € {2kny, (2k + )m_},k € Z.
1, e {2kn_,2k+ )i} kel

(q) f'(z)= {_arcclosx ’ \/117?’ z € (_171)’
—00, r=—-15

(I‘) f/(JU) = arctlanac ’ l-i-%’x > 0.
(5) F/(2) = gk, w € R\ {O}.

{arcsin ;CL-H_FQ(T\/—‘EI)_'_iQ 1 s l’>0

1
3z3 14z .
~+o00, z =04

2
3

(n) f'(z) =2z ~1 — -,z €R.
(v) fl(z) = 28z 2> 1.

@ -1’
arcsin log(arctan x arcsin x
(W) f/(l‘) — (arCtan x)( ome ( gf/l_tgﬂ ) + arctanz 1+1a:2) , T E (0’1)
—00, r=1_
: 623 arcsin(z®
(arcsin(x?))? + ﬁﬁ()v r e (—1,1)
+00, r=1_
1
) (@) = = srgrre™ @ € R\ {0, £1}.

(2) f'(2) = 3ty = € R\ {0}.

Piiklad 4. [Zkouskové piiklady]

—sinzx, x € (0,1)
—2zsin(2?), x € (—o0,0) U (1,+00)
(a) f'(z) = {0, z=0
—sinl, r=1_
—2sinl, =14
(3z% — 4z) - sgn (2® — 4x) - cos(x® — 22%), x € R\ {0,£2}
0, z=0
(b) f'(z) = ¢ —4, x=2_
4, T =24
00, r=-2

10g3'3|12’1‘~2m'sgn (z2-1)
PYPTERT , weR\{0,£1,+£v2}

—00, T e {7\/5704-}
/
(c) f'(z) =4 o0, ze{v2,0_}
3
;%logfﬂ, T € {1_7—1+}
% log 3, re{ly,—1_}
e9(@)log(cosz) . (g/ (1) - log(sinx) — g(x) - tanz), = € Urez(—5 +2km, 5+ 2km) \ {0,1}
0 z=0
d) fl(x)=<"
(@) f@) —2cos?1-tan 1, r=14
—cos?1-(2tan1 — 3log(cos 1)), r=1_



—4dz, x € (—o0,—1)

—2z, z€(—1,0)

0, z € (0,1)

2z, x € (1,00)

0, z=0

+oo, xe{-1_,1_}

0, aze{-1,,1.}

1 = (—1-5\/57 3+2\/5)

—2u, x € (0, =14Y0)

20z —1), € (—00,0)U (355 4o0)

225, x= (=45

B g = (),

1, = (3+2\/5))_

1+V5, o= (3+2\/5))+

-2, xz=0_

0, z =04

% + arctan(x — 1) - sgn (arctan® x — ’IT—Z) . 23;?;2“", x € R\ {£1}
0, z=1

— 7 arctan 2, x=—-14
7 arctan 2, r=—-1_
—2- (322 — 4z +1), z € (—o00,-1)

— (322 — 4z + 1), z € (—1,0)

0, z € (0,1

3x? —4dx + 1, x € (1,00)

0, T =

-1, z=0_

0, z =04

—00, r=-—1_

-8, r=—-14

_3 si;i;f*% 4 forccot o= 3) | *(n:”* reR\{2k+1;keZ}

0, =1

400, x =2k + 1 pro k > 0 liché nebo k < 0 sudé
—00, x =2k + 1 pro k < 0 liché nebo k& > 0 sudé
Vi T€(2-3)

e ee(-5%)

—0Q, T =24

—00, T = (@),

%; €= (:71)+

— /3 r=(%)-

- e e (V20 U0,V2)

-2, z=0_

2, z =04

+00, T =—\2+

oo, v =



