VI. Pribéhy funkci

Postup pri vysetfovani prabéhu funkce f: R — R.

o Predehra.

— Defini¢ni obor f a spojitost.
— Pruseciky s osami (pokud to lze, muze vyplynout z extrému). Piipadné ,zajimavé“ hodnoty.
— Sudost/lichost a periodicita. Casto je z tvaru Dy €i nesymetrie priisecikil jasné, ze nemuze byt

to ¢i ono. Nebo je naopak zjevné, Ze je napr. sudd (co se déje po dosazeni —x?).

Je-li f sudd/lichd, tak se omezim na mnozinu Dy N [0, +00) a zkoumdm vlastnosti funkce zde. Je-li
f periodickd, tak se omezim na néjaky interval, ktery ma délku této periody.

o Limity

— Spocitame limity v krajnich bodech defini¢niho oboru. Typicky se jedna o hodnoty v £o00 a v
par bodech vyrazenych z definicniho oboru. Obvykle neni problematické.

— Asymptoty v nekone¢nech. Zkoumdme limity limg,_, 4 @ =k alim, , . (f(x) —kz) =: ¢,

asymptota, pak m4 tvar kx + q. Totéz v —oo. Mizeme ziskat celkem Zadnou (k ¢i ¢ neexistuji),
jednu nebo dvé ruzné asymptoty.

— Nacdrtnu si kostru grafu. Vidim defini¢ni obor, priseciky, limity. To mi k4, ze funkce nékde
urc¢ité roste/klesd, nékde musi mit extrém daného typu. (Sem se prubézné vracime.)

e Prvni derivace.

— Mechanicky vypocet prvni derivace v maximéalnich otevienych intervalech.
— Uréeni definiéniho oboru f”.

— Spociténi f’ ve zbyvajicich bodech - vzorec vyuzivajici jednostrannou spojitost (Véta 45) nebo
pripadné definice (nemdme-li pfislusnou jednostrannou spojitost).

— Znaménka f’, jeji kofeny.

— Intervaly monotonie (Véta 44). (Separdtné na jednotlivych intervalech, ne na sjednoceni.)

Lokélni extrémy f. Z nich vycteme globalni extrémy a ur¢ime H; (Véta 31).
e Druhé derivace.

— Mechanicky vypocet druhé derivace v maximéalnich otevienych intervalech.

Obvykle neni nutné se zaobirat vypoctem jednostrannych druhych derivaci, ale $lo by to.

Znaménka f". (éasto se vytknou kladné faktory a neni tedy tfeba pracovat s celym vyrazem.)

Intervaly konvexity/konkdvnosti funkce f (Véta 48). (Opét separdtné.)
— Inflexni body.

o Graf.
— Usporaddni dilezitych bodi: Priseciky, extrémy, inflexni body, singuldrni body (tj. vyjmuté
body z D). Nazna¢im asymptoty (k nim se musi funkce pfimykat).

— Nacrtek grafu: Musi byt vidét zména konvexity a konkavity; v extrémech je vidét extrém.
Pokud jsme vyuzili sudost/lichost/periodicitu, tak naértneme graf i ve vynechané ¢asti.

— Pokud to nejde nakreslit, tak je nékde chybu (napf. vlastni limita v nekoneénu a pfitom méa
byt funkce konvexni ¢i funkce klesd do +00).

Piiklad 1. (Pritbéh funkce)

2

(a) f(x)= arcsin ‘;’2;1 (d) f(xz) = Va3 + 5z + Tx. (g) f(z)=|z|—3arctan(z+2).

2

(b) fz) =2 +2,/:25. (e) flx)=4/75- (h) f(z) = (37+2l —9)2,

(c) f(z) = =1 (f) f(z) = arctan (zzsf%). (i) flz)= (4212%%)22-



Vysledky - VI. Pribéhy funkci

Piiklad 1. (Prubéh funkce)

(a)

f(x) = arcsin iz—_ﬂ

Snadno médme Dy = R, funkce je zde spojitd. Priseéiky s osami jsou [£1,0] a [0, —7/2]. Vidime, Ze
f neni periodicka ani licha, ale je suda.

Limity v krajnich bodech vyjdou 7, diky AL a spojitosti. Dale staci zkoumat funkei pouze pro
x > 0. M4 trividlni asymptotu y = 7.

Prvni derivace vyjde f'(x) = Zﬁil . \/A% = 122+1 pro x > 0. Diky spojitosti f lze derivaci zprava

dopocitat pomoci limity a vyjde f’ (0) = 2 (zleva tedy vyjde —2, derivace v pocatku neexistuje).
Funkce zde tedy roste. V. = 0 je tedy lokalni (a globalni) minimum. Diky spojitosti je H; =
(=%.3)

Druhé derivace je nyni snadnd, totiz f”(x) = ﬁ < 0 pro > 0. Funkce je tedy konkdvni na
(—0,0), (0,400). Nemé ale inflexni bod (nebof v nule nemd smysl prvni derivace). Kreslime graf.
A

fle) =242,/ 7.

2
Snadno zjistime, Ze Dy = (—o0, —v/2) U (v/2, +00). Priisetikem s osami je jediny bod a to [—+/6, 0]
(ve vypoctu si vSimneme, ze x musi byt zdporné). Neni tedy sudd, lichd a ani periodické.
Limity v +o00 bodech vyjdou +oo, diky AL a VOLSF(S). Jednostranné limity v ++/2 vyjdou +ooc.
Asymptota vyjde y = = + 2.
4z

2_9)2 22
(x2-2) 222

Prvni derivace vyjde f'(z) =1— pro x € Dy. Jednostranné limity derivace v krajnich

bodech vyjdou +o0o (ale neni to hodnota jednostranné derivace). Okamzité vidime, ze f' > 0 pro
r <0, a tedy f roste na (—oco, —/2) a nabyvé zde viech hodnot z R diky spojitosti. Tedy Hy =R

Pouze pro z > 0 se muze derivace nulovat. Resfme rovnici 1 = W. Vyjde a = /2 +2V/2 >0

(davéa smysl). Na (v/2,a) je tedy f klesajici, na (a,+o00) rostouci (to je vidét z chovani limity v
+00). Hodnota tohoto lokdlniho minima je néjaké kladné ¢&islo (napravo neni zaddny prisedéik).

Druhé derivace je nyni

4 2 2 2 9 9 1 —4x
e R (T e = IT
atedy f” >0« [] <0, tedy kdy (22 —2)2/- — 42 ((x2 —2)/ = (2% - 2)%. W)

coz je ekvivalentni s (22 — 2)% — 42%(2% — 2) — 222 1;52 <0, a tedy (2% —2)(z% -2 — 422 - 2) <0,
coz znamend, ze —3x2 — 4 < 0, a to plati pro kazdé x € R, a tedy i pro x € Dy. Funkce f je tedy
konvexni na celém svém definicnim oboru. Proto nema zadny inflexni bod. Kreslime graf.

<0,

A

f(z) = ze 3,

Zjevné je Dy = R\ {£1/2} a funkce je zde spojitd. Jedinym priise¢ikem s osami je pocatek. Funkce
tedy neni periodickd a mizeme si povsimnout, ze je licha a neni suda. Funkci budeme tedy zkoumat
na {0, +00) \ {v/2}.

Limity. Z AL ihned dostdvame, Ze limita v 400 je +0o. Obdobné je limita v /2 zprava, resp. zleva
rovna 400, resp. 0. Asymptota v +o0o vyjde jako primka y = z. Diky lichosti tedy mame limitu v
—00 rovnu —oo, limitu v —+/2 zprava rovnu 0 a zleva rovihu —oo. Asymptota v —oo je opét y = .

7 . v/ 7 v # 2 v 7’ 7 7 v 7
Prvni derivace. Snadno spoéitdme, ze f'(x) = e=?-2 {1 — (;822%2)2} , coz dava smysl v celém definiénim

oboru. Derivace je nulové pravé v bodech, které odpovidaji feseni bikvadratické rovnice x* — 622 +
4 = 0. Ta mé kofeny

a=-\3+V5 b=-/3-V5 c=13-V5 d=1/3+5.

Nahlédneme, Ze f roste na intervalech [0, c], [d, +00) a klesa na [c,v/2), (v/2,d]. Z lichosti roste na
(—o0,al, [b,0] a klesd na [a, —v/2), (—v/2,b]. Z toho mame, Ze v bodech a, ¢ jsou lokdlni maxima,
zatimco v bodech b, d jsou lokdln{ minima. JelikoZ f(c) < f(d), pravé ¢ast grafu nam tedy dé (diky
spojitosti) (0, f(c))U(f(d), +00). Z lichosti je tedy H; = (—oo, —f(d)) U(—f(c), f(c)) U{f(d),+00).



Druhéa derivace. Pfimocate dostavame, ze

moy Lo [ =20 (0 2%\ dw(@®-2)° - 22 2(2® - 2) -2

a tedy f”(z) > 0 pravé tehdy, kdyz [| > 0. Resfme tedy

—2x(z* — 62% + 4) — da(x? — 2)(2® —2—22%) >0
—z[z* — 627 + 44+ 2(2* — 2) (2% - 2)] >0

zlzt — 622 +4+2(—2* +4)) <0

w[—z* —62% +12] <0

zfz* 4+ 62% —12] > 0

Jeden inflexn{ bod je tedy 0, pak jesté dva dalsi, které vyjdou jako (redlné) kofeny pravé nalezené
bikvadratické rovnice. Konkrétné jde o € = —v/v/21 -3 a f = /21 — 3. Poznamenejme, ze
f < /2 (azlichosti —/2 < €). Funkee je tedy konvexni na (f,v/2), (v/2, +00) a konkdvni na (0, f).
Z lichosti je f konvexni na (€, 0) a konkdvni na (—o0, —v/2), (—v/2, €). Kreslime graf, poznamenejme,
7ea(=—d) < —V2<e(=—-f)<b=—-c)<0<c< f<V2<d.

A

(d) f(z) = Va3 + 5z? + Tx.
Okamzité vidime, ze funkce je definovana na celém R a je zde spojita. Z rozkladu polynomu vidime,
7e jedinym priisecikem je pocatek. Evidentné nenf periodickd a nen{ sud4 ani lichd (viz f(1) = v/13
a f(—1)=—+3).
Limity. Z AL vidime, Ze limita v +00 je +o0o. Standardné spo¢teme, Ze asymptota v +00 i —0o0 je
piimka y =z + % Diky spojitosti uz nyni vime, ze Hy = R.

32241047

Prvni derivace. Snadno nalezneme f'(x) = P pro x # 0. Pomoci jednostrannych limit
xr xr xX

(a spojitosti) spocitame, Ze f/(0) = +oo. Vidime, Ze derivace se nuluje v bodech —% a —1. Evidentng
tedy f roste na (—oo, —1), (—1,+00) a klesd na (—I,—1). V bodé —I je lokdlni maximum a v —1
je lokalni minimum.

Druh4 derivace. Piimocafe ziskdme, Ze (pro x # 0)

1 (2% + 52+ 7) + 2(2x + 5)

f(x)

2 2
6z + 10)(z(2® + 52 +7))5 — (32° + 10z +7) - 5 -
|6+ 10/ DE-( R

3/t (@t + 5+ T
a tedy f” > 0 pravé tehdy, kdyz [] > 0. To znamend, Ze

2 322 +10x + 7
3 {x(x2+5r+7)

(62 4 10)/22(22 + 5z + 7)2 — (322 + 102 4+ 7) -

1
Vw(x? +5x+7)

1
. {(3:5%—5) cx(x? +5r+7) — g(3m2+10:c+7)2 >0

1
— - [(92” + 152) (2 + 5z + 7) — (32 + 102 + 7)*] >0

Iz

- [92 + 602% + 1382° + 1052 — (92" + 602° + 1002* + 422° + 1402 + 49)] > 0

1
Iz
1
7
1

[—42® — 352 — 49] > 0

- [42% 4 35z +49] <0

L ®

e+ T4z +7) <0.
@D +7)
Ziskdavame tedy dva inflexni body, a to —7, —%. Bod 0 neni inflexni, protoze v ném neni konec¢na
prvni derivace, ale ke zméné chovani v tomto bodé dochézi. Dohromady tedy je funkce f konvexni
na (—oo, —7), (—Z,O) a konkavn{ na (—7,—%) , (0, 400). Kreslime graf, poznamenejme, ze —7 <
—IT<-T<-1<0

3 1 :
A



(e) flx) =1{/35:

2

Evidentné je Dy =R\ {3} a funkce je zde spojita. Neni proto sud4, lich4 ani periodicka. Jedinym
prusecikem s osami je pocatek.
Limity. Pomoci AL vyjde limita v 0o rovna oo, limita v 3 zprava je 400 a zleva naopak —oo.

Funkce nema asymptoty (limita £ ( ) je nula, ale limita f () neni redlné ¢islo.).

Prvni derivace. Snadno ziskame f’ (z) = ——=2=%— coz dava smysl v D; \ {0}. Standardné
3(2-3)23/ s

spoc¢itame fi (0) = Foo, a derivace v po¢atku tedy neexistuje. Vidime, Ze f roste na (—oo, 0), (, +00)
a klesd na intervalech (,3), (3, 6). Funkce f ma lokalni maximum v 0 s f(0) = 0 a lokdln{ minimum
v 6's f(6) = V/12. Diky spojitosti dostdvame, ze H; = (—o0,0) U (v/12, +00).

Druhé derivace. V Dy \ {0} ziskdme

= <3<x(§:§)4)é>/ - 31;%(;_ 3)8 [1'“’"

a f” > 0 pravé tehdy, kdyz [] > 0, coz je ekvivalentni s

(r—3)*+x-4(x—-3)3
3zi(x —3)3

W=

(z—3)% — (z—6)

)

(2 —3)3 +4x(z —3)3
375
[Sx(xf?))% — (z—6) ((:c —3)% + da(z — 3)%)] >0

>0

23 (x—3)5 — (z — 6)

1

(x—3)2[Bzx(z—3)—(x—6)(x —3+4x)] >0
(x —3)35 [32% — 92 — (x — 6)(52 — 3)] >0
(x — 3)% [32% — 92 — (52% — 330+ 18)] > 0
(z —3)5 (=222 + 242 — 18) > 0
(x—3) (x> =122 +9) <0
Zjistujeme, Ze mame dva inflexni body a to a = 6 — 3v/3, b = 6 + 3v/3. Bod 3 nenf inflexni, protoze

nepatri do definicniho oboru, dochézi zde ale ke zméné znaménka. Dohromady tedy mame, ze f je
konvexn{ na intervalech (—o0,0), (0, a), (3,b) a konkdvni na (a, 3), (b, +00). Kreslime graf.

A

f(z) = arctan (%)

Snadno nahlédneme, ze Dy = R\ {£5} a f je zde spojitd. Z tvaru definiéniho oboru neni periodick4.
Jedinym prusecikem je zjevné pocitek. Muzeme si vSimnout, ze je lichd a neni suda. Staci se tedy
omezit na (0,4o00) \ {5}.

Limity. Diky AL a vlastnosti funkci vidime, Ze limita v 400 je 0 a limita v 5 zprava, resp. zleva je
’27, resp. 1. Diky lichosti je limita v —oo rovna 0 a v bodé —5 je limita zprava, resp. zleva rovna
5, resp. . Funkce f ma v +00 i —oo trividlni asymptotu y = 0.

2
Prvni derivace. Snadno ziskdme, ze f'(z) = @;%%7 coz ddvd smysl na celém Dy a vidime,
ze vSude je f’ < 0. To znamend, 7e f klesd na (—oo,—5),(—5,5), (5, +00). Z toho plyne, ze funkce
nem4 zadné lokalni extrémy a diky spojitosti dostdvame, ze H; = (—%, 5)

Druhé derivace. Standardné ziskdme

17 _ -3
F@) = (@ =25y + 610272

a tedy f” > 0 pravé tehdy, kdyz [] < 0. To je ekvivalentni nerovnosti
z [(z* — 5022 4 25 + 642?) — (2® + 25)(22% — 50 + 68)
z [z* + 142 + 25 — (2 + 25)(22° + 14)
z [zt + 142 + 25 — (22 + 642® + 25 - 14)
x [—a* — 50a” + 25 - (25 — 14)
z (2" 4+ 502% — 275
z(z? +55)(x? — 5

[2z((2® — 25)* 4 642”) — (2* + 25)(2(2z” — 25) - 2z + 1282)]

] <
] <
] <
] <
) >
) >

Dostavame tak tii inflexni body, a to —+/5,0, /5. Vidime, Ze je f konvexni na (\f 5), (5,400) a
konkavni na (0,+/5). Diky lichosti je konvexni i na (—/5, O) a konkévn{ na (—oo, —5), (=5, —v/5).
Kreslime graf.

A



(2)

f(z) = |z| — 3arctan(z + 2).

Vidime, ze funkce je definovdna na celém R a je zde spojitd. Prisec¢ik s osou y ma hodnotu
—3arctan2 < 0. Prisecéiky s osou x jsou FeSeni rovnice || = 3arctan(z + 2). To FeSit neumime,
muzeme tedy jit dal, néco o tom vyplyne pozdéji. (D4 se ale nahlédnout, Ze jedno FeSeni méme pro
2 > 0 a druhé pro z < 0. To druhé navic musi byt pro x > —2.) Zjevné ale neni periodicka.

Limity. Trividlné plati, ze limita v 00 je +00. Funkce ma v 4+00 asymptotu tvaru y = x — 37” av

—00 asymptotu y = —x + 37”

Prvni derivace. Snadno nalezneme, ze f'(x) = sign(x) — pro x # 0. Rutinné spocteme,

3
T @2)?
ze fi(0) = +£1 — 2, takZe derivace v 0 neexistuje. Vidime, Ze f' > 0 pro z > 0 a f' < 0 pro
x < 0. TakZe f roste na intervalu [0, +00) a klesd na (—oo,0]. V bodé 0 je lokdlni minimum a

f(0) = —3arctan 2 < 0. Zjevné musi jit i o globalni minimum. Médme tedy H; = (—3 arctan 2, +-00).

Druhé derivace. Thned ziskdme, ze

' (z) = 6(z +2) 5 pro z # 0.

(14 (z+2)?)
(V 0 nemd ani smysl zkoumat druhou derivaci). Evidentné je tedy v —2 inflexni bod a funkce je
konvexni na (—2,0), (0, +00) a konkdvni na (—oo, —2). Je tedy zjevné, ze funkce nenf suda ani licha.
Kreslime graf.

JAN

fla) = (374201 — g)2,
Zjevné je f spojitd na celém Dy = R. Prise¢iky s osami jsou [—2,0], [2,0] , [0,64], vidime tak, Ze f
neni sudé, lichd ani periodicka.

Limity. Thned mame, ze limity v £+oo jsou +oo. Diky skale ma ! Sf) limitu +oo, f tedy neméa
asymptoty.

Prvni derivace. P¥fmocaie ziskame f/(z) = 2log3 - (1 4 2sign ) - 37212l . (32+2I2] _9) pro 2 # 0.
Diky spojitosti dostavdame f) (0) = —48log3 a f’ (0) = 16log3. Derivace v nule tedy neexistuje.
JelikoZ se zévorka nuluje pro z € {-2,2}, tak rychle vidime, Ze f roste na (—2,0), (2,400) a
klesd na intervalech (—oo,—2), (0, 2). Funkce ma tedy v = = 0 lokdlni maximum a lokdln{ minima
vre{-2 %} Lokélni minima jsou zdroven globélni. Diky spojitosti dostdvdme H; = [0, +0).

Druhé derivace. Mimo x = 0 ziskame, Ze

f"(x) = 21log?3 - (1 + 2signx)? - 32+2zl (2. 3w 420zl _g),

Okamzité vidime, Ze f konvexni na (—oo, — logs §), (5 logs 3, +00) a konkévni na (— logs 2,0), (0, £ logs 5).

Inflexni body jsou z = —logs % a %log3 %. Kreslime graf, poznamenejme, ze —2 < —logy % <0<
1 9 _ 2
3 10g3 5 < 3

A

Ihned vidime, ze Dy = R\ {log, 9} a f je zde spojita. Kvili tvaru definiéniho oboru nemuze byt sud4,
lich4 a ani periodickd. Snadno nalezneme pruseciky s osami, kterymi jsou body [0, —%] , [% log, 12, 0] .

Limity. Pfimocare ziskdme, ze limita v 400 je 1 a v —oo vyjde —%, mame tedy také trividlni

asymptoty y = 1 a y = —%. Rovnéz jednoduse méme, Ze limita ve vynechaném bodé je (z obou
stran) rovna +oo0.

Prvni derivace. Snadno zjistime, ze f'(x) = 6(;33;_29;)2; (4 —3-2%). Je tedy jasné, Ze f roste na
(log, 5,108, 9) a klesé na (—oo,log, 3), (logy 9,+00). V bodé log, 5 je lokln{ (a i globaln{) mi-
nimum s hodnotou f% = f%. Diky spojitosti dostdvame Hy = <f%, +00).
Druhé derivace. Mame
6log 2
Fla) = 28 = [27(4=3-27))(2° —9)® —2°(4 — 3-27) - 3(2° — 9)*2" log 2],

(27 -9)
a tedy f” > 0 pravé tehdy, kdyz [] > 0. Redfme tedy nerovnost
(4-27log2 —3-2%7 . 2log2)(z? — 9)® > (4-2° —3-227) - 3log2 - (2° — 9)? - 27
(4—3-27-2)(2" —9) > (4-2" —3.2%7).3
4-2° —6-22" —36454-2% >12.27 —9.2%
3-227 446 -2 — 36 > 0.



Resenim kvadratické rovnice s y=2%jeyi 2= %, smysl ma jen pozitivni kofen, coz ddva a =
log, M a jednd se o inflexni bod. Dostavame, Ze funkce f je konvexni na (a,logs 9), (logs 9, +00)
a konkévni na (—oo,a). Kreslime graf, poznamenejme, ze 0 < a < log, 3 < 3log, 12 < log, 9 a
1>—2>-0>—2

A



