
VI. Pr̊uběhy funkćı

Postup při vyšetřováńı pr̊uběhu funkce f : R → R.

• Předehra.

– Definičńı obor f a spojitost.
– Pr̊useč́ıky s osami (pokud to lze, může vyplynout z extrémů). Př́ıpadně ”zaj́ımavé“ hodnoty.
– Sudost/lichost a periodicita. Často je z tvaru Df či nesymetrie pr̊useč́ık̊u jasné, že nemůže být

to či ono. Nebo je naopak zjevné, že je např. sudá (co se děje po dosazeńı −x?).

Je-li f sudá/lichá, tak se omeźım na množinu Df ∩ [0, +∞) a zkoumám vlastnosti funkce zde. Je-li
f periodická, tak se omeźım na nějaký interval, který má délku této periody.

• Limity

– Spoč́ıtáme limity v krajńıch bodech definičńıho oboru. Typicky se jedná o hodnoty v ±∞ a v
pár bodech vyřazených z definičńıho oboru. Obvykle neńı problematické.

– Asymptoty v nekonečnech. Zkoumáme limity limx→+∞
f(x)

x =: k a limx→+∞(f(x) − kx) =: q,
asymptota, pak má tvar kx+q. Totéž v −∞. Můžeme źıskat celkem žádnou (k či q neexistuj́ı),
jednu nebo dvě r̊uzné asymptoty.

– Načrtnu si kostru grafu. Vid́ım definičńı obor, pr̊useč́ıky, limity. To mi ř́ıká, že funkce někde
určitě roste/klesá, někde muśı mı́t extrém daného typu. (Sem se pr̊uběžně vraćıme.)

• Prvńı derivace.

– Mechanický výpočet prvńı derivace v maximálńıch otevřených intervalech.
– Určeńı definičńıho oboru f ′.
– Spoč́ıtáńı f ′ ve zbývaj́ıćıch bodech - vzorec využ́ıvaj́ıćı jednostrannou spojitost (Věta 45) nebo

př́ıpadně definice (nemáme-li př́ıslušnou jednostrannou spojitost).
– Znaménka f ′, jej́ı kořeny.
– Intervaly monotonie (Věta 44). (Separátně na jednotlivých intervalech, ne na sjednoceńı.)
– Lokálńı extrémy f . Z nich vyčteme globálńı extrémy a urč́ıme Hf (Věta 31).

• Druhá derivace.

– Mechanický výpočet druhé derivace v maximálńıch otevřených intervalech.
– Obvykle neńı nutné se zaob́ırat výpočtem jednostranných druhých derivaćı, ale šlo by to.
– Znaménka f ′′. (Často se vytknou kladné faktory a neńı tedy třeba pracovat s celým výrazem.)
– Intervaly konvexity/konkávnosti funkce f (Věta 48). (Opět separátně.)
– Inflexńı body.

• Graf.

– Uspořádáńı d̊uležitých bod̊u: Pr̊useč́ıky, extrémy, inflexńı body, singulárńı body (tj. vyjmuté
body z Df ). Naznač́ım asymptoty (k nim se muśı funkce přimykat).

– Náčrtek grafu: Muśı být vidět změna konvexity a konkavity; v extrémech je vidět extrém.
Pokud jsme využili sudost/lichost/periodicitu, tak načrtneme graf i ve vynechané části.

– Pokud to nejde nakreslit, tak je někde chybu (např. vlastńı limita v nekonečnu a přitom má
být funkce konvexńı či funkce klesá do +∞).

Př́ıklad 1. (Pr̊uběh funkce)

(a) f(x) = arcsin x2−1
x2+1 .

(b) f(x) = x + 2
√︂

x2

x2−2 .

(c) f(x) = xe
1

x2−2 .

(d) f(x) = 3
√

x3 + 5x2 + 7x.

(e) f(x) = 3
√︂

x2

x−3 .

(f) f(x) = arctan
(︂

8x
x2−25

)︂
.

(g) f(x) = |x|−3 arctan(x+2).

(h) f(x) = (3x+2|x| − 9)2.

(i) f(x) = 4x−12
(2x−9)2 .
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Výsledky - VI. Pr̊uběhy funkćı

Př́ıklad 1. (Pr̊uběh funkce)

(a) f(x) = arcsin x2−1
x2+1 .

Snadno máme Df = R, funkce je zde spojitá. Pr̊useč́ıky s osami jsou [±1, 0] a [0, −π/2]. Vid́ıme, že
f neńı periodická ani lichá, ale je sudá.
Limity v krajńıch bodech vyjdou π

2 , d́ıky AL a spojitosti. Dále stač́ı zkoumat funkci pouze pro
x ≥ 0. Má triviálńı asymptotu y = π

2 .
Prvńı derivace vyjde f ′(x) = 4x

x2+1 · 1√
4x2 = 2

x2+1 pro x > 0. Dı́ky spojitosti f lze derivaci zprava
dopoč́ıtat pomoćı limity a vyjde f ′

+(0) = 2 (zleva tedy vyjde −2, derivace v počátku neexistuje).
Funkce zde tedy roste. V x = 0 je tedy lokálńı (a globálńı) minimum. Dı́ky spojitosti je Hf =
⟨− π

2 , π
2 ).

Druhá derivace je nyńı snadná, totiž f ′′(x) = −4x
(x2+1)2 < 0 pro x > 0. Funkce je tedy konkávńı na

(−∞, 0), (0, +∞). Nemá ale inflexńı bod (nebot’ v nule nemá smysl prvńı derivace). Kresĺıme graf.
△

(b) f(x) = x + 2
√︂

x2

x2−2 .

Snadno zjist́ıme, že Df = (−∞, −
√

2) ∪ (
√

2, +∞). Pr̊useč́ıkem s osami je jediný bod a to [−
√

6, 0]
(ve výpočtu si všimneme, že x muśı být záporné). Neńı tedy sudá, lichá a ani periodická.
Limity v ±∞ bodech vyjdou ±∞, d́ıky AL a VOLSF(S). Jednostranné limity v ±

√
2 vyjdou +∞.

Asymptota vyjde y = x + 2.
Prvńı derivace vyjde f ′(x) = 1− 4x

(x2−2)2
√︂

x2
x2−2

pro x ∈ Df . Jednostranné limity derivace v krajńıch

bodech vyjdou +∞ (ale neńı to hodnota jednostranné derivace). Okamžitě vid́ıme, že f ′ > 0 pro
x < 0, a tedy f roste na (−∞, −

√
2) a nabývá zde všech hodnot z R d́ıky spojitosti. Tedy Hf = R.

Pouze pro x > 0 se může derivace nulovat. Řeš́ıme rovnici 1 = 4
(x2−2)3/2 . Vyjde a =

√︁
2 + 2 3

√
2 > 0

(dává smysl). Na (
√

2, a) je tedy f klesaj́ıćı, na (a, +∞) rostoućı (to je vidět z chováńı limity v
+∞). Hodnota tohoto lokálńıho minima je nějaké kladné č́ıslo (napravo neńı žádný pr̊useč́ık).
Druhá derivace je nyńı

f ′′(x) = − 4
[· · · ]2 ·

[︃
1 · (x2 − 2)2√

· · · − x

(︃
2(x2 − 2) · 2x

√
· · · + (x2 − 2)2 1

2
√

· · ·
· −4x

(x2 − 2)2

)︃]︃
,

a tedy f ′′ > 0 ⇔ [] < 0, tedy kdy (x2 − 2)2√
· · · − 4x2

(︂
(x2 − 2)

√
· · · − (x2 − 2)2 · 1

2(x2−2)2√
···

)︂
< 0,

což je ekvivalentńı s (x2 − 2)2 − 4x2(x2 − 2) − 2x2 x2−2
x2 < 0, a tedy (x2 − 2)(x2 − 2 − 4x2 − 2) < 0,

což znamená, že −3x2 − 4 < 0, a to plat́ı pro každé x ∈ R, a tedy i pro x ∈ Df . Funkce f je tedy
konvexńı na celém svém definičńım oboru. Proto nemá žádný inflexńı bod. Kresĺıme graf.

△

(c) f(x) = xe
1

x2−2 .
Zjevně je Df = R \ {±

√
2} a funkce je zde spojitá. Jediným pr̊useč́ıkem s osami je počátek. Funkce

tedy neńı periodická a můžeme si povšimnout, že je lichá a neńı sudá. Funkci budeme tedy zkoumat
na ⟨0, +∞) \ {

√
2}.

Limity. Z AL ihned dostáváme, že limita v +∞ je +∞. Obdobně je limita v
√

2 zprava, resp. zleva
rovna +∞, resp. 0. Asymptota v +∞ vyjde jako př́ımka y = x. Dı́ky lichosti tedy máme limitu v
−∞ rovnu −∞, limitu v −

√
2 zprava rovnu 0 a zleva rovnu −∞. Asymptota v −∞ je opět y = x.

Prvńı derivace. Snadno spoč́ıtáme, že f ′(x) = e
1

x2−2

[︂
1 − 2x2

(x2−2)2

]︂
, což dává smysl v celém definičńım

oboru. Derivace je nulová právě v bodech, které odpov́ıdaj́ı řešeńı bikvadratické rovnice x4 − 6x2 +
4 = 0. Ta má kořeny

a = −
√︂

3 +
√

5, b = −
√︂

3 −
√

5, c =
√︂

3 −
√

5, d =
√︂

3 +
√

5.

Nahlédneme, že f roste na intervalech [0, c], [d, +∞) a klesá na [c,
√

2), (
√

2, d]. Z lichosti roste na
(−∞, a], [b, 0] a klesá na [a, −

√
2), (−

√
2, b]. Z toho máme, že v bodech a, c jsou lokálńı maxima,

zat́ımco v bodech b, d jsou lokálńı minima. Jelikož f(c) < f(d), pravá část grafu nám tedy dá (d́ıky
spojitosti) ⟨0, f(c)⟩∪⟨f(d), +∞). Z lichosti je tedy Hf = (−∞, −f(d)⟩∪⟨−f(c), f(c)⟩∪⟨f(d), +∞).
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Druhá derivace. Př́ımočaře dostáváme, že

f ′′(x) = e
1

x2−2

[︃
−2x

(x2 − 2)2

(︃
1 − 2x2

(x2 − 2)2

)︃
− 4x(x2 − 2)2 − 2x2 · 2(x2 − 2) · 2x

(x2 − 2)4

]︃
,

a tedy f ′′(x) > 0 právě tehdy, když [] > 0. Řeš́ıme tedy

−2x(x4 − 6x2 + 4) − 4x(x2 − 2)(x2 − 2 − 2x2) > 0
−x[x4 − 6x2 + 4 + 2(x2 − 2)(−x2 − 2)] > 0

x[x4 − 6x2 + 4 + 2(−x4 + 4)] < 0
x[−x4 − 6x2 + 12] < 0

x[x4 + 6x2 − 12] > 0.

Jeden inflexńı bod je tedy 0, pak ještě dva daľśı, které vyjdou jako (reálné) kořeny právě nalezené
bikvadratické rovnice. Konkrétně jde o e = −

√︁√
21 − 3 a f =

√︁√
21 − 3. Poznamenejme, že

f <
√

2 (a z lichosti −
√

2 < e). Funkce je tedy konvexńı na (f,
√

2), (
√

2, +∞) a konkávńı na (0, f).
Z lichosti je f konvexńı na (e, 0) a konkávńı na (−∞, −

√
2), (−

√
2, e). Kresĺıme graf, poznamenejme,

že a(= −d) < −
√

2 < e(= −f) < b(= −c) < 0 < c < f <
√

2 < d.
△

(d) f(x) = 3
√

x3 + 5x2 + 7x.
Okamžitě vid́ıme, že funkce je definována na celém R a je zde spojitá. Z rozkladu polynomu vid́ıme,
že jediným pr̊useč́ıkem je počátek. Evidentně neńı periodická a neńı sudá ani lichá (viz f(1) = 3

√
13

a f(−1) = − 3
√

3).
Limity. Z AL vid́ıme, že limita v ±∞ je ±∞. Standardně spočteme, že asymptota v +∞ i −∞ je
př́ımka y = x + 5

3 . Dı́ky spojitosti už nyńı v́ıme, že Hf = R.

Prvńı derivace. Snadno nalezneme f ′(x) = 3x2+10x+7
3 3
√

x2(x2+5x+7)2
pro x ̸= 0. Pomoćı jednostranných limit

(a spojitosti) spoč́ıtáme, že f ′(0) = +∞. Vid́ıme, že derivace se nuluje v bodech − 7
3 a −1. Evidentně

tedy f roste na (−∞, − 7
3 ⟩, ⟨−1, +∞) a klesá na ⟨− 7

3 , −1⟩. V bodě − 7
3 je lokálńı maximum a v −1

je lokálńı minimum.
Druhá derivace. Př́ımočaře źıskáme, že (pro x ̸= 0)

f ′′(x) = 1
3 3

√︁
x4(x2 + 5x + 7)4

[︃
(6x + 10)(x(x2 + 5x + 7)) 2

3 − (3x2 + 10x + 7) · 2
3 · (x2 + 5x + 7) + x(2x + 5)

3
√︁

x(x2 + 5x + 7)

]︃
a tedy f ′′ > 0 právě tehdy, když [] > 0. To znamená, že

(6x + 10) 3
√︁

x2(x2 + 5x + 7)2 − (3x2 + 10x + 7) · 2
3 · 3x2 + 10x + 7

3
√︁

x(x2 + 5x + 7)
> 0

1
3
√︁

x(x2 + 5x + 7)
·
[︃
(3x + 5) · x(x2 + 5x + 7) − 1

3(3x2 + 10x + 7)2
]︃

> 0

1
3
√

x
·
[︁
(9x2 + 15x)(x2 + 5x + 7) − (3x2 + 10x + 7)2]︁

> 0

1
3
√

x
·
[︁
9x4 + 60x3 + 138x2 + 105x − (9x4 + 60x3 + 100x2 + 42x2 + 140x + 49)

]︁
> 0

1
3
√

x
·
[︁
−4x2 − 35x − 49

]︁
> 0

1
3
√

x
·
[︁
4x2 + 35x + 49

]︁
< 0

1
3
√

x
· (x + 7)(4x + 7) < 0.

Źıskáváme tedy dva inflexńı body, a to −7, − 7
4 . Bod 0 neńı inflexńı, protože v něm neńı konečná

prvńı derivace, ale ke změně chováńı v tomto bodě docháźı. Dohromady tedy je funkce f konvexńı
na (−∞, −7),

(︁
− 7

4 , 0
)︁

a konkávńı na
(︁
−7, − 7

4
)︁

, (0, +∞). Kresĺıme graf, poznamenejme, že −7 <
− 7

3 < − 7
4 < −1 < 0.

△
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(e) f(x) = 3
√︂

x2

x−3 .

Evidentně je Df = R \ {3} a funkce je zde spojitá. Neńı proto sudá, lichá ani periodická. Jediným
pr̊useč́ıkem s osami je počátek.
Limity. Pomoćı AL vyjde limita v ±∞ rovna ±∞, limita v 3 zprava je +∞ a zleva naopak −∞.
Funkce nemá asymptoty (limita f(x)

x je nula, ale limita f(x) neńı reálné č́ıslo.).
Prvńı derivace. Snadno źıskáme f ′(x) = x−6

3(x−3)2 3
√︁

x
(x−3)2

, což dává smysl v Df \ {0}. Standardně

spoč́ıtáme f ′
±(0) = ∓∞, a derivace v počátku tedy neexistuje. Vid́ıme, že f roste na (−∞, 0⟩, ⟨, +∞)

a klesá na intervalech ⟨, 3), (3, 6⟩. Funkce f má lokálńı maximum v 0 s f(0) = 0 a lokálńı minimum
v 6 s f(6) = 3

√
12. Dı́ky spojitosti dostáváme, že Hf = (−∞, 0⟩ ∪ ⟨ 3

√
12, +∞).

Druhá derivace. V Df \ {0} źıskáme

f ′′(x) =
(︃

x − 6
3(x(x − 3)4) 1

3

)︃′

= 1
3x

2
3 (x − 3) 8

3

[︃
1 · x

1
3 (x − 3) 4

3 − (x − 6)(x − 3)4 + x · 4(x − 3)3

3x
2
3 (x − 3) 8

3

]︃
,

a f ′′ > 0 právě tehdy, když [] > 0, což je ekvivalentńı s

x
1
3 (x − 3) 4

3 − (x − 6)(x − 3) 4
3 + 4x(x − 3) 1

3

3x
2
3

> 0

1
3x

2
3

[︂
3x(x − 3) 4

3 − (x − 6)
(︂

(x − 3) 4
3 + 4x(x − 3) 1

3

)︂]︂
> 0

(x − 3) 1
3 [3x(x − 3) − (x − 6) (x − 3 + 4x)] > 0

(x − 3) 1
3

[︁
3x2 − 9x − (x − 6)(5x − 3)

]︁
> 0

(x − 3) 1
3

[︁
3x2 − 9x − (5x2 − 33x + 18)

]︁
> 0

(x − 3) 1
3 (−2x2 + 24x − 18) > 0

(x − 3) 1
3 (x2 − 12x + 9) < 0.

Zjǐst’ujeme, že máme dva inflexńı body a to a = 6 − 3
√

3, b = 6 + 3
√

3. Bod 3 neńı inflexńı, protože
nepatř́ı do definičńıho oboru, docháźı zde ale ke změně znaménka. Dohromady tedy máme, že f je
konvexńı na intervalech (−∞, 0), (0, a), (3, b) a konkávńı na (a, 3), (b, +∞). Kresĺıme graf.

△

(f) f(x) = arctan
(︂

8x
x2−25

)︂
.

Snadno nahlédneme, že Df = R\{±5} a f je zde spojitá. Z tvaru definičńıho oboru neńı periodická.
Jediným pr̊useč́ıkem je zjevně počátek. Můžeme si všimnout, že je lichá a neńı sudá. Stač́ı se tedy
omezit na ⟨0, +∞) \ {5}.
Limity. Dı́ky AL a vlastnost́ı funkćı vid́ıme, že limita v +∞ je 0 a limita v 5 zprava, resp. zleva je
π
2 , resp. − π

2 . Dı́ky lichosti je limita v −∞ rovna 0 a v bodě −5 je limita zprava, resp. zleva rovna
π
2 , resp. − π

2 . Funkce f má v +∞ i −∞ triviálńı asymptotu y = 0.

Prvńı derivace. Snadno źıskáme, že f ′(x) = −8(x2+25)
(x2−25)2+64x2 , což dává smysl na celém Df a vid́ıme,

že všude je f ′ < 0. To znamená, že f klesá na (−∞, −5), (−5, 5), (5, +∞). Z toho plyne, že funkce
nemá žádné lokálńı extrémy a d́ıky spojitosti dostáváme, že Hf =

(︁
− π

2 , π
2

)︁
.

Druhá derivace. Standardně źıskáme

f ′′(x) = −8
((x2 − 25)2 + 64x2)2

[︁
2x((x2 − 25)2 + 64x2) − (x2 + 25)(2(x2 − 25) · 2x + 128x)

]︁
,

a tedy f ′′ > 0 právě tehdy, když [] < 0. To je ekvivalentńı nerovnosti

x
[︁
(x4 − 50x2 + 252 + 64x2) − (x2 + 25)(2x2 − 50 + 68)

]︁
< 0

x
[︁
x4 + 14x2 + 252 − (x2 + 25)(2x2 + 14)

]︁
< 0

x
[︁
x4 + 14x2 + 252 − (2x4 + 64x2 + 25 · 14)

]︁
< 0

x
[︁
−x4 − 50x2 + 25 · (25 − 14)

]︁
< 0

x
(︁
x4 + 50x2 − 275

)︁
> 0

x(x2 + 55)(x2 − 5) > 0.

Dostáváme tak tři inflexńı body, a to −
√

5, 0,
√

5. Vid́ıme, že je f konvexńı na (
√

5, 5), (5, +∞) a
konkávńı na (0,

√
5). Dı́ky lichosti je konvexńı i na (−

√
5, 0) a konkávńı na (−∞, −5), (−5, −

√
5).

Kresĺıme graf.
△

4



(g) f(x) = |x| − 3 arctan(x + 2).
Vid́ıme, že funkce je definována na celém R a je zde spojitá. Pr̊useč́ık s osou y má hodnotu
−3 arctan 2 < 0. Pr̊useč́ıky s osou x jsou řešeńı rovnice |x| = 3 arctan(x + 2). To řešit neumı́me,
můžeme tedy j́ıt dál, něco o tom vyplyne později. (Dá se ale nahlédnout, že jedno řešeńı máme pro
x > 0 a druhé pro x < 0. To druhé nav́ıc muśı být pro x > −2.) Zjevně ale neńı periodická.
Limity. Triviálně plat́ı, že limita v ±∞ je +∞. Funkce má v +∞ asymptotu tvaru y = x − 3π

2 a v
−∞ asymptotu y = −x + 3π

2 .
Prvńı derivace. Snadno nalezneme, že f ′(x) = sign (x) − 3

1+(x+2)2 pro x ̸= 0. Rutinně spočteme,
že f ′

±(0) = ±1 − 3
5 , takže derivace v 0 neexistuje. Vid́ıme, že f ′ > 0 pro x > 0 a f ′ < 0 pro

x < 0. Takže f roste na intervalu [0, +∞) a klesá na (−∞, 0]. V bodě 0 je lokálńı minimum a
f(0) = −3 arctan 2 < 0. Zjevně muśı j́ıt i o globálńı minimum. Máme tedy Hf = ⟨−3 arctan 2, +∞).
Druhá derivace. Ihned źıskáme, že

f ′′(x) = 6(x + 2)
(1 + (x + 2)2)2 pro x ̸= 0.

(V 0 nemá ani smysl zkoumat druhou derivaci). Evidentně je tedy v −2 inflexńı bod a funkce je
konvexńı na (−2, 0), (0, +∞) a konkávńı na (−∞, −2). Je tedy zjevné, že funkce neńı sudá ani lichá.
Kresĺıme graf.

△

(h) f(x) = (3x+2|x| − 9)2.
Zjevně je f spojitá na celém Df = R. Pr̊useč́ıky s osami jsou [−2, 0],

[︁ 2
3 , 0

]︁
, [0, 64], vid́ıme tak, že f

neńı sudá, lichá ani periodická.
Limity. Ihned máme, že limity v ±∞ jsou +∞. Dı́ky škále má f(x)

x limitu ±∞, f tedy nemá
asymptoty.
Prvńı derivace. Př́ımočaře źıskáme f ′(x) = 2 log 3 · (1 + 2 sign x) · 3x+2|x| · (3x+2|x| − 9) pro x ̸= 0.
Dı́ky spojitosti dostáváme f ′

+(0) = −48 log 3 a f ′
−(0) = 16 log 3. Derivace v nule tedy neexistuje.

Jelikož se závorka nuluje pro x ∈ {−2, 2
3 }, tak rychle vid́ıme, že f roste na ⟨−2, 0⟩, ⟨ 2

3 , +∞) a
klesá na intervalech (−∞, −2⟩, ⟨0, 2

3 ⟩. Funkce má tedy v x = 0 lokálńı maximum a lokálńı minima
v x ∈ {−2, 2

3 }. Lokálńı minima jsou zároveň globálńı. Dı́ky spojitosti dostáváme Hf = [0, +∞).
Druhá derivace. Mimo x = 0 źıskáme, že

f ′′(x) = 2 log2 3 · (1 + 2 sign x)2 · 3x+2|x| · (2 · 3x+2|x| − 9).

Okamžitě vid́ıme, že f konvexńı na (−∞, − log3
9
2 ), ( 1

3 log3
9
2 , +∞) a konkávńı na (− log3

9
2 , 0), (0, 1

3 log3
9
2 ).

Inflexńı body jsou x = − log3
9
2 a 1

3 log3
9
2 . Kresĺıme graf, poznamenejme, že −2 < − log3

9
2 < 0 <

1
3 log3

9
2 < 2

3 .
△

(i) f(x) = 4x−12
(2x−9)2 .

Ihned vid́ıme, že Df = R\{log2 9} a f je zde spojitá. Kv̊uli tvaru definičńıho oboru nemůže být sudá,
lichá a ani periodická. Snadno nalezneme pr̊useč́ıky s osami, kterými jsou body

[︁
0, − 11

64
]︁

,
[︁ 1

2 log2 12, 0
]︁
.

Limity. Př́ımočaře źıskáme, že limita v +∞ je 1 a v −∞ vyjde − 4
27 , máme tedy také triviálńı

asymptoty y = 1 a y = − 4
27 . Rovněž jednoduše máme, že limita ve vynechaném bodě je (z obou

stran) rovna +∞.
Prvńı derivace. Snadno zjist́ıme, že f ′(x) = 6 log 2·2x

(2x−9)3 (4 − 3 · 2x). Je tedy jasné, že f roste na
⟨log2

4
3 , log2 9) a klesá na (−∞, log2

4
3 ⟩, (log2 9, +∞). V bodě log2

4
3 je lokálńı (a i globálńı) mi-

nimum s hodnotou − 92
232 = − 4

23 . Dı́ky spojitosti dostáváme Hf = ⟨− 4
23 , +∞).

Druhá derivace. Máme

f ′′(x) = 6 log 2
(2x − 9)6

[︁
(2x(4 − 3 · 2x))′(2x − 9)3 − 2x(4 − 3 · 2x) · 3(2x − 9)22x log 2

]︁
,

a tedy f ′′ > 0 právě tehdy, když [] > 0. Řeš́ıme tedy nerovnost

(4 · 2x log 2 − 3 · 22x · 2 log 2)(x2 − 9)3 > (4 · 2x − 3 · 22x) · 3 log 2 · (2x − 9)2 · 2x

(4 − 3 · 2x · 2)(2x − 9) > (4 · 2x − 3 · 22x) · 3
4 · 2x − 6 · 22x − 36 + 54 · 2x > 12 · 2x − 9 · 22x

3 · 22x + 46 · 2x − 36 > 0.
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Řešeńım kvadratické rovnice s y = 2x je y1,2 = −23±
√

637
3 , smysl má jen pozitivńı kořen, což dává a =

log2
−23+

√
637

3 a jedná se o inflexńı bod. Dostáváme, že funkce f je konvexńı na (a, log2 9), (log2 9, +∞)
a konkávńı na (−∞, a). Kresĺıme graf, poznamenejme, že 0 < a < log2

4
3 < 1

2 log2 12 < log2 9 a
1 > − 4

27 > − 11
64 > − 4

23 .
△
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