Program cviceni z Matematiky 1 ZS24/25

I Stredoskolskd matematika

Priklad I. (Rovnice, nerovnice)

N +7
(i) 351 = o2

Vyjde z € (—o0, —2) U (=42, -1).
(i) |3 —z| =1+ |z -4 =2.
Vyjde = € (2,3) U {5}.
(iii) log(x* —23) —2logz < log 6. Defini¢ni obor a pozndmka o monotonii ovliviiujici zménu nerovnitka.
Vyjde = € (1, 3).
(iv) 277 + 55 =2 371,
Vyjde z = logg (3 + v/6).
(v) 2sin?(2z + 1) + 3sin(2z + 1) < —1.
Vyjide v € (=2 + Sr+km, -2 + Br+km)\ {1+ 3r+kr}, ke Z
(vi) cos2x + 2acosx + 1 =0.
Pro kazdé a € R je v = § + km, k € Z, fesenim. Pro o € (—1, 1) jesté navic 2 = arccos(—a) + 2k7

a 2m — arccos(—a) + 2km, k € Z.

Pi¥iklad II. (Grafy) Zndme grafy zdkladnich funkcei 2™, {/z, sinz, cosz, tanz, cot x, a*, log, x.

(i) flz) = |5 — 3.

(i) f(z) = | 2%
Pozn. (Inverzni funkce) Mdme f : Dy >x —y € Hy
(i) f(x) =e".

(ii) f(x) =22,
(iii) f(x)=tanx.

(Konec 1. cvicent)

Pridélame tabulku hodnot a komentdr ohledné tanz = «.
(iv) f(x) = arccosz. Viz priklad I(vi), tj. cosx = a.
(v) f(x) = arcsinz. Jen obrdzek a sinx = a.

Priklad III. (Indukce)

1) >roy m = 7 pro libovolné n € N.

(i) Sp_o(2k — 3)k2 = 2 (32— — 1) pro libovolné n € No.
(iii) 2™ < n! pro libovolné n € Nan > 3.
Priklad IV. (Vyrokovd logika, kvantifikdtory)

(i) Ixr€Z:52+1=0.

(i) Ve eR: 22> 1=z >2.

(iii) Ve e RIyeN:z =y Vy < z.



(iv) YVn e Z3f :R—-RVz e R: (z - f(z) = |z| A £(0) = n). Specidlné pro n = 0 jde o f = sign.
V) {eeR; |z + 55| < & = cotz < o} = (—V/3,+00).
(vi) Z Piikladu 9: b, ¢, e. Vynechédno.

Piiklad. Vyfesme (o — 1)z + 22 — 1 > 0 v zdvislosti na a € R.

(Konec 2. cviceni)

II Suprema a infima
Piiklad I. (Intervaly)
(i) A
(ii) B =(1,3).
i) O ={cosa;0 <z <m)=(-1,1).

= (=00,2).

(ii
(iv) D= {t € R; -t < 3t} = (=2, —5/3) U (0, +00).

Piiklad II. (Nekoneéné diskrétni)

’ t+2

(i) A= {Zig,n €N} supA=1aminAd=32

(i) B={1-Y o4 FneN}={—3+1 HineNl. maxB=—-Jainf B=—3.
(iii) C = {sin27(n+ 1 +n—+2) n €N} minC =—-1asupC =0.

IIT Posloupnosti

Priklad I. (Definice, oscilace a AL)
(i) limy, oo 22 = 1.

(ii) lim, oo 7" = +o00.
(iii) lim,,— o sin l =0.
(iv) limy,— o0 cos mn = lim, o (—1)™ neexistuje dle vybrané posloupnosti.
(v) lim, o0 sinmn = 0. Specifikum posloupnosti (oproti sin ).

)

inn

(vi) limg, oo & v = 0 dle policajti. Udélano spoleéné s lim,, et Dl

n

(Konec 3. cviceni)
(vii) lim,, oo =22 + 7"+5 + .5 = 5. Vyraz 22 nemizZe mit obecné smysl - upravit.

n

Priklad II. (Vytykani) chceme (dominantni ¢len) (1 4 smeti)

N T 4n®—3n°+6n+2 _ _ 3
() T o0 252070 = —5

(2n+1)(n+vn?2—-3n+1) _ 0
nvn3+1 -

(i) limp—soc

n 23 n
(iii) limp o % — 222,

Ptiklad III. (Rozdily odmocnin) Vzorec pro AP — BP nam zlikviduje odmocniny pro A, B = {/néco.

. VA f3n—at—n  _
(i) limg, oo St 4/2.

(ii) limp oo (VN +n — /0B +n2)((n® + 3)12 — (n* + 4n)?) = —6.




2n—+/4n2—6 -3

n2—2n—/n3—3n2

(iii) limy_ o

P¥iklad IV. (Skéla) Pouzivame n"*®° < néco™ < n! < n".

(Konec 4. cviceni)

(=3)"+n’+(n+1)! 1

(i) limy, o0 " 2+n(nb+2(nl) T 2°

\/nin—24pl_p?n-1 3
€/n3"+(n+1)!—\3/n3"+n! 2

(iii) limp oo

Piiklad V. (n-t4 odmocnina a celd ¢ast) Pouzivame 2Policajty a limitn{ vlastnosti {/- & vlastnosti |-].

(1) hmnﬁoc (/\/3'” +2.2n — \/37L —on — %

e\ s n (n+1)"+sin(n!) _
(11) limy, \/(n+2)”+17arctan2” =1

cee 1e ny/n Y/ (n+1)"+nntt
(iii) limy, o0 2/ /] = 2.z —-1<|z] <=z

(Konec 5. cviceni)

(iv) lim,— oo Va™ —n3 —e™ = a, kde a > e. Odhad s pomoci definice + ¢dstecné limiténi.

(v) limp oo | Vo™ —n3 —en| = {3,7} pro a € {m, 8}. Nelze prohazovat limitu a operaci.

IV  Limity funkci

Motivacni obrazek.

Priklad I. (Definice a to, co jiz zndme) Zopakujeme definici.
(i) limy—y2, V2245 =3, volme 0 = Ze(e + 6).

(ii

(iii

limg_,0 % = 400, volme § = /.

)
)
) limg 0 ﬁ neexistuje, existuji jednostranné.

(iv) limg s oo sin 2 neexistuje diky volbé x = 27n a x = § + 27n.

74223 —4x 2

(V) hmm_)ioo m =3

1 cosx __
—=+=*=0.

3 2
. . x 2log” x
(Vl) hmm‘)+°° 2e T + log

(viil) limg 100 &/14 55 + e = 2. Opét VOLSF(S) - silny néstroj.
Piiklad II. (Spojitost)

(i) limg_, €?* 3 + tan =+ 20 | 8/08 ] = b 4 9.

z+1
- 5_g,2 - e
(i) limg_, ©=322% = 1 Citatel bud’ je, ¢ neni nula.
T 2 _2x—6)2
(iii) limg 3, W = +o00.

(iv) limg_yo_ ﬁ = —1. Pozor na odmocninu ze ¢tverce.

(Konec 6. cviceni)



(v) limg o mgfi?/;iﬁ =—V2.

Piiklad ITI. (Znamé limity a sloZené funkce) Pfevddime na skupinu péti zndmych limit pomoci VOLFS(P).

e2o+3_q

(i) lim, s Tem(Ea T = 1. Jde o to, kam jdou argumenty, ne o to, ve kterém bodé déldme limitu.

1—cos[z(z%—1)] _

(i) limg—y1 g " 0. Vnitini funkce s vice kofeny. Pozor na zdkladni limitu pro cos.

(iii) limg—_o, % = —2. Periodickd vnitini funkce + AL na mocniny.

Pozn. (Podminka (P) neplati automaticky) Napr. g(xz) = 2L sphiuje limy 400 g(z) = 0 dle
2Policajti ¢i soucinu nulové a omezené. Nicméné g(x) # 0 nend spinéna na Zddném Ps(+00) (staci
vzit © = k7 pro dost velké k € N). Podobné ¢ treba pro g(x) = xsini pro x — 0.

. . sin 1 2 . v s .
iv) limg,_,_ = = £. Jde i v nekonecnech, inverzni funkce.
( ) T—+—00 arctan(vz2—4—+/z2+1) 5 J ’

4

sin™ x

2
. coszZ—e _ 3 vy ’ Y ;o o
(v) limg_0 T (T = T3 Pricteni 1, Fetézeni vyrazi.
(Konec 7. cviceni)
. . /61+COSI—Sin3¢—e . 1 . ’ ., . ’ 7 ey v 7
(vi) limg,_o T Tog(et+a?) 2e” Odmocniny, vytknuti z exponencidly, derivovani vnitni funkce.

P¥iklad IV. (Exponencidlni trik) Vyuzivame a® = €?1°8%, pro a > 0, a piedeslé metody.

1
(i) lim, s yoo(2 + 2 + J7)°eBG+V® = 2. Logaritmus v nekoneénu.

(i) limgyo, (LE2rgens )z € {1, 6% +oo} pro a € {< 3,3, > 3}.

(iii) limg = (sin 2z + cos 2x) =1 = e. Posunut{ argumentu, derivovan{ vnitinf funkce.
Priklad V. (Heine) MuZeme pievést limitu posloupnosti na limitu funkce (pokud vyjde limita).

7 )n4+2n—3 _

(i) limy, 0 log (1 —sin 577 ) 3 ts, = —7. Heine s 2, = n.

Pozn. (Vztahy pro inverzni goniometrické funkce) Z vhodného trojihelniku jsme nahlédli, Ze 5 =

arctana + arctan% pro a > 0. Navic i, Ze arctan% = arccotana. Podobné i pro arcsin, arccos.
Hodi se napr. v 21/22B.

1
o . —— .
(i) lim, o0 (1 + arcsin? 2) §arctandn® — 012 Heine s a,, = %

n

(Konec 8. cviceni)

eee . i 2 —gi
(111) hmn%oo sin 2v/n 3+1 sin ?n
4/ COS ﬁ —COs ﬁ

Pozn. (Souctové vzorecky) Uz jsme pouZili (také napt. v 22/28D), Ze

:0.Heinesxn:ﬁéixn:\/ﬁ.

sin(a + ) = sinacos § = sin 8 cos «,

cos(a + B) = cos acos B F sin B sin av.
Vhodnou manipulaci (8 = x —y, a = x + y) docilime napriklad (hodi se v 21/22E), Ze
sin 2z — sin 2y = 2sin(x — y) cos(z + y).

Normdlni pisemky jsou treba 21/22A, D; 22/23A, B, C; 19/20A, B, C, D; 18/19A, C, D, E.



V  Derivace
Ptipomenuti motiva¢niho obrazku.
Piiklad I. (Séitani, ndsobeni a sklddani)

(i) f(z) = Tarctanz + % + (23 + 2z + 8)e”. Vyjde f'(z) = H% — Z + (2% + 32 + 22 4 10)e” pro
x € R\ {0}. V pocdtku nem4 smysl Fesit.

(ii) f(z) = xarccosz + % Vyjde f'(x) = arccosx — W + = xz)g pro z € (—1,1). Kdyby nebyly
vylou¢eny body +1, tak je musime zkoumat, protoze je tam arccos definovan.

(iii) f(z) = e@*+20)° Larctan %z Vyjde f'(z) = 6(322 +2) (2% + 22)Pe(=”+20)° 4. ﬁ prox € R.

(iv) f(z) = log®(cos® 4z). Vyjde f'(z) = —245242 Jog(cos® dz) proz € (— £ + k%, Z + k%), k € Z.

cos4dx

i <0 <0 ) .
v) flz) = SN &= . Vyjde f'(z) = cos'z,x . Je tfeba zkoumat zv14st derivaci v
cosx — 1,2 >0 —sinz,xz >0
nule, bud’ z definice nebo pomoci VOLD. Vyjde f/(0) =0, f"(0) = 1, takze f’(0) neexistuje. Pro

cosz — 1 4+ x by uz to ale vyslo. Odlozeno na pozdéji.

Priklad II. (Problémové body)

(i) f(z) = sin|23(2? — 1)|. Vyjde f'(z) = (32%(2% — 1) + 22%)sign (23(2? — 1)) cos |23 (22 — 1)| pro
xz € R\ {0,£1}. Diky spojitosti mizeme pouzit VOLD a snadno spocteme, ze f (0) =0 = f’(0),
(1) =2, fL.(1) = —2. Lze uzit sudost. Takze f'(0) =0 a f’(41) neexistuje.

(Konec 9. cviceni)

(ii) f(z) = sign (22 + 3z + 2)(3=°+2°+= _ 1), Funkce je zjevné spojitd mimo x = —2, —1. Ukdze se, ze
v —1 je spojit4, ale v —2 neni. Vyjde f'(x) = sign (22 + 3z +2) log 3 - 3”‘3"’2’2""”(33:2 +4x 4 1) mimo
tyto body. Pomoci VOLD snadno spocteme, Ze fi(—1) =0, a tedy f'(—1) = 0. Z definice vidime,
ze fi(=2) = :I:% = 400, a tedy f/(—2) = +o0.

(iii) f(z) = (222+a—1)| 2 arcsinz—1%]. Jisté je Dy = (—1,1). Jelikoz f(z) = {—2(22%+2—1), — (222 +2—
1),0} na {— 1<x<—£ —‘f <z<ii <x<1}afJetadyspOJltazpravananavflzleva
Méme f'(z) = {—2(4z + 1), (4x+1) 0} na{ l<az<—¥3 -3 g

1

1.1 <2 <1}. Pouzitim
VOLD dostavéme, ze f’ (

s ) =0, fi(=1) =6, fi.(3) =0, f/_(i) = -3, f+(—7) =2/3-1.7%

definice je f’_(—@) = 2% = —c0. Takze f'(3), f/(—é) neexistuji.

(iv) f(z) = {/min{z? — 6, z}. Funkce je spojitd na celém R. Snadno zjistime, ze f'(z) =
0 -2 < <+6a+6 <2< 3. Snadno spocteme, 7e fi(f) = +oo. Déle

>3 —2
ax 3(26)7p1r

méme, ze ' (—2) = 3—\3/1 a fi(-2)= —3—%, podobné [’ (3) = % a fi(3)= m. To znamena, Ze
f(V6) = +oo, ale f'(—2) ani f'(3) neexistuji.

Poslany obrazky s grafy téchto funkci spolu s komentarem.

(Konec 10. cviceni)



VI

Prubéh funkce

Priklad I. VSechny dosud naucené nastroje chceme vyuzit k vysetieni pribéhu funkci.

(1)

(i)

f(z) = (2® — 2z — 3)e~1*l. Minimum v zubu (nestaéi nulové derivaci). Ne tiplné p¥fjemnd &fsla.

Predehra. Funkce je definovand a spojitd na celém R. M4 pruseéiky [—1,0], [3,0] a [0,—3]. Kvuli
jejich rozmisténi neni suda, lichd, ani periodicka.

Limity. Diky skéle je limita v 00 rovna 0; trivialni asymptota y =0 v +00 i —o0.

Prvni derivace. Pro « > 0 dostaneme f/(z) = (—2? 4+ 4z + 1)e™" a f/|(0) = 1. Jediny relevantni
nulovy bod je a = 2 + /5. Pro # < 0 dostaneme f'(x) = (22 — 5)e® a f'(0) = —5. Takze f'(0)
neexistuje, f zde mé zub. Nulovy bod na této ¢asti je b = —+/5. Funkce tedy roste na (—oo,b),
(0, a) a klesé na (b, 0), (a,+00). Lokalni maxima jsou v bodech [b, f(b)] a [a, f(a)], lokdlni minimum
je v [0,—3] a je tedy i globalni. Jelikoz f(a) < f(b) = 2(1 + \/5)6_‘/5, tak v [b, f(b)] je globdlni
maximum. Diky spojitosti méme, ze H; = (—3,2(1 + VB)e V5.

Druhé derivace. Pro x > 0 dostaneme f”(x) = (2% — 62 + 3)e~*. Nulové body jsou ¢,d = 3 + /6.
Pro x < 0 dostaneme f”(x) = (22 + 2x — 5)e” s jedinym nulovym bodem e = —1 — /6. Ze
znamének derivace nahlédneme, Ze f je konvexn{ na (—oo,e), (0,d), (¢,4+00) a konkdvn{ na (e, 0),
(d, ¢). Inflexni body odpovidaji = ¢, d, e. Bod 0 neni inflexn{ bod (chceme, aby f'(a) € R).

Kreslime graf. Hodise,zee<b< -1<0<d<3<a<ec.

Pozn. Monotonie a konvexita je vidy separdtné na jednotlivych intervalech, tj. napr. tanz je ros-
touct na (—%—Fkﬂ',g—l—k‘ﬂ'), k€ Z. Ne naUkeZ(—g—Fkﬂ,g—i—lm).

f(z) = x ¢/ -%5. Asymptoty, obor hodnot a konvexita.

Predehra. Vidime, ze Dy = R\ {1} a funkce je zde spojitd. Kvuli tvaru definiéntho oboru nemize
byt sudé, licha a ani periodickd. Snadno nahlédneme, Ze jedinym prisecikem s osami je pocatek.

Limity. Standardné zjistime, ze limity v nekone¢nech jsou +oo a limita v jedné zprava je +0oo, zleva

naopak —oo. Funkce mé v oo asymptotu ve tvaru y = = + % (rozdil odmocnin).

Prvni derivace. Pfimocaie spoCteme, Ze

P =[] =y et L ke 3

r—1 r—1 - -

4
3

ol

3

v Dy.

T3 — 4
(-1 222 3@-1)3% 3x-—1)
Vidime, ze f'(z) = 0 pravé v bodech = = 0, %. Zjevné tedy funkce roste na intervalech (—oo,0),
<%, +00), naopak klesa na (0, 1), (1, %) V bodé 0 je tedy lokdlni maximum s hodnotou 0 a naopak
v bodé % je lokédlni minimum s hodnotou %\3/1 Diky spojitosti a Bolzanové vété tedy mame, Ze
Hy = (—00,0) U (2/4, +00).

Druhé derivace. Mame, ze

f(x) = 9(xi1)§ [(49:% - %gf%) Bz —1)% — (323 — 4a5) - A(z — 1)%}
- 9“;_1) (47— 3) -3z 1) = (32— 42) -4l — 1)

1
- (12 —4) (z—-1)— 12x2—16x}
57 7 (129 =D = )
1
- [12:1:2 127 — Az +4—122° + 16m]
923 (x —1)3
4

N 9x3(z —1)5

O znaménku tedy rozhoduje druhd zavorka ve jmenovateli. Dostavame tedy, ze f je konvexni na
(1,+00) a konkdvni na (—oo, 1). Bod 1 neni inflexni, protoze neni v definié¢nim oboru.

Kreslime graf.
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