
Program cvičeńı z Matematiky 1 ZS24/25

I Středoškolská matematika
Př́ıklad I. (Rovnice, nerovnice)

(i) x−3
x+1 ≥ x+7

x+2 .

Vyjde x ∈ (−∞, −2) ∪ ⟨− 13
9 , −1).

(ii) ||3 − x| − 1| + |x − 4| = 2.
Vyjde x ∈ ⟨2, 3⟩ ∪ {5}.

(iii) log(x4 −x3)−2 log x ≤ log 6. Definičńı obor a poznámka o monotonii ovlivňuj́ıćı změnu nerovńıtka.
Vyjde x ∈ (1, 3⟩.

(iv) 27x + 1
3x−1 = 2 · 3x+1.

Vyjde x = log9(3 ±
√

6).

(v) 2 sin2(2x + 1) + 3 sin(2x + 1) < −1.
Vyjde x ∈

(︁
− 1

2 + 7
12 π + kπ, − 1

2 + 11
12 π + kπ

)︁
\ {− 1

2 + 3
4 π + kπ}, k ∈ Z.

(vi) cos 2x + 2α cos x + 1 = 0.
Pro každé α ∈ R je x = π

2 + kπ, k ∈ Z, řešeńım. Pro α ∈ ⟨−1, 1⟩ ještě nav́ıc x = arccos(−α) + 2kπ
a 2π − arccos(−α) + 2kπ, k ∈ Z.

Př́ıklad II. (Grafy) Známe grafy základńıch funkćı xn, n
√

x, sin x, cos x, tan x, cot x, ax, loga x.

(i) f(x) =
⃓⃓ 1

3|x−2| − 3
⃓⃓
.

(ii) f(x) =
⃓⃓⃓

x−1
2x+4

⃓⃓⃓
.

Pozn. (Inverzńı funkce) Máme f : Df ∋ x → y ∈ Hf

(i) f(x) = ex.

(ii) f(x) = x2.

(iii) f(x) = tan x.

(Konec 1. cvičeńı)
Přiděláme tabulku hodnot a komentář ohledně tan x = α.

(iv) f(x) = arccos x. Viz př́ıklad I(vi), tj. cos x = α.

(v) f(x) = arcsin x. Jen obrázek a sin x = α.

Př́ıklad III. (Indukce)

(i)
∑︁n

k=1
1

k(k+1) = n
n+1 pro libovolné n ∈ N.

(ii)
∑︁n

k=0(2k − 3)k2 = n(n+1)
2 (n2 − n − 1) pro libovolné n ∈ N0.

(iii) 2n < n! pro libovolné n ∈ N a n > 3.

Př́ıklad IV. (Výroková logika, kvantifikátory)

(i) ∃x ∈ Z : 5x + 1 = 0.

(ii) ∀x ∈ R : x2 > 1 ⇒ x ≥ 2.

(iii) ∀x ∈ R ∃y ∈ N : x = y ∨ y < x.
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(iv) ∀n ∈ Z∃f : R → R∀x ∈ R : (x · f(x) = |x| ∧ f(0) = n). Speciálně pro n = 0 jde o f = sign.

(v) {α ∈ R;
⃓⃓
x + π

12
⃓⃓

< π
12 ⇒ cot x ≤ α} = ⟨−

√
3, +∞).

(vi) Z Př́ıkladu 9: b, c, e. Vynecháno.

Př́ıklad. Vyřešme (α − 1)x2 + 2x − 1 ≥ 0 v závislosti na α ∈ R.

(Konec 2. cvičeńı)

II Suprema a infima
Př́ıklad I. (Intervaly)

(i) A = (−∞, 2⟩.

(ii) B = (1, 3).

(iii) C = {cos x; 0 ≤ x < π} = (−1, 1⟩.

(iv) D = {t ∈ R; t
t+2 ≤ 3t} = (−2, −5/3⟩ ∪ ⟨0, +∞).

Př́ıklad II. (Nekonečné diskrétńı)

(i) A = { n+2
n+3 ; n ∈ N}. sup A = 1 a min A = 3

4 .

(ii) B = {1 −
∑︁n

k=0 4−k; n ∈ N} = {− 1
3 + 1

3 · 1
4n ; n ∈ N}. max B = − 1

4 a inf B = − 1
3 .

(iii) C = {sin 2π(n + 1
2 + 1

n+2 ); n ∈ N}. min C = −1 a sup C = 0.

III Posloupnosti
Př́ıklad I. (Definice, oscilace a AL)

(i) limn→∞
n+2
n+3 = 1.

(ii) limn→∞ 7n = +∞.

(iii) limn→∞ sin 1
n = 0.

(iv) limn→∞ cos πn = limn→∞(−1)n neexistuje dle vybrané posloupnosti.

(v) limn→∞ sin πn = 0. Specifikum posloupnost́ı (oproti sin x).

(vi) limn→∞
sin n√

n
= 0 dle policajt̊u. Uděláno společně s limn→∞

(−1)n

n .

(Konec 3. cvičeńı)

(vii) limn→∞
−2n

n + 7n+5
n + n

n2 = 5. Výraz ∞
∞ nemůže mı́t obecně smysl - upravit.

Př́ıklad II. (Vytýkáńı) chceme (dominantńı člen) (1 + smet́ı)

(i) limn→∞
4n2−3n3+6n+2

2n3−
√

n3−n
= − 3

2 .

(ii) limn→∞
(2n+1)(n+

√
n2−3n+1)

n
√

n3+1 = 0.

(iii) limn→∞
(2n+3)23−(2n)23

(n+2)23−(n−1)23 = 222.

Př́ıklad III. (Rozd́ıly odmocnin) Vzorec pro Ap − Bp nám zlikviduje odmocniny pro A, B = p
√

něco.

(i) limn→∞
√

n4+3n−
√

n4−n√
2n2+ 1

n −
√

2n2+1
= −4

√
2.

(ii) limn→∞( 3
√

n48 + n − 3
√

n48 + n2)((n3 + 3)12 − (n4 + 4n)9) = −6.
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(iii) limn→∞
2n−

√
4n2−6√

n2−2n− 3√n3−3n2 = 3.

Př́ıklad IV. (Škála) Použ́ıváme nněco ≪ něcon ≪ n! ≪ nn.

(Konec 4. cvičeńı)

(i) limn→∞
(−3)n+n5+(n+1)!

2+n(n6+2(n!)) = 1
2 .

(ii) limn→∞
√

4n + n4 −
√

4n + 2n = − 1
2 .

(iii) limn→∞

√
n4n−2+n!−n2n−1

3
√

n3n+(n+1)!− 3√n3n+n!
= 3

2 .

Př́ıklad V. (n-tá odmocnina a celá část) Použ́ıváme 2Policajty a limitńı vlastnosti n
√

· či vlastnosti ⌊·⌋.

(i) limn→∞
n
√︁√

3n + 2 · 2n −
√

3n − 2n = 2√
3 .

(ii) limn→∞
n

√︂
(n+1)n+sin(n!)

(n+2)n+1−arctan 2n = 1.

(iii) limn→∞
n

√
n n

√
(n+1)n+nn+1

⌊
√

n⌋+⌊2
√

n⌋+···+⌊n
√

n⌋ = 2. x − 1 < ⌊x⌋ ≤ x.

(Konec 5. cvičeńı)

(iv) limn→∞
n
√

αn − n3 − en = α, kde α > e. Odhad s pomoćı definice + částečné limitěńı.

(v) limn→∞⌊ n
√

αn − n3 − en⌋ = {3, 7} pro α ∈ {π, 8}. Nelze prohazovat limitu a operaci.

IV Limity funkćı
Motivačńı obrázek.

Př́ıklad I. (Definice a to, co již známe) Zopakujeme definici.

(i) limx→2+

√
2x + 5 = 3, volme δ = 1

2 ε(ε + 6).

(ii) limx→0
1

x2 = +∞, volme δ =
√

ε.

(iii) limx→α
1

x−α neexistuje, existuj́ı jednostranné.

(iv) limx→+∞ sin x neexistuje d́ıky volbě x = 2πn a x = π
2 + 2πn.

(v) limx→±∞
7+2x3−4x
5x3−3x2+1 = 2

5 .

(vi) limx→+∞
x3

2ex − 2 log2 x
x + 1

log x2 + cos x
x = 0.

(vii) limx→+∞
1√
x

· 1√
2x−4−

√
2x+1 = − 2

√
2

5 . Potřebujeme VOLSF(S).

(viii) limx→+∞ 3
√︁

1 + x
2x + e

1
3−x = 2. Opět VOLSF(S) - silný nástroj.

Př́ıklad II. (Spojitost)

(i) limx→1 e2x+3 + tan πx
4 + 2x2

x+1 + 3
√

x3 − 1 = e5 + 2.

(ii) limx→2
x3−3x2+2x

x2−4 = 1
2 . Čitatel bud’ je, či neńı nula.

(iii) limx→3+
(x2−x−6)2

(x−3)3 = +∞.

(iv) limx→0−
x√

x2−x3 = −1. Pozor na odmocninu ze čtverce.

(Konec 6. cvičeńı)
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(v) limx→2
√

x+2−2√
x+6−

√
2x+4 = −

√
2.

Př́ıklad III. (Známé limity a složené funkce) Převád́ıme na skupinu pěti známých limit pomoćı VOLFS(P).

(i) limx→− 3
2

e2x+3−1
2 sin(2x+3) = 1

2 . Jde o to, kam jdou argumenty, ne o to, ve kterém bodě děláme limitu.

(ii) limx→1
1−cos[x(x2−1)]

x4−1 = 0. Vnitřńı funkce s v́ıce kořeny. Pozor na základńı limitu pro cos.

(iii) limx→−2+
x tan(sin(x+2))
log2(

√
x+2+1) = −2. Periodická vnitřńı funkce + AL na mocniny.

Pozn. (Podmı́nka (P) neplat́ı automaticky) Např. g(x) = sin x
x splňuje limx→+∞ g(x) = 0 dle

2Policajt̊u či součinu nulové a omezené. Nicméně g(x) ̸= 0 neńı splněna na žádném Pδ(+∞) (stač́ı
vźıt x = kπ pro dost velké k ∈ N). Podobně i třeba pro g(x) = x sin 1

x pro x → 0.

(iv) limx→−∞
sin 1

x

arctan(
√

x2−4−
√

x2+1) = 2
5 . Jde i v nekonečnech, inverzńı funkce.

(v) limx→0
cos x2−esin4 x

arcsin2(tan2 x) = − 3
2 . Přičteńı ±1, řetězeńı výraz̊u.

(Konec 7. cvičeńı)

(vi) limx→0
√

e1+cos x−sin x−e
log(ex+x2) = − 1

2e . Odmocniny, vytknut́ı z exponenciály, derivováńı vnitřńı funkce.

Př́ıklad IV. (Exponenciálńı trik) Využ́ıváme ab = eb log a, pro a > 0, a předešlé metody.

(i) limx→+∞(2 + x + 3
√

x)
1

log(3+
√

x) = e2. Logaritmus v nekonečnu.

(ii) limx→0+( 1+arctan x
cos 2

√
x

) 1
xα ∈ {1, e5, +∞} pro α ∈ {< 1

2 , 1
2 , > 1

2 }.

(iii) limx→ π
4
(sin 2x + cos 2x)

1
cot x−1 = e. Posunut́ı argumentu, derivováńı vnitřńı funkce.

Př́ıklad V. (Heine) Můžeme převést limitu posloupnosti na limitu funkce (pokud vyjde limita).

(i) limn→∞ log
(︁
1 − sin 7

2+n2

)︁
n4+2n−3

n2+8n = −7. Heine s xn = n.

Pozn. (Vztahy pro inverzńı goniometrické funkce) Z vhodného trojúhelńıku jsme nahlédli, že π
2 =

arctan a + arctan 1
a pro a > 0. Nav́ıc i, že arctan 1

a = arccotan a. Podobně i pro arcsin, arccos.
Hod́ı se např. v 21/22B.

(ii) limn→∞
(︁
1 + arcsin2 2

n

)︁ 1
π
2 −arctan 3n2 = e12. Heine s xn = 1

n .

(Konec 8. cvičeńı)

(iii) limn→∞
sin 2

√
n2+1−sin 2n√︁

cos 3√
n

−cos 5√
n

= 0. Heine s xn = 1√
n

či xn =
√

n.

Pozn. (Součtové vzorečky) Už jsme použili (také např. v 22/23D), že

sin(α ± β) = sin α cos β ± sin β cos α,

cos(α ± β) = cos α cos β ∓ sin β sin α.

Vhodnou manipulaćı (β = x − y, α = x + y) doćıĺıme např́ıklad (hod́ı se v 21/22E), že

sin 2x − sin 2y = 2 sin(x − y) cos(x + y).

Normálńı ṕısemky jsou třeba 21/22A, D; 22/23A, B, C; 19/20A, B, C, D; 18/19A, C, D, E.
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V Derivace
Připomenut́ı motivačńıho obrázku.

Př́ıklad I. (Sč́ıtáńı, násobeńı a skládáńı)

(i) f(x) = 7 arctan x + 1
x2 + (x3 + 2x + 8)ex. Vyjde f ′(x) = 1

1+x2 − 2
x3 + (x3 + 3x2 + 2x + 10)ex pro

x ∈ R \ {0}. V počátku nemá smysl řešit.

(ii) f(x) = x arccos x + 3x2

1−x2 . Vyjde f ′(x) = arccos x − x√
1−x2 + 6x

(1−x2)2 pro x ∈ (−1, 1). Kdyby nebyly
vyloučeny body ±1, tak je muśıme zkoumat, protože je tam arccos definován.

(iii) f(x) = e(x3+2x)6 +arctan x
1+x2 . Vyjde f ′(x) = 6(3x2 +2)(x3 +2x)5e(x3+2x)6 + 1−x2

(1+x2)2+x2 pro x ∈ R.

(iv) f(x) = log2(cos3 4x). Vyjde f ′(x) = −24 sin 4x
cos 4x log(cos3 4x) pro x ∈

(︁
− π

8 + k π
4 , π

8 + k π
4

)︁
, k ∈ Z.

(v) f(x) =
{︄

sin x, x ≤ 0
cos x − 1, x > 0

. Vyjde f ′(x) =
{︄

cos x, x < 0
− sin x, x > 0

. Je třeba zkoumat zvlášt’ derivaci v

nule, bud’ z definice nebo pomoćı VOLD. Vyjde f ′
+(0) = 0, f ′

−(0) = 1, takže f ′(0) neexistuje. Pro
cos x − 1 + x by už to ale vyšlo. Odloženo na později.

Př́ıklad II. (Problémové body)

(i) f(x) = sin |x3(x2 − 1)|. Vyjde f ′(x) = (3x2(x2 − 1) + 2x4)sign (x3(x2 − 1)) cos |x3(x2 − 1)| pro
x ∈ R \ {0, ±1}. Dı́ky spojitosti můžeme použ́ıt VOLD a snadno spočteme, že f ′

+(0) = 0 = f ′
−(0),

f ′
+(1) = 2, f ′

−(1) = −2. Lze už́ıt sudost. Takže f ′(0) = 0 a f ′(±1) neexistuje.

(Konec 9. cvičeńı)

(ii) f(x) = sign (x2 + 3x + 2)(3x3+2x2+x − 1). Funkce je zjevně spojitá mimo x = −2, −1. Ukáže se, že
v −1 je spojitá, ale v −2 neńı. Vyjde f ′(x) = sign (x2 + 3x + 2) log 3 · 3x3+2x2+x(3x2 + 4x + 1) mimo
tyto body. Pomoćı VOLD snadno spočteme, že f ′

±(−1) = 0, a tedy f ′(−1) = 0. Z definice vid́ıme,
že f ′

±(−2) = ± 1−3−2

0±
= +∞, a tedy f ′(−2) = +∞.

(iii) f(x) = (2x2+x−1)⌊ 2
π arcsin x− 1

3 ⌋. Jistě je Df = ⟨−1, 1⟩. Jelikož f(x) = {−2(2x2+x−1), −(2x2+x−
1), 0} na {−1 ≤ x < −

√
3

2 , −
√

3
2 ≤ x < 1

2 , 1
2 ≤ x ≤ 1} a f je tady spojitá zprava na Df a v 1

2 i zleva.
Máme f ′(x) = {−2(4x + 1), −(4x + 1), 0} na {−1 < x < −

√
3

2 , −
√

3
2 < x < 1

2 , 1
2 < x < 1}. Použit́ım

VOLD dostáváme, že f ′
−(1) = 0, f ′

+(−1) = 6, f ′
+( 1

2 ) = 0, f ′
−( 1

2 ) = −3, f ′
+(−

√
3

2 ) = 2
√

3 − 1. Z

definice je f ′
−(−

√
3

2 ) =
√

3
2 − 1

2
0−

= −∞. Takže f ′( 1
2 ), f ′(−

√
3

2 ) neexistuj́ı.

(iv) f(x) = 3
√︁

min{x2 − 6, x}. Funkce je spojitá na celém R. Snadno zjist́ıme, že f ′(x) = 1
3x

2
3

pro x < −2
a x > 3, 2x

3(x2−6)
2
3

pro −2 < x <
√

6 a
√

6 < x < 3. Snadno spočteme, že f ′
±(

√
6) = +∞. Dále

máme, že f ′
−(−2) = 1

3 3√4 a f ′
+(−2) = − 4

3 3√4 , podobně f ′
−(3) = 2

3√9 a f ′
+(3) = 1

3 3√9 . To znamená, že
f ′(

√
6) = +∞, ale f ′(−2) ani f ′(3) neexistuj́ı.

Poslány obrázky s grafy těchto funkćı spolu s komentářem.

(Konec 10. cvičeńı)

5



VI Pr̊uběh funkce
Př́ıklad I. Všechny dosud naučené nástroje chceme využ́ıt k vyšetřeńı pr̊uběhu funkćı.

(i) f(x) = (x2 − 2x − 3)e−|x|. Minimum v zubu (nestač́ı nulová derivaci). Ne úplně př́ıjemná č́ısla.
Předehra. Funkce je definovaná a spojitá na celém R. Má pr̊useč́ıky [−1, 0], [3, 0] a [0, −3]. Kv̊uli
jejich rozmı́stěńı neńı sudá, lichá, ani periodická.
Limity. Dı́ky škále je limita v ±∞ rovna 0; triviálńı asymptota y = 0 v +∞ i −∞.
Prvńı derivace. Pro x > 0 dostaneme f ′(x) = (−x2 + 4x + 1)e−x a f ′

+(0) = 1. Jediný relevantńı
nulový bod je a = 2 +

√
5. Pro x < 0 dostaneme f ′(x) = (x2 − 5)ex a f ′

−(0) = −5. Takže f ′(0)
neexistuje, f zde má zub. Nulový bod na této části je b = −

√
5. Funkce tedy roste na (−∞, b⟩,

⟨0, a⟩ a klesá na ⟨b, 0⟩, ⟨a, +∞). Lokálńı maxima jsou v bodech [b, f(b)] a [a, f(a)], lokálńı minimum
je v [0, −3] a je tedy i globálńı. Jelikož f(a) < f(b) = 2(1 +

√
5)e−

√
5, tak v [b, f(b)] je globálńı

maximum. Dı́ky spojitosti máme, že Hf = ⟨−3, 2(1 +
√

5)e−
√

5⟩.
Druhá derivace. Pro x > 0 dostaneme f ′′(x) = (x2 − 6x + 3)e−x. Nulové body jsou c, d = 3 ±

√
6.

Pro x < 0 dostaneme f ′′(x) = (x2 + 2x − 5)ex s jediným nulovým bodem e = −1 −
√

6. Ze
znamének derivace nahlédneme, že f je konvexńı na (−∞, e), (0, d), (c, +∞) a konkávńı na (e, 0),
(d, c). Inflexńı body odpov́ıdaj́ı x = c, d, e. Bod 0 neńı inflexńı bod (chceme, aby f ′(a) ∈ R).
Kresĺıme graf. Hod́ı se, že e < b < −1 < 0 < d < 3 < a < c.

Pozn. Monotonie a konvexita je vždy separátně na jednotlivých intervalech, tj. např. tan x je ros-
toućı na

(︁
− π

2 + kπ, π
2 + kπ

)︁
, k ∈ Z. Ne na

⋃︁
k∈Z

(︁
− π

2 + kπ, π
2 + kπ

)︁
.

(ii) f(x) = x 3
√︂

x
x−1 . Asymptoty, obor hodnot a konvexita.

Předehra. Vid́ıme, že Df = R \ {1} a funkce je zde spojitá. Kv̊uli tvaru definičńıho oboru nemůže
být sudá, lichá a ani periodická. Snadno nahlédneme, že jediným pr̊useč́ıkem s osami je počátek.
Limity. Standardně zjist́ıme, že limity v nekonečnech jsou ±∞ a limita v jedné zprava je +∞, zleva
naopak −∞. Funkce má v ±∞ asymptotu ve tvaru y = x + 1

3 (rozd́ıl odmocnin).
Prvńı derivace. Př́ımočaře spočteme, že

f ′(x) =
[︂(︂ x4

x − 1

)︂ 1
3
]︂′

= 1
3

(︂ x4

x − 1

)︂− 2
3 · 4x3(x − 1) − x4

(x − 1)2 = 1
x2 3

√
x2

· 3x4 − 4x3

3(x − 1) 4
3

= 3x
4
3 − 4x

1
3

3(x − 1) 4
3

v Df .

Vid́ıme, že f ′(x) = 0 právě v bodech x = 0, 4
3 . Zjevně tedy funkce roste na intervalech (−∞, 0⟩,

⟨ 4
3 , +∞), naopak klesá na ⟨0, 1), (1, 4

3 ⟩. V bodě 0 je tedy lokálńı maximum s hodnotou 0 a naopak
v bodě 4

3 je lokálńı minimum s hodnotou 4
3

3
√

4. Dı́ky spojitosti a Bolzanově větě tedy máme, že
Hf = (−∞, 0⟩ ∪ ⟨ 4

3
3
√

4, +∞).
Druhá derivace. Máme, že

f ′′(x) = 1
9(x − 1) 8

3

[︂(︁
4x

1
3 − 4

3x− 2
3
)︁

· 3(x − 1) 4
3 −

(︁
3x

4
3 − 4x

1
3
)︁

· 4(x − 1) 1
3

]︂
= 1

9x
2
3 (x − 1) 10

3

[︂(︁
4x − 4

3
)︁

· 3(x − 1)2 −
(︁
3x2 − 4x

)︁
· 4(x − 1)

]︂
= 1

9x
2
3 (x − 1) 7

3

[︂(︁
12x − 4

)︁
· (x − 1) −

(︁
12x2 − 16x

)︁]︂
= 1

9x
2
3 (x − 1) 7

3

[︂
12x2 − 12x − 4x + 4 − 12x2 + 16x

]︂
= 4

9x
2
3 (x − 1) 7

3
.

O znaménku tedy rozhoduje druhá závorka ve jmenovateli. Dostáváme tedy, že f je konvexńı na
(1, +∞) a konkávńı na (−∞, 1). Bod 1 neńı inflexńı, protože neńı v definičńım oboru.
Kresĺıme graf.
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