I. Stredoskolska matematika

Ptiklad 1. (Rovnice) Rete nasledujici rovnice v R:

(a) sin2z = cosx. (g) 2%+l 4 3. 2%+l g =,
(b) log(z? +1) = 2log(3 — z). (h) 2log3 = = log, 8 — log, °.
(c) e*+12e % =T. (i) 3-97% = %'
(d) 1—|sinz| = cos? . () ‘il_;; = 4l
(e) [lz —1]=2[=3. (k) cos?(4x — 1) + 2sin(dx — 1) = 2.
f) e —4|+ 2z -1 =]| —z| + 3. (1) 2sinz +cosz = 1.
P¥iklad 2. (Nerovnice) Reste nésledujici nerovnice v R:
(a) m21§$274 > % (2) tan(2x —-1) < V3.
(b) (z+2)(z—2) <22 —5. (h) (1) 7" >3.970,
(c) logs(z? — 32 +3) < 0. (i) ||2z — 1| — 3| < 2.
(d) |z +1[ =]z +3| <1 () log|z + 1| — 2log(z + 2) < log 2.
(e) z+3>‘x+1| (k) 2 —cos2z —3sinz < 0.
(f) 8% —4+l 1 3.27 <. (1) arccos(—a? + 4z —1) > T

Priklad 3. (Grafy) Nalrtnéte grafy nédsledujicich funkei:
(@) f(@)=llla] =1 =1 =1 (c) f(z)=|el*?] —a]. (e) f(z) =[log(2z —1)] —2.
(b) f(z) =1—|sin2z|. (d) f(x):;z—jrlg (f) f(x):—tan(x—l—%)—&-l.

Piiklad 4. (Parametry) Reste (ne)rovnice v zévislosti na parametru o € R:

(a) |z]+ ]z + 1| < a. (e) 2> +4x+1+|a+1|<0.
(b) az?+2z—a+2=0. (f) 9z+1 < 3o’

(¢) -1 < ae® <0. (g) sin2z < a.

(d) log%(axg—i—l) > 2. (h) cos?x + 2sinz < a + 2.

Ptiklad 5. (Indukce) Pomoci matematické indukce dokazte ndsledujici vyroky.
(a) Yop_ k= ”("2“) pro libovolné n € N. (Zkuste dokézat i piimo)
(b) Souéet prvnich n lichych &isel je roven n?.
(€) ko = 171q
(d) Sr_, k¥ = (30, k)® pro libovolné n € N.
(e) > p_ik-k!'=(n+1)—1 pro libovolné n € N.
)

(f) Prokazdé n € N, n > 1, plati (1 — 55) - (1 — g5) - (1 — -55) = %L,

j;l pro ¢ € R\ {1} a libovolné n € N. (Zkuste dokézat i pfimo)

(g) Nerovnost 3™ < n! plati pro kazdé n € N, n > 6.

(h) Pro kazdé n € N a z > —1 plati nerovnost (14 z)" > 1+ nz.

(i) Pro jakékoliv n € N existuji a,b € N spliiujici 13" = a? + b2.
Priklad 6. (Mnoziny) Uréete nésledujici mnoziny:

(a) A={a€R;(Vxr € R)(log(x? +a) > 1)}.

(b) B={beR;(Vz € (0,400))(x > 2 = |arcsin %’ >k

(c) C={ceR;(Vz eR)(|lx —2| <1=2% -4z +c>0)}



Priklad 7. (Tabulky) Tabulkovou metodou dokazte, Ze jsou nasledujici vyroky tautologie, tzn. jsou vzdy
pravdivé (bez ohledu na pravdivostni hodnotu jednotlivych ¢asti vyroku):

(a) =(m4) <<= A. (Zakon dvoji negace)
(b) (A= B) < (-B = -4). (Princip obmény)
(c) AV (—A). (Princip vylouceni t¥etiho)
(d) =(A= B) < (AA-B). (negace implikace)
(e) (A= B) < (-AV B). (alternativa implikace)

f) (A=B)A(B=C))=(A=(C). (tranzitivita implikace)

(
Priklad 8. (Negace) Znegujte nasledujici vyroky a rozhodnéte o jejich pravdivosti:

a) I do not like this list. (g) VeeRIyeR: z-y=1.

(
(b) Vsichni velociraptofi umi oteviit okno. (h) Ve e R\{0}FyeR:z-y=1.

(c VieRIyeQ:y<zAz<y+1.
(d

(e
(f

Priklad 9. (Logické zépisy) Necht M znaéni mnozinu vSech muzi a Z mnozinu vsech Zen. UvaZujme
nyni néasledujici vyrokové formy: S(m, z): ,Muz m je manzelem Zeny 2, Li(m, z): ,MuZ m miluje Zenu
2, La(m, 2): Zena z miluje muze m*. Zapiste nyn{ symbolicky (kvantifikdtory, logické spojky a prévé
definované formy) nésledujici vyroky:

Neéktefi savei kladou vejce. (i
Pokud ma rad kocky, tak nema rad psy. () VeeRIyeN:y<zAx<y+1.

dreN:2<x<3. (k) Ve e NJyeNVzeN:z>z=2>y.

) )
) )
) )
) )
) )
) )

Ve,yeR:zx-y>0=2x+y>0. (1) Ja,b eNVz €R: 2 > a = —a?+ bx <0.

(a) Existuje vdand Zena.
) Existuje Zenaty muz. (TotéZ co predchozi?)
) Kazdy zenaty muz miluje svou manzelku.
(d) Kazdou Zenu miluje néjaky muz.
) Kazda Zena ma nejvyse jednoho manzela.
) Kazdy muz mé nejvyse jednu manzelku. (TotéZ co predchozi?)
(g) Existuji nevérné (tj. miluji jiného muZe nez je jejich manzel) manzelky.

Priklad 10. (Hadanky) Hadanky z ostrova poctiven a padouchi: Jdete kolem t¥i obyvatel ostrova (A,
B a C) a polozite otdzku: ,, Kolik je mezi vami poctivea?«.

(a) A néco zamumld, a tak se zeptéte obyvatele B: ;,Co fikal A7 B odpovi: , A fikal, Ze mezi ndmi je
jediny poctivec.“ Nato rekne C: , Nevérte B, ten 1ze!* Co jsou B a C?7

b) Nyni A fekne: ,Bud ja jsem padouch nebo B je poctivec.“ Co jsou A a B?
”» .] |] p J p .]
¢) Dejme tomu, ze A Fekne: ,,J4 jsem padouch, ale B ne.* Co jsou A a B?
] J J

(d) A fekne: ,B a C majf stejnou povahu.“ Nato se nékdo zeptd C: ,Maji A a B stejnou povahu?* Co
C odpovi?
Piiklad 11. (Bonus) Odvod'te si, ¢i si najdéte jak na to, ndsledujici goniometrické vztahy.
(a) Pythagorova véta.
(b) sin(a+ ) =sina-cos B +sin3-cosa a cos(a+ ) =cosa-cosff Fsina-sinf, Va, 5 € R.
(¢) Vztahy pro dvojndsobné a poloviéni ihly funkei sin a cos.
(d) Vyjadiete funkci sin4z (¢i cos4x) pomoci ndsobku sinz a cosz (a jejich mocnin).
(e) Ukazte, Ze cosa — cos 3 = fQSinO‘—;B ~sinaT_B asina+sinf = 2sinaTiB - COoS %, Va,B €R.

(f) Pro z > 0 ukazte, Ze plati:

™ . ™ 1 1
3 = arcsin r + arccos x, 3 = arctanx + arctan — , arctan — = arccot x.
T T



Vysledky - I. Stredoskolska matematika

Priklad 1. (Rovnice)

(a) z € {5 + km, % + 2km, 3 + 2km; k € Z}. (g) z=0.

(b) == 3. (h) = € {§,V2}.

(c) z € {log3,log4}. (i) t = 3[-3+ V33].

(d) z € {,5k € 2}, () = € {g,—1 - g}

(e) x € {—4,6}. k) ze{Z-Lt+tmkez}

(f) z e (1,4). (1) @ € {2km,m — arcsin 2 + 2km; k € Z}.

Priklad 2. (Nerovnice)
z € (—00, (=9 — V145)] U (—4, 1 (-9 + V145)] U (1, 2).

(k) @ € Upeg [ (5 + 2k, 3 +2km) U (§ + 2, 52 + 2kr) |.
W) ze 02— %) u(2+40,4].

Piiklad 3. (Grafy)
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Priklad 4. (Parametry)
(a) a € (00,0]U(0,1] : bez fedeni, « > 1:z € (—4(a+1),-1) U[-1,0]U (0, 5(a — 1)).

(b)

a=1:2z=-1,

1
a¢{071}:x1,2:—[—1:|: 1—2a+a2}.
«

a > 0: zadné Teseni,
a=0:z€eR,

a<0:z¢€ (—oo,log (—1)>.
e}

a > 0: zadné Teseni,

v (VD E)

a<l:zekR,
a=1:zeR\{-1},
a>l:z€e(—o00,—1—+vVa—-1)U(-1++vVa—1,+00)



a € (—oo,—4) U (2,400) : zadné TeSen,
a€(-4,-1):ze(-2—vVid+a,—-2+V4+a),
ae(-1,2):ze(-2-vV2—a,-2+V2—a).

a>1:zeR,
ae (-1 1)'$€U —z—l—kﬂlarcsina—i—kﬂ' UU I—laurcsima—i—lmr §71'—i—k71'
o kez 4 2 kez 2 2 4 ’

a < —1: Zaddné reSeni.

a>0:xzeR,
a:O:x#g+2k7r,k€Z,
a < —4: zadné feseni,

a€(-4,0):z¢€ U (m —arcsin(1 — v/ —a) + 2km, 27 + arcsin(l — v/ —a) + 2km).
keZ

Priklad 6. (Mnoziny)
(a) Mnozinou je interval (e, +00).
(b) Mnozinou je (—2,—1) U (1,2).
(¢) Mnozinou je interval (4, +00).

Priklad 8. (Negace)

Neékteri velociraptori neumi oteviit okno. f]dajné plati negace (viz Google).
Zadny savec neklade vejce. Plati pivodn{ vyrok (ptakopysk).
M4 rad kocky i psy. Odpovéd je individudlni.

Ve € N:2 > xVax > 3. Plati negace.

(f
(g) Jx e RVy e R: z-y # 1. Plati negace.
(h) 3z e R\ {0}Vy € R: z -y # 1. Plati piavodni vyrok.

)
)
)
)
)
) Jz,yeR:x-y>0Az+y <O0. Plati negace.
)
)
) I eRVy€Q:y>axVae>y+ 1. Plati puvodni vyrok.
) JxeRVyeN:y>axzVa>y+ 1. Plati negace.
) Jx e NVye NIz e N: 2z > x Az <y. Plati ptvodni vyrok.
(1) Va,b e NIz € R: 2 > a A —z% + bz > 0. Plati piivodni vyrok.
Priklad 9. (Logické zapisy)
(a) z€ ZIm e M : S(m, 2).
(b) Im e Z3z € M : S(m, z). (Vskutku.)
(
(d

(e) Vz € ZV¥my,mq € M : (S(mq,2) A S(ma, 2)) = my = mao.

)
)
c) Vme MVze Z:5(m,z)= Li(m,z2).
) VzeZ3Im e M : Li(m, z).

)



(f) Ym € MVz1,20 € Z: (S(m, z1) A S(m, z2)) = 21 = 2z2. (Nikoliv.)

(2)

321,20 € Z3Imy,ma,m3,mg € M 2 (21 # 22 A my # ma Ams # mg A S(my, z1) A La(ma, z1) A
S(m3,22)/\L2(m4,zg)).

Piiklad 10. (Hadanky)

(a)
(b)
(c)
(d)

B je padouch a C je poctivec.
A i B jsou poctivci.

A i B jsou padousi.

Ano.

Priklad 11. (Bonus)

(a)

—~
—
=

UvaZzujte pravothly trojihelnik ABC, s pravym thlem u vrcholu C. Ved'te kolmici z vrcholu C
na preponu (tj. vyska). Dostanete tak dva mensi trojuhelniky a podstatné je, ze jsou oba podobné
danému ABC (pro¢?). To znamend, Ze vite cosi o rovnosti poméri délek stran. Manipulaci vzniklych
dvou rovnic dostanete zaver.

Uvazujte pravouhly trojihelnik ABC, s pravym tthlem u vrcholu C, ithlem o u A a délkou prepony
rovnou 1. Vytvorte dalsi pravoihly trojihelnik ACD, s pravym tihlem u vrcholu D a dhlem 8 u A.
Vyjédiete délky vSech stran pomoci Ghli sint a cosint thlia « a 5. (Bude se vam hodit vést kolmici
z vrcholu B na stranu AD.) Takhle dostane vysledek pro piipad, kdy a, 8 >0 a a+ < 5. Pro
ostatni hodnoty to plyne z periodicity a sudosti/lichosti funkef sin a cos. Nakonec, vzorec pro rozdil
sin(a — ), plyne prepsanim o — 8 = a + (=) a pouzitim jiz dokdzaného.

Pro prvni ¢ast pouzijte 11(b) (nebo Moivreovu vétu). Pro druhou si uvédomte, ze © = 2 -
pouzijte prvni ¢ést.

(NI

Pouzijte 11(b) (nebo Moivreovu vétu).
Vyjdéte ze vzorcu v 11(b) a vhodné s nimi manipulujte.

Pripomente si, co znamena napr. arcsinz v kontextu trojihelniku. Nasledné si nakreslete vhodny
pravouhly trojuhelnik, jedna strana bude mit délku 1.



