IV. Limity funkci

Shrnuti teorie.

Definice. (Limita funkce) Rekneme, 7e &slo A € R* je limitou redlné funkce f v bodé ¢ € R* (tento
fakt zapisujeme jako lim,_,. f(z) = A), jestlize plati

Ve > 035 >0Vz € Ps(c) : f(x) € B:(A).

Pficemz pro ¢ € R symbol Ps(c) zna¢i mnozinu (¢ — d,c + 96) \ {c}, tj. prstencové s-okoli bodu c.
Podobné Bs(c) reprezentuje (¢ — d, ¢ + 9), tj. J-okoli bodu c. Pro ¢ z rozsifené redlné primky znacime
Ps(+00) = (%, +00) = Bj(+00), podobné i okoli bodu —oc.

Stejné jako u posloupnosti mame také vétu jednoznacnosti limity (existuje-li), o aritmetice limit a
vétu o dvou policajtech. Nakonec mame jesté nédsledujici verzi skdly (pouze pro z — +00).

Tvrzeni. (Skéla: log"®® 2 < 2™ < néco” pro & — +00) Plati:
(i) limg— 100 loi# =0proa, 8>0.
(ii) limg—s 400 ﬁ—i =0proa>1lap>0.
Definice. (Spojitost funkce) Rekneme, Ze funkce f je spojita v bodé ¢ € R, jestlize limg_. f(z) = f(c).

Limity a spojitost se také daji zkoumat pouze z jedné strany, tj. zleva a zprava. Vse funguje analogicky.

Tvrzeni. (Limita sloZené funkce) Bud ¢, A, B € R* a pro realné funkce f a g necht plati lim,_,. g(z) = A
a lim,_, 4 f(y) = B. Necht dale plati alespori jedna z nasledujicich podminek:

(P) 36 > 0Vx € Ps(c) : g(x) # A.
(S) Funkce f je spojitd v bodé A.
Potom je lim, . f(g(z)) = B. Speciédlné mame:
(Afinn{ substituce) Jsou-li a € R\ {0} a b € R, pak lim,_,. f(z) = lim,  cp flay +b).
Tvrzeni. (Znamé limity) Z predndsky vime, ze

. sinzx . tanz . l—cosz 1 et -1 . logx . log(l+x)
lim =1, lim =1, lim-———=-, Ilim =1, lim = lim ————=
z—=0 T z—=0 z—0 x2 2 z—=0 T z—1x —1 z—0 T

=1

Déle zname limity v krajnich bodech defini¢nich oboru funkci exp, log, tan, cotg, arctan, arccotg.
Zminme, Ze disledkem jsou (to uz musite vysvétlit) specidlné limity

. arcsinx . arctanz . 1—=x 1

lim — =1, lim —— =1, lim — =—.
2

z—0 T z—0 T z—1_ arccos’ x 2

Nakonec se hodf znat, Ze obecnd mocnina se pro a > 0 a b € R zavadi jako a® = eblog@,

Tvrzeni. (Heine) Necht ¢, A € R* a pro redlnou funkci f plati lim,_,. f(z) = A. Bud {x,}>>; posloup-
nost prvki z Dy takova, ze x,, # ¢,Vn € N, a splitujici lim,,_, 4 o ,, = ¢. Potom plati lim,,_, » f(z,) = A.

Zname-li derivace, tak mame jesté jeden, nékdy uzitecny, vysledek.

Tvrzeni. (I'Hospital) Necht funkce f a g maji na jistém prstencovém okoli bodu a € R* vlastn{ derivace

a existuje lim,_., %. Necht plati jedna z podminek:

(i) limy g f(z) = limgz—q g(x) = 0.

(ii) limg_q |g(x)] = +o00.

Potom existuje i limita podilu funkci f a g a plati rovnost lim,_,, % = lim,_,, I'(z)

Priklad 1. (Elementdrni) Uhodnéte limity a ovéite je z definice:
(a) lim,_,3(z + 3). (c) limgyo —15. (e) limy_o, . (g) limg_q(2? + ).

(b) limg 400 T (d) limg—y ﬁ (f) lim,_o, logx. (h) limg 4o cOS 2.



Priklad 2. (Spojitost, vytykani a AL) Urcete limity:

. . 3, 4 . 2 p—
(a) lim,, = tanz. (d) limg o0 % (g) lim,_,, Lt4z=5

. _ 3 _1 . _
(b) limg 0™ (e) limx%_w%. (h) limg 1 _ (:_4%25

(¢) limg—y 100 logﬁ. () limg—,_7 7:_—?;

Piiklad 3. (Odmocniny) Urcete limity:

(a) limg_sqo0 VI + 2 — /T (d) lim,_,o Y21
(b) lim,— % (e) limg sy %
(¢) limgy oo 22 + V422 — . (f) limg_,3 7w

Priklad 4. (Goniometrické funkce) Urcete limity:

5 : cos x—cos 3
(a) limg_,o 8252, (g) limg_,q “SEF0552
. 4 : 14sinx—cosx
T
(b) limg o T cos 422 (h) limg 0 l1—sinz—cosx*
: tan i) lim,_, = tan 2z -tan (§ — x).
(c) limg_o, TR (i) TG (4 )
5 () lim sm(xff)
(d) lim V/1-cos(z?) J 1% T 9conz
z—=0 "1—cosz *
. . 2sin? z+sinz—1
(6) hmx_)() % (k) hmm" 6 2sin?2x—3sinx+1°
: tanz—sinx : V1+tanx—+/14sinx
(f) hmx_>0 = sin3z (1) hmm_>0 23 .

Priklad 5. (Mocninné funkce & logaritmy) Urcete limity:

log(143z3)

(a) limg_o =55 (f) lim, o log;#-

(g) limz—too z(log(z+1) —log ).

(b) limg_,olog ==

sinx®

. V14tzsinz—1 i Ve?—e2®
(C) hmx_)() B SR (h) limg 1 arccosx °

log(z> —arctan )

(d) hmm*%koo $2 log (1 - ?22) . (1) hmm‘>+00 log(z2+arctanz) *
CRT— () T oo 1225
T——00 Jog(1+27) " J T—r+00 log(142)

Priklad 6. (Exponencidlni trik) Urcete limity:

1-vz
. X i—x
(a) limg 1 (%i—;) .

2z

. 1+logx log z

1
: 142-2% | «2
hmmﬁO (1ix.31‘)

lim,v%%+ (tan (m + g))

(b) limg—y 4o (14 2)
tan 2z

li 21\
(C) 1ma:~>+oo z2—-2

cot?z

1
(d) limg 0 (]— + 1’2) 1+tanw) sin @ )

hmm"O ( 1+sinx

)tan x

tan? @

(e) lim, o, (e* —1) = limg = (sinx

Priklad 7. (Heine) Urcete limity:

n+1
2n2+41"

(a) hmIHOJr —sin 1 (d) lim;,— 400 m - sin

(b) limg_, 377

log(3"+1)

limy, 400 V4NRZ + 1 log(fi—z).

(m)

() limg 0 g sdta.

(k)

1 (12_1 2)20
1M g2 (ws 12:E+16)10

(142)(1+22)(1+3z)—1

. Vr—6+2
limg 2 V55—
Vitr—+/1—x
SNtz— 11—z

V2+x— \/ a:+2
\4/9+r

hmw—)O

1imz~>7

2

hmm_m V1+z-sinz—+/cosz "

lim \/c05 z— J/cosx
z—=0 " sinZy

lim - sinx—cosx
T—r g (32— %)2

lim 1 .
rtoo /s arcsin(va®4+1—va%—1)

limg 0, Sulm arccos

1+ar2
lim Va3 cosz—=x
=04 x~cos(arctan(ﬁ))'
log(1—z+z2)
limg 400 Tog(z 0tz +1) "
_e—e® 7% 2-3
hm14>2+ cosVr—2—-1"
lim Jcosz— Y1+sin? x
z—=0 " Tog(cosz)
. log(z2+4)—log(x?)
hmwg’*oo Z 4arctan z .
. 271 3/ cos(ma)
hmz—>1 10g2 T

lim, s o (1—}-6363 )x/x2+5x—\/:c2—3a:_

VB
lim,—, z (2 cos ) =

(cos z)® —+/1+sind z

lim, o =3

. . N
lim,_, = (2sin® ) sma—cosz

. 4% % 4 cos o cotx
g (122 )

arcsin(v/n?+sinZ n—v/n?—cos? n)

Vn24+1—vn2-1
lim,,_yoo VN2 + 1 (5 — arctan n)

\3/n+17 \3/ n+cos %
$/n2+sin 2_3%n )

limy, o0

limy, 00



Vysledky - IV. Limity funkci

Priklad 1. (Elementérni)
(a) 6. (c) Neexistuje. (e) 0. (g) 20.
(b) 1. (d) +oc. (f) 4oc. (h) Neexistuje.

Priklad 2. (Spojitost, vytykani a AL)

(a) 1 () L. (2) 6 (1) 2

(b) 0. (e) 1. (h) —oo (k) (3)"

(c) 0 (f) Neexistuje (i) +o0 1) 6
P¥iklad 3. (Odmocniny)

(a) +oo. (@) 3 () i

(b) —1 (e) 3 (h) 3

(c) 3 () 15 (i) 52
Piklad 4. (Goniometrické funkce)

(a) 5. (g) 4 (m) 3.

(b) - (h) —1 (n) —15-

(c) Y2 i) 3. (o) Neexistuje.
(d) V2. () Z5- (p) 1.

(e) 2. (k) —3. (q) 2.

) 3 M (r) —%.
Piiklad 5. (Mocninné funkee & logaritmy)

(2) 3. (B -3 (k) L.

(b) 0. (g) 1 1) Se.

(¢) 3 (h) e. (m) &

(d) —2. i) 3 (n) 2.

() 0. () 123 (0) 1+ 7%

Priklad 6. (Exponencidlni trik)

(a) /2. (1) e. (k) 1.
(b) €S (2) 3. 1) e.
() €. () 0. (m) 1.
(d) e (i) 1 (n) ev2.
(e) 1. () 1 (0) 2.

Priklad 7. (Heine)

(a) Neexistuje. (d) & () L.
(b) Neexistuje. (e) 2. (h) 1.
(c) & (f) log3. (i) 5-



