I1. Suprema a infima mnoZin

Shrnuti teorie. Cislo s € R se nazyvé supremum mnoziny M (piSeme s = sup M), jestlize plati:

(1) Ve € M : & < s (s je horni zdvora M) a

(2) Vs’ <s3x € M : x> s (s je nejmensi horn{ zavora).
Pokud existuje ¢islo patfici do mnoziny M spliiujici (1), tak ho znaé¢ime max M (maximum mnoZiny
M). Podminka (2) pak plati trividlné, tj. sup M = max M (tj. suprema se nabyva).

Obdobné i = inf M € R je infimum mnoziny M, pokud plati:
(3) Ve € M : x > i (¢ je dolni zavora M) a
(4) Vi! > i3z e M :x < (i je nejvétsi dolni zdvora).

Pokud existuje ¢islo patfici do mnoziny M spliujici (3), tak ho zna¢ime min M (minimum mnoziny
M). Podminka (4) pak plat{ trividlng, tj. inf M = min M (tj. infnima se nabyvd).
Neni-li ) # M omezend shora (zdola), zavadime sup M = +oco (inf M = —o0).

Tvrzeni. Bud () # M C R shora (zdola) omezend mnozina. Pak md mnozina M supremum (infimum).

Tvrzeni. Plati tzv. Archimédova vlastnost, tj: Ve R In e N:z < n.

V nésledujicich prikladech najdéte (existuji-li) suprema a infima zadanych mnozin. Déle rozhodnéte
o (ne)existenci jejich maxim a minim.

Piiklad 1. (Konecné diskrétni mnoziny, intervaly a jejich sjednocenf)

(a) A (h) H ={z e R; z* < 16}.

(b) B=1{1,2,3,5,6,7}. (i) I={zeR; L5 >2}.

(c) C={zeR; z >0} () J={z €eR; |jlz — 1| — |z — 2|| < 1}.
(d) D={zeR; z<0}. (k) K = {arctanz; z > —1}.

(e) E=(-2,5). (1) L ={sinz; = € (0,2m)}.

(f) F=(1,4)U{-3}. (m) M = {sinz; z € (0,7)}.

(g) G=(-2,00U{1}U((2,4)N(3,4)). (n) N={z €R; zsinz < 1}.

Priklad 2. (Nekoneéné diskrétni mnoziny)

(a) A={;; neN}. (h) H = {n?—m? n,m e N}.

(b) B={;47; neN}. (i) I ={n*—-m? n,meN,n>m}.

() C={27"+37" neN} () J={n*—m? n,meN,n <m}.
(d) D={2""+3" neZ} (k) K ={aC0"3" j k ez},

() E={1-Y7_ t:neN}. (1) L ={cos(n+ ) m neN}.

(f) F={(-1)"+ -1; neN}. (m) M = {cos (2n+ 5-) m; n € N}.

(8) G={-2; neN, meN}. () N ={cos (2n— 1+ 515 ) m ne N},

Piiklad 3. (Bonus) Uvazujte funkci f(x) = 22 na intervalu (0,2) a éslo N € N. Definujme posloupnost
{zn})_, predpisem z, = %2, jde o tzv. délen{ intervalu (0,2).
(1) Spoditejte sup a inf funkce f na intervalech I, := (x,, zp41), n=10,...,N — 1.
(2) Vyjadiete Sy = ij Ol(an Zn) - sup f(x) a Sy = Zg;ol(xnﬂ —Zp)- 1é11f f(z).
zel, TCin
Mél by se hodit vzorec pro Y ,_, k?. Rozmyslete si, co to vlastné s¢itdme (tfeba pro N = 5).

(3) Spoditejte mf Sy a sup Sn. Mélo by vyjit v obou ptipadech stejné ¢islo, a to 8 3
NEN
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Pravé jste tedy spocitali, ze plocha mezi grafem z* a osou = na tseku (0, 2) je rovna pravé tomuto &islu.

Jedna se o tzv. Riemanniv integral, symbolicky (R) [ f(z)dz = §.
0



Vysledky - II. Suprema a infima mnoZin

Priklad 1. (Kone¢né diskrétn{ mnoziny, intervaly a jejich sjednoceni)

(a) Supremum ani infimum neexistuje.

(b) max B ="7,min B = 1.

(¢) supC = 400, inf C' = 0, minimum neexistuje.

(d) max D =0, inf D = —o0.

(e) sup E = 5, maximum neexistuje, min £ = —2.

(f) max F =4, min F = —3.

(g) supG =4, inf G = —2, maximum ani minimum neexistuje.
(h) sup H = 2,inf A = —2, maximum ani minimum neexistuje.
(i) supl = %, inf I = 1, maximum ani minimum neexistuje.
(j) supJ =2, inf J = 1, maximum ani minimum neexistuje.
(k) sup K = 7, maximum neexistuje, min K’ = —7.

(1) max L =1,min L = —1.
(m) max M = 1,inf M = 0, minimum neexistuje.

(n) sup N = +o0, inf N = —co. (Uvédomte si, co to déla tfeba pro hodnoty = i%")
Piiklad 2. (Nekoneéné diskrétni mnoziny)

(a) max A =1,inf A = 0, minimum neexistuje.

(b) sup B = 1, maximum neexistuje, min B = %
(¢) maxC = %7 inf C' = 0, minimum neexistuje.

(d) sup D = 400 a inf D = 0, minimum neexistuje.
(e) max F = %, inf £ = %, minimum neexistuje.

(f) max F = %, inf FF = —1, minimum neexistuje.

sup G = 1,inf G = 0, maximum ani minimum neexistuje.
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sup H = +o0, inf H = —cc.
(i
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sup / = +o00, min I = 3.

max J =0, inf J = —c0.

(k) sup K = +o00, inf K = 0, minimum neexistuje.
(1) max L = 1,inf L = —1, minimum neexistuje.
(m) sup M = 1, maximum neexistuje a min M = 0.
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max N = 1,inf N = —1, minimum neexistuje.
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