IV. Limity posloupnosti

Shrnuti teorie.

Definice. (Limita posloupnosti) Necht {a, }°° ; je posloupnost realnych ¢isel a L € R. Rekneme,l
ze L je vlastni limita posloupnosti {a,}5°, , jestlize

Ve>03ng e NVn>ng,neN:|a, — L| <e.
Posloupnost {a,}°; m4 limitu co (¢ —o0), jestlize
VK eR3IngeNVn>ng,neN:a, >K (¢ <K).
Limity jsou jednozna¢né urcené.

Tvrzeni. (O vybrané posloupnosti) Necht {a,}5°; je posloupnost redlnych ¢isel s limitou
A € R. Bud posloupnost {b;}32; vybrand z posloupnosti {a, }5° ;. Potom uz limy_, by = A.

Tvrzeni. (Aritmetika limit) Necht {a, }52;,{b,}>°; jsou posloupnosti redlnych ¢isel a méjme
lim, o0 an = A € R*,lim,, .o b, = B € R*. Potom plati:

(a) lim,—oo(an + bn) = A+ B, mé-li RHS smysl.
(b) lim, s ap - by, = A+ B, mé-li RHS smysl.
(¢) limy, o0 Z—: = %, mé&-li RHS smysl.

Tvrzeni. (Dva policajti / Sendvi¢) Necht {a,}> ;, {b,}52;, {c,}5%; jsou tii posloupnosti
redlnych cisel splnujici

(a) Ino eNVneN, n>ng:a, <c, <b, a
(b) limy oo ap = limy,_y00 by, = A € R
potom je lim, _, ¢, = A.

Tvrzeni. (Limita soufinu omezené a mizejici posloupnosti) Necht {a, }5°;,{b,}>2, jsou po-
sloupnosti redlnych ¢isel splnujici

(a) {an}n je omezend a
(b) limy, o0 by =0,
potom je lim, oo (an - by) = 0.

Tvrzeni. (O posloupnosti s kladnymi ¢leny) Bud' {a,}2° ; posloupnost kladnych redlnych &isel
a m € N. Potom plati:

(a) lim,, oo ntl — A = lim,, o0 {I/TH = A

An,

(b) lim, % <1=lim,_ o a, =0.

(¢) limpyoo @ = a <= lim, 00 all' = a™ <= lim, 00 Va, = Va.
Tvrzeni. (Rustové skaly) Plati nésledujici:

b

(a) Pro n velka plati n® < 2" < n! <n". (f) Pro a > 1, b > 0 plati lim, o 2 = 0.
(b) Proa >1 je lim, o a™ = 0. (g) Plati lim,_, ¥/n! = oco.

(¢) Pro1l>a>0jelim,.a™=0. (h) Pro a > 0 je lim,, o, {/a = 1.

(d) Plati lim,,_,0c 2 = 0. (i) Plati lim, e /n = 1.

)
) Pro a > 0 je lim,_,o Vn% =1.

(e) Pro a > 0 je lim, oo % =0. G



Pfiklad 1. [Elementarni] Urcete limity a ovéite je z definice:

(a) limy, o0 2. (f) lim, oo 3. (k) lim,, o0 — T

(b) lim, 00 n. (g) limy, o0 = . (1) lim, o logn.

(c) limn_)oo%. (h) lim, 0o e™ (m) lim,,_, o, arctan(—n).

(d) limy, 00 €™ (i) limy,—eo (%)n (n) lim,y0om

(e) limy, o 7" (§) limy, o0 /7. (0) limy, oo n!
Piiklad 2. [Skdkajici znaménka] Uréete limity

(a) lim, oo (—1)". (f) lim, oo (—2)™.

(b) limn_)oo# (g) lim,_ o sin(mn).

(¢) limy_yoe(—1)"n (h) limy, o sin

(d) lim,, o0 cos(m ) ni. (i) limy,— o0 & IT‘L"

(e) limnﬁoo( %) . (§) limp— oo ( i)n + #

Piiklad 3. [Raciondln{ funkce & odmocniny] Uréete limity:

(a) limy, e —n" + 13n* — 123n + 12. (3) limp—oe ¥V +2 = /.

(b) Timosoe 21352, (1) T e v/~

(c) limy, o =200 (1) lim, oo (1) a(vVa+ 1 — /).
: Vn—3—vn

(d) limy, 00 2,,?27;;;2 (m) limy, o0 —W

)
. 7L+4 100 'I'L+3 100
() limye0 ((71412)% (n) limg, e Q/\/ n’ + v/n’— Q/\/ n’ — v/ n7.|
V341

: : In —n
(f) limy, oo 55— (o) limy,— 00 @Lﬁi\!ﬁ.
(2) limy, 00 7,7;31 (p) lim,_, V(@nt1)10—(2n)10—1—/(2/n+1)18— 1|
() limn oo v T 1T + V7. Ve
N . Vni+y/n—y/n3—y/n
(1) lim,, o0 v+ 11 — \/ﬁ (q) limy, o0 n(Vnd+1—/ni—-1) '

Piiklad 4. [Mocninné funkce & n-té odmocniny| Urcete limity:

lim,, o 4™. (1) limy, oo ¥Vt + 37 + 27
limy, o0 55 - (m) lim,, oo /24 /37 —n3.
R (1) iy e /(3 — V/2).

) )
) )
) )

(d) lim,, 00 ((2)“2}:% (0) lim, o0 \/m —n.
) )
) )
) )

(6) Titnnyoo 21 (p) limy, 00 V/V/3" +2-27 — /37 + 27,
(6) Ty £ot27L (@) timy oo /(14 2)"+ (1= 1)"

(8) lim, o S HIHOEL (1) limn o0 572

(h) lim,, e 3?71 (%)n (s) lim,— oo %

N 15 Vn+3"+274n? n+2)z (n+1)2)n+1
(i) limy_yeo ¥ S CER LER n ) limp o0 \/ )P —n3—3n%)n T

o 1s Vnl(22"—3m) : n/ 47437 sin 27
(§) limpy—eo V)42 —/nl3n (w) limy, o0 57 +4™ cos(n!) *
V22— Y2Bn1 [184-36+---4-18n|"
n(vVn¥+2n8—v/n¥41) (3n+1)2"+(n+3)2" "

(k) lim, o0 5= (v) lim, o arctan(n!) 2



Piiklad 5. [Trikové] Urcete limity:

(a) Timy, o (1+2J;3++2---+n _ %) (f) limp oo 3 - 3+ 22=1

(b) lim,, g LE2EBEctn (g) Ty oo (1= 55) (1= 32) -+ (1 - 75)]
(¢) limy, oo W (h) lim, e sin(mv4n2 — n).

(d) limy, oo > pey k(kl-s-l)' (i) 1My 00 Gn; Gng1 = V2 F G, a1 = V2.
(e) limyyoo D gy \/T () limy—oo n; (2 —ap)ansr =1, Vn € N

Piklad 6. [Ecko] Urdete limity:

(a) lim, e (14 2)". (d) limy o0 (1—5)"
(b) Tt (14 1), (e) timy oo (25)"
(6) limpopo0 (1 + )" (£) limpyoo (14 72)"

Priklad 7. [Celd ¢ast] Urcete limity:

(a) lim, oo VNt +4n? —n. (d) limy—yoo 25 Dop_y k2.

(b) ity s | /407 — 1. (€) limyysoe DL
1 M . ny/n Y/ (n+1)n+4nntl
(0) dimmnso0 =7 00557 () Mmoo [T R F Invm]

Priklad 8. [Zkouskové piiklady] Urcete limity:
(a) lim Vnidn—vnind n?fn—y/nitn®
N0 /2 3n— Y/n3+2n’

N/ n2r4(2n)m

R/n3n4(3n)n
(1) (12
(2+5)" - (8+42)”
(@) Y (/75— V) (L) 4 (20T 4+ I/ (ZD791))
(0) Timyyy oo 21 Ynteos
n—00 Wf%
(1) Timgoo 37 + @07 (24 5)" = (44 %)").
() Tt (VT — ST (004 )12 — (4 4m)).

log(1' 4224 +n")
\/n4+2n3 logn—v/n4—n3 ’

arcsin(v/n2+sin2 n—v/n2—cos2 n)

VvVn24+1—vn2—-1
(j) limp—oo {’{/nlog" +em 4 (log n)ﬁJ .
lim,, o VN2 +1 (5 — arctan n)

)

. log(3™+1
) hmn*)oo ‘ggn(Bi\/THQ)
)
)

(b) lim, oo -

3= 3=

(¢) lim, oo

(h) limy, 00

(i) lim,,—,

lim,, o0 log(l()” + 10™ + n?) sin ngin

lim (n®+15n)1°—(n?410)1°
n—00 (p312n2+1)°—(n+1)27

n n
: n 2 1 3 1
) e (228) "+ (2250
(1" .
L 7{/7’L1°g"+7r +logﬁ n)

. (n+2022)! V/(n1)2420227 — \/(n|)2_n2022
(q) hmn%oo 712022 20227

(1) limy oo (= 2)° — (n° +27)° +18(n® +2)°) - (1 + 3)7 — (1 + 125)%) "

(p) limy, oo




Vysledky - IV. Limity posloupnosti

Tvrzeni [Rustové skaly]

(a) Indukce a 3n2 +3n+ 1 < nd pro n velks.
(b) Z definice.

(¢) Z definice.

(d) Trividlni rozepsanim.

(e) Rozepsani a Archimédova vlastnost. Nebo limitni podilové kritérium (a > 1).

(g) Ukazte n! > n? pro n sudé a n! > n"r pro n liché.
(h) Bernoulliho nerovnost pro z = {/a — 1 a exponent n.

(i) Bernoulliho nerovnost pro = {/a — 1 a exponent %, nebo n-l

)
)
)
)
)
(f) Limitni podilové kritérium.
)
)
) R
)

(J

Priklad 1. [Elementérni]

Trividlné pomoci (i).

(a) 2. (e) oo. (i) 0. (m) —%
(b) . (f) oo. (j) oo. () oo
(c) 0. (g) 0. (k) 0.

(d) oo. (h) 0. (1) oo. (0) o

Priklad 2. [Skdkajici znaménka]

(a) Neexistuje. (f) Neexistuje.
(b) 0. (g) 0.
(¢) Neexistuje. (h) Neexistuje.
(d) Neexistuje. (i) 0.
(e) 0. (j) Neexistuje.

Priklad 3. [Racionélni funkce & odmocniny]

(a) —oo (f) 0. (k) oo. (p) 32(v/5 — 16).
(b) o0 (g) 1. (1) Neexistuje. (q) 2
(c) % (h) co. (m) 0.
(d) 0 (i) 0. (n) 2.
() 3 () 0. (0) 3.

Piiklad 4. [Mocninné funkce & n-té odmocniny]
(a) oc. (&) 1. (m) 4. (1) =
(b) 0. (h) 0. (n) 0. (s) 0.
(©) 0. 0. (0) 0. (t) 2.
@ 3. () . ) 4
(e) 0. () . () 75 () %
(f) 0. 1) 3. (q) 1. (v) Z.

Priklad 5. [Trikové priklady]
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P¥iklad 6. [Ecko]
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Piiklad 7. [Cels ast]

Priklad 8. [Zkouskové piiklady]
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