
VII. Pr̊uběh funkce

Postup při vyšetřováńı funkce.

• Na začátku.

– Definičńı obor f .
– Spojitost funkce.
– Pr̊useč́ıky s osami. Př́ıpadně ”zaj́ımavé” hodnoty.
– Sudost/lichost a periodicita. Často je z tvaru Df jasné, že nemůže být to či ono,

př́ıpadně s pomoćı pr̊useč́ık̊u. Nebo je naopak zjevné, že je např. sudá (co se děje po
dosazeńı −x?). Občas se toto dobře od̊uvodńı až při kresleńı grafu.

Je-li f sudá/lichá, tak se omeźım na množinu Df ∩ [0, +∞) a zkoumám vlastnosti funkce
zde. Je-li f periodická, tak se omeźım na nějaký interval, který má délku této periody.
Na konci nezapomenu načrtnout celý graf, či okomentovat co se děje ve vynechané části.

• Limity

– Spoč́ıtáme limity v krajńıch bodech definičńıho oboru. Typicky se jedná o hodnoty
v ±∞ a v pár bodech vyřazených z definičńıho oboru. Obvykle neńı problematické.

– Asymptoty v nekonečnech. Zkoumáme limity limx→+∞
f(x)

x =: k a limx→+∞(f(x) −
kx) =: q, asymptota, pak má tvar kx+q. Totéž v −∞. Můžeme źıskat celkem žádnou
(k či q neexistuj́ı), jednu nebo dvě r̊uzné asymptoty. Tato informace nám ř́ıká, že se
funkce v daném směru přimyká k této nalezené př́ımce.

– Načrtnu si kostru grafu. Vid́ım definičńı obor, pr̊useč́ıky, limity. To mi ř́ıká, že funkce
někde určitě roste/klesá, někde muśı mı́t extrém daného typu...

• Prvńı derivace.

– Mechanický výpočet prvńı derivace v maximálńım otevřeném intervalu.
– Určeńı definičńıho oboru f ′.
– Spoč́ıtáńı f ′ ve zbývaj́ıćıch bodech - vzorec využ́ıvaj́ıćı jednostrannou spojitost nebo

př́ıpadně definice (nemáme-li př́ıslušnou jednostrannou spojitost).
– Znaménka derivace, jej́ı kořeny.
– Intervaly monotonie. Muśı korespondovat s dosavadńım náčrtkem.
– Lokálńı (globálńı) extrémy f .

• Druhá derivace.

– Mechanický výpočet druhé derivace v maximálńım otevřeném intervalu.
– Obvykle neńı nutné se zaob́ırat výpočtem jednostranných druhých derivaćı, nicméně

v principu to možné je.
– Znaménka druhé derivace. Často neupravujeme celou druhou derivaci, často se vy-

tknou kladné faktory, kterými se neńı třeba zaob́ırat.
– Intervaly konvexity/konkávnosti funkce f .
– Inflexńı body.

• Graf.

– Obor hodnot. Na to nám stač́ı znalost extrémů a limit, použ́ıváme Bolzanovu větu.
– Uspořádáńı d̊uležitých bod̊u – pr̊useč́ıky, extrémy, inflexńı body, asymptoty, sin-

gulárńı body, vyznač́ıme limity.
– Náčrtek grafu – muśı být vidět změna konvexity a konkavity, extrémy, limity v

krajńıch bodech. Pokud to nejde nakreslit, tak máme někde chybu (např. vlastńı
limita v nekonečnu a přitom má být funkce konvexńı či funkce klesá do +∞).
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Př́ıklad 1. [Zahř́ıvaćı př́ıklady] Vyšetřete pr̊uběh funkce f :

(a) f(x) = 2x
1−x2 .

(b) f(x) = x
√

1 − x2.
(c) f(x) = 3

√
x3 − x2 − x + 1.

(d) f(x) = x
3
2 − 2√

x
.

(e) f(x) = x
3
2 − 3

√
x2 + 1.

(f) f(x) = x4+8
x3+1 .

(g) f(x) = (x2 − x + 1)e−|x|.
(h) f(x) = 2x − tan x.

(i) f(x) = 3
√

x2e−x.
(j) f(x) = (x + 2)e 1

x .
(k) f(x) = (x + 1) 2

3 + (x − 1) 2
3 .

(l) f(x) = |x+1|
3
2√

x
.

(m) f(x) = 1 − x +
√

x3

3+x .

(n) f(x) = sin x + cos2 x.
(o) f(x) = | sin x| + cos 2x.

(p) f(x) = e−x2+3x−7.
(q) f(x) = arcsin(cos2 x).
(r) f(x) = arctan x+1

x−1 .

(s) f(x) = arcsin x2−1
x2+1 .

(t) f(x) = arccos 2x
1+x2 .

(u) f(x) = |x| + arctan |x − 1|.
(v) f(x) = arccos x√

1−x2 .

(w) f(x) = arccos x√
1−x

.

(x) f(x) = 3
√

2
π arctan x

x2−1 .

Př́ıklad 2. [Zkouškové př́ıklady] Vyšetřete pr̊uběh funkce f :

(a) f(x) = |x + 3| + 2 arctan |x + 1|.
(b) f(x) = 3

√
x3 + 2x2 + x + 1 pro x ≥ 0.

(c) f(x) = 4x−12
(2x−9)2 .

(d) f(x) = 3
√

x2

x−3 .

(e) f(x) = arccot
(

1
1−x3

)
.

(f) f(x) = 4
√

|x4 − 5x2 + 4|.

(g) f(x) = xe
1

x2−2 .
(h) f(x) = arctan 2

x + log(x2 + 4) − x
4 .

(i) f(x) = sin x− 1
2

sin x+ 3√
2

.

(j) f(x) = arctan
(

8x
x2−25

)
.

(k) f(x) = 3
√

x3 + 5x2 + 7x.

(l) f(x) = x 9√x
3
√

3√x−3
.

(m) f(x) = xe
− 1

log2 x .
(n) f(x) = log

(
4x2 + 1

x

)
.

(o) f(x) = (3x+2|x| − 9)2.

(p) f(x) = 3
√

x2+2x+1
x+2 .

(q) f(x) = arctan 1
x3−1 .

(r) f(x) = |x − 2| − 3 arctan(x + 2).
(s) f(x) = x2+5x+6

e|x+1| .

(t) f(x) = 9x−54
(3x−12)2 .

Př́ıklady nejsou řazeny podle obt́ıžnosti. Doporučuji si vyzkoušet ty opakuj́ıćı se typové
př́ıklady – např. (a), (c), (d), (j), (k), (m), (s).
Výsledky se daj́ı naj́ıt na stránkách dř́ıvěǰśıch přednášej́ıćıch. Grafy si ale můžete (téměř
vždy) dobře zkontrolovat pomoćı GeoGebry či WolframAlphy.
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